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Matematické
modely
v ekologii

VLASTIMIL KRIVAN, LADISLAV LHOTKA

Aplikace matematiky jiZ zasdhly celou Fadu
oborli vEédy a techniky. Jist& mezi né patfi i védy
o Zivé prirodé. Na rozdil od tradiénich domén
uZité matematiky (fyziky, chemie, ekonomie aj.)
je historie tzv. biomatematiky pom#rné kratkd a

. matematické metody S$ité na miru ekologickym

problémim jsou zatim velice Fidké. Mnohem C¢&as-
téji se prejimaji postupy pouZivané v jinych sou-
vislostech, n&kdy i za cenu ur€ité deformace pii-
vodniho problému.

Ponechdme stranou matematickou statistiku,
kterd ndm pomdhd pFi vyhodnocovani biologic-
kych pozorovdni a experimentd. Jeji pomoci mil-
Zeme souhrnné& charakterizovat vné&jsi projevy stu-
dovaného ekosystému, které jsou vyslednici Fady
komplikovanych procesii. K tomu, abychom pozna-
li vnitini mechanismy systémi a dokazali se
orientovat ve spleti vS8ech vlivli, potfebujeme ma-
tematicky model vnitfni dynamiky ekosystémi.
KaZdy, kdo zkouSel takovy model sestavit, musel
asi FeSit obvyklé dilema: jak zachytit vSechny
podstatné rysy systémil a pfitom nepFekrofit mez
anosné sloZitosti.

V odborné ekologické literatufe miiZeme zazna-
menat tplnou zdplavu matematickfch modeli,
které jsou vlastn& riznymi vice & mén& original-
nimi variacemi na téma, u jehoZ zrodu stédli zhru-
ba pFed pilstoletim A. ]. Lotka a V. Volterra. Pii-
vodni Lotkovy-Volterrovy rovnice popisuji tzv. sy-
stém kofist-dravec, v populdrni verzi prezentovany
jako model souZiti kralika (kofisti) a liSek (drav-
ce). Nasadime-li na urcité lokalité jisté pocated-
ni mnoZstvi kralikd a liSek, budou se jejich poé&ty
ménit pFibliZn& tak, jak je znazornéno na obr. la.
Uvedeny model, tvofeny soustavou dvou diferen-
cidlnich rovnic, ovéem vychézi ze znadné idealizo-
vané situace [predpokldddme, Ze krdlici maji do-
stateény zdroj potravy, nedochédzi k migraci obou
druhii, liSky nemaji moZnost jiné obZivy atd.). Mo-
derng&jsi varianty zahrnuji v&t8i po€et druhii kofisti
i dravce, pfipadn& i ve vice stupnich potravni py-
ramidy. Matematikiim se podafFilo ukézat nékteré
obecné vlastnosti t&chto modeldl, které znamenaji
uréity piinos i pro matematickou teorii dynamic-
kych systémi. Z tdbora biologli se vSak mezitim
zataly zvedat stéle silici hlasy oprdvnén& pouka-
zujici na nékteré rozpory t&chto modelll s realitou
pFirodnich spolefenstev. V matematickém popisu
totiZ chybi napfiklad sezb6nni zavislost para-
metrii vnéjsiho prostfedi [napf. teploty, slunecni-
ho zaFeni aj.), zpétnovazebni dynamika Zivin a
dalgi dileZité faktory. A tak se objevily ekologic-
ké modely, které se snaZi skute¢nosti co nejvice

hustoty populaci
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1. Klasické Lotkovy-Volterrovy ice popisujici systém dravec-koFist:

dx/dt — a.x — hxy.
dyfdt = —c.y - duy,
s parametry a—=b=—c=d=1.

Obr. @ zndzorfiuje <&asovy pribéh popu!u!ni hmﬂr llohsti (plnu
¢ara) a dravce (Earkovand &dra). Vivoj pop

sleduje wvyvoj kofisti, pouze je v fase zpoidén. Na obr. h ]sou na-
kreslena tii feieni (pro rizné podateéni podminky) we
prostoru. Proti sob& jsou wynad k loci kofisti x(t) a
dravce y(t). Smér asového vjvoje méuji liph

Tento typ delu neni wvhodny, mbd mm ltn*‘hmilni stabilni
(viz ubr c). Velmi il é { t prvni
byla p énéna na tvar a.x — ba.y + 0.1. coi v ekologické

t taci miie odpovidat napi. malé imigroci kofisti) dostavame

huhummi odligny ohnh* system se ustGli ve stociondmim stavu.
Podstatny je oviem ten fakt, ie ke kvalitotivni zméné& v chovani tro-
jektorii (piechod od uzovienych kiivek ke spiralam) dochari pii
wlibovelné malé imigraci”
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2. Dy iku jedné izol é popul s diskrétnimi g
je moino popsat dif éni rovnici
X4t = Axp(t=xy),

kde x, je hustota populace (tj. pocet jedincd no jednotku plochy)
v Case n. Casovy krok mﬁh byt m:pf den, tjden apod. Parametr A
davé vitalitu popul rastu. Refeni této
rovnice maji pro rizné hodnutr A ndlilni :bumkhr
Na obr. a je hodnot p u A nizké (A= 0,8). Po-
pul neni d éné ii hopnd, a proto x poédateéniho stavu
daného prvnim bod rychle vymiré
Na obr. b je hodnota pummutru A wyidj (A=1,8). Populace je pii
této hodnoté jii d italni a rychle doschuje ustdlené hod-
noty K = 1=1/A. Jestliie dale zvyiime hodnotu pnralllﬂﬂl A nod 3.
raéne se chovéni znaéné komplikovat. Napfed
orbllu s ponodeu 2 Iabr c). Pfi daliim zvyiovani hodnoty A se
jektorie s periodami 4, 8, 16 atd. Po pfekrodeni
hodnoty A-- 357 mé chovéni systému chdollcki td: - Iiz obf d
{pro nézornost jsou jednotlivé body spoj
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pPibliZit, svou sloZitosti se v3ak vymykaji mozZ-
nostem matematické analyzy. Rozvoj vypocetni
techniky umo#nil alespoii numerické simulace a
dalsi pocitadové experimenty, na jejichZ zakladé
si mZeme vytvofit predstavu o chovdni modelu.
VZdy bychom se vSak mé&li pokusit o matematicky
diikaz takto vznikl¢ych hypotéz. Za uré&itych okol-
nosti (z nichZ n&které popiSeme dédle) mohou byt
totiZ poditatové simulace artefaktem, ktery svadi
k faleSnym zavérim.

PFi sestavovani modelu musime v prvé Fadé
ur¢it jeho zaméfeni a acel. S tim souvisi vhodné
volba tzv. stavovych proménnych, které
na dané udrovni popisu systém plné& charakterizuji.
Napf. v neurofyziologickych modelech mohou byt
stavovymi proménnymi riizné elektrické potencia-
ly nebo koncentrace iontl, ekologické modely
pracuji s hustotami populaci, biomasou apod. Stav
systému v daném okamZiku je popsdn hodnotami
viech stavovych promé&nnych. MiZeme si ho te-
dy pPedstavit jako bod tzv. stavového pro-
storu, v némZ kaZdé stavové promé&nné prislusi
jedna soufadnéd osa. Tak, jak se v Case méni stav
systému, piesouvd se i bod ve stavovém prostoru.
Stopa, kterou pohybujici se bod zanechava, se na-
zyvad (v souhlase s mechanickou analogii pohybu-
jictho se td&lesa) trajektorie systému
Smér pohybu vyznadujeme Sipkou. Pro praktické-
ho 1ékafe, kupfikladu, jsou zdkladnimi stavovymi
veli¢inami t&lesnd teplota a krevni tlak [systolic-
ké& a diastolickd hodnota). Na této tdrovni popisu
je stav pacienta reprezentovén trojici hodnot, tedy
bodem v trojrozm&rném stavovém prostoru. Obec-
né, je-li pocet stavovych promé&nnych n, je stav sy-
stému v kaZdém okamZiku urfen bodem v n-roz-
mérném prostoru.

Matematicky model popisuje vyvoj stavovych
prom&nnych. Je velice dileZité vybrat takovou
formu modelu, kterd nejlépe odpovidd povaze
problému. Zatim nejpouZivané&jSimi typy matema-
tickgch modeli v biologii jsou diferenéni
a diferencidlni rovnice. Prvni z nich
popisuji vyvoj systému v diskrétnich &asovych
okamZicich. Diferenéni rovnice jsou vlastn& pFed-
pisem, podle n&hoZ z okamZitych hodnot stavo-
vych prom&nnych vypo&itime hodnoty nové. Tra-
jektorie systému jsou posloupnosti izolovanych
bodfi stavového prostoru. Takovyto pfFistup je
vhodny napfiklad pro modelovani populaci s dis-
krétnimi generacemi (obr. 2). Rovnice diferenciél-
ni pracuji se spojitym asem (trajektorie jsou tedy
spojité kf¥ivky). Vedle vlastnich stavov§ch promén-
nych se v nich vyskytuji i jejich derivace podle
tasu [(tj. okamZité rychlosti zmé&ny). Trajektorie
obou typi rovnic jsou zaddny poé&dtedni
podminkou, coZ je bod stavového prostoru, ze
kterého vychézeji. Dalsi vyvoj trajektorie je jiZ
urc¢en rovnicemi. Klasickym ptikladem pouZiti di-
ferencidlnich rovnic jsou jiZ zmin&né Lotkovy-Vol-
terrovy rovnice (obr. 1].

BohuZel, v naprosté vetSiné pripadd neumime
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najit analytické FeSeni diferencidlnich ani dife-
renénich rovnic, tj. pFedpis funkc!, které spliiujf
dané rovnice. Pl’esto matematika dtspanu]e mnoha
obecnymi metodami, které mohou poskytnout ale-
spoii ndkteré dileZité informace o povaze FeSeni.
Z hlediska pochopeni vlastnosti re&lného systému
nés totiZ vétSinou zajima jeho asymptotické cho-
véni v dlouhodobé asové perspektivé, po odezn&nf
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pfechodnych vlivll, danych volbou
podminek. ,,Slusné vychované“
urcité dob& budto ustdli v tzv. staciondrnim
stavu a dédle se nevyvijeji, anebo se postupné&
pFibliZuji k uzavFfené orbité s periodicky
se ménicim stavem. Je vS8ak znamda celd rada sy-
stémii, u kterych k Zddnému ustdleni nedochazi.
Trajektorie potom maji chaoticky charakter. ]de
o tzv. deterministicky chaos, ktery ne-
ni vyvolan plsobenim ndhodnych vlivii (viz Ves-
mir 60, 269, 1981). Podobné chovani bylo pozoro-
vano v riznych fyziologickych modelech, nékteré
novéjsi studie vSak naznacuji jeho pfFitomnost
i v dynamice populaci. Je jednim z moZnych vy-
svétleni velmi nepravidelnych fluktuaci v hustoté
populace kanadského rysa (obr. 3).

Jednim 2z nejtéZSich problémé pfi formulaci
matematického modelu je zachyceni ohromné
pruZnosti a variability Zivych systémi. V modelo-
vych rovnicich tyto vlastnosti odrdZi velké mnoZ-
stvi parametrii, jejichZ hodnota je znaéné& promén-
livd a nejista. Jde napfiklad o nékteré parametry
vnéjsiho prostiedi, ale zejména o rtizné druhové
specifické charakteristiky organism.

Podstatnd ¢dast moderni teorie dynamickych sy-
stémii zkoumd prdvé povahu trajektorii v zavislos-
ti na parametrech. Cilem takového rozboru je vy-
mezit oblasti hodnot parametrli, v nichZ maji tra-
jektorie stejné kvalitativni vlastnosti
[specidlné jde o charakter asymptotického chova-
ni). V ohnisku pozornosti jsou pfirozen& takové
hodnoty parametrfi, které tvofi hranici mezi
oblastmi s rznym chovdnim systém(. Nahla zmé-
na pFi priichodu touto hranici se nazyva bifur-
kace (viz obr. 4). Kritickd hodnota parametri
(tzv. bod bifurkace) md tu nebezpecnou vlastnost,
7e v jejim okoli i velmi malou zménou parametrii
dostaneme zcela odliSné vysledky. Exaktni mate-
maticky rozbor ma proto mimo jiné i ten vyznam,
7e tato citlivd mista odhali. Pro poé€itadovou si-
mulaci modelu musime mit zaruceno, Ze hodnoty
parametrii jsou dostateén& daleko od t&chto kri-
tickych mist a Ze ziskané vysledky jsou odolné
vii¢i zaokrouhlovacim chybdm pFi vypoétu. Mode-
ly, které si uchovavaji své kvalitativni vlastnosti
pFl dostatené malych zméndch rovnic, se nazy-
vaji strukturdlné stabilni.

Obrédzek 4 je konkrétnim pfikladem, ktery je
zajimavy tim, Ze vykazuje pro rlizné hodnoty pa-
rametrd vlastng viechny typy chovéni, o nichZ jsme
se zde zmifiovali. Vidime, jak prekvapivé sloZité
trajektorie mohou vznikat i z relativné jednodu-
chych rovnic.

Matematické modely Zivych systémii zatim na-
chédzeji uplatnéni spiSe v oblastech genetiky, fyzio-
logie, imunologie ap. V ekologii neni dosud pfi-
nos matematického modelovdani pfiliS vyznamny.
Oroveli obecnych znalosti o pfirodnich ekosysté-
mech je totiZ vétSinou dosti nizkd. Je ovSem také
moZné, 7e budeme potFebovat nové matematické
prostfedky. V kaZdém piipadé je sestaveni rele-
vantniho matematického modelu, ktery by se svou
sloZitosti nevymykal moZnostem matematického
rozboru, velmi néaro¢ny tkol. Je potfeba hledat
zobectiujici principy a zkoumat moZnosti dekom-
pozice riiznych problémfi. VynaloZené usili se
v8ak bohat& vyplati. JiZ sama matematickd formu-
lace miiZe napomoci nalezeni a odstran&ni nékte-
rych nejasnosti, vyplyvajicich z mlhavosti slovni-
ho popisu. Matematicky model je moZno simulo-
vat i za takovych podminek, které jsou v prirodé
nemo%né nebo tdZko realizovatelné. Poc&itatové
experimentovani s modelem miiZze klidné obsah-
nout &asovy horizont desitek &i stovek let.

V tomto ¢lanku jsme v3ak cht&li rovné&Z upo-
zornit na potfebu seri6zni matematické analyzy
modelu, ktera jednak poskytuje spolehliva voditka

poééatecnich
systémy se po

pro interpretaci simulaci, dokdZe vSak také vhod-
né usmérnit experimentovdni s redlnym systé-

mem. Tak napf. chaotické chovéani, které miZe
[
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3. V grafu juu vy ¥y poéty ul ych jedincd rysa kanadského
(Lynx d ) v jednotlivich letech (podln knihy Odum: Zaklady
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4, Obdobou Loﬂovv:ll -Volterrovych ic je nasledujici t
diferencial ktera deluje systém sklddajici se ze dwou

raznych typd koFisti x, a x; a dravce y:
digfdt = x.(1 = x; = a.x2 = ewy),
degfdt = x,.(1 = by = % = m.y),
dyjdt = y.(=1 + d.e.x; + d.m.axg).
Parametr o, resp. b phdnmiu miru konkurenénihe pusobeni dru-
hého typu kofisti na prvni, resp. opaéné. Parametry e @ m vyjodiuji
pascbeni dravee na kofist a p tr d je f éni koeficient.
V zdvislostl na hodnoléch theh PRy vimé typy
hovani té Pro si byly pouim' ndsledujici hodnoty para-
metrd: a—l. b==1,5, d=0, m=1.
Obr. a: Pro hod e=5 destava taci

Obr. b: Hodnoté e=6 jii odpovida fena orb Piechod od
staciondmiho stavu k uzaviené orbité m:m pro e= =56 (bod bi-
furkace). Tento typ kvalitativni ény delu se nozxjva

Hopfove hifurkece,
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Obr. ¢: Pro dosti velké hodnoty parametru e (zde e=10) dostavame
haotické chovani (tzv. spiralni chaos)

vznikat pii dostateéné velké riistové rychlosti
(obr. 2), vedlo biology k pokusiim, které mély pro-

verit moznosti vzniku takovychto chaotickych fluk
tuaci v dynamice izolované populace. Byly prove-
deny napf. experimenty s populacemi rodu octo-
milek (Drosophila/, které maji relativné vysokou
rlistovou rychlost. Presto se v Zadném z téchto po-
kusi nepodaftilo prokazat vznik chaotického cho-
véani, nebot se ani pfes optimalni podminky nepo-
daftilo prekroéit kritickou hodnotu rdstového pa-
rametru A. To vedlo k nékterym zéavérim o existen-
ci biologickych mechanismi, které pravé takové
chaotické chovani znemoZinuji. Na druhé strané by
nékteré typy chovani mohly byt uspokojivé vy-
svétleny pravé pfritomnosti deterministického chao-
su v dynamice ekosystému. Zakladnim problémem
je ta skutetnost, Ze obvykle chybi dlouhodoba po-
zorovani dynamiky jednotlivych populaci ve volné
prirodé, a proto ve vétSiné pripadi nelze zatim
jednoznacné odpovédét na otdzku, zda fluktuace
u nékterych populaci jsou disledkem determinis-
tického chaosu. Spolehlivé zdvéry mohou vznik-
nout jen v intenzivni spoluprdci matematiki s bio-
logy, ve vzajemném pasobeni matematického mo-
delu a cilevédomych ptirodnich pozorovani.



