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Co to je teorie zivotaschopnosti

Viastimil K#ivan, Ceské Budéjovice

Uvod

V ¢isle 3 (1987) PMFA jsme se mohli sezndmit v rubrice diskuse s nazory pfedniho
matematika prof. J.-P. Aubina na ilohu motivace v matematice. Jednim z uvedenych
piikladd tzv. motivované matematiky byla teorie Zivotaschopnosti (viability theory),
jejimZ jednim ze zakladateld je prof. J.-P. Aubin. Vzhledem k tomu, Ze se teorie
Zivotaschopnosti pomérné rychle rozviji a pfitahuje pozornost nejenom matematiki, ale
i ekonomi, sociologt, biologl atd., chtéli bychom v tomto pfispévku seznidmit ¢tendie s
tim, jak teorie zivotaschopnosti vznikla, ¢im se zabyva a jaké matematické prostiedky
pouzivd. V posledm’ch nékolika letech vysla fada pracf (napt. [2,5,6,7,8,9,10,11,14,186,
19]), které vice & méné s teorif zivotaschopnosti souvisi. Cést kmhy [4] se touto,teoril
zabyva a k publikaci je pfipravena monografie [3].

Teorie Zivotaschopnosti byla motivovdna jednak teorii fizenf a jednak snahou o popis
komplikovanych a netiplné determinovanych dynamickych systému, které se vyskytuji
v ekonomii, socidlnich védach, biologii atd. Takovéto slozité systémy, které jsou ob-
vykle hierarchicky uspofddané se zpétnymi vazbami, zavislé na vnéjsich obtizné prediko-
vatelnych podminkach, se nékdy nazyvaji téz 'makrosystémy’ na rozdil od jednoduchych,
casto fyzikalnich systémi s jednoduchym uspofddanim, které se oznacuji jako ’mikro-
systémy’. Klasicky matematicky popis dynamickych systémi, ktery je obvykle zaloZen
na pouziti riznych typu diferénicidlnich rovnic, se pro popis 'makrosystémi’ obvykle
nehodi, ponévadZ nasSe znalosti o téchto; systémech jsou nedplné. Vzhledem k ne-
dostatku méfenych dat (jejichZ ziskdni“mize byt tasové velmi niro¢né) obvykle ne-
jsme schopni uréit presné ani funkéni tvary pravych stran diferencidlnich rovnic ani
odhadnout parametry pro diferenciilni rovnice. Bylo tedy zapotiebi pouzit obecnéjsi
matematicky apardt, ktery by umoziioval zahrnout i uvedené neznalosti a byl by tak
realnéj$im popisem nasich znalosti (a neznalosti) o daném systému neZ ’pfesny’ popis
nasich nedplnych znalosti zalozeny na diferencidlnich rovnicich.

Teorie Zzivotaschopnosti

Matematicky apardt, ktery odpovidéd témto predstavdm, je pomérné stary a jeho
potatky jsou spojovany zejména s pracemi Zaremby a Marchauda [20,17] ze 40. let, ktei{
se zabyvali existenci fesenf tzv. rovnic v kontingencich a parakontingencich. Tato teorie
byla déle rozvijena zejména v souvislosti s teorif fizeni a vyustila v teorii diferencidlnich
relaci (viz. napf. [4,15]). Zadat diferencidlni rovnici na podmnoziné K C R" Euklei-
dovského n— dimenziondlniho prostoru R" znamend zadat v kazdém bodé mnoziny K
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vektor rychlosti. Zadat diferencidlni inkluzi na mnoziné K znamend zadat v kazdém
bodé z mnoziny K mnoZinu vektord rychlosti F'(x). Takovéto zobrazeni, které kazdému
bodu z z mnoZiny K pfifadi mnoZinu-F(z) C R", budeme nazjvat mnoZinové zobrazeni
a znadit ho F' : K ~» R™. Diferencilnf inkluze mé4 pak nasledujicf tvar

(1) z € F(z).

Diferencigln{ inkluze je tak mozné chdpat jako zobecnén{ diferencidlnich rovnic ponévadz
v piipadé, kdy mnozZinové zobrazeni F(-) je jednoznacné, dostdvdme diferencidln{ rovnici.
Resenim diferencidlni inkluze se obvykle rozumf kazd4 absolutné spojita funkce spliiujici
(1) skoro vSude. Z hlediska vyse zminénych aplikaci pro popis dynamiky makrosystémi
musime vzit do dvahy nasledujici fakt: Trajektorie kazdého ’rozumného’ systému musi
sphiovat uréitad omezeni. Tato omezeni mohou mit v riznych védach riznou podobu, v
ekonomii jsou napt. bézna omezeni dand dostupnosti jednotlivych druhi zbozi &i sluzeb
na trhu, v populaéni biologii jsou omezeni déna nedostatkem zdroji potravy, energie
apod. Pfes ruznorodost interpretaci téchto omezeni je z matematického hlediska mozné
je zapsat jednotné ve tvaru

2) #(t) € K,

kde mnozinu K budeme oznagovat jako mnozinu zivotaschopnosti (viability set). Resen{
diferencidlni inkluze (1), ktera spliujf (2), senazyvaji Zivotaschopna feieni. Je jasné, ze
pii uréitych *minimalnich’ znalostech o daném systému miZeme vétsinu makrosystémi
popsat pomoci diferencidlni inkluze (1) a omezeni (2). Tyto minimaln{ znalosti se mohou
tykat v ptipadé modeli populaéni dynamiky mozZnosti odhadu maximaln{ a minimalni
tlstové rychlosti Fmaz, Tmin, takZe (1) md pak tvar

z € [Tmimrmax]-m

a podobné.

Jednou z prvnich otazek, kterou teorie Zivotaschopnosti fesi, se tykd nutnych a
postacujicich podminek pro existenci Zivotaschopnych feseni diferencidlni inkluze (1).
Problém existence zivotaschopnych trajektorii pro diferencidlni rovnice, tj. v piipadé,
kdy misto diferencidlni inkluze (1) uvazujeme diferencidlni rovnici, vyfesil poprvé v roce
1942 Nagumo v préci [18]. Pozdéji Haddad [9,11] zobecnil tyto vysledky i na piipad difer-
encidlnich inkluzi a diferencidlnich inkluzi se zpozdénim. Jednim ze zdkladnich pojmu
pouzivanych v teorii Zivotaschopnosti je tzv. Bouliganduv kontingentni kuzel Tk (z) k
mnoziné K v bodé z € K, ktery zobeciiuje pojem te¢ného (nékdy téZ nazyvaného
Clarkova) kuZele k dané mnoziné. V piipadé konvexni mnoziny K oba dva kuzely
splyvaji a nazyvaji se te¢nym kuzelem. Uvedeme jeho pomérné ndzornou ’geometrickou’

definici
Tx(z) == ) U (1/h(K — z) + e.B),

€0 a>00<h<a

kde B znaéi jednotkovou kouli. S definici kontingentniho kuZele je spojen i pojem
kontingentn{ derivace DF(z,y)(u) mnozinového zobrazeni F(-) v bodé (z,y) € Graf(F)
ve sméru u € R", kterd zobeciiuje pojem derivace pro mnoZinové zobrazeni. Pritom
Graf(F') zna&f graf mnozinového zobrazeni F'(-)

Graf(F) := {(z,y) | z € K,y € F(z)}.
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Kontingentn{ derivace je definovana nasledujicim zpisobem
vE DF(:c,y)(u) > (U, 'U) € TGrLf(F)(‘;E’y)‘

Existenéni véty pro teorii Zivotaschopnosti samoziejmé tizce souviseji s existenénimi
vétami pro diferencidln{ inkluze, které mohou byt formulovany za riznych predpokladi o
’spojitosti’ (v mnoZinovém smyslu) mnozinové funkce F' : K ~ R" (viz. [4,15]). Jednim
z béZnych a &asto pouzivanych pfedpokladi pro zarulen{ existence fesen{ diferencidln{
inkluze (1) je pfedpoklad o polospojitosti shora mnozZinové funkce F(-) s neprazdnymi,
konvexnimi a kompaktnimi hodnotami. Jestlize pfedpoklddime, ze K. je lokdlné kom-
paktni (napf. uzaviend nebo oteviend), pak nutnym a postatujicim predpokladem pro
existenci zivotaschopného feseni diferencidln{ inkluze (1) je.splnéni nésledujici' ndzorné.
podminky

3) Vze K, F(z)NTk(z)#0,

kterd vyjadiuje ten fakt, ze v kazdém bodé mnoziny K existuje alespon jeden vektor
rychlosti, ktery lezi v kontingentnim kuzeli Tx(z).

Z hlediska aplikaci hraji dileZitou tilohu v teorii diferencidlnich rovnic pevné body
(equilibria) diferencidlni rovnice. V ptipadé diferencidlnich inkluz{ budeme nazyvat bod
z* pevnym bodem, jestlize plati

0 € F(z*).

V ptipadé, kdy mnoZina Zivotaschopnosti K je konvexni a kompaktni, implikuje podminka
Zivotaschopnosti (3) existenci Zivotaschopného pevného bodu diferencidln{ inkluze (1).
Existenéni véty pro teorii Zivotaschopnosti byly dokdziny pro celou fadu typu difer-
encialnich inkluzi jako napf. pro neautonomni diferencidlni inkluze, diferenciilni inkluze
v nekonetné rozmérnych prostorech, funkciondln{ diferencidlni inkluze (nékdy téz nazy-
vané diferencidlni inkluze se zpozdénim), pro fuzzy diferenciglni inkluze a operatorové
diferencidlni inkluze.

Teorie zivotaschopnosti se zabyva i pfipadem, kdy dand mnoZina K neni mnoZinou
Zivotaschopnosti pro diferencidlni inkluzi (1). Ziskané vysledky odrzeji dva mozné
piistupy k feden{ tohoto problému. Prvni z nich se zabyva hleddnim nejvétsi podmnoziny
mnoZiny K, kterd je jiZ zivotaschopnd. Lze dokdzat, Ze takova nejvétsi mnoZina (mize
byt i prdzdnd) existuje a.nazyva se zivotaschopné jadro (viability kernel) (viz. [3]).
Druhy pFistup naopak spo¢ivé v modifikaci pravé strany diferencidlni inkluze (1) tak, aby
modifikovand inkluze jiz méla Zivotaschopnd feseni. Modifikace spo&ivd obvykle v pro-
jekei diferencidlni inkluze (1) na kontingentn{ kuZel k mnoziné zivotaschopnosti. Obvykle
se bere projekce nejlepsi aproximace [4], nebo nékteré jeji zobecnéni [16]. Dostavame
tak zprojektovanou diferencidlni inkluzi

(4) & € Mz (z)(F(2)).

Je zajimavé, Ze alkoliv zprojektovand. diferencidlni inkluze nespliiuje obvyklé podminky
pro existenci feen{ pro diferencidlni inkluze (napt. polospojitost shora, nebo predpoklad
o konvexité hodnot mnozinové funkce F'(-) se projekci nezachovavaji), pfesto je s pouzitim
teorie zivotaschopnosti mozné dokdzat existenci feseni inkluze (4). V piipadé projekci
diferencidlnich rovnic na mnozinu zivotaschopnosti tak dostdvdme existenéni vétu pro
t¥idu rovnic s nespojitymi pravymi stranami. Zprojektované diferencidlni inkluze jsou
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navic ekvivalentn s tzv. diferencidlnimi variaénimi nerovnostmi [4,16], které byly zave-
deny v mechanice a fyzice na konci 60. let.

Vybéry specidlnich resenf

Jednou z dilezitych oblasti, kterou se teorie Zivotaschopnosti zabyva, je existence
fedeni diferencidlnich rovnic
(%) & = f(z),
kde funkce f() je selekce z mnozinového zobrazeni F(-). Jedna se tedy o to, jaka
feseni mime z hlediska daného problému vybrat z mnoziny vsech Zivotaschopnych
feseni. Pomérné ¢asto pouzivany zpisob vybéru feseni v teorii optimalniho fizen{ na
zakladé minimalizovéni zadaného funkciondlu neni z hlediska makrosystémi adekvatni,
ponévadz vybér feseni se provadi jednou provzdy jiz v potateénim Case, takie neumoziiuje
systému pruzné reagovat na piipadné zmény v prostiedi a pod. Ekonomie, evoluéni bi-
ologie, populaéni biologie a dalsi védy motivovaly napt. ’pomald’ feSen{ (slow solution),
’rychld’ feseni (fast solution) nebo ’tézka’ feseni (heavy solution). Pomald fesen{ zhruba
feeno minimalizuji ’rychlost’ vyvoje systému, ponévadz volime

@) = m(R(E) = (v | Il = _igf Il
kde _
R(z) := F(z) N Tk(z)

je zpétnovazebni mnozinové zobrazeni (feedback map). Pro R(-) s konvexnimi hodno-
tami (napf. pro F(:) s konvexnimi hodnotami a konvexni mnoZinu K) tak dostdvdme
jednozna¢nou funkci f(-), kterd ale nemusi byt obecné spojitd. Presto je moZné dokdzat
existenci feseni diferencidlni rovnice (5) s takto definovanou pravou stranou. Rychld
feseni naopak maximalizuji rychlost vyvoje systému a mohou tak vyjadfovat napt. snahu
jednotlivych populaci organismi o dosaZzeni maximalni mozZné ristové rychlosti.

Tézké trajektorie se definuji pro diferencidlni rovnice s fizenim. Pojedndme o nich v

s vz

nasledujici ¢4sti.

Matematické motivace teorie zivotaschopnosti

Z matematického hlediska nachdzi teorie Zivotaschopnosti nejvice motivaci v teorii
fizeni se stavovymi omezenimi. UvaZzujme diferencidlni rovnici s fizenim

(6) &(t) = f(=(t),u(?),
kde u(t) € U(z(t)), U : R* ~ R?, f : Graf(U) ~ R". Mnozinové zobrazeni U(-)

definuje omezeni kladena na piipustnd Fizeni. Déle uvaZujme omezeni na trajektorie
popsand inkluzi (2). Diferencidln{ rovnici s Fizenim miZeme pievést na diferencidlni
inkluzi, jestlize definujeme

(7) - F(z):={f(z,u) | v € U(z)}.

Problém existence fizeni pro diferencidlni rovnici (6) se stavovymi omezenimi se tak
pfevddi na problém existence zivotaschopného feseni diferencidlni inkluze (1). Na druhé
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strané té za podminky o spojitosti f(-,-) a shora polospojitosti mnozinového zobrazeni
U(-) (viz. [4]) plati, ze pokud z(-) je fesenim diferencidlni inkluze (1), pak existuje
méfitelnd funkce u(t) € U(z(t)) takovd, ze plati diferencidln{ rovnice (6). .

Z hlediska teorie fizen{ miizeme také interpretovat rizné vybéry feseni, tak jak o
nich bylo pojednano v piedchoz ¢4sti. Navic se definuji tzv. tézka feseni, kterd spliuji
nasledujici diferencidlni inkluze

&(t) € fl=z(t),u(t))
u(t) € m(DR(z(t), u(t))(f(=(t),u(t)))-

Pfitom druhd z obou inkluzi form4lné piedstavuje zderivovany zikon zpétné vazby, tj.
u € R(z) i= {u € U(2) | f(z,u) € Tx(@)}.

Vyznam téchto tézkych feseni spociva v tom, Ze fizen{ se méni pouze tehdy, je-li to nutné
pro zachovani Zivotaschopnosti systému, tj. v téch piipadech, kdy se systém dostane na
hranici mnoziny zivotaschopnosti a dané ¥izeni neumoziiuje zivotaschopné prodlouzeni
feseni.
Jak uvidime v nésledujici &dsti v nékterych piipadech je Gi¢elné stanovit omezeni na
rychlost zmén Fizen{ u(-), napf.
—c<u<eg

kde ¢ > 0. Zvlisté dilezity je ten piipad, kdy ¢ = 0, t]. fizeni je konstantni. V
tomto piipadé se Zivotaschopné jddro pro diferencidlni rovnici (6) s konstantnim fizenim
u(t) = konst. nazyvd Zivotaschopnd buiika (viability cell) [6,3]. V piipadé, kdy je tato
zivotaschopnd buiikka pro néjaké konstantni fizeni u neprdzdnd, existuje feseni difer-
encidlni rovnice (6) s timto f{zenim, které lezi v této buice. Jako piiklad takovych
zivotaschopnych bunék mohou slouzit napf. Zivotaschopné pevné body diferencidlni

rovnice (6) pro riznd konstantn{ fizeni u.

Nematematické motivace teorie Zivotaschopnosti

Aplikace matematiky jsou v soutasné dobé ve znaéné oblibé v fadé obord, které
bezprostfedné s matematikou nesouviseji. Mluvi se o napf. o biomatematice, matem-
atické ekologii apod. Pritom se v drtivé vétsiné piipadi pfejimaji osvédéené postupy
napi. z popisu fyzikilnich systémi a ’aplikuj’ se i v téchto oborech. Casto oviem
za cenu deformace puvodniho problému, ktery je ve své podstaté tak komplikovany,
7€ klasické matematické postupy nutné selhdvaji. Vznikd tak paradoxni situace, kdy
-na jedné strané simulujeme na potitadi s vysokou presnosti matematicky model, ktery s
redlnym objektem jiZz prakticky nesouvisi viibec anebo pouze velmi mlhavé. Je proto za-
potiebi vytvofit nové metody a postupy, které by byly motivovany makrosystémy a ne se
snazit pfizptisobovat makrosystémy stdvajicim metoddm. Jednim z takovych piikladi je
teorie zivotaschopnosti. Tak napiiklad matematickd piedstava Zivotaschopnych bunék
odpovida biologické evoluéni predstavé 'rozkouskovanych rovnovah’ (punctuated equilib-
ria) [1,3], kterd napt. vysvétluje ndhlé zmény v druhovém slozenf na Zemi, tak jak tomu
bylo napft. zhruba pfed 65 miliony let, kdy savci vytlagili dinosaury. Z hlediska teorie
Zivotaschopnosti je tento jev mozny vysvétlit tim, Ze zménou vnéjsich podminek doslo
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X tomu, Ze konstantni fizeni, které udrzovalo systém v ur¢ité buiice zivotaschopnosti
muselo byt v zdjmu zachovani Zivotaschopnosti systému pii zménénych podminkach
nahrazeno novym fizenim, kterému odpovidala jina buiika Zivotaschopnosti. Tim byla
ustavena i novd rovnovdha z hediska zastoupeni a pocetnosti jednotlivych druhd na
Zemi.

V ekonomii [4,3,12] miZeme popsat rozdélovan{ dostupnych druhd zboz{ (commodi-
ties) na trhu nésledujicim zpisobem. UvaZujme n spotfebiteld (pfitom néktefi z nich
jsou soudasné také producenty), kte{ si rozdéluji I dostupnych druhd zbozi. V kazdém
okamziku oznatme toto rozdéleni (allocation) z(t) = (zi(t),...,za(t)), z:i(t) € R.
Ptirozené musf platit jist4 omezeni dand napt. nedostatkem surovin, pracovnich sil apod.
Tato omezen{ miZeme popsat pomocf jisté mnoziny K C R' (viz. [4]). Z hlediska za-
chovani Zivotaschopnosti (v tomto pfipadé ji miZeme interpretovat jako jistou rovnovahu
na trhu) musi platit

iz;(t) € K.

Piedpoklddejme nyni, ze spotiebu, event. produkci, kazdého jedince mizeme vyjadrit
pomoci nésledujici diferencialni rovnice s ifzenim p € R/, které budeme interpretovat
jako cenu

(8) 2i(t) = ci(zi(t), p(t))-

Z podminky (7) mizeme pro kazdé rozdéleni jednotlivych druht zbozi mezi n spottebiteld
uréit mnoZinu p¥ipustnych cen P(z) tak, aby pfislusné trajektorie (8) byly Zivotaschopné.
Otevienou otdzkou zlstdvd problém vybéru ceny p z této mnoZiny piipustnych cen.
V zdsadé existuji dva pfistupy pro feSeni tohoto problému. Prvnf piistup spolivd ve
vybéru ceny tak, aby byla maximalizovdna jistd dcelovd funkce, jak je to bézné v teorii
optimdlniho fizeni. Vzhledem ke slozitosti uvedeného systému je ovsem tento pfistup
nevhodny, ponévadZ nahlé vnéjsi nepfedvidatelné vlivy, které mohou vést ke zméné
mnoZiny Zzivotaschopnosti by mohly zptsobit, Ze optimalni feseni by jiZz nebylo Zivo-
taschopné. Jako pfirozend se jevi druhd moznost, kterd spoéivd v tzv. okamZité opti-
malizaci, kdy v kazdém okamziku vybirdme pro danou alokaci z € K cenu p € P(z)
podle uréitych pevné danych pravidel. Jednim z piikladu takové okamzité optimalizace
v piipadé tvorby cen mizZe byt nasledujici pravidlo: udrZovat cenu konstantni aZ do
té doby, kdy dana cena neumoziiuje Zivotaschopné alokace a je ji nutné tedy zménit.
Toto pravidlo bylo odpozorovano z dlouhodobého chovani cen. Tento zdkon vede na
tézké trajektorie. Ekonomické motivace tykajici se omezen{ na rist inflace odpovidaji z
hlediska teorie zivotaschopnosti zkoumani existence Zivotaschopnych fedeni s omezenimi
na rychlost-zmén fizeni.

Dalsim z piikladd pouziti teorie Zivotaschopnosti mize byt konstrukce diferencidlnich
rovnic nebo inkluzi popisujicich dany problém. Zikladn{ idea je nasledujici. Biologické
a jiné systémy maji jisté endogenni zdkonitosti vyvoje, které se uplatiiuji, pokud vyvoj
neni limitovdn vnéj$imi omezenimi, napf. nedostatkem Zivin, prostoru apod. Tyto en-
dogenni zdkonitosti se obvykle popisuji pomoci diferencidln{ inkluze (1). Tak napiiklad,
jestlize populace bakterii bude udrZovana v optimélnich podminkdch a nebude limi-
tovdna piisunem Zivin, pak poroste exponencidlné. JestliZe neroste exponencidlné, zna-
mend to, Ze je limitovdna (napf. Zivinou). Pfedpoklddejme, Ze jsou déna jist4 omezent,
kterd definuji mnozinu Zivotaschopnosti K. Otdzka zni: Jak miZeme modifikovat inkluzi
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(1) tak, aby méla Zivotaschopné feseni, zname-li endogenni dynamiku systému a omezeni
na systém kladend?

Prvni metoda, kterd byla pouZita pro konstrukci modeld ekonomického plénovani,
spo&ivd v projekci diferencidlnich rovnic popisujicich systém na tangencidlni kuzel k
mnoziné Zivotaschopnosti, ktera je definovand pomoci stavovych omezeni, (viz. [13,12]).
Projekce diferencidlnich inkluzi je moZné také pouzit pro konstrukci na sebe vzajemng
pusobicich populaci [16].

Zavér

V tomto &ldnku jsme se snazili Etendiim pfibliZit pomérné novou a da se ¥ici rodici
se matematickou teorii - teorii zivotaschopnosti, ktera vznikla na zdkladé potieb popisu
slozitych dynamickych systémi, které se vyskytuji v tzv. ’soft’ védach (biologie, ekono-
mie, atd.). Zdroveri jsme se snazili ukdzat nékteré motivace a-to jak matematické tak i
biologické a ekonomické, které tuto teorii bezprostiedné motivovaly.
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Elektrochemicky indukované
jaderna syntéza deuteria

Martin Fleischmann, Stanley Pons

Tésné pred velikonocemi 1989 vzrusila odborny svét zprdva M. Fleischmanna a S. Ponse o uskuteénéni
Fizeného slulovdni jader pFi pokojové teploté. Sirokd odezva této zprdvy v hromadnych sdélovacich
prostFedcich, které téméF formou sportovnich zprdv vypoéitdvaly, v kterém ustavu a zemi se tento vysle-
dek ji¥ podafFilo zopakovat, vyvolala velky zdjem i u laické vefejnosti. Po objeveni tzv. vysokoteplotni
supravodivosti jsme byli v krdtké dobé jiZ podruhé v hraniéni oblasti mezi chemii a fyzikou pevnych
ldtek (a v tomto pFipadé jesté jadernou fyzikou) svédky bouFlivého déni. Neni ani divu. Pokud by se
tento objev potvrdil, mél by dva mimoFddné rysy: Je-li interpretace autorix sprdvnd, otfdsd se dogma
o neovlivnitelnosti jadernych procesii chemickymi prostfedky a naznaluje se cesta k ekologicky &isté
vyrobé elektrické energie. Pro &eskoslovenskou vefejnost neni bez zajimavosti ani fakt, ¥e dr. Martin
Fleischmann, inicidtor a spoluautor objevu, je roddk z Karlovych Varu.

MARTIN FLEISCHMANN, STANLEY PONs: Electrochemically induced nuclear fusion of deuterium.
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