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Uvod

Shirka tloh je urcena predevsim posluchactim tietiho semestru Stavebni fakulty VUT
v Brné. Navazuje na teoretickd skripta Matematika IT (Modul 1 a Modul 2 -viz Litera-
tura). Sbirka je vénovana dvojrozmérnému, trojrozmérnému a kiivkovému integralu.
V kapitolach Dvojny a Trojny integral jsou uvedeny fesené priklady, v kazdé kapi-
grali. Kazda kapitola obsahuje fadu netfesenych prikladi s vysledky.
Dékujeme RNDr. O. Dlouhému za cenné rady a pfipominky pfi vytvareni sbirky.
Dale dékujeme za upozornéni na jakékoliv piipadné nedostatky a chyby v této
sbirce.

V Brné dne 4. listopadu 2007. Autori



Kapitola 1

Dvojny integral

1.1 Vypocet dvojného integralu bez transformace

Piiklad 1: Vypocitejte integral [ [, (z+y) dzdy, kde integraéni obor D je dan vztahy

0<z</I-320<y<1.

ReSeni: Integracni obor je oblast druhého druhu. Funkce f(z,y) = x + y je na D
spojita a ohranicena. Dvojny integral existuje. Podle Fubiniho véty prevedeme vypo-
¢et dvojného integralu na vypocet dvojnasobného integralu. Pritom nejprve budeme
integrovat podle proménné z, potom podle proménné y.

[ e taty - /

1
0 1

Piiklad 2: Vypocitejte integral [ [, y” dedy, kde D = (1,2) x (0,1).

ResSeni: Integracni obor je &tverec - viz Obréazek 1.1. Jedna se o oblast, ktera je
prvniho i druhého druhu. Funkce f(z,y) = y* je na D spojitad a ohrani¢ena. Dvojny
integral existuje. Podle Fubiniho véty prevedeme vypocet dvojného integralu na vy-
pocet dvojnasobného integralu. Pfitom nezévisi na potradi integrace. Vypocet nejprve
provedeme za predpokladu, Ze je D oblast 1. druhu.



Dvojny integral

0 1 2 x
Obrazek 1.1: D = (1,2) x (0, 1)

2 1

2 2
x . x 1
//y dedy = / /y dy dx_/{x—l—l] /x+1d:c
1 1

D 1 0

In|z 4 1] = ln%.

P1i vypoctu pomoci oblasti 2. druhu dostaneme

1 Ly L
//y dxdy / /y‘”dx dy—/[y ] dy—/y _ydy
Iny |, Iny
0 \1 0 0

Tento integral ale nelze vytesit pomoci tabulkovych integralt. Z teoretického hlediska
tedy sice nezaviselo na poradi integrace, z praktického hlediska ano.

Piiklad 3: Vypocitejte integral [ [ p Y dxdy, je-li integracni obor D vymezen nerov-
nicemi: y—x2—220, y—xr—4<0.

Reseni: Integracni obor je - viz Obrazek 1.2 - oblast prvniho druhu. Funkce f(z,) =
y je na D spojita a ohranic¢ena. Dvojny integral existuje. Podle Fubiniho véty preve-
deme vypocet dvojného integralu na vypocet dvojnasobného integralu. Nejpve bu-
deme integrovat podle proménné y, potom podle z. Krajni meze z— ové sourad-
nice oblasti ziskdme jako r—ové soufadnice priiseiku paraboly a piimky. Resime
rovnici 22 +2 = o + 4, odtud 22 — 2 — 2 = 0, tedy 21 = —1, 29 = 2. Tedy
D=A{lz,y] €Ey; -1 <2 <2 2> +2<y<az+4}.

2 T+4 2
1 r+4
D —1 ;(;2+2 —1
2 2
1

= 5/((1’+4)2—(x2+2)2) dx:%/(—x4—3x2+8x+12) dx:%.
-1 ‘1




1.1 Vypocet dvojného integralu bez transformace

Obrazek 1.2: D: y—22—2>0,y—2—-4<0

Piiklad 4: Vypocitejte integrél [ [ I xy? dxdy, je-li integracni obor D urcen nerovni-
cemi 22 +9y* <4, y+x—2>0.

Reseni: Integra¢ni obor je ohrani¢en piimkou a kruznici - viz Obréazek 1.3. Jedna
se o oblast, ktera je prvniho i druhého druhu. Funkce f(z,y) = xy? je na oblasti D
spojita a ohranicena. Dvojny integral existuje. Podle Fubiniho véty prevedeme vypocet
dvojného integralu na vypocet dvojnasobného integralu. Pritom nezavisi na poradi
integrace. Vypocet nejprve provedeme za predpokladu, Ze je D oblast 1. druhu. Tedy

D:{[x,y]eEz; 0§x§2,2—x§y§\/4—x2}.

Potom
2 \/471‘2 2 1 \/m
// ry? dedy = / / zy? dy dq::/ {gxy?’]
D 0\ 2%z 0 2

2

_ jgwdx_/§<z_m)3dx=§.

0

Prvni z integrali fesime substituci ¢ = /4 — 22, druhy pomoci algebraickych tprav
nebo substituci t = 2 — z.
Zvolime-li oblast druhého druhu, tj. D — {[ac, Y €By 0<y<22—y<a<+ /A y2},




Dvojny integral

Obrazek 1.3: D: 22+ 3> <4, y+2—-2>0

dostaneme:

) 4—y? 2 . f1—y2
// zy?dedy = / / ry? dx dy:/ [51172(1;2} dy
0

D 2—y 0

Vidime, ze vypocet tohoto dvojného integralu pomoci oblasti druhého druhu je jedno-
dussi.

Piiklad 5: Vypoctéte integral [ [, z*ye™dxdy, kde integraéni obor D je obdélnik
dany nerovnicemi: 0 < x <1, 0 <y < 2.

ReSeni: Mnozina D je oblast prvniho i druhého druhu. Funkce f(z,y) = x2ye®™ je na
oblasti D spojita a ohrani¢ena. Oblast D budeme uvazovat jako oblast prvniho druhu.




1.1 Vypocet dvojného integralu bez transformace

Aplikujeme Fubiniho vétu.

2 /ATy
. - u =y, v, =€
// w?ye™ dedy = / /nye Ydy dl":‘ u = vy:few dy = Lew
e €T

(=]
Ju—
(=]

Piiklad 6: Vypoditejte integral [ [, cos % dzxdy, kde integra¢ni obor D je urcen ne-
rovnicemi: © > —y?, —7 <y < —Z, 2 <0.

Reseni: Integraéni obor je ohrani¢en parabolou a tfemi p¥imkami - viz Obrazek 1.4.
Jedna se o oblast druhého druhu. Funkce f(z,y) = cos% je na oblasti D spojita a
ohranicena. Dvojny integral existuje. Podle Fubiniho véty prevedeme vypocet dvoj-
ného integralu na vypocet dvojnasobného integralu. Nejprve budeme integrovat podle
proménné x, potom podle y. Tedy

—-/2

Obrazek 1.4: D: x> —?, — 7 <y < —

IR
S
AN
(@)
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Dvojny integral

// cosfdxdy =
)

[
Wl

0
/ CoS z dx
Yy
_y2

—

—T

Wl

v =siny
, U= —cCosy

u=1y,

= [ysinydy=\| , 7

—T

= —[ycosy]_%—i—/cosydy:w—l.

—T

[VE]

0
/ycostdt) dy = /y[sint](ly dy
—y

T t
=
0| 0

i

Piiklad 7: Vypocitejte integral [ [, e* ¥ dady, je-li oblast D ohrani¢end trojuhelni-
kem s vrcholy A =1[0,0], B=[1,1] C =[1,2].

Reseni: Integracni obor je oblast prvniho druhu, ktera je ohrani¢end t¥emi pfimkami
- viz Obrazek 1.5. Funkce f(z,y) = e"~¥ je na oblasti D spojita a ohrani¢ené. Dvojny
integral existuje. Podle Fubiniho véty prevedeme dvojny integral na dvojnasobny. Nej-
prve budeme integrovat podle proménné y, potom podle z.

/ / e’ Y dxdy

Obrézek 1.5: D: A=1[0,0], B=[1,1] C' =[1,2]

1 2x
Y t
_ t=x—y
= / /e’” Ydy | dx = B x| 0
o \5 di = —dy 2 | —x
1 /- 1 1

= —/ /etdt dx:—/[ef}(;x d:c:/(1—e—f) dr=e".

0 0 0




1.1 Vypocet dvojného integralu bez transformace
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Piiklad 8: Vypocitejte integral [ | p 2dxdy, kde mnozina D je omezend rovinna

oblast ohranicena kiivkami: y = 3, y = 2x, y = %, xr = %

ResSeni: Integracni obor D je ohrani¢en tfemi pfimkami a jednou vétvi hyperboly -
viz Obrazek 1.6. Je zfejmé, ze obor D neni oblast prvniho ani druhého druhu. Lze
jej ale rozdélit na dvé oblasti prvniho druhu D, a Dy tak, ze D; U Dy = D. Funkce
f(z,y) = £ je na D spojita a ohranicend. Dvojny integral existuje. Pfevedeme jej na
soucet dvou integrald. Dostaneme:

70 /2 E1 i2 X

Obréazek 1.6: D : y:§7y:2x7y:2 x:%

1 [ 2 2 [ 2 1
1 x
//gdxdy = / /ydy dx+/ /ydy dx:/—[yz]i dx
T T T 2x 2
D 1 z 1 z 1
2 2 2 2

Piiklad 1.1.1: Pfevedte [ [, 1dzdy na dvojnisobny (pokud to lze) nebo na soucet
dvojnasobnych integrali. Mnozina D je omezena oblast v roviné ohranicena kiivkami
nebo urcena nerovnicemi.

1.D:z=1y=uzy=2x 9. D:y<a2®,y<—-z2+2,y>0
2.D:y:5,y:3x,y:%$ 100 D:y>22, y<—a2+2,2>0
3.D:x+y=1,y=x,y=%x 11. D: y< =2z, y¥* <z

4. D:x=1,xr=2,y—xr=5,y=3 12. D: y<uz, y> a2

5. Drx<y,y<l x>0 13.D:x:1,x:2,y:x,y:%
6. D: |z| <y, y<2 4. D: y=0,y=1, z =/,
7.D:y=a2*+1,y=2-1,0<2<1 r=3-2y

8. D:yP=a,1<2<3 15. D: y=0,y=1, y =z,
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Sk

20. D: y>arctgr > 5, y <

r=3-2y
16. D: 2 —y*>=0, 22 +y =0,

21. D: y>1—z,y>Inzx, y<2

2<.T

Y,y
18. D: y>2% y< 8z, y> —2x+3

19. D: y>2% y<2—2?

17. D: 23 <

=0,

coszx, Y

22. D: y=sinz, y

s
2

0<z<

Vysledky:

< >
= - < =
= T =
< » S 6T el
— Ff2y > — ﬁfzx ffzyis
ﬂfy N——— o%fzy ~ o S~—
N——— o ~—— ~Ne— Y=
—“—o ——o —+ IW =
Il I 4 3 . 2
> = s = ~= > — — M — .m - -
3 = — — — -} 5 o ﬂf,y?‘ ~ 1S = % =
— — N S5 L\ > — ﬁfnf o mfo. Klovee 80 mfw
Dy 2D I8 I Tt vy ST —— AT T a7 Bk
t—o N —a "= 0o 7“0 T“"—o T“—o ~““—S-nm Il =T ffl N—o She—o
o~ o <t e © = o0 o o — N
— — — — — — — — N la\ N
>
S 3
:m R . o
8 = 8
- ~ =
= — R —
S > = Sl
— | ~— ~= | ey
x Aaml
.I_AIEQ( yﬁo N——
S~ Vi S~ o=
N— i l_l ——c __
D 5
= = S 3 3 s o~ — S = —
- ] S P > > e Y =
——~ - S _ - 2 3 5 = E
B s — z(f\ 5 — — qu_ ﬁfﬁ > 8 8
— sy S/ R 8 yn e m—my T % ! , %ff Le— _ _
~ N —— e o 5( ~_
—— 0 5 e o Il N | e o N o A e —_— o o Hive— o
— o~ o <f 0 © r~ o) o o —
— —




1.1 Vypocet dvojného integralu bez transformace

Piiklad 1.1.2: Vypoctéte nasledujici [ [, f(x,y)dzdy, je-li oblast D dana nerovni-
cemi:

Lo Jf @+ 2y)dudy, D:0<w<1,0<y<2 [14]

2. {)f%dwdy, D:0<z<1,0<y<l1 B

3. [f Gijpdady. D:3<r<4 1<y<2 In 2]

4. [[e*dxdy, D:1<y<2 0<z<lny 1]
D

5. {)fz—;dxdy, D:1<x<2 1<y<y 9]

6. [[ ededy, D: 0<z<1 0<y<2 (e — 1) (2 — 1)]
D

T ngin@l‘er)dl‘dy, D:0<z<m Z<y<m [0]

8. folAdxdya D:0<y<3 cosy<xr<l [15n16]

9. fgazsin%dpdso, D:0<o<3cosp, ~Z<p<T [12]

10. fo$2?JCOS($y2)dxdy, D:0<2z<7,0<y<2 [_%}

L[] VT=a#=ytdedy, D:0<e<1,0sy<vi=at  [F]

12. [[ 2z —y+3)dedy, D: 0<2<4,0<y<uz y<? [24 4+ 121n 2]
D

13. {)f lz —1|dedy, D: 2> —y—1<0, 2—y+1>0 21]

14. [[ |z|dedy, D:y<Z y>—a, y>arctga [7r3—27+-2+81¢ﬂ
D

15. [[ |z +y—2|dedy, D: y>as, y<2—a? [g}
D

16. {)f ly —2?|dedy, D:x2>0,0<y<1, y>Ilnzx [56226}

17. [[ly—a|dedy, D: <2, y<da,y<?i y>
D

—= g

8

—
»—Al.g
o=
il

18. [[ |y —x|dedy, D:2>0,y>0,lnz<y<1 [3e2—11}
D
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Dvojny integral

Piiklad 1.1.3: Vypoctéte nasledujici integraly [[ f(z,y)dzdy, je-li D omezena
D

rovinna oblast ohrani¢end danymi kiivkami:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

{)f (r—y)dedy, D:y=0,y=a, v+y=2
[ cos (e y) dady, D5 =0, ym1. y= &
D

{;fy%dxd%D‘ﬂf:lay:&y:x

[[ siny*dzdy, D:y =3, y=3z, y=sx

D

£f (22 +y)dzdy, D :y =2 y* ==z
{Dfxdxdy, D:z=0,y=3-2"+2z, y=3z
{)fydxdy, Diyta—4=022—y+2=0
{)fa:ydxdy, Dizy=12y+2r-5=0
{)fz—;dxdy,D:x:Z,y:x, ry =1
[[evdrdy, D:y=1y=2, =0, z =y

D

[[ dady, D:x+y—4=0 z+y—12=0, y* =2z
D

[[ (x+y+10)dzdy, D:a*+y*> =4

D

[[ zydzdy, D:y >0, (z—2)*+y* =1

D

[ @®+y)dedy, D:y=1iz, y=2x, a2y=2, >0
D

[[1(x=1)y|ldedy, D: 2 =0, y=—-x+2, y=—1
D

[ %dady, D:x=2+siny, =0, y=0, y =27
D

[[ |x|e¥ dzdy, D:y=2a* y=u=x
D

[[ ly—z|dxdy, D:y=+/z, y=0, x=1proxz >0
D
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19. [[ |y —2?|dxdy, D :y =+/z, y =2 pro x >0 121
D

20. fo ly — x2| dedy, D :y=+2—x, y=0prox >0 [512\220—238}

1.2 Transformace dvojného integralu

Pfiklad 1: Vypoctéte integral [[ S dzxdy, kde mnozina
D

D={[z,y] € Eg; 2* +4* <1, 2 <0, y<0}.

Reseni: Funkce f(z,y) = e~ v’ je na oblasti D spojitd a ohrani¢ena. Dvojny in-
tegral existuje. Mnozina D je vyse¢ kruhu se stfedem v pocatku souradného systému
- viz Obréazek 1.7. Vypocet provedeme transformaci dvojného integralu do polarnich
soufadnic:

\ 0 1 x

Obréazek 1.7: D ={ [z,y] € Eg; 2 +3* <1, 2 <0, y <0}

T = pCos D*: 0<po<1
= posingp WS@S%W
Il =0
Potom

(NI

7r 1

1
// e Y’ drdy = //e_gzgdgdcp:/ /Qe_Qngo dQ:/ge_92 [(,0]7%7r dp
D D* 0
1

==

™

1 t QZ i‘it ﬂ'_l
_ = —% 7, _ = __n" t
= 27‘(’/@6 do dt = —2pdo 0 0 4/edt
0 1‘_1 0
= T-e).

4
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Dvojny integral

Pfiklad 2: Vypoctéte integral [[ dady, kde mnozina
D

D={[zy] € Ep; 2 +¢y* <y, x <y}.

Reseni: Funkce f(z,y) = 1 je na oblasti D spojita a ohrani¢ena. Dvojny integrél
existuje. Mnozina D je znazornéna na Obrazku 1.8. Vypocet provedeme transformaci
dvojného integralu do polarnich souradnic:

Obrézek 1.8: D = { [z,y] € Eg; 2? +y* <y, z <y}

T = 0CoSY D*: 0<po<siny

Yy = osinp T<e¢<m
Il =¢
Potom
T sin ¢ 1 e 1 ™
// dzdy = //ngdgo:/ /ng d@zi/sin2godgazz/(1—(:082g0) dy
D . = \0 z x

T

1 1
[gp—§sin2cp] = 1—6(37r+2).

s

B~

IS

Priklad 1.2.1: Vyjadrete dvojny integral pouzitim transformace do polarnich sou-
fadnic:

L [[ f(z,y)dzdy, D = {[z,y] € Ey; 2 +1? < 3}
D

2. ff f(x7y) d(Bd?/a D = {[l‘,y] E :EQ7 1‘2 +y2 S ax}’ je_li a) a = 4:7 b) a = _4
D

3. [[ f(z,y)dzdy, D = {[z,y] € Eg; 2* +¢y*> < by}, jelia)b=2, b) b= -2
D




1.2 Transformace dvojného integralu 17

A [[ f(z,y)dady, D ={[z,y] €Eg; 2® +y* <16, 2* +y* > Ly >z, y > —v }
D

5. [[ f(z,y)dzdy, kde D je omezend oblast v roviné ohrani¢end rovinnymi kiiv-
D
kami: 22+ 92 =4da, 2> +y* =8z, y=1x, y = 2x

6. [[ f(z,y)dzdy, kde D je vnitini ¢ast pravé smycky Bernoulliovy lemniskéty
D

(@2 + 92 =a* (2 =y, a >0

Vysledky:

o [ V3
L[| [ f(pcosep, osing)pdp | dp
0 0

4cosp
( [ f(ocose, @sinw)pdp) d
0

ol

2. a)

Sy

4cosp
( [ f(ocose, @sinso)pdp> de, b)
0

INIE]

2sinp

T 2sin
3. a) bf( Ofwf(gcosgo, QSngp)pdp) de, b) [ ( [ f(ocoso, gsingp)pdp) dy

(=]

—T 0

4 cos ¢

arctg2 [ 8cosp
5 [ | [ flocosy, esing)odo | de

| flocose, Qsinso)gd9> dy

a+/cos 2¢p
0

Priklad 1.2.2: Vypoctéte integréaly s pouzitim transformace do polarnich souradnic:

L [[ (2* +y*) dady, D ={[z,y] € Eg;a? +y* <2, 2 >0, y > 0}
D

V16—zx2

2. [ In(1+2%+ y*)dyldx
0

3. ff \/Q—ZEQ—del’dy, D:{[I7y] EEQ; $2+y2 SS[L‘,}
D

4. [[ arctg Ldzdy, D = {[z,y] € Ey; a®+y* > 1, 2* +3* <9, y > oy <av/3}
D

O\%




Dvojny integral

5. [f eV dudy, D= {[z,y] € Ey; 1 <’ +y* <9, y >0}
D

6. [[ (2 +y*)dady, D ={[z,y] € Eg; 1 <a?+y* <4, y > |z|}
D

7. [[ /4 — 22—y dady, D = {[z,y] € Ey; 2 +y* < 2y, x > 0}
D

8. [[ sindedy, D = {[z,y] € Ey; m* < 2% +¢* <4rx? y >0}
D

9. fo %dmdy, D = {[z,y] € Ey; 1 <22+ y* < e?}

10. [[ |zy|dzdy, D = {[z,y] € Eq; 2* +y* — 2y <0}
D

11. [[ |z|dzdy, D = {[z,y] € Eqg; 2* +y* < ay, a > 0}
D

12. {)f ly| dzdy, D = {[x,y] € Eg; 22+ +22 — 6y + 6 < 0}

13. [[ |z|dady, D ={[z,y| €Eqg; 2 + 1y —4dy <0< a?+y* -2y, y < —z }
D

4. [[ lyldzdy, D ={[z,y] € Eg; 2* +y* — 22 >0, 2* + y* — 4 < 0}
D

15. ([ |z|dzdy, D = {[z,y] € Ey; 2% +¢* < ay, y+ 3z >0, a >0}
D

16. [[ |z|y*dady, D ={[z,y] € Ey; 1 <2?+y? <4, 2 <y <0}
D

Vysledky:
1. [in] 9. [ 27]
2. [Z(17In17 — 16)] 10. [3]
3. [9r — 12] 11. [ﬂ
4 [%2] 12. [127]
5. [ Ln(et — e~ 13. %]
14. [2]

[
[

15. [23&3}
|




1.2 Transformace dvojného integralu

Priklad 1.2.3: Vypoctéte dvojny integral pomoci transformace do zobecnénych po-
larnich souradnic

1. fo \/1— 22— Y dedy, D={[z,y] € Eg;xz—i—% <1}

2. [[ aydady, D ={[z,y] €Ex; % +y> <1, 2>0, y >0}
D

3. [[ (92* + 4y* + 4) dzdy, D = {[z,y] € Ey; 92* + 4y* < 36}
D

4. [[ |a|dzdy, D={lz,y] € By % + %L <1,y <0, >0}
D

Vysledky:
1. [¥F] 3. [1327]
2. (3] 4. [4]

Piiklad 1.2.4: Vyjadiete [/ p [ (2, y) drvdy pouzitim vhodné transformace a nasledné
vypocitejte pro zadanou funkci. D je omezenda rovinna oblast, ohrani¢ena kiivkami
nebo urcena nerovnicemi.

L [ f(z,y)dady, f(z,y)=x+y, D: 0<x<4,2z<y<3x
D
(Navod: Uzijte transformacni rovnice: u =z, v =y — 2x.)
2. [f f(x,y)dedy, f(z,y)=(r—y)* D: 0<e<2 1-a<y<2-u
y20
(Navod: Uzijte transformacni rovnice: u =z +y, v =2 —y.)
3. [[ f(z,y)dzdy, flzy)=@—y)’, D:=0<z<2 l-z<y<2—=x
D
(Navod: Uzijte transformacni rovnice: u =z, v =z + ¥.)
4. [[ f(z,y)dady, f(z,y)=1, D: ay=1, ay=2, 2y ==z, y =2z,
D

proz >0, y >0

(Navod: Uzijte transformacni rovnice: u = zy, y = vx.)
5. [[ f(z,y)dedy, zy=1, D: y* =2, y* =2z, ay =2
D

(Navod: Uzijte transformacni rovnice: u = xy, y* = vz.)

2

6. {)f f(z,y)dedy, f(z,y)=1, D: y* =z, y* =8z, y=2a* y=%

(Navod: Uzijte transformacni rovnice: 22 = uy, y? = vz.)
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Wi

7. [f f(zy)dedy, f(z,y) =1, D: 25 +ys <a3, a>0
D

(Navod: Uzijte transformaéni rovnice: x = pcos® ¢, y = gsin® ©.)

Vysledky:
1. Of[off(u, v+ 2u) dv]du [24]
2 41T () o %)
3 Of2[1f2f(u,v—u) dv]du [42]

5. lf2[1f2f(3 v, \/m) 37 duldv [$1n2]

7.3 f[f f (0cos® ¢, osin® ) ocos? ¢ sin® p dyldo [27a?]
00

1.3 Geometrické aplikace dvojného integralu

A C E; je elementarni oblast prvniho nebo druhého druhu.

O = [[ dzdy [m?* — obsah rovinné oblasti A
A

V= [[(f(z,y) — g(x,y)) dedy [m?®] — objem valcového télesa
A

W =A{[x,y,z] € Eg: [x,y] € A, g(x,y) <z < f(x,y)}

S=[/ \/ L+ (f1(e,)* + (f1(x,y)) dady [m?] — obsah Esti plochy
A

S=A{[xr,y,z] € E3: z= f(x,y),[z,y] € A}

Poznamka: Doplite prislusné jednotky v zadani a vysledcich.
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Priklad 1.3.1:
kami:

1.

2.

10.

11.

12.

x+y:1,x+y:2,y:%$

=cosz, 0<z <7, y=0

y=4,y=2"y=2"%

- Y

y:

Y

xy=4, 122 =2y, y=4, v =0

y:

=22 y=4— 2>

=% y =\

, Yy =2x

_27y:$+27y:27 y2:$

%,y:4x,y:8apﬁmkouy:0

Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce A ohranic¢eného kiiv-

x2+y2:4x, x2+y2:2x, y=x,y=20

2+ =da, 2+t =8x, y=2z, y=1

(-1 +¢2=1 22+ (y—1)° =

1

A omezeny obrazec ohraniceny kiivkou 22 +4* = 5 a tecnou k této kiivce v bodé

A:

Vysledky:

Priklad 1.3.2:
1. A={[z,y] € Ey; y < —1?,
2. A={[r,y] € Eg; 9(y+2) >

3. A={[z,y] € Bg; y>2? y <8z, y>—-2r+3}

[1,2]

y < 22°

7. [4 ( +1In 2)}
8. {% In 4}
9. [3(m+2)]

10. [12arctg 2 + 6 sin 2arctg 2 — 37 — 6]

5 )
12. [5 — 5 arcsin 75}

Vypoctéte obsah rovinného obrazce A:

7y2$3_1}

(z—17°, 2 —y—3>0, >0}
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22
4 A={[zy
5. A={[z,y]
6. A={[z,y]
7. A={[x,y
8. A=1{l[z,y
9. A={[z,y]
10. A={[z,y]
11. A={[z,y]
12. A={[z,y]
13. A={[z,y]
14. A={[z,y]
15. A={[z,y]
16. A={[z,y]
Vysledky:

Yy
;>0 —e " <y < o)

; x>0, arctgr <y <1}
s y<l,y<az—1, y>Inaz}
s+t <4, x4y >2}
R SN !

9 4 =73 2=
-ygarcsinx,yzgayﬁg}

D (y+3)°<3z—2 y+1+22<0}

sy < -2 y<ad—-2 3x+2y+9>0}
cy<a?+ly>(z-17°, y<—a+3, >0}

20—y —4<0, y* >4z, y+ |z <0}

6. [r—2 12. [2]

T. [% (77—2)] 13. [%2]
- 5] 1. (3]
9. [5]

10. [2] 1 [%]
1. [4 16. [2]

Priklad 1.3.3: Vypoctéte objem télesa W ohranic¢eného plochami:

1. 62 -9y +52=0,3r—-2y=0,4dr —y=0, z2+y=5, 2=0

2.24+y+2=6,3xr+2y=12, y=0, 2=0

3.2=0,y=0, 2

=0, z=m y=m, z=-sin

22 sin?y

4. 2=+, v+y=1,2=0,y=0, 2=0
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5. z=22+y*+1, 2+y=1,2=0,y=0,2=0
6. y=2* x+y+z=4,y=1 2=0

7. 22=6—-5y, ¥’ =2, 0<2<9

8. 2=y, 2> =4—-3y, 2=0, 2=9

9. y=a%, o=9y* 2=12+y—2a2% 2=0

10. z=a%2—1%, y>0,2>0, <1

11. 22 +22=16, y=0, 2=0,y =2, >0

12. y=22 > =z, 2 = 2% —¢?

13. 2=4— 22— 9% 22 =2+ 22 + 92

14 248 =32 9,2 L ¥

15. 22 +y? =4, 22 +9*> — 22 = —4

16. 202 + 292 — 22 =0, 22 + 9> — 22 = —4

17. 22 +y* = a?, 22 + 9% + 2% = 4a®

18. 22 +y* —2ax =0, 22 + 3y + 22 =4d* a >0
19. 22+ 92 =22, 22 +12 =22 2>0

20. z =4 — >, yz%, z=0

21, 2?2+ 2+ 22 =1, 22 + 12+ 22 =16, 22 =22+ 4% 2> 0
22, 22 +y?+ 22 =4, 22 +y?> =32

23. z=a?+ 9 B +yi=a, 2P+ =22, 2=0

24, z=ay, > +y> =2z, 2 >0

25. z= -3, z=—x pro —a <y <0, <1
26. 22+ ¥ 42 =1

1.2 2_ 9 1.2 2 2
21. T+ % =2, T4+ 5 +2°=1




24

Dvojny integral

10.

11.

12.

13.

14. [87] 21. [217 (2 = V2)]
15 [ (2v2-1)] 22. [Lor]
16. [ (V2 —-1)] 23. [451]
S Ol I i
18, |1 (r - 4)] 25. 5]
19. [22] 26. [167]
20. [2¢] 27. [47 (2 — V2)]

Priklad 1.3.4: Vypoctéte obsah plochy S, je-li:

1. S={lx,y,2] €

2.

3.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

S={lry,7]
S={lry,7]
S={lry,7]
S={lry,7]
S={lzy,7]
S={lzy:7]
S={lzy.7]
S={lry,7]
S={lry,7]
S={lry,7]
S={lry,7]
S={lrv,7]
S={lrv,7]
S={lry.7]
S={lzy.7]
S={lzy.7]

S

S

; 6r+3y+22=12, 2>0,y>0,2>0}
cr+y+z2—4=0,2=0,z=2,y=0,y=2}
s 22 =22y, 1>0, <3, y>0,y<6, 2>0}
: ZZ:xZ,ySZx,yzg,xSZ\/i}

s 24+ 22=1,9y>0,2>0, v +y<2}
syt =2z, 22 +y* <1}

s 2=y, ¥ +y? <a®}

R 2=2 242 <a?)

C g )
s+ 22 =4, 22+ <1, 2>0}

D oz=/A—a? =2 32+ 3P < 22
2=, T <)

: z:m, ?+y?—2<0}

s z=12 4y 2ty <22}

s yi+ 2?2 =2ax, y* <ar, x<a,a > 0}

Dz = /12 Fy? 2 <2}

;22 =dx, y? <4z, x <1}
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18. r,y,2] € Eg; 22 +22=1, 22 +¢y* <1}

19. T, Y, 2 €E3;z:—%2+2,§§y§x,x20}

S =A{lz,y,7]
S =A{lzy,7]
20. S={[r,y,2] € Eg; z=—23 2*<y<0,z>-1}
S =A{lzy,7]
S =A{lzy,7]

21. S={[zr,y,2] € BEg; z2=4—22 0<y<2z, 2>0}
22. S={[z,y,2] € Ez; 2=2—(22+9?), 0<y<z, 2>0}
Vysledky
1. [14] 9. [2mab (V8 —1)] 16. [7v/2]
2. [4V3] 10. [47 (2 - V/3)] 17. [13—6 (V8-1)]
3 136) 11. [47 (2 — V/3)] 18.
4. |13 4
= 12. [72arcsin 2] 19. [4_}

5. [27] o f
6. [27 (VB —1)] 13. [r—2] 2. [0gp]
- [2% ((1 eyt 1)] 14. [v27] 91, [1 }
8. [2ma?] 15. [”Taz (3\/5— 1)] 29. [123_7r]

1.4 Fyzikalni aplikace dvojného integralu

A C E; je elementarni oblast prvniho nebo druhého druhu. Tenké rovinna deska
A mé plognou hustotu o(z,y) [kg-m™2].

m= f [ o(z,y)dzdy [kg] — hmotnost desky A
Sy = [[yo(z,y)dxdy [kg-m] — staticky moment desky A vzhledem k ose x
A

Sy = [[wo(x,y)dxdy [kg-m] — staticky moment desky A vzhledem k ose y
A

S Sy .
T = [t1,ts], kde t; = —L, t, = — — t&7ist8 desky A
m m

I, = [[y*o(x,y)dxdy [kg - m?] — moment setrvacnosti desky A vzhledem k ose x
A

I, = [[ 2?0 (x,y)dzdy [kg-m?® — moment setrvacnosti desky A vzhledem k ose y
A
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Poznamka: Doplite prislusné jednotky v zadani a vysledcich.

Piiklad 1.4.1: Vypoctéte hmotnost rovinného obrazce A, je-li o (z,y) plo$na hus-
tota:

1. A je omezené rovinna oblast ohranicend kiivkami: y = e%, y = e~ 22,
y=4; o(x,y) =k

2. A je omezend rovinna oblast ohrani¢end kfivkami: y = 2%, y = 272%,

x=1;0(z,y) =k
3. A={[z,y] € Ey; y<a®, y>da}; o(x,y) =e"
4. A={[r,y] € E; 0<2 <% 0<y<sin2z}; o(z,y) =2’
5. A={[r,y] € By; y<2®, y<2 2 —y<1} 0(x,y) =|z—1

6. A={[v,y] € Eg; y<e*, y>e", y<e™ }; o(z,y) =y

T.A={lr,y] € Ey; 2’ +9 — 42 <0, 2* +y* — 2020, y <7 }; 0 (2,y) =[]
8. A={[z,y] € Eg; 2 <y, y* <z }; o(z,y) =y — 7|
Vysledky:
1 [k(~2+12In2)] 4. 'w2g4] 7. [L (97 + 8)]
2 [k (35) 5, [2km2) s ()
3. [% 2] S

Priklad 1.4.2: Vypoctéte staticky moment S, vzhledem k ose z, resp. S, vzhledem
k ose y rovinného obrazce A, je-li o (z,y) plosné hustota:

1. Sz, S, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y = 7 + 3,
y=5-3, v=0,z=4 o(z,y) =1
2. S, omezeného rovinného obrazce ohraniceného kiivkami: y = —1, y = 2,
=z, y=lnz; o(zx,y) =k
3. S; rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 0 <y <|sinz|, 0<z <7 };
o (z,y) = |cosz|

4. S, rovinného obrazce A ={ [z,y] € Eg; y <z, y<i y>1}; o(z,y) =2y
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D.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

S, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y = z, x = 3%

o(r,y) = —/xlﬁ

S, rovinného obrazce A ={ [z,y] € Eg; >0, y>0, Inz <y <1 };
o(z,y) =y

S, omezeného rovinného obrazce ohranic¢eného kiivkou y = sinz a tseckou spo-
jujici body [0, 0], [%, 1} s o(z,y) =k

Sy, S, omezeného rovinného obrazce ohraniceného kiivkami: y? = 4x + 4,
yi=-2x+4; o(z,y) =1

S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 1 <a2?+ 3> <4, y>z,y>0};
o (z,y) =2’

S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 1 < :c2—|—% <4,y>0}; o(x,y) = 2>
S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 1 < 2?2+ % <4,y>0 y>2/3z);
o (z,y) = 2?

S, rovinného obrazce A = { [x,y] € Eg; 4 < :cz—l—y; <8, y>0}; o(x,y)=a?
S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 22 +¢y* <4, 22 +y* > 2z, x > 0,
yz0} oy ==

S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eaj; 42® + %2 <1, z>0,y<0}

o(z,y) = |yl

S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eq; 22 +9?> — 212 >0, 22 + 9% — 42 <0,
y20,y<z}o(ry) =1

S, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y =2 —z, y = 22? — 1
prox > 0; o (z,y) =1

S, rovinného obrazce A = { [v,y] € Eg; 1 <22 +y? <4, y > —x, y >3z };
o(z,y)=1

S, omezeného rovinného obrazce ohraniceného kiivkami: y = e
z < —1; 0(z,y) = |a]

, y = 0 pro

S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 2 +y* <4, 2 >0 };

o(2,y) = /4 —a? -y
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Vysledky:
1. [S. =24, 8, =48] 7 (s =k(1-%)] 13. [, = 4]
2. [Se=k(*+2-3)] 5 [s,=0, 5, =1 14. [y = 3]
— 7
3. [S, = 1] s1(v3ra) 15. S, = 3]
YT 16. [S, = 2]
4. [S,=—-L8 4+ 2] Py =3
248
5. [5, = =2 10. 18- =53] 17, 8, = 5 (V2 V)]
11 |8 = ] 18. [8, = —2]
6. [5, = 252] 12, [5, = % (VE-1)] 1. [5, = 2]

Vv

o (z,y) plosné hustota:

1.

. , m2 2
T rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 5+ % <1, x>0, y>0}
o(x,y) =y
T omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y? = 4z, y = x;
o(z,y)=1
T omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y? = 4x + 4,
yi=-2x+4; o(z,y) =1
T omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y = —z, y = 22 — 22;
o(z,y)=1
T omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y = sinz, y = 0,
0<z<io(ny =1
T rovinného obrazce A = { [z,y] € Egj; i—; -+ Z—j <1, z>0,y>0}, a>0,
b>0; o(x,y) =1
xp rovinného obrazce A = { [z,y] € Ea; 22 +¢2<7r?, 0<z <y}, r>0;
o(z,y) ==

yr rovinného obrazce A = { [z,y] € Ey; 0 <2<y <3, y< % }oo(z,y) =k

T rovinného obrazce A = { [z,y] € Eqg; 2* +y* <1, y<ax+1,y>0};
o(z,y)=1
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10. z7 rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 1 <a2?+1y?<4, 0<y <=z };
o(z,y) =y

11. T omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: x =1, y = 0, y = /x;
o(z,y) = =5

12. T rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; >0, y >0, 42 + 3> <4 };
o(r,y) =

13. T rovinného obrazce A ={ [z,y] € Eg; 2> +y* <ay }, a >0; o (z,y) =y

14. T omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kfivkami: zy = 1, y* = 8z,

r=2;0(zr,y)=1

Vysledky
_ [8a 8 14
L T=[5% %] 8. [ysz]
2. T=18 2 2 2
[5 } 9. T = [3(7r+2)7 7r_+2]
3. T=1[2,0
[5 } 124(4—\@)
A T —[3 _3 10. |2r = —55
T =3 —%]
_ [37—=8 1-In2
5 T = [ T—4 T—2 ] 11. T = [12737r’ 4771'}
| VBT EE 12. T = [z, 9]
- =11 1
6. T = [4a 4b
[ T 371'] 13 T: |:0’ %}
) = m=2)r_ 141 81
T |er 16(2—\/5)] 14. T = |:20(7—3ln2)’ 8(7—31n2):|

Piiklad 1.4.4: Vypoctéte moment setrvacnosti rovinného obrazce A, je-li o (z,y)
plosna hustota:

1. I, rovinného obrazce A = { [z,y] € Ea; 6x+y >6, 20 +y <6, y > 0;};
o(x,y) =k

2. I, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; (x—a)?*+y* < d? a>0}; o(z,y) =k

3. I, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného k¥ivkami: x +y = 2, x = 2,
y=2o0(xy) =1

4. I, omezeného rovinného obrazce ohranic¢eného kiivkami: v = 0, = = 4,

y=35+3 y=5-3 o0y =2
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5. I, I, rovinného obrazce A ={ [z,y] € Eq; 2> <y <z }; o(z,y) =k
6. I, rovinného obrazce A = { [r,y] € Eg; y < —2?+1, y > 0}; o (x,y) =1
7. I, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y = \/z, y = z*;
o(z,y)=1
8. I, I, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: zy = a2, xy = 2a?,
x=2y, 2x=y, x>0, 0((z,y) =1
9. I, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 22 +4*<r?, r>0}; o(z,y) =1
10. I, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eq; 1 <2+ 9> <4,y >z, y> —x };
o(z,y) =y
11. I, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; % + % <1,20—3y<0,2>0};
o (z,y) = |z|
1

12. I, rovinného obrazce A= { [z,y] € Eg; 2* <y <z }; 0(2,y) = ;i3

13. I, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y = 22, y = x;

o (z,y) = we¥

Vysledky:

1. [1, = 134] 8, [Im — 8t p = %]
2 [Iy = W} 9 [Ix = }17?7’4}
3. (I, =4

: ] 10. [1, = &/2]
4. (I, = 384]

) . 11. [Imzé—‘*(l—%)}

6. [L = 2] 12. [I, = In /2 + =13]
7 L =] 13, [I, = L=t]




Kapitola 2

Trojny integral

2.1 Vypocet trojného integralu

Piiklad 1: Vypoctéte integral [ [ [ 2? dedydz, kde mnozina
W

W={[zr,y,2] € E3;0<2<2 0<y<5 0<z<6-—uz}.

Reseni: Mnozina W je oblast prvniho i druhého druhu v Eg - viz Obrazek 2.1. Funkce
f(z,y,z) = 2z? je na oblasti W spojit4 a ohranic¢end. Trojny integral existuje. Podle Fu-
biniho véty prevedeme vypocet trojného integralu na vypocet trojnasobného integralu.
Vypocet provedeme za predpokladu, ze W je oblast prvniho druhu.

]

L

Obrazek 2.1: W ={[z,y,2] € E3; 0<2 <2 0<y<5 0<z<6—ux}
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///z2dxdydz =
w

Piiklad 2.1.1: Pfevedte trojny integral [ [ [ dxdydz na trojnisobny (pokud to lze)
W

nebo na soucet trojnasobnych integralti. Mnozina W je omezena oblast v prostoru Eg
ohranic¢ena plochami nebo urc¢ena nerovnicemi.

L. W:x>0,y>1, 2>0,2:2<2—-2x—y

2.W:x2>20,y2>20, 220, y<1l—z, z2<zx+y
3W:0<xr<2,0<y<2 220, 2<1—y, z2<y—1
4. W:z>0,22<y<1, 2<6
5. W:z=0, 2=3(1—9%), y= |z
6. W:y=02=0,2+2=%, y=x
T W:z>2e" 2<e, 0<y<4, >0
8. W:iz>—a? 2< -y} <1, -2 <y<0
9. W:2>0, 2<4—y%, >0, y>Inz, y>0
Vysledky:
% 9 94 [1—z—Y 2 1—% 1—3:—%
L[{ [ [ dz)dy|de=[]| [ [ dz|dx )] dy
1 1 0 1\ o0 0
1 1—-x /z+y
2f(f<f dz)dy)d:v
0 \0 0
2 1 1-y 2 2 /y—1
3f(f<f dz)dy)dm+f(f<f dz)dy)d:v
0 \o \o 0 \1 \0o




2.1 Vypocet trojného integralu

1 [y [30-97)
5. 11 [ [ dz| dz ] dy

~ o
C—sr P —un

o
o .

Priklad 2.1.2: Vypoctéte nasledujici integraly. Mnozina W je omezena oblast v
prostoru Egz ohranic¢ena plochami nebo urcena nerovnicemi.

L [[[(x+y) dedydz, W:0<2<1,0<y<2 0<2<3
w

[\)

S J@+y+z) dedydz, W:0<2<3,0<y<2 0<z<1
W

w

[ [ Ardtdrdz, W ={[t,r,z] €E3; 0<t<m, 0<r<a,
W
0<z<b}, a,b>0

4 dedydz, W :0<x<1,0<y<1,0<z<1

11| oo

(@34

[ [ [ P sinpcospdodpdz, jeli W= {[o,¢,2] € E3; 0< 0 <aq,
w

0<p<2om —3<z<3}

D

- J [ [ (@Pzcosx) dedydz, W :0<z<2m 0<y<2, %Szgl
W

7. [ [ [ (2t H2) dedydz, W 0<2<1,0<y<1 0<z<1
W

Vysledky:

1. [9] 3. [tma®h?]

6

2. [18] 4. [ (31+12v2 - 27V3)]
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> o

0] 7. [§(e° —e*—e? 4+ 1)]

=

=

Piiklad 2.1.3:  Vypoctéte nasledujici integraly [ [ [ f (x,y,2) dedydz. Mnozina W
W

je omezena oblast v prostoru E3 ohranic¢ena plochami nebo urc¢enéd nerovnicemi.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

JJ ] ey dwdyde, Wz =0,y =0, 2 =0, sy +2=1
[ [ [xdedydz, W :2>0,y>0, 2>0, x+2y+2<1
W

[ [ [zdedydz, W:2>0,y>0,2>0, s +y+2z<1
W

ffV{Hinwdydz,W:xZO,yZO,zzo,m+y+z§1
[[[(@+y+2)dedydz, W:x>0,y>0,2>0, 2 +y+2<4
W
[ [ @x—y+32)° dadydz, W:2>0,y>0, 2>0, +y+2<1
W
ffémyzdxdydz,W:xZO,yZO,zEO,x+y+z§1
ff%xydxdydz,W:nggl,0§y§1,0§z§x+y,2§2_x_y
[ [ [2?yz*dadydz, W:z=ay, y=2,y=1,2=0
i
[ [ [xdedydz, W:2>0,y>0, 24+y<1,0<z<a? +¢y*+1
W
[ [ [evdedydz, W:0<y<3, a*<z<4
i
J [ [ dedydz, Wiz >0, y>0,2>0 2<1—2% a4+y<1ly<2u
W
[ [ [162*yzdadydz, W :z =1, y=0, y=—z, 2=0, 2= —¢*
i
fffyCOS(x—i-Z)dxdydz, WZy:OaZZO,yZ\/E,x+z:g
W
ff%xyzdxdydz,W:ysz,x2y2,zzo,zgxy

ff% dedydz, W:z=y*, y=z,y=2-2,y=0, 2=0, z=—32+6
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Vysledky:
L [3(-2+n2)]
2. [4]
3 (%)
4. [2-2In2]
5. [32]
6. [4]
7. )
8. [&

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

w
[«
~
—

g Sl
| S

| |u> |
i
—_ —
D
o
|
—_
SN—
| S

_
»—Al’_‘

—~
N
]
|
o
SN—
—

sl

— — — — — — —
—
=)
— N

slg gk
| S

2.2 Transformace trojného integralu

Piiklad 1: Vypoditejte integral [ [ [ /2% + y? + 22 dedydz, kde mnoZina
W

W:{[m,y,z] e Ez0<x<y, 2>0, x2+y2+z2§1}.

ReSeni: Mnozina W je 1/16 koule lezici v 1. oktantu, jeji kolmy primét do roviny
z = 0 je na Obrazku 2.2. Funkce f(x,y,z) = /22 + y?+ 22 je na oblasti W spo-
jitd a ohranicena. Trojny integral tedy existuje. K feseni pouzijeme transformaci do

sférickych soutadnic.

Obrazek 2.2: W = {[z,y,2] € E3; 0<x <y, 2>0, 2> +y* + 22 <1}
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X = P COS Y Cos "y A: 0<p<1
Yy = psincosy T<p<3
z = psinvy 0<~y< 3
|J| = 0® cosy

Potom

///\/x2+y2+z2da:dydz
W

= /// \/QQCOSZQOCOSQ’}/—i—QZSiIIQQOCOS2’V—|—QQSin27Q2COS’}/deQOd’7
A

jus jus

1

= ///g?’cosvdgdgody:/ / /g3cos7d7 do | do
A 0 \z \0
1 3 1 3 1

= / /93 [sinnl dy d@=/ /93d90 dg=/93 [@]gdg
0 \Z 0 \Z 0

Piiklad 2: Vypoctéte integral [ [ [(z + y) dedydz, kde mnozina
W
W={[z,y,2] € E35;0<z<y* 2>+¢y° <1, y>0}.

ResSeni: Mnozina W je valcové téleso, jehoZ tvofici piimky jsou rovnobézné s osou
z, a jehoz kolmy priamét do roviny (z,y) je horni polovina kruhu ohrani¢end kruznici
se stfedem v pocatku a polomérem jedna. Téleso je zdola ohrani¢eno rovinou z = 0
a shora parabolickym valcem z = 32, ktery ma povrsky rovnobézné s osou x. Funkce
f(z,y,2) = x4+ y je na oblasti W spojitd a ohrani¢ené. Trojny integral existuje. K
vypoctu trojného integralu pouzijeme transformaci do cylindrickych souradnic:

X = pCos A: 0<p<1

Yy = psing 0<p<m
z=2z 0§239281n2gp
[T =p
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Potom

///(x—l—y)dmdydz = ///Qz(COS(p—l-Singo) dodyp d=

™ 0% sin?

/ / 0% (cos p +sing) dz | do | do
0
/ ¢ (cos g +sing) [2]3 ™ ¥ dyp | do

0
1

/ o! (sin2 ¢ cos ¢ + sin® @ sin <p) do | de

0

[y

o=,

} (sin2 ¢ cos ¢ + sin® g sin gp) dy
0

Sty Tty Tt Tt

™

1
— g/(s.iltl2gocosg0—irshanosimgp) dy
0
1/ 1 [ 4
= g/sinzapcoscpdgo—l—5/sin2gosing0dgo:1—5.
0 0

Oba urcité integraly fesime goniometrickou substituci. P¥i vypoc¢tu prvniho integralu
zavedem substituci ¢ = sin ¢, pfi vypoctu druhého substituci ¢ = cos .

Piiklad 2.2.1: Prevedte trojny integral [ [ [ f (z,y,z) dzdydz na trojnasobny (po-
W

kud to lze) nebo na soucet trojnasobnych integrali s pouzitim transformace do cylin-
drickych nebo sférickych souradnic. Mnozina W je omezena oblast v prostoru Ez ohra-
nicena plochami nebo urcena nerovnicemi.

1L W:a?+y*° <1, 2+y+2<6,2>0

2. Wi+ 2 <1, 22 +y>?—2-1<0, 2<6

3W a2+ <1, 2< /a2 +y% 220, 2 >0,y >0
4. Wiy<m y>-z,2—-3<—(22+4?), 2>0

5. W:x2+y2—4y§0,032§\/m

6. W:a?4+y?+22<4, 22 +9y2 <322 2>0

T W:il<a?+y?+22<4, 2<y, 2>0
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Vysledky:

1. [ [ [ f(ocosep,psing,z) ododpdz =

A
1 [ 27 [ 6—pcosp—psing '
= f f f f(ocosg,psing,2) odz | de | do
0o \o 0
1 2 6
2. ffff(gcos<p,gsingp,z) ododpdz = f f f f(ocosp,osinp, z) pdz | de | do
A 0 0 02—1

1

3. [ [ [ f(ocosep,osing,z) ododpdz = [
A 0

[ J [ f(ocosp,osing, z) pdodedz =
A

™

5. ffff(gcosgp,gsingp,z) gdgd(pdz:f
A 0

f(ocosp, osinp, z) gdz) dgp) do

0

3 2
( f(ocosp, psing, z) QdZ) dw) do

§
(7

%M:ﬁ
OSQ\

a3

o
(ff(@cos @, 08inp,z) o d2> d@) d
0

6. [ [ [ f(ocospcosy,osinpcosy,psiny) o cosy dodpdy =

f (0cos ¢ cosvy, gsin pcosy, osiny) g*cosy d7> dcp) do

Bl

2
(ff(Qcosgpcos%Qsingocosw,gsin’y) 0? cos 7y d’y) dgp) do
0




2.2 Transformace trojného integralu

Pfiklad 2.2.2:  Vypoctéte nasledujici integraly [ [ [ f (z,y, z) dedydz. Mnozina W
W

je omezena oblast v prostoru E3z ohranicena plochami nebo urcend nerovnicemi. K
vypoctu pouzijte transformace do cylindrickych nebo sférickych soutradnic.

L [ [ [y dwdydz, W :a? +4? <16, 2 >0, < 4
w

2. [ [ [(@®+y?) dudydz, W :2z > 2? + 4%, 2 <2
w

3. ff% (4?2)2 dxdydz, W : 2? +y? < 42 < 16

4. [ [ [ daxdydz, W :2>0,y> -z, 22 +y* <4, 0<z<z+1
W

5. fffz\/mdxdydz,W:y20,220,2§3, 22+ <2z
W

6. [ [ [322dedydz, W:a?+y* <z z<2— (2> +y?)
W

7. [ [ [ zdadydz, W: 22 >4 (2® +y?), 2 <2
W

8. [ [ [ydadydz, W :2>0, y<4, y>+a?+22
W

9. [ [ [ydadydz, W 1y > Va2 +22, y<1 2>0
W

10. [ [ [(2*+y?) dadydz, W : 2z >0, 2 +y* + 22 < r?
W

11. [ [ [ayzdedydz, W :2>0,y>0, 2>0, 2 +y*+2* <1
W

12. [[ [+ g2+ 2dedydz, W:0<z<y, 2>0, 22 +y2+22<1
W

13. [ [ [2?yzdadydz, W :2>0,y>0, 2<0, 42 +y* + 22 <1
W

4. [ [ [aydedydz, W:a? +y? +22 42 <0, 2> /22 + 42
W

15. [ [ [zdedydz, W :2? +y* <2z, 2% +y* + 2% <3
W

16, [ [ [ (% +2%+3) dedyds, W: 545 +5 <1, a,b,¢>0
w
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_ =, ]

]

&

=]

&

T 5
—
w GW S [ %
=, 1_3 M — m I~y m N

Vysledky:




2.3 Geometrické a fyzikalni aplikace trojného integralu

2.3 Geometrické a fyzikalni aplikace trojného inte-
gralu

W C Ej je elementarni oblast prvniho, druhého nebo tietiho druhu. Té€leso W ma
objemovou hustotu o(x,y, 2) [kg - m™3]

V = [[[ dedydz [m?®] — objem té&lesa W
W

m = [[[o(z,y, z)dzdydz [kg] — hmotnost t&lesa W
W

Sey = [[[ zo(z,y, z)dxdydz [kg-m] — staticky moment télesa W vzhledem k ro-
Vivrlé (z,y)

S = [[[yo(x,y,z)dzdydz [kg-m] — staticky moment télesa W vzhledem k ro-
Vﬂ/lé (z,z)

Sy: = [[[ zo(x,y, z)dedydz [kg - m] — staticky moment télesa W vzhledem k ro-
V?I/lé (z,z)

S S, S, .
Y2 oty = 2, tg = —2 — t&7iste télesa W
m m m

T = [tl,tg,tg], kde tl =

L = [[[(y* + 2®)o(z,y, z)dxdydz [kg - m?] — moment setrvacnosti télesa W
zfzhledem k ose z

I, = [[[(2* + 2%)o(x,y, z)dxdydz [kg-m?®] — moment setrvacnosti t&lesa W
i/zhledem k ose y

I = [[[(2*+ y*)o(x,y, z)dxdydz [kg-m?] — moment setrvacnosti t&lesa W
W

vzhledem k ose z

Poznamka: Doplite prislusné jednotky v zadani a vysledcich.

Priklad 2.3.1: Vypoctéte objem télesa W uré¢eného nerovnicemi nebo ohranic¢eného
plochami:

L. W:2=0,y=0,2=0,2r+2y+2—-6=0
2. W:x=0,y=0,2=0,2/3+y+2/6=1

3 W:iz=0,y=0,2=02=3, y=3, z+y+z2=4
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

25.

T T T T T TETT=TEFTESET=ET=T =TT =882 £

. 2 y2 2
TS TSl 0<se<

s+ <l, o +y+2<6,2>0

c a4y <1, 2>0, 24+y+:<1
0<2<2?,0<y<3, -1<2<1
c0<2<9, y>a? 12<4-3y
p2<1, 2> Va2 0<y <1

Yy >, y<2yr, 2>0, v+2<4

< yP4l, 2> —a? 224y <1, y> —2, >0
c 22> 274y y+ 2 <4

cz<a’4yt 2>0,y>1, y<2r, y<6-—u
x>ty 2 <y

: %—i—%ﬁx,xﬁl

px>at 4yt 2 <P 42 y>w, y <22, y<1
ry>a, a2yt 2>ty 2 <2027 4y
Pty 42y <0,0< 2 < /22 2
cz>at P A<+

P2 <6—a?—y? 2> /2y

c22>0, 2<ax+2y, 22 4+1y? <2, 2% +y? <2
e W L R T |
22 <9, 2yt >4

cx? 2 4+ 22 <2z, 2yt > 2P

ca? P42 <4 2P+ (2 —2)7 <4

3
v3Y

Vysledky:
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10- L7 16 [5] 22, [2m5]
11 [Fr] 17. [2]

12. [32H] 18. [&7] 23. [in]
19 Laa7] 1o. [ 24. [Lr]
14. [37] 20. [2 (1 —2)]

15. [4] 21. [27 (8 —3v/3)] 95, [3_%}

Priklad 2.3.2: Vypoctéte hmotnost télesa W ur¢eného nerovnicemi nebo ohranice-
ného plochami, je-li o (z,y, z) hustota télesa:

L. W:0<2<1,0<y<1,2>0,z2+24+y<2;0(z,y,2)=k, k>0

2. W:y>0,y<lnz, 2>0,y+2<1; o(x,y,2) =k, k>0

3 W:iy>|z], 2>0, 2<3(1—9?); o(z,y,2) =k, k>0

4. W:z<1l,y>0,y<wz 2<0, 2> —y% o(v,y,2) =k, k>0

5. Wi a2+ 2 <1, 2—y<0,0<z<vy; o(z,y,2) =k, k>0

6. W: a?+y*<1,0<2<y* y>0; o(x,y,2)=k, k>0

T.W: a2+ 2 <2, 22 +y*>22,2>0; 0(z,y,2) =k, k>0

8. W:y>0,y>—w 2<0, 22 +y?+22<1; 0(z,y,2) =k, k>0

9. W:1<a?+y2+22<4,y<0; 0(z,y,2) =k, k>0

10 W:2>0,y>0, 22 +y>+22<1, 2> /a2 + 42 o (2,9y,2) =1

11 We 2?2+ +22< 22, 22+ 2 < 2% o(n,y,2) =k, k>0

12. W x2+y2+22—z§0,zg\/m,ng;a(x,y,z):M
Vysledky:

1. k] 5. [%ﬁk} 9. [*k]

2. [k(2-3)] 6. [24] 10. [ (2—v2)]

3. [2k] 7. [K] 11. [kn]

b [ 5. [54 2 [
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Priklad 2.3.3: Vypoctéte statické momenty télesa W vzhledem k souradnym ro-
vindm, je-li o (z,y, z) hustota. Téleso W je urcené nerovnicemi nebo ohranic¢ené plo-
chami.

L Spyy W:iy>0,2>0,y<1—2% 2+2<2; 0(z,y,2) =k, k>0
2.8, W: z<e*, y<l—z,2>0,y>0; 2>0; o(z,y,2) =k, k>0
3. Sy, W 0§z§ﬂ,y§4;a(w,y,z):k,k>0
4. Spyy W z22?+4y2 2<3, y>|z|; o (x,y,2) =y
5. Spzy Wi 2? +y7 21, 1<2<5—2> =y y > |z|; o (z,y,2) = |yl
6. Spoy W: 22 4+92 2> 2, 224+ 9> +y <0, 2>0; o(z,y,2) =k, k>0
7o Spes Wi 2+ =42 <0, 22 +y* =22 >0, y > 0; 0 (z,y,2) =k, k>0
8 Sy, Wi a2+ 4+22<r? 2>0,y>0, 2>0; 0(z,y,2) =1
9. Spo, Wi 0< <y, 22+ +22<4; 0(n,y,2) =k
10. Sy Wi d<a?+y24+22<9,2<0,y<0, 2<0; o(z,y,2) = |y|
11. Syy, W m2+y2+z2§9,2§\/m,0§x§y;a(x,y,z):y
12. S, We 2 492 4+22 —42<0, 2> /22442, <0, y > 0; o (2,9,2) =y
13. Sy, W %+%+22§1; o(z,y,2) =k, k>0
14. S,., W §+%+%§1,0<:C<y,a(:c,y,z)—22
Vysledky:
L. [Sey = K] 8 Syz—ﬂl—?]
2. [Sy. =k (3—¢)]

|
[
10. [S,. = —Z]
[
[

— 93
! [Sﬂ”y -0 ] 11. [Spy = — 5]
6. [Sp. = Zk] 13. [Say = 0]
7. [Se. = 3k 14. [S,. =7 (6v/3 —3V06)]
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Vv

hustota. Téleso W je urcené nerovnicemi nebo ohranicené plochami.
LT, W:0<2<20<y<4, 2>0,z24+y+2<8;0(z,y,2) =k, k>0
22T, W:2>0,2>20,1<y<3 2+2:2<3;0(x,y,2)=1
3.2, Wi y<0,2>0,9>°>22, 2 +y* <2, 0(x,y,2) =k, k>0
4. T, W:y>yVe, y<2yr, v+2<1, 2>0; o (z,y,2) =k, k>0
5. T, W: 2>0, y> 422, z§%(4—y); o(x,y,2) =k, k>0
6. T, W: 2<4, z>4(z*+vy?); o(z,y,2) =k, k>0
7.T, W ZZ\/W7 2<1; 0(x,y,2) =k, k>0
8. T, W:0<y<1,0<z2<(y*—2%;0(x,y,2) =k, k>0
9. T, W: 22 +9y*+22<3a? 22 +y*<2az, a>0; o(v,y,2) =k, k>0

10. T, W: 22+ y?+22<9, 2> a2 +y? o(n,y,2) =k, k>0

Vysledky:
2. T=[1,1,1
b 7= (044
3. Zr = %
4T:[%’%’%:| 9 T:[anaﬁx/aﬁ}
5.7 =[0,%,12]

Piiklad 2.3.5: Vypoctéte moment setrvacnosti télesa W, je-li o (z,y,2) hustota.
Téleso W je urcené nerovnicemi nebo ohrani¢ené plochami.

LLW:2<-2%2>-40<y<20(z,y,2)=k, k>0
2. L, W: 22+ y*<z2<1; 0(z,y,2) =1

3. Ly I, W: 224+ ¢y*<4,0<2<3;0(z,y,2) =k, k>0

4. L, W: 22 +9y*<22,0<2<a,y>0; o(x,y,2) =k, k>0

5. I, W: z2>3/a?4+y? 2<3; o(x,y,2) =k, k>0
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6. Iy, W:y>vVa?+22 y<2,2>0,2>0; 0(z,y,2) =y

7. L, Wi 2> +y?*+ 22 <r? o(x,y,2) je pfimo imérnd vzdalenosti bodu télesa
od stiedu koule

8. L, W: 2*+y*+2° <2z 2° +y? < 2% 0 (v,y,2) = |2|
fEQ 2
9. L, W: L +L<2%0<2<1 0(x,y,2)=1

10. I, W %#—Z—Z%—%Sl; o(r,y,2z)=1

Vysledky:
1[I, = 288k 6. I, =3m)
2. [I.=%] 7. [I, = §mrk]
3. [I, = 48wk, I, = 24rk] 8. [I. = £
4. [I. = 3mak] 9. [I. = Br]
5. [L. = Emk] 10. [I, =1, = %7, I, = 3x]




Kapitola 3

Krivkovy integral

3.1 Vypocet kirivkového integralu
Priklad 3.1.1: Vypoctéte kiivkové integraly 1. druhu po dané kiivce :
1. f'y ﬁ ds, kde v je tisecka AB, A =1[0,—-2], B=[4,0]
2. f,y x ds, kde v je oblouk paraboly y = 22, A=(2,4], B =[1,1]
3. [, (z +y)ds, kde 7 je obvod trojihelniku s vrcholy A = [1, —1], B = [2,—1],
C =11,0]

4. f7 2*y ds, kde 7 je oblouk kruznice 7(t) = (acost, asint), ¢t € (0,%),

a > 0, a > 0 konstanta
5. fv V22 + 32 ds, kde v je kruznice 2° + 4?> —axr =0, a > 0
6. f7 22 ds, kde 7 je oblouk AB ktivky y = Inx, A= 1[2,In2], B = [1,0]

7. fv (22 4+ y? + 22) ds, kde v je oblouk $roubovice # = acost, y = asint, z = at;
te(0,27), a >0

8. f7 xy ds, kde v je obvod obdélniku urceny kiivkami x =0, x =4, y =0, y =2
9. fv (23 4+ y4/3) ds, kde v je asteroida x%3 4 32/ = 4?3 a > 0

10. fv V2yds, kde v je ¢ast cykloidy x = a(t — sint), y = a(1 — cost),
t€(0,2m), a>0

11. f,y (22 + y?) ds, kde 7 je kiivka x = a(cost + tsint), y = a(sint — t cost),
te(0,2r), a>0

12. f7 zds, kde v je kiivka © = tcost, y = tsint, z =t, t € (0,/2).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

f7 x2+y ds, kde v je oblouk Sroubovice z = acost, y = asint, z = at,

€ (0,2m), a >0

f7 /1622 + y2 ds, kde ~ je elipsa 22 + % =1, t €(0,2m)

f7 (22 — /2% + y?) ds, kde v je prvni zavit Sroubovice © = tcost, y = tsint,

z

J, @

f7 ryds, kde v je elipsa %3

f2z—

Y

=t, t € (0,2m)

>0,y>—x

Jryds, kde v

—y) ds, kde v je kruznice 2? + y*> —ax =0, a > 0

+b2—1prox20,y20, a,b>0

je pronikova kfivka ploch 22 +¢y? = 1, z = 2% pro

J, V@ +y?ds, kde 7 je kruznice 2 + y?

Sy =y

pro y > 1

— 4z =0

— 1)| ds, kde v je pronikova k¥ivka ploch 2% + y? — 2y = 0, z = 2% + 32

fv y ds, kde ~ je pronikové kiivka ploch 22 +y% = 22, 22 +y?> = az, a > 0 v 1.

O

ktanté

Vysledky:

1.

Do

w

IN

&

10.

|
|
|
5

\/51n2}
15 (17V17 = 5v/5)]
1+ 2]

11.

12.

13.
14.

15.
16. |

17.
18.
19.

20.

[2m2a3(1 + 27%)]

_8—2\@]
B

s
[107]

:%5( (2r2 + 1) — 1)}

3(a+b)

-ab(a2+ab+b2)}
[§(vVB—1)]
[32]

[5(5V5 —1)]
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21.

2021

Piiklad 3.1.2: Vypoctéte kiivkové integraly 2. druhu po dané kiivce v (uvazujme

pravotoéivy soutadnicovy systém):

1.

10.

11.

12.

f,y ydx + xdy, kde v je orientovan a ¢tvrtkruznice 7(t) = (acost, asint),
0<t<m/2aA=a,0] je po¢atetni bod, a > 0

f,y rdr + ydy + (x +y — 1)dz, kde v je orientovana tsecka AB, A[1,1,1],
B =[2,3,4]

[, (@*+y*)dz + (2° — y?) dy, kde 7 je orientovana kiivka y = 1 — |1 — 2| pro
0 <z < 2, pocatecni bod A = [2,0]

. f,y yzdr+ xzdy + vy dz, kde v je oblouk AB sroubovice 7(t) = (acost, asint, bt/2m)

(orientovany) od bodu A = [a,0,0] do B = [a,0,b], a,b > 0 konstanty

f7 (2a — y)dx + xdy, kde 7 je oblouk cykloidy orientovany souhlasné s danym
parametrickym vyjadfenim pro x = a(t — sint), y = a(1 — cost), t € (0, 27),
a>0

J, y*dz — 2*dy po &tvrtkruznici (orientované) od bodu A = [1,0] do bodu
B =0,1]

f7 m dr + m dy, kde = je orientovany obvod ¢tverce ABC'D, A = [1,0],

B=1[0,1], C = [=1,0], D = [0, 1]
f,y (22 — 2xy) dr + (y? — 2xy) dy, kde ~ je orientovany oblouk AB paraboly
y = 2% od bodu A = [-1,1] do bodu B = [1,1]

. . /, . 12 2 .
f7 (x +y)dx + (z — y) dy, kde 7 je orientovany oblouk ABC elipsy % + % =1,
A=10,0], B=l[zg>0,ys >0], C =[a,0], a,b>0
[, 2(a* +y*) dx + (2y — 8) dy, kde 7 je orientovand ¢ast kruznice 7(t) = (acost, asint),
0<t<m A=la,0] je pocateéni bod, a > 0

f7 (22 + y?) dz + (2* — y?) dy, kde 7 je obvod trojthelniku s vrcholy A = [0, 0],
B =[1,0], C =0, 1] orientovany kladné

rydr + y?dy, kde 7 je oblouk AB kfivky y = arctan z od bodu A = [1,?
v
do bodu B = [0, 7]
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13 f7 ydx + x dy, kde 7 je oblouk ABC kfivky %2+% =1 o0d bodu A = [0,y4 < 0]
do bodu C = [1,y¢ > 0], je-li B = [/2,0]

14. f,y ydx + zdy + xdz, kde 7 je oblouk ABC' na pronikové kiivce ploch z = zy,
22+ y*=10d bodu A =[1,?,?] do bodu C = [-1,7,7], je-li B =[?,1,7]

15. f7 xdr — 12y dy + 18 dz, kde v je oblouk AB na pronikové kiivce ploch x+y—1
=0, 922 + 4y*> — 362 = 0 od bodu A =[1,7,7] do bodu B = [?,1,7]

zdr+ydy+zdz . . ;s . .

16. f7 Y r e m—rey kde v je orientovana tisecka AB, A =[1,1,1], B = [4,4, 4]

17. fv rdr + ydy + yzdz, kde 7y je pronikova kfivka ploch x2 + 4y = z, (v —2)%*+
4y* = 4 orientovana souhlasné s obloukem ABC C v, kde A = [0,0,0,],
B=[zp >0,y > 0,25 > 0], C =[zc >0,0,tc > 0]

18. fv vy dr + 2?dy + 2% dz, kde v je oblouk ABC na pronikové kiivce ploch % +
vP+22=ad% 22 +9y> =ax, 2 >0, a >0 od bodu A = [a,?,?] do bodu
C=10,7,7],je-li B=|xp>0,yg > 0,25 > 0]

Vysledky:
1. [0] 10. [—4a?]
2. [13] 11. [0]
3. [-3] 12, [—155 (7 + 487 — 96)]
4. 0] 13. [v2]
5. [—2ma?] 14, [4=87]
6. [—3] 15. [-9]
7. [0] 16. [3v/3]
8. -3 17. [647]

a2 2 7'('(13

0. |22 18, |-
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o1

Piiklad 3.1.3: Ovéite, ze dany integral nezavisi na integracni cesté v E5[E3] even-
tualné v Q C E, [ C E3] a vypoé¢téte jeho hodnotu od bodu A do bodu B:

1. f Ay + dy, A=10,0], B=1[1,1]

1+a:

2 ﬂiﬁ;’d@’ A=1[-2,-6], B=11,0]

3. fv (2y — 6xy3) dz + (2x — 92?y?) dy, A=10,0], B =[2,2]

: f7 2(1” dr + 1 dy v oblasti Oy = {[z,y] € Eg; v < —1}, eventudlné

Qo ={[z,y] € Ea; x > -1}, A=[0,0], B=[1,1]

5. [, (s T¥) o + (g T @) dy v oblasti @ =Bz — {[0,0]}, A=[3,4],

B =512

f»y (z+y dr + (2m+y dy v oblasti Q) = {[z,y] € Eg; y > —x}, eventualné

92:{[xay] 6E2; y < —I}, A:[ ) ]7 B = [372]

7. f (2xy® + 32° + +2””)dx+ (22%y + 3y? +———)dyvoblast1
Q; (i=1,2,3,4) C Ep neobsahujici ptimky z =0ay =0, A=1[2,1], B=[1,2]

8. [, wdr + ydy + (x+y—1)de, A=[2,3,4], B=[1,1,1]
9. [, xztde + y’dy + 2®2dz, A=[-1,1,2], B =[-4,2,~1]

10. [ pdotydy+2:0dz o ohlagti Q = Eg — {[0,0,0]}, A=1[0,0,1], B =[0,2,0]

Vysledky:
L |LV(ey) = 25 + | 6. [In3 — ]
2. [~L1n40] 73]
2 39 _ z°z
4. [g, Viz,y) = ($+§)+c] 9. [4,V(x,y,z) ; }

5. [56] 10. [1, V(;)j7y’ Z) = /x2+ y2 Ay C]
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Priklad 3.1.4: Ovéite, Ze jsou splnény podminky pro uziti Greenovy véty a uZzijte

ji k vypoctu nasledujicich integrali:

1. fv (x +y)*dx — (z+ y)*dy, kde 7 je trojthelnik s vrcholy O = [0, 0],
A =11,0], B =[0,1] orientovany kladné
2. f,y (x +y)?dx — (z —y)*dy, kde v je uzaviend zaporné orientovana kiivka tvo-
fend sinusoidou y = sinz a tseckounaose r pro0 <z <7
3. f,y (22 —y?)dx + (2% +9?)dy, kde 7 je uzaviend zadporné orientovand kfivka
tvorend pulkruznici y = /12 — 22 a useckou na ose x
4. fv (x+y)der — (x —y) dy, kde ~ je elipsa 2—2 + z—; = 1 orientovana kladné
5. f,y L arctan ¥ dz + %arctan 2 dy, kde ~y je hranice oblasti = {[z,y] € Eg;
1 <22 +y? <4, x<y< 3} orientovana kladng
6. 6 f7 (3z2cosy — y3) dx + (x3 — 223 siny) dy, kde 7 je kladné orientovana kruz-
nice 2 +y* =1
7. f7 (ry + x*)dr + 2%y dy, kde 7 je kladng orientovand hranice oblasti
Q={(r,y) € E2;0 <z <y<1}
8. [, ;dx — 3 dy, kde 7 je trojuhelnik s vrcholy A = [1,1], B = [2,1], C = [2,2]
orientovany kladné
9. fv (xy+ 2z +y)de + (zy +x — y) dy, kde v je kladné orientovana kruznice
2 +yP=ax, a>0
10. Vypoctéte rozdil integralt I} — I, je-li I} = fvl (x +y)*dx — (x —y)?*dy, kde
~1 je orientovand Usecka AB, I, = fw (x+y)?de — (x —y)*dy, kde 7 je
orientovany oblouk AB paraboly y = 22, A=1(0,0], B =[1,1]
Vysledky:
L 5. [h] o [-=]
3
2. [47] 6. [] 10. [4]
3. [=377] 7. [
1
4. [—2mab) 8. [3]
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3.2 Geometrické a fyzikalni aplikace krivkového in-

tegralu

Hmotny drat ve tvaru rovinné kiivky 7 s linearni hustotou o(z,y) kg - m™!

m = f o(z,y)ds [kg] — hmotnost dratu
Sy = [yo(x,y)ds [kg-m] — staticky moment drétu v vzhledem k ose x

~

Sy = [zo(x,y)ds [kg-m] — staticky moment dratu v vzhledem k ose y
vy

S Sx .
T = {—y, —} — t&zists dratu ~y
m’ m

I, = [y?0o(z,y)ds [kg - m* — moment setrvacnosti dratu v vzhledem k ose x

I, = [2%0(z,y)ds [kg-m? —moment setrvacnosti dratu v vzhledem k ose y

Hmotny drat ve tvaru prostorové kiivky v s linedrni hustotou o(x,y, z) [kg-m™1]
m = f o(x,y,2)ds [kg] — hmotnost dratu

Spy = f zo(x,y,z)ds ;[kg-m] — statick§ moment dratu v vzhledem k roviné (z, y)
o

S = [yo(z,y,z)ds ;[kg - m] — staticky moment dratu v vzhledem k roviné (z, 2)
Y

Sy> = [xo(z,y,2)ds ;[kg-m] — staticky moment dratu v vzhledem k roviné (y, 2)
Y

SZ SCL’Z SI .
T= { Y ,—,—y} — tézisté dratu v

m’m’ m
I, = [(y*+ 2*)o(z,y,2)ds ; [kg - m*] — moment setrva¢nosti dratu v vzhledem

5
k ose x

I, = [(2*+ 2%)o(x,y, 2)ds ; [kg - m?] — moment setrvacnosti dratu v vzhledem

S
k ose y
I, = [(2* + y*)o(z,y, z)ds ; [kg - m?] — moment setrvacnosti dratu v vzhledem

k ose 2




o4

Ktivkovy integral

l = [ds [m] — délka kiivky kiivky ~

v

O = [|f(z,y)|ds [m? — obsah €asti vélcové plochy s Fidici kiivkou 7 v roviné

5
z = 0, tvoricimi primkami rovnobéznymi s osou z a vymezené plochami z =
0, z= f(z,y)

P =1 [xdy —ydz [m? - obsah rovinného obrazce ohrani¢eného uzavienou kfiv-

v
kou 7 (plyne z Greenovy véty - kiivka musi spliiovat jeji pfedpoklady)

A= [P(z,y)dx+ Q(z,y)dy [J] — prace silového pole
S

?(x, y) = (P(z,,y),Q(x,y)) pfi pohybu hmotného bodu po orientované ro-
vinné krivce ~y

A= [P(z,y,z)de+ Q(z,y,z)dy + R(x,y,z)dz [J] — prace silového pole
v

F(z.y,2) = (P(z,,9.2),Q(z,y,2), R(z,y.2)) pti pohybu hmotného bodu
po orientované prostorové kiivce y

Poznamka: Doplite pfislusné jednotky v zadani a vysledcich.

Priklad 3.2.1: Vypoctéte délku kiivky =, je-li v:
1. 7= acosti+ asintj + vtk pro t € [0, %], a, v > 0 konstanty
2. ¢ast kiivky na pronikové kiivce ploch y = 22, 2 = 2%? pro 0 <z < 1

3. c¢ast krivky na pronikové kfivce ploch z = —e*, z4+y=1proz >0, y >0

Vysledky:
L [2V@ T
2. 2]

3. [VET2-V3-2v2+V2In((VE T2 - V2)(V3+ V2))]
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Priklad 3.2.2: Vypoctéte obsah ¢asti valcové plochy @ s fidici kiivkou 7 v roviné

z = 0, tvoficimi pfimkami rovnobéznymi s osou z a ohranicené plochami:

1.

2.

10.

11.

D .

IS S S S . = B B S

b =

: e —y =0 prox <1 vymezené plochami z =0, z =¢

cy—Inz=0prol <z <e? vymezené plochami z =0, 2z =z

2% + y? = a? ohranic¢ené rovinami z = 0, z = mx, a, m > 0 konstanty

: 22 + y? = r? vymezené plochami z = r + %, 2z =0, r > 0 konstanta
:y—arctg x = 0 pro 0 < x < 1 vymezené plochami z =0, z = va* + 222 + 2
: y =Inx pro |y| < 2 vymezené plochami z = 0, z = z?

: 22 + y? = 1 vymezené plochami z = 2%, z = 2 + ¢/

2x

: 422 + 8y* =1 pro z > 0, y > 0 vymezené plochami z = 0, z = xy

. 4% + 9y? = 36 pro y > 0 vymezené plochami z = 0, z = —xy

2

(t) = (cos®t,sint®) pro t € (0,%) (v je ¢ast asteroidy) vymezené plochami
z

[N

=2—-—x—vy

)

{[z,y] € Ea; x = cost+tsint, y =sint —tcost, t € (0,2m)} (v je kruhova

evolventa) vymezené plochami z = —\/x2 + y2, 2z = 22 + y?

12. 0 y— Va3 =0pro0 <z < % vymezené plochami z = 22 + 1, 2 = —x

Vysledky:
1. [2a°m] 6. [H(V/(+ 17 - 1)]
2. (377 7. [£(V8—-1)]
3. [ 8. 7]
et4+1)3-2v/2
[V 0. [
5. [4n] 10. [2]
11, {27# + 47t + —V“f;"fm]
12. [(%)3(2“(27—1) + 22(25-1) + 61(23—1)) _ 5'02]

7 5 3
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Priklad 3.2.3: Vypoctéte obsah rovinného obrazce A, je-li:

1. A={[z,y| €Ep; 2 <y <z}

2. A={[z,y| €Eg; >0, " <y <e™}

3. A={[z,y] € Ey; j—§+g—§§1,y§§x,yzo; a,b> 0}
4. A= {[z,y] € Eq; §+%§1,y§%x,y2%x}

5. A={[z,y] € Ey; y < arcsinz, y > %, y <

}

e

6. A={[z,y €Eg; y >Inz, —x+1<y <1}

s
)

7. A je vymezen asteroidou 7 : 7(t) = a(cos® ti +sintj), t € (0,27), a >0

-,

8. A je vymezen kardioidou ~y : #(t) = (2acost — acos 2t)i + (2asint — asin 2t)j),
t€(0,27), a>0

Vysledky:
L [g] 5. |52
2. [((m—1)e™ +1] 6. [252]
3. [%] 7. [2a?r]
4 [%ﬂ 8. [6ma?]

Ly:y=vadpro0<az <3 o(r,y ==

2. asteroida v = {[z,y] € Ea; © = acos®t, y = asin®t, t € (0, 7), a > 0},
o(7(t)) = sin® | cos t|

3.7 5+ % =1proy>0, o(z,y) = aly

4. Sroubovice v = {[z,y, 2] € E3; x = atcost, y = atsint, z = vt, t € (0, 2m),

a,v >0}, o(x,y,2) =z
5. v:7 = et(cost27+ sintj + E) prot <0, o(z,y,2) =z

6. 7 je pronikova ktivka ploch 22 +y*+22 = 1, x+y+2 =0, o(z,y,2) = kx?, k>0
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7.y = a(tf+ %]—i— g/;), te(0,1), a>0, o(z,y,2) = %y
8. v je ¢ast pronikové kiivky ploch 22 + 4% — 2y = 0, z = 22 + y? pro
y=1, o(z,y,2) = lz(y — 1)
9. v je ¢ast pronikové kiivky ploch 2?2 + y?> = 22, 22 + y? = ax v 1. oktantu,
a>0, o(x,y,2) =y
Vysledky:
L [ (V2 +1)] 3. [£0e7-5v5)]
12a
2. %]
1 [ W@ET D + 77 - @+ 7))
5 @] 8 5\/5—1]
% , 5
Tk
6. 4]
7. |&(6v3 — 2+ 3 L2 9. %(2\/5—1)]

Piiklad 3.2.5: Hustota kiivky 7 je (7). Vypoctéte staticky moment:

1.

2.

vzhledem k ose y kiivky 7 : y = z? pro x € (0, 1), je-li o(x,y) =y

vzhledem k ose z kiivky v : 22 + y?> = a?, a > 0 pro x > 0, y > 0, je-li
o(z,y) = xy

™

vzhledem k pfimce # = 0 kiivky v : ¥ = cos® ti +sin®tj pro t € (5,m), je-li

o(7(t)) = sin®t

vzhledem k roviné y = 0 kiivky v : ¥ = a cos ti + asin tj+ vtk pro t € (0, 3),

3

- . -
a,v >0, je-li o(z,y, z) = sin” arccos £

vzhledem k roviné x = 0 kiivky v : ¥ = ti + t;’+ \/I_fE pro t € (0,2), je-li hustota
o(z,y,2) = |2|
vzhledem k roviné y = 0 kiivky =, kde ~ je ¢ast kiivky na pronikové kiivce ploch

22+ y?* =1, proy >0, z = —x, je-li hustota o(x,vy, 2) = |z|

vzhledem k roviné z = 0 k¥ivky v : ¥ = cos ti+sin tf—i— ek pro t < 1, je-li hustota

o(z,y,2) =z
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Vysledky:

1 [25\/5+1} 5 [391\/ﬁ+1]

. 120 : 480

a4
2. [3] )
6. [3(v8-1)]
3. [
4. [?ﬂr_a a2+1)2] 7. [2\/?5’71]

Priklad 3.2.6: Vypoctéte souradnice (soufadnici) t€zisté 7' = [xp, yr|, eventudlné

T = [xr,yr, zr] kfivky 7, je-li o(7) hustota kiivky ~:

1. zp kiivky v: 2?2 +y2 =a’ prox <0, y >0, a >0, o(z,y,2) = |z|y?

2. yr kiivky 7 : 7(t) = a(t — sint)i + a(1 — cost)], t € (0,27), a > 0, o(F(t)) =
| sint|

3. T homogenniho oblouku cykloidy + : 7(t) = a(t — sint)i + a(1 — cost)7,
te(0,2m), a>0, o(F(t)) =k, k>0

4. T kiivky 7 : 7(t) = a(cos? ti + sin® t;), t€(0,%), a>0, o(r(t) =k, k>0

5. yr kiivky 7 : 7(t) = a(cos ti+sintj+tk) prot € (0,27), a > 0, o(z,y, z) = ﬁ

6. xr kiivky 7 : 7(t) = e!(costi + sintj + k), t € (—o0,0), o(z,y,2) = 2

7. T k¥ivky 7 : 7(t) = (acosti 4+ asintj + vk) pro t € (0, %), a,v>0, o(x,y,2) =
sin® arccos

8. homogenniho oblouku 7 : 7(t) = e!(cos ti + sintj + k), t € (—o0,0), o(z,y, z) =
k, k>0

9. poloviny homogenniho zavitu Sroubovice 7 : 7(t) = (acost, asint, bt) pro
t € (0,7, o(x,y,2) =k, a,b,k > 0 jsou konstanty

Vysledky:

L[5 4. [T = [ge, Wsri6lery

2. %]

3. [T = [ra, 3d]] 5. [—3]
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Piiklad 3.2.7: V kazdém bodé silového pole v Egp ptisobi sila F(7). Vypocitejte
praci A tohoto pole pfi pohybu hmotného bodu po orientované kiivce ~:

1.

10.

11.

7 je orientovana tisecka M N lezici na piimcey = x, M = [0,7], N = [?,1], F(7) =

(zy,z +y)
7 je oblouk M N na parabole y = 22, (orientovany) od bodu M = [0, 0] do bodu
N =[11], F(F) = (zy,x +y)

7 je kladné orientovany obvod trojihelniku MNP, M = [a,0], N = [a,a], P =

v: x® +y? =a? a> 0 orientovana zaporné, F(r) = (—z%y, zy?*)

~ je oblouk AB ki¥ivky v : y = arctgz od bodu A = [1,7] do bodu B = [0, 7];

—

F(7) = ayi + (x + )]
7 je kladné orientované kiivka ohrani¢ujici rovinnou oblast Q = {[x,y] € Ea;
r<e? 0<y<lnz}, F(F)= Ty2i + 20%y)

[ Pozndmka: K vypoctu prace po uzaviené kiivce v roviné lze uzit Greenovu
vétu.]

7 je oblouk M N kiivky y = Inz od bodu M = [7,1] do bodu N = [1,7]; F(r) =
Y2+ 23

~ je kladné orientované uzaviena kiivka tvofend oblouky na kfivkich y = 22, y =
7 je zaporné orientovand kiivka ohrani¢ujici rovinnou oblast 2 = {[x, y] € Ea;

x>0, exgyge”},F(ﬁ:xyf+y;

~ je kladné orientovana uzaviend kiivka tvorena z casti lezicich na krivkach

y=arctgz, y =7, . =0; F(7) = ayi+ (x+y)J

7 je zaporné orientovand kiivka ohranic¢ujici rovinny obrazec Q = {[x,y] € Ea;

22+ 192 <ax, y >0}, F(F) = (e*siny — 16y)i + (e* cosy — 16);
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12. v je oblouk M N kiivky y = Inz od bodu M = [?,1] do bodu N = [¢%, 7], F(F) =
xyi — Inyj

13. 7 je kladné orientovand kiivka ohranic¢ujici rovinnou oblast Q = {[z,y] € Ea;
x>0, y>0, i—j—i—z—z <1}, a,b>0; F(F) = ($+y);+(%+x+y)j

14. v je ¢ast kruznice 22 + y? = r? lezici v 1. kvadrantu, r > 0; F(7') m4 konstantni
velikost k a smér kladné osy x

15. 7 je mensi oblouk kiivky ﬁ—; + Z—j =1, a,b > 0 od bodu M = [—a,0] do bodu
N = [0,b]; F(r) v kazdém bodé roviny sméfuje do pocatku soufadnicového
systému a ma velikost nepfimo timérnou vzdalenosti ptisobisté sily od pocatku
soufadnicového systému
[ Névod: F(7) = |F(7)|FO(7), kde FO(7) = % je jednotkovy, souhlasné koli-
nearni vektor s F(7), pfitom Fj(7) je vhodny souhlasné kolinearni vektor s F(7),

— —=
zde Fi(F) = XO, X = [z,y], O =[0,0], k je koeficient nepfimé tmeérnosti.]

16. v je oblouk M N paraboly y = 2?> + 1 od bodu M = [2,5] do bodu N =
[—1,2]; F(7) v kazdém bodé roviny je rovnobézny s osou y a smétuje k bodim
osy x, jeji velikost je rovna prevracené hodnoté ¢tverce vzdalenosti ptisobisteé sily
od osy x

Vysledky:
L 3] 9. [%}
2. [ T—4+1In 16
[12} 10. [ Jg }
23
3. [54°] 11. [~27a?]
4. __7r_a4:| _36476276
2 12, |3g=s ]
-16—87r—7r2 r
5. _3—2 —In \/5] 13, aigz:|
o
6. 5Tl} 14. [—kr]
[ ge_e3 [ k(2—a?)
7. =] 15. 4= -5
8. [=] 16. [5]
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Piiklad 3.2.8: V kazdém bodé silového pole v Eg ptisobi sila F(7). Vypocitejte
praci tohoto pole pfi pohybu hmotného bodu po orientované kiivce +:

1.

10.

11.

12.

v : 7(t) = (cost,sint, ct) orientované souhlasné s danym parametrickym vyjad-
fenim pro ¢t € (0,7), ¢ > 0; F(7) = (y, 2z, y2)

. v : 7(t) = (cost,sint, e') orientované souhlasné s danym parametrickym vyjad-

fenim pro ¢t € (0,7); F(7) = (y, z,yz)

v je lomena kiivka OM N PO orientovana souhlasné s orientaci jeji ¢asti OM N,

kde O =1[0,0,0], M =[0,1,0], N =[1,1,0], P=[1,1,1], F(7) =7

. 7 je oblouk pronikové kiivky ploch y = v/1 — 22, z = y* (orientovany) od bodu

M =1[?,1,?], do bodu N = [1,2,7]; F(¥) = yi — zj + 2*y?k

~ je oblouk MNP pronikové kiivky ploch 2? +y? = 1, z = —2® od bodu
M =10,ypm < 0,2p] dobodu P=[zp <0,0,z2p], kde N =[zxy < 0,yy >0,

zy > 0); F(r) = zyi + 2] + yzE

v je oblouk M N P pronikové krivky ploch % +9y? =1, z = —x od bodu M =
[0,ypr > 0, 2p7] do bodu P = [zp <0,0,2p], kde N =[xy > 0,yy > 0, 2x];
F(F) = yi + 22 — xzk

7 je oblouk pronikové kiivky ploch 22 + y? = 22, 2% + 4*> = ax, a > 0 v prvnim
oktanté od bodu M =[0,7,7] do bodu N = [a,?,?]; F(F) =7

~ je oblouk pronikové kiivky ploch y = v/3x, z = /4 — 2?2 — 2 od bodu A =
[7,7,0] do bodu B = [0,7,7], F(7) = (xy?, —y, 2)

7 je pronikové ktivka ploch z = \/y — 22, y =4 — 2% od bodu A = [14 > 0,7, 0]
do bodu B = [z5 < 0,?,0], F(F) = z2i + 23] 4+ yzk

~ je oblouk M NP pronikové kiivky ploch 22 + y?> = 1, z = 2 od bodu M =
[zpr > 0,0, 2p7] dobodu P =[xp <0,yp = —xp,zp|, kde N = [zn > 0,yn > 0,
oy > 0 F(F) = (y, =z, —yz)

7 je tvofena oblouky na kulové plose 22 +y2+22 = 1 lezici v rovinach x = 0, y = 0
v 1. oktantu od bodu A = [1,0,0] do bodu B = [0,1,0]; F(7) = (—2°z, vy, 2%)

v je uzaviend kiivka tvoiend oblouky na plose z = 1 — 22 pro z > 0, 2z > 0,
které lezi postupné v rovinach y = 0,2 = 0,y = x, v je orientovana souhlasné s
orientaci oblouku MNP C v, kde M = [xp; > 0,0,25 > 0], N =[xy > 0,

ynv > 0,2y > 0], P =[1,yp > 0,0]; F(F) = (z, 2%, e™)
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13. v je pronikova kiivka ploch z +y* = a®, £+ £ =1, a,h > 0, 7 je orientovéana
souhlasné s orientaci oblouku MNP C 7, kde M = [a,0,0], N =[xy > 0,
yn > 0,2y > 0], P=[—a,0,2h]; F(7")=(y — 2,2 —z,2 —y)

14. v je uzaviend kiivka v 1. oktantu tvofena oblouky na plose z = /22 + 32,
které lezi postupné v rovinach x = 0,y = 1,2 = 2,y = 0, ~ je orientovana
souhlasné s orientaci oblouku MNP C ~, kde M =[0,0,7], N =[0,1,7], P =
[2,1,7); F(F) = (e7, (22 + ¢)2,y2°)

15. v : 7 = acosti + asintj + btk, a,b > 0 od bodu M = [a,0,0] do bodu N =
[—a,0,7b]; F(7) vkazdém bodé E3 sméfuje do poc¢atku souradnicového systému
a jeji velikost je rovna prevracené hodnoté ¢tverce vzdalenosti ptsobisté sily od
pocatku souradnicového systému

Vysledky:
—dec — 16v2
1. [2(2¢% — 4c —1)] 9. [T}
9. 2e2’u5e’r 5m—3
10 |:7\/§6—457r:|
3. [0]
11 [15;2;532}
4. |:37r6—1}
192. [38*156}
8 15
5. 3]
13. |—2ma(h
6. [2n] 3. [—2ma(h + a)]
7 [a2] 14. [—14]
8. [3] 15. [T

Piiklad 3.2.9: Ovéite, Ze pr ace v silovém poli F(7') nezavisi na integracni cesté v
E, [E3], eventualné v Q C E, [Q C Eg], urcete potencial V (7) tohoto silového pole a
vypoctéte praci A od bodu M do bodu N.

1.

2.

F(7) = (2? — %5 — 2zy), M =[1,2], N = [2,3]
F(F) = (wcos2y + 1)i — a?sin2yj, M =[0,-3], N =[5, 7]
F(7) = =i+ wpds M= [L1], N = [2.2]

F(7) = (22 4 3y)i + (3¢ — 4y)j, M =[0,0], N = [1,4]
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5. F(ﬁ:(l_me_y271_2$y_x2)a M = [072]7 N = [170]

6. F(F) = —L—(z+2y,y), M =1[9,1, N =[5,5]

(z+y)?

8. F(F) =yav Yi4+avlnzj, M =[2,1], N =[1,3]
9. F(7) = (2 +y2)i + (y* + 22)] + (2> +ay)k, M = [1,-2,3], N = [2,3,4]

11. F(7) = 2zyi + (2% — 2)j + (1 — y)k, M =1[0,0,0], N = [1,1,1]

12. F(7) = (z +y2)i + (y + 22)] + (z + ay)k, M =[1,2,3], N =[0,0,0]
13. F(A) =xi+yj—k, M =[2,3,4], N=[1,1,1]
14. F(r) = (y22,22% 2zyz), M =[1,1,—-1], N = [-3,4,1]

15. F(A) = 22+ -L)i+-L7+k M=1[1,23], N=[-25,-1]

Tty T+y

Vysledky:

1. |V %—y2x+5y+c;A:—%}

2. |V %cos2y+:1:—|—c; A= —”(”;4)}

3. [ = E; — {[0,0]}, V = —arctg] +¢; A = O}

4. [V =2+ 32y — 2y°> + ¢; A = —19]

5. [t +y— 2%y —yPr + ¢ A= —1]

6. [Q(i = 1,2) oblasti v E3 neobsahujici pfimkuy = —z; V = —+Inz + y|; A =
E

7. [Q;(z = 1,2,...,6) oblasti v Es neobsahujici pifimky y = 0,2 = 0,y = z; V =

y

2 tn|Y-y+c, A=4+nd]

8. [Q={[r,y] € Eq;x >0}V =0aY+c, A=—1]
_ a8 B8 . A 169
9. [V—g+%+g+xyz+c,/l—?

10. [V=2yz+2y—2z+c; A= 3]
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11.

12.

13.

14.

15

V=x*-yz+z2+c; A=1]
[V:M%—myz%—c;fl:—li&]
[V:%—Hc;Az—g]

[V =2yz?+¢; A= —13]

. [Q4(7 = 1,2) oblasti v E3 neobsahujici rovinu y = —x; V = 2? + In|z + y| + 2 +

c, A

—1]




Priloha A

Tabulkové integraly

sinxdx = —cosxz + ¢

cosxdr =sinx + ¢

/
o
[3-
/
/
/
[
e

/1+ 5 dr = arctgr + ¢

dr = arcsinx + ¢

V1—22
1
vz +1
1
vat—1

dx = —cotgx + ¢

dac—tgac+c

(e R, neNU{0}
(x €(0,00), a €R, a#—1)

(z € (0,00) nebo z € (—o00,0))

(x € R)

(x €R, a>0, a+ 1 je konstanta)

(x € R)

(x € R)

(¢ € (km, (k+ D7), k€ 2)

(x € ((2k — 1)7/2, (2k + )7 /2), k € Z)
(x € R)

(x € (-1,1))

de=In|z+VvVa2+1]+c (x € R)

de=Inlr+ Va2 —1]+c¢ (v € (1,00)nebo x € (—o0,—1))
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