Kapitola 1

Funkc¢ni rady

1.0.1 Posloupnosti funkci

Definice 1.0.1 Zobrazeni mnoziny N do mnoziny funkei F(M), M C R nazyvame posloupnosti

funkei a znacime { f,,(x)}52,.

Definice 1.0.2 Necht je ddna posloupnost funkei {f,}°°, definovand na mnoziné M. Jestlize pro
kazdé x € M ¢iselna posloupnost { f,,(x)}22, konverguje, fikdme, ze posloupnost {f,,}°°, konverguje
bodove k funkci f na mnoziné M.

Definice 1.0.3 Rekneme, Ze posloupnost funkei {f,(x)}2, konverguje na mnoziné M C D stej-
nomérné k funkci f jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje nyg € N tak, ze pro kazdé n > ng a pro kazdé
xr € M plati

fula) = J(@)] < = (1.1)

Poznamka. Stejnomérnou konvergenci oznacujeme f, =2 f.

1.0.1 (Bolzano-Cachyova podminka) Posloupnost funkei {f,}°2, konverguje stejnomérné k
funkci f na mnoziné M C D prdvé tehdy, kdyz pro kazZdé € > 0 existuje ny € N tak, Ze pro kaZdé
n > ng, kazdé m > ng a kazdé x € M plati

[fn(2) = fm(z)] < e (1.2)

Dusledek | 1.0.1 Posloupnost funkci {f,}2, konverguje stejnomérné k funkci f na mnoziné M C
D pravé tehdy, kdyz

lim sup |fn(2) = f(2)| = 0.

n—oo xeM
1.0.2 Konverguje-li posloupnost spojityjch funkci { f,}22, k funkci f stejnomérné na mnoziné
M C D, pak funkce f je na M spojitd.
1.1 Obecné funkéni rady

Definice 1.1.1 Necht je dédna posloupnost funkef {fi(z)}52,. Rekurence

{ si(x) = fi(x)

Snt1(r) = $n(2) + foia(2)



definuje indukei jedinou posloupnost

sn(1) = fi(@) + fal@) + -+ fulx) = ) fulx)

k=1

Posloupnost {s, ()} se nazyva posloupnosti ¢dstecnych souctu rady tvorenou posloupnosti { fi(z)}52;.
Pro limitu posloupnosti {s,(x)}2, (jestlize existuje!) uzivame symbol

ka(l') (1.3)

a nazyvame nekonecénou funkéni fadou tvofenou posloupnosti funkei { fr(x)}32,.

Definice 1.1.2 Necht je ddna funkéni fada Y -, fr(z) definovand na mnoziné D a M C D. Jestlize
pro kazdé x € M posloupnost ¢astecnych souctu {s,(z)}>; konverguje bodové (konverguje stej-
nomérné) k funkei f, fikdme, ze fada >, fi(x) konverguje bodové (konverguje stejnomérné) na
mnoziné M k funkci f.

1.1.1 (Weierstrassovo kritérium) Necht je ddna funkéni tada Y .- | fu(x) definovand na
mnoziné M C D. Jestlize existuje ¢iselnd konvegentni fada Y .- an $§ nezdpornymi éleny takovd,
ze plati

|fn(l‘)|§an7 vxeMaann(b nOEN

Pak tada " | fo(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M.



1.1.1 Mocninné rady
Definice 1.1.3 Radu funkei tvaru

Z an(x —c)"

kde {a,}>2, je dand posloupnost a ¢ € R nazyvame mocninnou radou o stredu v bodé c. Cisla a,
nazyvame koeficienty mocninné rady.

1.1.2 (Abelova) Konverguje-li Tada . a,x™ v bodé r # 0, pak Fada konverguje absolutné
pro kazdé je x € (—r,r).

Definice 1.1.4 Necht > a,z" je mocninnd rada. Cislo

1

0=
limsup,, , . /|ax|

nazyvame polomér konvergence mocninné rady.

1.1.3 Necht Y07 a,x™ je mocninnd fada s polomérem konvergence o > 0. Pak

(a) jestlize o > 0 pak Fada Y, a,z" konverguje absolutné pro kazdé |z| < p,

(b) Rada Yo s anx™ nekonverguje jestlize |x| > o.

1.1.1 Necht existuje lim, o0

an+1

, pak polomér konvergence je

1
Q =
an+1

n

lim
n—oo

1.1.4 Necht Y77 a,(x — ¢)™ je mocninnd fada s polomérem konvergence o > 0.

e Pak mocninnd tada konverguje stejnomérné na intervalu [c — r,c+r] pro kazdé 0 < r < o.

e Konverguje-li mocninnd tada v bodé c+ o, pak konverguje stejnomérné na intervalu [c —r, c+ o]
pro kazdé 0 < r < o.

e Konverguje-li mocninnd tada v bodé c— o, pak konverguje stejnomérné na intervalu [c— o, c+1]
pro kazdé 0 < r < p.

1.1.5 Necht Y72 a,(x —¢)" je mocninnd Tada s polomérem konvergence o > 0. Pak soucet
mocninné rady je spojitd funkce na intervalu, kde dand rada konverguje stejnomerné.

1.1.6 Necht s(z) = > 72 an(z —¢)" je mocninnd fada s polomérem konvergence ¢ > 0. Pak
odpovidagici mocninnd Tada derivaci mad stejny polomer konvergence a soucet Tady s md derivaci na
intervalu (¢ — o0,c¢+ o) a plati

(s(2)) = (Z an( c>"> =Y (o =) = Y nan(e — !

1.1.7 Necht s(z) =Yo7 an(z — )" je mocninnd fada s polomérem konvergence ¢ > 0. Pak
odpovidagici mocninnd Tada integrdli md stejny polomér konvergence a soucet rady md integrdl na
intervalu (¢ — 0,c+ o) a plati

js(ﬂdt: /xian(t—@”dt: nf;/xan(t—C)"dt: in“jl(x—c)nﬂ

[




Algebraické operace s mocninnymi radami

1.1.8 Necht Y~ an(x—c)™, Y07 bu(x—c)™ jsou dvé mocninné fady s poloméry konvergence
01 >0 a 0o > 0. Pak rady

Zan(x —o)" + Z bu(x —c)" = Z(an +bp)(x — )"

mda polomér konvergence o = min{ oy, 02}.

<Z an(x — c)”) (Z by (x — c)") = Z (Z by (v — C)n)

n=0

ma polomér konvergence 0 = min{ oy, 02}.

Vyjadreni funkci mocninnou fadou - Taylorova rada

Taylorova tada je dulezitym piikladem mocninnych tad.

1.1.9 Necht o > 0 je polomeér konvergence mocninné rady

Z ap(x — c)F

se souctem f na (c — o,c+ o). Pak funkce f md na tomto intervalu derivace vsech radi a plati

ap = % k € Ny (14)

Definice 1.1.5 Je-li f funkce, kterd ma v bodé ¢ € R derivace vSech fadu, pak mocninnou fadu

0 (k) (¢

nazyvame Taylorovou Tadou funkce f se stfedem v bodé c.

1.1.10 Necht I C R je interval. Md-li funkce f v bodé ¢ € I (c je stred intervalu I) derivace
vSech radu, pak pro x € I plati

2 4(n)(,
f) =3 T o

tehdy a jen tehdy, plati-li pro zbytek R,.1(x) v Taylorové vzorci lim, o R,i1(x) = 0 pro vsechna
rel.

1.1.11 Necht funkce f md tyto vlastnosti:
(a) f =),
(b) existugi ¢isla ¢, M takovd, Ze pro kazdé x € I a kazdé k € Ny plati ’f(k)(x)‘ <cMP*.



Pak Taylorova tada funkce f konverguje na intervalu I k funkce f, tj. plati

(k) (,
f(x)zzf—()(a:—c)k Veel

kde c je stred intervalu I.

Binomickd fada m € R\ {{0} UN}, z > —1

() -

1oy =3 (F)at

k=0
konverguje v intervalu (—1,1).
o OO ( 1>n+1 2n—1
s1nx—nz:1(2n_1)|x , VereR
o
—1)"
Cosxzz(@n;!x%, VreR
n=0



Kapitola
FOURIEROVY RADY

Uvazujme interval [a,b] C R ((a,b) C R). Mnozinu vsech funkei spojitych na [a, b] resp. na (a,b)
ozna¢me C' ([a,b]) resp. C ((a,b)). Symbolem C* ([a,b]), C* ((a,b)) (C?([a,b]), C*((a,b))) oznatme
mnozinu vsech funkef jejichz prvni (druhd) derivace je spojité na [a, b] resp. na (a,b) .

2.0.2 Ortogonalni systémy

Rekneme, ze funkce f je z prostoru Ly((a, b)), jestlize

/ |f(z) dz < oo (2.1)

ve smyslu Lebesguea. Prostor Ls((a,b)) je Hilbertuv prostor, tj. uplny normovany linedrni prostor
se skalarnim soucinem

(fl9) L, / f(z)g(x)dx < o0 (2.2)

a normou

1£l, = / F@P dr, Y fe Ly((ab) (2.3)

Funkce f, g jsou ortogonalni (kolmé) v prostoru Ls((a,b)), jestlize

|t ds =0

a

Definice 2.0.6 Posloupnost funkei {¢,(2)}22, v, € L2((a, b)) se nazyva ortogondlni systém, pravée
kdyz

/ lon(2))? dz >0 VYn=1,2,...

b
/ On(X)om(x)de =0 VYn#m



Systém je ortonormaélni, jestlize navic

b

/ lon(2))? de =1 VYn=1,2,...

a

2.0.12 Necht {g,}5°, je posloupnost linedrné nezdvislijch prvki v Ly((a,b)). Pak existuje
takovy ortonormdini systém {p,}22, v La((a,b)) tak, Ze plati

Lin{g1,92, ..., 9n} = Lin{ep1,p2,..., 00} Yn=12,...

Mnozina funkei
T nm nm

™ . .
{1,(308 Taz,sm 71:, ...,COS Ta:,sm Tx, . }

tvori na intervalu [a, a + 2[], a € R ortogonalni systém funkei. Existuji samoziejmé i jiné ortogonalni

systémy funkci.
1 3 5
—,1/ = —(32%2-1),...
(s o o)

Mnozina funkei
tvoii na intervalu (—1,1) ortonormélni systém funkei v Lo((—1,1)) a tento systém se nazyvé po-
sloupnost Legendreovyjch polynoma.

Existuji samozfejmeé i jiné ortogonélni (ortonormalni) systémy funkei.

2.1 Fourierovy fady (J.B. Fourier 1768-1830)

Symbolem Py (R) oznaéme mnozinu vsech periodickych funkei s periodou 21.

Definice 2.1.1 Trigonometricka tada je funkéni fada tvaru

1 oo
§a0 + ; (an cos nTWx + b, sin nwa> , (2.4)

kde z € R a a,, b, jsou realné konstanty.

2.1.1 Predpoklidejme, Ze trigonometrickd rada (2.4) konverguje stejnomérné na intervalu
la,a + 2] k funkci f. Pak plati

a+2l a+2l

a, = % / f(z) cos ., dz, b, = ! / f(z)sin " dz (2.5)

pron=0,1,2,....

Definice 2.1.2 Necht f € Py(R). Trigonometrické fada jejiz koeficienty jsou dény vzorci (2.5) se
nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f a trigonometricka rada (2.4) s témito koeficienty se nazyva
Fourierova fada pro funkci f a piSeme

1 oo
f(z) ~ 500 + ; (an cos nl—ﬁx + by, sin ?w) :



Poznamka 2.1.1 Rada napravo nemusi, ale muze konvergovat k funkei f. Rada je funkei f piifazena
formalné. Otazkou je zda-li existuje mnozina funkci jejiz Fourierova fada konverguje k této funkci.

2.1.2 Necht f € Li((a,a+2l)) a a,, b, jsou jeji Fourierovy koeficienty. Pak rada > (a2 +

b?) konverguje.

Rekneme, 7e funkce f je periodickym prodlouzenim funkce f € PC ((a,a + 21)) jestlize plati
_ flz) z€(a,a+2l),

= { flz—2n—1)) € (a+2n—1),a+2nl)

a plati fla+2nl) = c pro kazdé n € Z, ¢ € R libovolné.
Rekneme, ze funkce f je standardizovanym periodickym prodlouzenim funkce f € PC((a,a + 21))
jestlize plati

1
fla+2nl) = 5 [f(a+) + fla+20-)]
pro kazdé n € Z.
Poznamka 2.1.2
(a) Necht f € PC((—I,1)) je lich4. Pak
l
2 :
a, =0 bnzj/f(x)sm—:xdx
0

(b) Necht f € PC((—L,1)) je sudd. Pak

Ap =

~| N

!
/ f(z)cos ?az‘ dx b, =0
0

Kosinové a sinova Fourierova rada.

Fourierovu fadu funkce, kterd je definovana pouze na [0,[] muzeme dodefinovat na [—,0] tak, ze
vysledna funkce bude suda respektive licha.
Necht funkce f je integrovatelnd na (0,1).

(a) Sudé prodlouzeni.

Hodnota fs(0) muze byt libovoln4.

(b) Liché prodlouzeni.

Poznamka 2.1.3



(a) Kdyz bude funkce f sudd dostaneme kosinovou radu.

(b) Kdyz bude funkce f lichd dostaneme sinovou fadu.

Otéazky konvergence trigonometrickych a Fourierovych tad.

Definujme

Fa) = 5 [fet) + f(o-)]

Definice 2.1.3 Jestlize na intervalu [a, b] plati

[f@) = f) < Cle =y, Va,ye ol

kde 0 < A < 1, C > 0, pak fekneme, ze funkce f je Hdélderovsky spojitd na intervalu [a,b] s
koeficientem A a prostor viech Hélderovsky spojitych funkef na intervalu [a, b] znacime C%*([a, b]).

2.1.3 Necht {a,}%q, {bn}5%, jsou dvé posloupnosti rdlngjch cisel a necht konverguje tada

o0

> (an] + [bal)

n=1
Pak trigonometrickd rada

1 (o]
5660 + ; (an cos nwa + b, sin nwa)

konverguje absolutné a stejnomérné na R ke spojité funkci f a je Fourierovou tadou funkce f.

2.1.4 (Lipschitzovo kritérium, str.489, [7]) Jestlize f € C%*([a,b]), 0 < X\ < 1, pak Fou-
rierova tada prislusnd k funkci f konverguje stejnomérné k f na libovolném intervalu [c,d] C |a, b
(a<c<d<b).

2.1.5 Méjme Fourierovu fadu prislusnou k funkci f. Necht f € C%* (Ja,a +2l]), 0 <X < 1
a f(a) = f(a+2l), pak jeji Fourierova tada konverguje stejnomérné k funkci f na |a,a + 21].

2.1.6 Necht f € Py(R), f, f' € PC(la,a+ 2l]). Pak Fourierova tada pro funkci f konver-
guge k f(x) pro kazdé x € R, kde je funkce [ spojitd a v bodech, kde neni spojitd plati

1 - _
540 + HZ::I (an cos nTﬁx + b, sin n%x) = f(x)



Kapitola 3

INTEGRALNI POCET VICE
PROMENNYCH

3.1 Dvojny integral

3.1.1 Dvojny integral na dvojrozmérném intervalu

Uvazujme interval I = [a,b] X [c,d] C R? a necht DZ, resp. DY je délenf [a,b], resp. [c,d] s délicimi
body a =z < a1 < -+ <zp=bac=1yy <y < <y, = d. Usporddanou dvojici (D¥,, DY)
(pro strucnost budeme znacit tuto dvojici D,,,) nazyvame délenim intervalu I (viz Obr.3.1). Kazdy
interval [;; = [x;_1, 2] X [y;—1,y;], ¢ =1,...,m, j =1,...,n nazyvame cdstecnym intervalem déleni
D Rikéme, ze systém intervali [;; pokryvd interval I. Mnozinu vSech déleni intervalu I budeme
znacit D(I). Zjemneéni déleni.

Obsah (miru) intervalu I;; definujeme p(1;;) = (v; — zi—1) - (y; —yj—1) = Ax; Ay, i=1,....m, j =
1,...,n . Vyraz v(Dyy) = max {v(D3%,),v(D%)} nazyvame normou déleni. Nulovou posloupnosti
déleni nazyvame posloupnost déleni { Dy} takovou, ze limy_,, v(Dy) = 0.

Yio1 fommee
C=%Yo [~~~

| |
i |
Ol a=zy w1 b=z, *

Obréazek 3.1: Déleni intervalu.
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Obrazek 3.2: Integralni soucet.

Definice 3.1.1 Necht f je ohranicend funkce na I, D,,, déleni I s délicimi body
a=T0 <21 <Xy < - <Ty=bc=y <y <+ <y, = d. Pritadime déleni
D,,,, a funkci f dolni Riemanniv integrdlni soucet definovany vztahem

$(f, Dinn) = szijﬂ([ij)a mij = [x;?efl flz.y) (3.1)
i=1 j=1 R

a horni Riemannuv integralni soucet definovany vztahem

S(f7 Dmn) = ZZMijM(Ii]’)a M;; = sup f(a:,y) (3'2)

i=1 j=1 [z.yl€Ls;

Definice 3.1.2 Necht f je ohranicend funkce na I. Definujme dolni Riemanniv
integrdl pro funkci f definovany vztahem

/ / f(w.y) dedy = 1°() = sup (£. D) (3.3)

a horni Riemannuv integrdl pro funkci f definovany vztahem

/] f@)de = I*(f) = inf S(£.D) (3.4)

11




Definice 3.1.3 Rekneme, ze funkce f je Riemannovsky integrabilni na I tehdy a
jen tehdy jestlize je ohranicend na [ a

I“(f)=1°(f) (3.5)

V tomto pripadé se tato spolecna hodnota nazyva Riemanniv integral funkce f na
I a znacime

/ / f(x,y) dedy = I(f) = I*(f) (3.6)

Jestlize integral existuje, fekneme, ze funkce f je integrabilni (integrovatelnd) na intervalu I, a piSeme

feRr).

3.1.1 (test integrability) Necht f je omezend funkce na intervalu I. Funkce f je Riemannov-
sky integrabilni na I tehdy a jen tehdy kdyZ pro kazZdé ¢ > O existuje déleni D tak, Ze

S(f,D)—s(f,D)<c¢ (3.7)

Poznamka 3.1.1 Necht f je omezend funkce na intervalu I a D je ekvidistantni déleni, tj. z; =
a+(b—a)i/2" yj=c+ (d—c)j/2", i, j=0,1,...,2" Definujme

m;; = inf f<x>y>v M’L: sup f($ay)

[z,y]€l;; EXNIS
Definujme
o b—a)d—) & REOICEORS
T = Jlim S Y my, J() = im S Y My
i,j=1 i,j=1

Pak f je Riemannovsky integrabilni na I tehdy a jen tehdy kdyz J=(f) = J*(f).

Poznamka 3.1.2 Vsimnéte si, ze pti konstrukci Riemannova integralu jsme predpokladali, ze jak
funkce f tak i interval [a, b] jsou ohranic¢ené.

Nésledujici véta nam zarucuje existenci integralu:
3.1.2 KaZdd funkce spojitd na intervalu I = [a,b] x [c,d] C R? je integrovatelnd.

3.1.3 (Fubiniova véta) Necht f je integrovatelnd na I = [a,b] x [c¢,d] C R%. Pak plati

b

J[ .y dady - /d /b fla)ds | dy= | /d fley)dy | do (3.8)

a

Poznamka 3.1.3 Integrély v koncovych ¢lenech fetézce rovnosti (3.8) se nazyvaji dvojndsobné.
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3.1.2 Dvojny integral na oblastech prvniho a druhého druhu v R?.

Zavedeme pojem elementarni oblasti v roviné:
Elementarni oblast I. druhu v roviné je mnozina

Q={lz,y] eR*:a<z<bglr)<y<G(z)},

kde g a G jsou spojité funkce na intervalu [a,b] a g(z) < G(x) pro kazdé = € [a,b].
Elementdrni oblast 1. druhu v roviné je mnozina

QII = {[l’,y] S R2 e<y< d’h(y) <z < H(y)}v
kde h a H jsou spojité funkce na intervalu [c, d] a h(y) < H(y) pro kazdé y € [c, d].

Yy

y =g(z)

|
|
|
I
|
I
I
|
I
I
|
|
|
b T

O a

Obrézek 3.3: Oblast I. druhu.

Obréazek 3.4: Oblast II. druhu.

Obréazek 3.5: Elementarni oblasti . a II. druhu v roviné.
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3.1.4 (Fubiniova véta)

(a) Necht existuje [[ f(x,y)dxdy a pro kaZdé x € [a,b] necht existuje integrdl
Qr

9(z)
Pak existuje také dvojnasobny integrdl
b G(z)
[ [ ey |
a  \g(z)

a plati rovnosti
b
// f(x,y)dxdy:/J(x)dx:/ / f(z,y)dy | de.
Qr a a g(z)

(b) Necht existuje [[ f(x,y)dxdy a pro kazdé y € [c,d] existuje integrdl

Qrr
H(y)
K(y) = / [z, y) da.
h(y)
Pak existuje také dvojnasobny integrdl
H(y)

d
/ / (x,y)dzx | dy

a plati rovnosti

d [ H(y)

/fwydxdy—/K()d :/ /fxydx dy.

QII c

3.1.5 Necht Q C R? je elementdrni oblast pruniho nebo druhého druhu a necht funkce f je
na ) spojitd a ohranicend. Pak je funkce f na Q) integrabilni.

Poznamka 3.1.4 Integrovatelnost a hodnota dvojného integralu nezavisi na chovani funkce v koneé¢ném
poctu bodu integracniho oboru, nebo na sjednoceni konec¢ného poctu krivek koneéné délky. Je tedy v
predeslych vétach nepodstatné, jestli integrujeme ptes otevieny integracni obor, nebo jestli priddme

k tomuto oboru jakoukoliv ¢ast hranice oboru.

3.1.6 (Zdkladni vlastnosti dvojného integrdlu.) Necht 2, Qy, Qo jsou oblasti pruniho nebo
druhého druhu a necht f, g € R(Q) (tzn. f a g jsou funkce integrovatelné na ). Pak plati:

14



// (f(:v,y)Jrg(x,y))dxdy://f(x,y) dfcdy+// 9(x,y) dxdy.
J[ et dsay = [[ sa.) dsay

(c) Jestlize pro kazdé [x,y| € Q plati f(z,y) < g(x,y), pak

[ swwdsiy < [ [ gta.y) dzay

(b)

kde k € R.

(d) |f| € R(Q2) a plati

J[ t@asay| < [[ 1560 dody

(e) Jestlize pro kazdé [x,y| € Q plati ze | f(z,y)| < M, pak

é/ f(z,y) dedy| < é/lf(x,yﬂ dzdy < Mu(Q).

(f) Jestlize intQy NintQs =0, f € R() a f € R(Q2), pak je funkce [ integrovatelnd na 2y Uy

o plati
J[ st oty - g / f(z, y) dudy + Z [ fa.y)dzdy

(9) f-9€R().

(h) Jestlize je funkce f spojitd na Q, pak existuje bod [£,n] € Q tak, Ze

J[ #.v)dzdy = s .

Poznamka 3.1.5 Symbolem u(£2) budeme v této kapitole rozumét miru (obsah) elementarni oblasti
Q.

Symbolem 2 znacime tzv. uzdver mnoziny €. Je to zjednoduSené feceno ,,mnozina {2 uvazovana
spolu se svou hranici”.

Ukazte, ze z tvrzeni (h) Véty 3.1.6 plyne nasledujici jednoduchy dusledek:

1(Q) = // dady.

15



3.1.3 Transformace dvojného integralu

Necht Q C R? je oteviend mnozina. Uvazujme funkce o, : Q@ - Ra G: Q — R? G = (p,7)
takové, ze:

a) @, v € CYQ), tj. v, jsou spojité diferencovatelné na ;

b) G = (p, ) je prosté zobrazeni, tj. pro vsechna [ug, vo|, [ur,v1] € Q plati:
Jestlize [ug, vo] # [u1,v1], pak G(ug,vo) # G(uy,vy).

Uvazujme libovolny dvojrozmérny interval (tj. obdélnik) I C €2 o vrcholech Vi, Vs, V3 a Vj a stranédch
délky Au, Av. Transformaci G = (p, 1)) se zobrazi obdélnik I na , kiivocary obdélnik” I* = G(I) o

vrcholech 1, (2, Q3 a Qy4:

Vi= [U7U] = Ql - [@(uav)vw(uﬂ))]a
Vo = [u+ Au, v] = Q2 = [p(u+ Au,v), ¥ (u + Au,v)],
Vi =lu+ Au,v+ Av] — Qs = [p(u+ Au, v+ Av), ¥(u + Au, v + Av)],
Vi = [u,v + Av] = Qs = [p(u, v + Av),Y(u, v + Av)].
U(u+ Au,v + Av) -
\% V
TV B 4 3
I U(u,v)
I = "
| i
0 } ut Au 0 () o(u+ Au, v+ Av)

V dalsim se pokusime alespon ptiblizné spocitat obsah obrazce G(I).

S pouzitim Taylorovy véty méame:

o(u+ Au,v) = p(u,v) + ¢, (u,v)Au+ R,

o(u,v+ Av) = o(u,v) + ¢, (u,v)Av + R,

Pt M) = B(u,v)+ ol 0)Au+ R

Y(u, v+ Av) Y(u,v) + ) (u,v)Av + R,
o(u+ Au,v+Av) = p(u,v)+ ¢, (u,v)Au+ ¢ (u,v)Av + R,
Y(u+ Au, v+ Av) = (u,v) + ¥, (u,v)Au + 1, (u,v)Av + R,

kde R = R((Au)?, (Av)?, AuAv) jsou zbytky v Taylorové vzorci, které oznacime ve vsech predeslych
vyrazech stejné.

Vsechny zbytky v na$i ivaze zanedbame a budeme uvazovat pouze body
Qll = Qh
QIQ = Ql + [‘du(u?U)Auv w;(u, U)Au] )
Qg = Ql + [@L(u’ U)Au + @L(uv U>AU’ '(MJAU + 1/};(”7 U>AU] )
Qil =G+ [@;(U7U)AU7 ¢;<uav)Av] :
Obsah kiivocarého lichobéznika G(I) je pfiblizné roven obsahu rovnobéznika Q) Q5Q%5Q) o strandch

Q1Q5 a Q).
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Q3

Q= 0,

O

Obsah tohoto rovnobéznika je roven dvojnasobku obsahu AQ|Q,Q), coz z analytické geometrie je
absolutni hodnota z determinantu
I,/ _ I/ y/ _ y/
(B0

/ / /
Ty =T Yy — W

kde Q) = [, y1], Q5 = [, y5], @y = [, y4]. Po dosazeni mdme

dot O (u,v)Au Y (u,v)Au et O (u,v)Au @ (u,v)Av
T\ LA ¢ (wv)Ade )| T e)Ae @, (,0)Av

Oy P Au 0 B Oy P Au 0
det((% wz)(o Av))“det@; wz)det(o A)‘

®

(0

QOI
det v Au || Av].
(% % )| sonan

Matice

SIS

s = () )

se nazyva Jacobiho matice transformace G = (¢, ). Determinant

J(u,v) = det J (u,v)

z této matice se nazyva jakobidn této transformace.

Muzeme tedy pséat
p(G(I)) ~ [J (u, v) |Au ] Av] = |J(u,v)| u(1)

vvvvvv
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3.1.7 Necht Q C R? je otevrend mnozina a G = (p,9) : Q — R? je prosté zobrazeni takové,
ze , 1 € CYQ) a jakobidn J(u,v) # 0 v kazdém bodé [u,v] € Q. Necht K C Q je uzaviend mnoZina,
kterd je sjednocenim konecného poctu elementdrnich oblasti pruniho nebo druhého druhu, a funkce f
je spojitd na G(2). Pak plati

// f(z,y)dedy = // I (o(u,v), ¥(u,v)) |J(u,v)| dudv.
G(K) K

Poznamka 3.1.6 Véta zustane v platnosti, pokud zobrazeni G' nebude prosté, nebo jakobian bude
roven nule na podmnozindch mnoziny K uvedenych v Poznamce 3.1.4, budou-li jejich obrazy pfi
zobrazeni G opét mnoziny uvedenych typu v G(K). Pokud funkce f bude ohrani¢end na G(K), pak
také staci, aby f byla spojitd na G(K) s vyjimkou mnozin uvedenych v Pozndmce 3.1.4.

Poznamka 3.1.7 Utelem transformace je zjednodusit integracni obor nebo integrovanou funkci.
Nejlepsi alternativou je, kdyz se podafi zlepsit oboji.

~ o~

Posunuti. Je ddn bod [ug, vo]. Transformace G = (¢,) dand vztahy

r=uy+u=p(u,v),
y=v9+v=1¢(u,v)

posouvd bod [x,y] o orientovanou vzddlenost uy ve sméru souradnicové osy x a o orientovanou
vzddlenost ve sméru souradnicové osy y.

N
y v
\
\
|
|
|
|
\
\
|
|
|
|
\
/
O
Vo~~~ ~—~~~"~""""""""° A >
| u
|
\
|
|
\
|
\
\
3
O Uo €T

Resent: oo b
o ¢

Ty =| ™ * 2|10y

e e | | O 1| T
ou ov
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Linearni transformace. Je ddna reguldrni matice
ai; Q12
A=
Q21 G22

T = apu+ apv = e(u,v),
Y = aa1U + A2V = ¢(u, U)

Transformace G = (p, ) dand vztahy

Zobrazuje primku na primku, v pripadé, Ze A je ortogondlni pak zachovdvd hly.

Reseni:
9 Op
Oou Ov ay; Qe
J(u,v) = = = |A].
o 9 Q21 Q22
ou  Ov

Zobecnéné polarni souradnice. Jsou ddny konstanty a, b > 0.
Transformace do zobecnéngjch poldarnich souradnic je dana vztahy:

x = arcost = p(r,t),
y = brsint = ¢(r,t).

acost —arsint
bsint brcost

=1

= abr.

oy
J(r,t):’ ) ’:
ot

Tato transformace G = (p, ) zobrazuje mnozinu (0,00) x (—m,7) vzdjemné jednoznacné na
mnoZinu R* \ {[z,y] € R* : 2 < 0,y = 0}.

or

Inverzni zobrazeni G—1 = (@, 15) je ddno vztahy

r=o(y) =Vt +y?
arctg (%) x>0
t:@Z(:U,y): %—arctg(%) r<0,y>0
—Z — arctg (%) r <0,y <0

2

Poznamka 3.1.8 Specidlni ptipad nastava pro volbu parametri a = b = 1. V takovém pripadé
mluvime o polarnich souradnicich (vypoustime piivlastek zobecnéné).
Geometricky vyznam polarnich soufadnic je popsan na Obrazku 3.7.

19



£)

O .

Obrazek 3.7: Polarni souradnice.

3.1.4 Geometrické a fyzikalni aplikace dvojného integralu

V' dalsim budeme predpokladat, Ze Q) muze byt sjednocenim konecného poctu
elementdrnich oblasti pruniho nebo druhého druhu.

Obsah rovinného obrazce

Obsah rovinného obrazce Q C R? se spocte s pouzitim vzorce:

1(Q) = / / dady.

Q

Objem vdlcového télesa K C R3.

Me¢jme déno téleso

K = {[x,y,z] eER?: [z,y] € Qg(x,y) <z< f(x,y)},

kde Q cC R?, f, g jsou spojité a ohranicené na . Pak objem tohoto télesa je ddn vzorcem

V(K) = / / F(@,y) — gla,y)] dudy.
Q

Obsah plochy

Obsah ¢ésti plochy
S={lz,y,z] eR’: 2 = f(x,y), [z,y] € QC R},

kde f € C*(Q) je dédn vzorcem

P(S) = [[ 1+ (e + (7o) dudy.
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Hmotnost tenké rovinné desky Q) C R2.

Hmotnost tenké rovinné desky €2 o plosné hustoté o(z,y) je dana vztahem

m(Q)—// o(x,y)dzdy, [kg].

Staticky moment tenké rovinné desky

Staticky moment tenké rovinné desky 2 C R? s plosnou hustotou o(z,y) vzhledem k pifmce p je
Sp = // dist ([z,y],p) - o(x,y) dzdy kg - m,
Q

kde dist ([z,y], p) je orientovand vzdélenost bodu [z, y] od piimky p.
Specialni pripad vzhledem k soufadnicovym osam z a y.

S, = // yo(x,y) dzdy, Sy = // zo(z,y) dxdy.
Q )

Tézisté tenké rovinné desky ) C R2.

T:[ﬂé}

9
m m

Moment setrvacnosti tenké rovinné desky

Moment setrvacnosti tenké rovinné desky € C R? s plosnou hustotou o(z,y) vzhledem k piimce p je

b= [ dist (0.0).0) - (o, 0) dody, kg,
Q

kde dist ([z,y], p) je vzdalenost bodu [z,y] od piimky p.
Specialni pripad vzhledem k souradnicovym osam z a y.

I, = // y2o(z,y) dedy, I, = // 2o (x,y) dxdy.
Q

Q
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3.2 Krivkové integraly

3.2.1 Pojem krivky v R".

Definice 3.2.1 Mnozinu v C R" nazveme krivkou v R", jestlize existuje spojité
zobrazeni ® = (1(t), pa2(t), ..., ¢n(t)) intervalu I na mnozinu v takové, ze plati:

1) Zobrazeni ® je prosté s vyjimkou konetné mnoha bodu.

2) Zobrazeni ® je po ¢dstech tiidy C' na I, tj. ®’ je spojitd s vyjimkou konecné
mnoha bodu, v nichz existuji jednostranné derivace, které mohou byt ruzné.

3) @ m4d az na konetné mnoho bodu nenulovou hodnotu v kazdém bodé intervalu
I

Zobrazeni pak ® nazyvame parametrizaci kiivky ~.

Nechf % € N. Rekneme, 7ze bod C je k-ndsobngm bodem kiivky 7, jestlize existuje pravé k ruznych
hodnot parametru ty,...,t; € [a,b] takovych, ze C' = ®(t;) pro i = 1, 2,..., k. Kiivka v se nazyva
jednoduchd, kdyz nema vicenasobné body.

Kiivka v se nazyva wzaviend, jestlize ®(a) = ®(b). Uzavienou kiivku nazveme jednoduchou,
jestlize nemd zadny vicendsobny bod kromé dvojnasobného bodu ®(a).
Je-li I, Iy, ..., I, déleni intervalu [a, b], pak obrazy délicich intervalu ®(Iy), ®(ls), ..., ®(1,)

jsou opét kiivky. Posloupnost téchto kiivek nazveme délenim krivky .

Definice 3.2.2 Je-li parametrizace ® kiivky ~ prosté zobrazeni a t¥idy C! na celém
intervalu [a, b] a ma pfitom nenulovou derivaci (v bodech a, b uvazujeme jednostranné
derivace) v kazdém bodé intervalu [a, b], nazyvame v obloukem a zobrazeni ® jeho
parametrizaci.

Oblouk v je sjednocenim podoblouki 1,7, ..., Vn, jestlize v = y1 Uy U -+ - U7, a oblouky v,
v;, © # j, maji spolecné nejvyse krajni body.

Definice 3.2.3 Necht je dand kiivka v s parametrizaci ® : I — R® a ® € C' na [.

Pro t € I nazveme
'(t) := DP(t)

tecnym vektorem ke kiivce v v bodé t.

Transformace parametru. Necht je ddn oblouk ~ s parametrizaci ® : I — R™. Necht funkce g
zobrazuje interval J na interval I a g € C1(I), ¢’ # 0 na J. Zobrazeni

UV=pog:J — R"

je rovnéz parametrizaci oblouku 7.
Je-li funkce g rostouci fikame, ze parametrizace ® a ¥ jsou souhlasné parametrizace.
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Orientace oblouku.

relaci <

Necht je ddn oblouk 7 s parametrizaci ® : I — R™. Na oblouku 7 zavedeme

My, My €v: My <My & t; =0 (M) <ty =" (My)

ktera je relaci usporadani na .

O tomto usporadani fekneme, ze urcuje orientact oblouku v a oblouk s timto usporadanim na-
zveme orientovanym obloukem. O parametrizaci ® fekneme, ze souhlasi s orientaci .
Priklady ktivek.

Graf spojité funkce

Primka

Elipsa

Hyperbola

Polokubicka parabola

Asteroida

Steinerova hypocykloida

f:I - R
@) =, f(t), tel

ar +by+c=0, a,bceR, |al+ b #0
O(t) = (wo + s1t,yo + s2t), t € (—00,00)

(z —20)*  (y—%0)°
a? * b2
O(t) = (xg +acos t,yo + bsin t), t e [0,2n]

=1, a,b>0

x2 y2

a2 B
®(t) = (facosh t,bsinh t), t € (—00,00)

=1

12/3 + y2/3 . CL2/3 — 0’ a>0
®(t) = (acos® t,asin® t), t€|0,27]

(2 + y2)2 + 8az (3y* — 2*) + 18a* (z* + ¢*) —27a* =0, a >0
O(t) = (a(2cos t 4 cos 2t),a(2sin t —sin 2t)), t € [0,2]

Cykloida

x = aarccosa —ya — +/2ay —y?, y€10,2a],a>0
®(t) = (a(t —sin t),a(l —cos t)), t € |0,2n]
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Kardioida (srdcovka)

(z* + y2)2 —6a” (2" +y*) +8a’r —3a* =0, a>0
O(t) = (a(2cos t —cos 2t),a(2sin t —sin 2t)), t € [0,27]

Descartuv list

23+ —3ary =0, a>0

3at  3at?
(I)(t) = (m, m) N t e (—O0,00), t?é —1

Bernoulliova lemniskata
(m2+y2)2+a2 (y?_x2) =0, a;ﬁ()

<I>(t):< acos t acostsint)) te [l

1+4sin® ¢’ 1+sin® ¢
T 3 5
= 2 ) |:__7_:| U AR
T = a4/ COS 2¢ e 11 |:47T 47r]

Dioklova kisoida

3

y* — * =0, a>0,z+#a
a—zx
at? at?
)= ——=,——= ], te(—oo,

Logaritmicka spirala
®(t) = b (e cos t,e®sint), t€ (—o0,00), a,b>0
r = ae’, ¢ € [0,00)
Archimédova spirdla
®(t) = (atsint, —atcost), t€[0,00), a>0
r=ap, @ € [0,00)
Sroubovice

®(t) = (acos t,bsin t,ct), te€0,2x], a,b>0,c+#0.
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3.2.2 Krivkovy integral ve skalarnim poli
Délka kiivky

Necht je dan oblouk v C R™, ktery md parametrické rovnice

T = CI)(t) = (Qpl(t)=@2<t>v s 790n(t>>7 te [CL, b]

My nepotiebujeme zadnou teorii miry k definici délky kiivky v R™. Definujme déleni Dy intervalu
I = [a,b] s délicimi body a =ty < t; <ty < ... <ty =b a pocitejme

Z [®(tio1) — ()] = Z o1 (tiz1), 02(t)(tiz1), - - @nltio1)] — [01(ts), 2 (t)(ti), - . -, onlts)]]]

a definujme délku krivky jako

L(vy) = Sjypz [[1(tima), pa(®)(tica), - on(tiza)] = [@1(ti), p2(t)(ti), - - on(ta)]]] < 00

Pak tekneme, ze ktivka v je rektifikovatelnd.
Necht je nyni ddn oblouk v C R? parametrickymi rovnicemi

x:@@)a y:w(t)v te [CL?b]

Pro:=1,2,..., N médme z Lagrangeovy véty

1(p(ti-1) — @(ti), ¥(tim1) — ¥ (E))|| = \/(90(751'—1) — ()" + (Y(tia) — b (t:))*
= (@ €))* + (W) (39)

kde &;, n; € [ti_1,t;]. Protoze funkce ¢ a 1 maji spojité derivace existuje K > 0 tak, ze |¢'(t)],
|¥/(t)| < K pro kazdé t € [a, b].

N
L(y,Dy) <Y VE?+ K2At; < V2K (b - a)
=1

Déleni Dy bylo libovolné a proto existuje sup,, L(vy, D).

3.2.1 Cislo L(v) je délkou oblouku v, pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D intervalu
I tak, Ze pro kazZdé zjemneni D deéleni D plati

L(3, D)~ L(7)| < =

3.2.2 V pripadé parametrickjch rovnic x = ¢(t), y = ¢¥(t), t € [a,b], je tedy délka oblouku ~
ddna vztahem

Lmz/wa%wwW@
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Krivkovy integral ve skalarnim poli (neorientovany kiivkovy integral)
V kazdém bodé M oblouku 7 zndme hustotu o(M). Chceme znat hmotnost celé kiivky. Na oblouku
A;_1A; definujme

m; = min_ o(r,y) M;= max o(x,y), Vi=11...,N
[x»y]eAi—lAi [:Jc,y]eAi_lAi

Oznacéme As; délku podoblouku mz Ozna¢me Ah; hmotnost podoblouku ml Pro hmotnost
tohoto podoblouku plati

Hmotnost A celého oblouku bude tedy
N

h:ZAhi

=1

N N
s(o, Dn) = ZmiASi <h< Z M;As; = S(o,Dn)

i=1 i=1

Vyrazy
s(o,Dn) = ZmlAsz, S(o,Dn) = ZMASI

jsou dolni a horni Riemannuv integralni soucet pro funkci o a déleni Dy.
V nasi tvaze, ale muzeme misto hustoty g uvazovat libovolnou spojitou funkci f na oblouku 7.

Definice 3.2.4 Jestlize plati
sups(f, Dn) = iglf S(f, Dn)
N

Dy

[ rands= [ @y as

a nazveme ji krivkovym integrdlem funkce f pres kiivku 7.

pak tuto hodnotu znacime

3.2.3 Necht oblouk v je ddn parametrickymi rovnicems

I:90<t)7 y:w(t)a te [a>b]

a funkce f(x,y) je spojitd na oblouku ~. Pak plati

/ﬂmwz/fmwwz/fmmwmwaﬂuwm%t

Poznamka 3.2.1 Je-li ddna kiivka predpisem y = g(z), = € [a, b] a derivace ¢’ je spojitd na [a, b],
pak plati
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Je-li dana kiivka predpisem z = h(y), y € [c,d] a derivace b je spojitd na [c, d], pak plati

d

/fmw@szw@w>1+wwfw

3.2.4 (Nezdvislost na parametrizaci) Necht v C R™ je oblouk, ®, ¥ jeho dvé parametrizace
a f je funkce spojitd na . Pak plati

[ ranas= [ sonas

3.2.5 (Zdkladni vlastnosti krivkového integrdalu ve skaldrnim poli)

(a) Linearita. Necht v C R" je oblouk a funkce f a g jsou spojité na oblouku ~y. Pak plati

[t vegonds=a [ fands+e [ gonas

~

kde ¢ a co jsou libovolné redlné konstanty.

(b) Aditivita. Necht v C R™ je krfivka, kterd je sjednocenim dvou obloukii vy, v2 a funkce f je spojitd
na krivce vv. Pak plati

/f(M)dS:/f(M)ds+/f(M)ds.

3.2.3 Geometrické a fyzikalni aplikace krivkového integralu ve skalarni

poli
(a) Délka kiivky

L:/ds.
vy

(b) Obsah casti vélcové plochy @ s fidici kiivkou v C R? v : [a,b] — R? v roviné z = 0 a
tvoficimi pfimkami rovnobéznymi s osou z a vymezenymi plochami z = g(z,v), z = f(z,y),
9(x,y) < f(z,y) pro kazdé [z,y] € 7.

P = / (2, y) — g(z,y)] ds.

v
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3.2.4 Krivkovy integral ve vektorovém poli
Zavedeni pojmu, zakladni vlastnosti kiivkového integralu ve vektorovém poli

Ve fyzice a v technickych aplikacich se ¢asto setkavame s riznymi druhy rovinnych nebo prostorovych
vektorovych poli — silové pole, pole rychlosti castic proudici nestlacitelné kapaliny, pole magnetické a
elektrické intenzity.
Z matematického hlediska jde vlastné o zobrazeni, které bodum ptitazuje vektory.

Vektorové pole je zobrazeni

f:0-RY

kde €2 C R™ je oteviend mnozina. V technické praxi je nejc¢astéjsi pouziti pro n = 2,3. V tomto
pripadé budeme jednoduse psat

]?(ZL’,y) = (P(ZE,y),Q(I,y)), f(xaya 2) = (P(m,y,z),Q(x,y, z),R(x,y, Z))’

kde P, @, R jsou slozky (komponenty) vektorové funkce f

Rikdme, ze vektorové pole f je spojité vektorové pole, nebo strucnéji je tridy C' na €2, kdyz
véechny slozky jsou spojité na Q. Rikdme, ze vektorové pole f je tifdy C* na Q, kdyZ vSechny slozky
tohoto pole maji spojité vsechny prvni parcialni derivace na mnoziné 2.

Uvazujeme-li orientovany oblouk v : [a, b] — R? (resp. R?), pak muZeme v kazdém bodé C' = ®(t),
t € (a,b) oblouku v urcit jednotkovy tecny vektor vztahem

(1)

O = wmr

Definice 3.2.5 Necht f je spojité vektorové pole na orientovaném oblouku . Krivkovym integralem
ve vektorovém poli f (kfivkovym integralem druhého druhu) pres kiivku 7 nazyvame integrél tvaru

| (7as) = [ (ranjian) s

Jeli @ : [a, b] — v, parametrizace orientovaného oblouku 7 (tj. parametrizace oblouku souhlasi s jeho
orientaci), pak plati

b

[ (FanIEan) ds= [ (P ole), o0 x(0) &/ 0) + Q (o(2), ). X(E) /(8) + R(o(0), wlt) x(2) X (0)

v a
Mnohdy se pouziva oznaceni
[ (78) ds = [ Ple.y.2ydo+ Q. 2)dy + Ry, 2) s
8! ¥

které se po dosazeni z parametrickych rovnic oblouku v pfevede na vyse uvedeny tvar.

Poznamka 3.2.2 Je-li ddna kiivka predpisem y = g(z), = € [a,b] a g je spojita na [a, b], pak plati

/ P(z,y)dx = /b P(t,g(t)) dt

v
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Je-li dana kiivka predpisem = = h(y), y € [c,d] a h je spojitd na [c, d], pak plati

d

[ ewis= [ Qv a

3.2.6 (Zdkladni vlastnosti krivkového integrdlu ve vektorovém poli)

(a) Linearita. Necht v C R™ je orientovany oblouk a f a g jsou spojitd vektorovd pole na oblouku

v. Pak plati
/((01 f+ Czﬁ)’d§> = 01/ (ﬂd§> +02/ (g]ds)

Y Y v

kde ¢1 a co jsou libovolné redlné konstanty.

(b) Aditivita. Necht v C R" je krivka, kterd je sjednocenim dvou orientovanijch oblouki vi, 72 a f
je spojitd vektorové pole na krivce . Pak plati

W/(ﬂdg‘):%/ (ﬂd§)+w/ (flas)

Greenova véta

Oblast 2 C R? se nazyva jednoduse souvisld v R?, jestlize s kazdou kruznici, kterd je obsaZena v €2
je také vnitfek kruznice obsazen v Q. Mezikruzi neni jednoduse souvisld mnozina v R2.

3.2.7 (Greenova véta) Necht Q@ C R? je otevrend, ohranicend jednoduse souvisld mnoZina,
Jjejiz hranici je jedind kladné orientovand jednoduchd uzavrend krivka ~y. Ddle necht f = (P,Q) je
spojité vektorové pole na Q) a OP/dy, 0Q/0x jsou spojité funkce na ). Pak plati

é/ (?9_2,2(%3/) - Z_j;(%y)> drdy = / P(z,y)dr + Q(z,y) dy.

Y

Aplikace Greenovy véty. Obsah rovinné oblasti splinujici predpoklady Greenovy véty.

2

~

1
n(Q) = —/ xdy —ydz.

3.2.5 Nezavislost kirivkového integralu na integracni cesté

V tomto odstavci budeme oblasti v R™ (n = 2, 3) rozumét otevienou podmnozinu v R" (n = 2,3), ve
které muzeme kazdé dva ruzné body lezici v této mnoziné spojit jednoduchou kiivkou, lezici v této
mnozine.

Rekneme, Ze spojité vektorové pole f v oblasti Q C R"™ (n = 2, 3) nezdvisi na integracni cesté, jestlize
pro libovolné orientované kiivky i, v lezici v Q se stejnym pocateénim bodem A a koncovym bodem

B, plati
/f-d§:/f-d§
7 2
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Pak také piseme

B
/fd§
A

Necht f = (P,Q) (f = (P,Q, R)) je spojité vektorové pole na oblasti Q € R? (Q € R?). Rekneme,
7e vektorové pole je potencidlni na , jestlize existuje funkce V € C1(Q) tak, zZe

VV =f

pro kazdé [z,y] € Q ([z,y, 2] € Q). Kazdou takovou funkci V' nazyviame potencidlem vektorového
pole f na €.

3.2.8 Necht vektorové pole f: (P, Q) je tridy C* na jednoduse souvislé oblasti Q C R*. Pak
toto pole je potencidalni tehdy a jen tehdy, kdyz

90 oP

%(%y) — a—y(m,y) =0 Viz,yl €

—

Rotaci vektorového pole f(x,y,2) = (P(z,y, 2), Q(x,y, 2), R(x,y, 2)) definujeme takto:

> OR 0Q OP OR 0oQ 0P
otf(x,y, ) ((8y az)’—i_(a_%)’—i_(%_&_y))

Mu si definici zapamatovat pomoci formalniho determinantu

7 i k
rot f(z,y,2) = 2 § 2
P(z,y,2) Q(z,y,2) R(z,y,2)

~ (OR 0Q oP OR 0Q 0P 5

B (8@1 32) ( ) +(<9x 33/) '
Oblast Q C R? se nazyva jednoduse souvisld v R?, jestlize s kazdou kulovou plochou, kter je obsazena
v ) je také vnittek kulové plochy obsazen v €). Koule, trojrozmérny interval jsou jednoduse souvislé
mnoziny, ale mezisféra nen{ jednoduse souvisld mnozina v R3.
Oblast Q C R? se nazyva plosné jednoduse souvisld v R3, jestlize ke kazdé jednoduché uzaviené
krivce, kterd je obsazena v () existuje hladka plocha, ktera sama sebe neprotind takova, ze S C €2 a
jejiz okraj je tato krivka.
Mnozina R3\ {[z,y, z] € R? : z = y = 0} je jednoduse souvisld, ale nen{ plosné jednoduse souvisla.

3.2.9 Necht vektorové pole f = (P,Q, R) je tridy C' na plosné jednoduse souvislé oblasti
Q) C R3. Pak toto pole je potencidlni tehdy a jen tehdy, kdyz

—

rot f(z,y,2) = (0,0,0)

pro kazdé [x,y, z] € Q.
3.2.10 Necht f = (P,Q) je tiidy C* v jednoduse souvislé oblasti Q C R2. Krivkovy integrl

/ q(lvy)-df?:/P(I,y)dx+Q(af,y)dy,

v v
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kde ~v C §Q nezdvisi na integracni cesté AB v oblasti ) tehdy a jen tehdy, kdyz vektorové pole fje na
Q potencidlni. Je-li V' jeho potencidl na 2, pak plati

/ P(z,y) dr + Q(z,y) dy = V(B) = V(A).

3.2.11 Necht f: (P,Q, R) je tridy C* v plosné jednoduse souvislé oblasti Q C R3. Krivkovy
integrdl

/ f(x,y, Z) -ds' = / P([E,y,Z) dx + Q([L‘7y,2) dy + R(J;?yu Z) dZ,

8! gl

kde v C Q nezdvisi na integracni cesté AB na oblasti 2 tehdy a jen tehdy, kdyz vektorové pole fje
potencialni na 2. Je-li V' jeho potencial na ), pak plati

/P(x,y, 2)de + Q(z,y,2)dy + R(x,y,z)dz =V (B) — V(A).
A
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PRIKLADY

Ciselné fady

Rozhodnéte o konvergenci rad:

= 1
E 1 [konvergentni]
“—~ nvn
1 . ,
E — [divergentni]
n
n=1

Z _ [divergentni]
< 100n + 1

oo

1
; . j_;; [divergentni]
Z (vVn—+vn—-1) [divergentni]

n=1

— 1
Z — [divergentni]
“~Inn

e} n

n
nm
n=1

[konvergentni]

i o [konvergentni]
“~In"(n+1)

[e.9]

o lonvergentn
— onvergentni
“—~ (2n+1)!
o0 2n )
— [konvergentni]
n!
n=0

— 1

Z Ton)n [konvergentni]
nn nn

Za%, keNO<a<l1

n=1

oo 1 2
Z (1 j_ 712) [konvergentni
n

o _
e~V

Z [konvergentni]
n=1 \/ﬁ
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Z sin 3% [konvergentni]
n=1
. . ,
Z sin — [divergentni]
n=1 n
=~ 1 .1 ,
NG sin — [konvergentni]
n=1
S 1 . ,
Z oS <—) [divergentni]
n
n=1
oy lkomvergentnd
onvergentni
(ln n)ln n
n=2
Z (1)t = [konvergentni
n
n=1
[divergentni]
n:l
2% [konvergentni
n=1
= n
2;(—1)'”rl WD) [konvergentni
= Inn . ,
Z — [divergentni]

> (v

n=1

Rozhodnéte o konvergenci fady

2\/W+\/_>

n=1

> ()

n=1

[konvergentni

[konvergentni]

[divergentni]

“n(n+1)

Kolik ¢lent fady je nutno secist, aby chyba byla mens{ nez 1073,

Rozhodnéte o konvergenci rady

y o

Inn

n3

n=2

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensf nez 1072
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Rozhodnéte o konvergenci fady

Kolik ¢lenu fady je nutno secist,
Rozhodnéte o konvergenci rady

Kolik ¢lenu tady je nutno secist,
Rozhodnéte o konvergenci fady

Kolik ¢lenu rady je nutno secist,
Rozhodnéte o konvergenci fady

Kolik ¢lenu fady je nutno secist,
Rozhodnéte o konvergenci rady

Kolik ¢lenu tady je nutno secist,
Rozhodnéte o konvergenci fady

Kolik ¢lenu rady je nutno secist,
Urcte soucet rady

nin’n

=1
2

aby chyba byla mensf nez 10~ .

i 105271

n=2

aby chyba byla mensf nez 1072

oo

1
Zl+n2

n=1

aby chyba byla mens{ nez 1073,

i (?mél)”

n=1

aby chyba byla mensf nez 1073.

)

n=1

aby chyba byla mensf nez 1072

00
n

2
en
n=1

aby chyba byla mensf nez 1073.

=1
Z1—i-n2

n=1

aby chyba byla mens{ nez 1072. []
Piiklad . Urcete Cauchyuv soucin rad

Vysledek

Vysledek

POE- D Ok
k=0 j=0 J
— (a+b)"

iqul, i(—l)] Yig ™!
k=0 Jj=0
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Funkéni rady

Vysledek: z € (—1,1)

Vysledek: z € (—o0, 00)

Vysledek: z € (—o0,0)

Vysledek: x € (—oo, —l)

Vysledek: z € (1—“5 , 1”5)

Vysledek: x € (—

Wl
N—"

L=

Vysledek z € (—2,2)
Dokzte, ze rada

= (-1
§:i+;2

n=1

konverguje stejnomérné na [0, 0o).
Dokzte, ze fada

oo
> "
n=0

konverguje stejnomérné na [—b,b], V0 < b < 1.

Dokzte, ze fada
o0
2 z
Z nsi <2n+1>
n=1

konverguje stejnomérné na [—g, g}
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Dokazte, ze tada
5o
— N+ sinx
konverguje stejnomérné na (—oo, 00).
Dokazte, ze tada
=, sinnx
>
n=1
konverguje stejnomérné na (—oo, 00).
Dokazte, ze fada

(o]
E a, sinnx
n=1

konverguje stejnomeérné na (—oo, 00) za predpokladu, ze > - | a, konverguje absolutné.

Dokazte, ze fada

E a, COS NI

n=1

konverguje stejnomérné na (—oo, 00) za predpokladu, ze >~ | a, konverguje absolutné.
Urcete obor konvergence a obor stejnomérné konvergence rad:

00
§ :efnx
n=1

Vysledek: konverguje na (0, c0), konverguje stejnomérné na [a,o0), Va > 0

o0
E In" 2
n=1

Vysledek: konverguje na (é, e), konverguje stejnomérné na [a, b, V é <a<b<e

)
nx
ene

n=1

Vysledek: konverguje na [0, c0), konverguje stejnomérné na [a,o0), Va > 0

oo

1
}E: x4-+»n2

n=1

Vysledek: konverguje stejnomérné na (—oo, 0o

o0

Vysledek: konverguje stejnomérné na (—oo, 0o)

[e's)
§ :xQG—nm
n=1

Vysledek: konverguje na [0, c0), konverguje stejnomérné na [a,o0), Va > 0
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[e.9] l’n
; n(n+1)

Vysledek:

o
coS nx
Z 2n
n=1
Vysledek: konverguje stejnomérné na (—oo, oo
Urcete obor stejnomérné konvergence rad:

o
>
x2+n3
n=1
Vysledek: (—o0,00)
Urcete obor stejnomérné konvergence rad:
i arct 2
r ———
) 12 + n3
n=1

Vysledek: (—o0,00)

[eS)
E :e—n2:c
n=1

Vysledek: konverguje na (0, o0), konverguje stejnomérné na [a,o0), Va > 0

[e.9]

Z(ln x)"

n=1

Vysledek: konverguje na (1,e)

nx

ene
n=1

Vysledek: konverguje na (0, c0), konverguje stejnomérné na [a,o0), Va > 0

Vysledek: (—o0, 00)
Urcete polomeér konvergence tady

n=1
Vysledek: o = e
Urcete polomér konvergence fady
Nk
|
“— nl

Vysledek: o = oo
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Urcete polomér a obor konvergence rady

2 znl— pz—1"

n=1

Vysledek: o = 1, obor konvergence [0, 2)
Urcete polomér a obor konvergence tady

=1
;n—l—

Vysledek: ¢ = 1, obor konvergence [—1, 1)
Urcete polomeér a obor konvergence rady

00
E 4nx2n
n=0

Vysledek: o = 1/2, obor konvergence (—1/2,1/2)
Urcete polomér a obor konvergence fady

)
2 : n o2 1

T s —
n=1 n

Vysledek: o = 1, obor konvergence [—1,1)
Urcete polomér a obor konvergence rady

Vysledek: o = 2, obor konvergence (—5, —1)
Urcete polomér a obor konvergence fady

Vysledek: o = 1, obor konvergence [0, 2)
Urcete soucet rady

n=2
Vysledek 555 + 3+ 32+ 5-In(1 —2).
Urcete soucet rady
Z(Qn + 1)z
n=0
Vysledek m
Urcete soucet rady
>t
n=1

Je ddna tada




(a) Urcete obor konvergence rady.

(b) Urcete soucet fady.

Vysledek:
(a) [-1,1)
(b) _x+1n(21—m)
Je dana rada .
> e
n=1

(a) Urcete obor konvergence fady.
(b) Urcete soucet fady.
Vysledek:
(a) (=1,1)
(b) — 2

Rozvinte do Taylorovy tady o stfedu ¢ = 0 funkci f(x) = arctgx a urcete obor konvergence této
rady.

Vysledek: z € [—1, 1]

Rozvinte do Taylorovy fady o stiedu ¢ = 0 funkci f(z) = In(4 — %) a urcete obor konvergence této
rady.

Vysledek: f(z) =2In2—>"" %, r € (—2,2).
Rozvinte do Taylorovy tady o stfedu ¢ = 0 funkci f(x)
rady.

Vysledek: f(z) = £> 02, (1+4(-1)") 2", z € (—3, 3]
Rozviiite do Taylorovy tady o stiedu ¢ = 0 funkei f(x) = m a urcete obor konvergence této
rady.

Vysledek: f(z) = 3> 2 (-1)*(3" — 1)a™, z € (—3, 5]
Odvod'te rozvoj funkce f(x) =In(1 + z) v nekone¢nou fadu na zdkladé vztahu f'(r) = ——.
Vysledek: Y7 (=1)"M2 2 e (—1,1]

= m a urcete obor konvergence této
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Fourierovy rady

Priklad . Napiste Fourierovu fadu funkce
r z€l0,1/2],
fz) =
0 ze(1/2,1]

a nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.

Vysledek:

1/2
1
ap = 2/ rdx = 1
0
1/2 .
coskr—1 (=1)fF—1
ap = 2/ x cos(2kmz) dx = ST IR VR k=1,2,
0
1z k+1
-1
bk:2/xsin2k7rxdx:—COSk7r:( ) , k=1,2,...
2km 2km
0
1 1 1[(-1)F-1
xr)~ =+ — - LCOS 2kmx) + (—=1)* L sin(2knx
4 2 k
™ £ T
Priklad . Urcete v intervalu [—, ] Fourierovu fadu funkce
T+ |z
flz) = %

nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.

Vysledek:
T o= [(=1)F—1
T) ~ yi kEZI {T cos(kx) +

Priklad . Urcete v intervalu [—1, 1] Fourierovu fadu funkce

r+1 xe€l-1,0),
-]
r—1 x€l0,1]

k+1

sin(kx)

nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.
Vysledek: a,, =0 pron=20,1,2, ...

zil 11’1 TLT('I

Priklad . Urcete v intervalu [—m, 7| Fourierovu fadu funkce

0 ze€[-m0],
o]
1 ze€ (0,7

>1
3

nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.
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Vysledek: ag =1, a, =0pron=1,2,...

1 I, 1=(=" 2 —
x)wé—i—;; p sin(nx) ;ZO
Priklad . Urcete v intervalu [—m, 7] Fourierovu fadu funkce

f(@) = ||

nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.
Vysledek: b, =0 pron=1,2,...

sm (2n+1)x

N)I»—t

T 2= (—1)"—1 T4 1
iU)N5—;;TCOS('H/$>:5—;;mCOS(2n—1)x

Priklad . Je dana funkce
fx)=2—-1, z€(0,1]

Urcete kosinovou Fourierovu fadu této funkce, nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a
vysetiete konvergenci této fady na R.
Vysledek: b, =0 pron=1,2,...

o0 o0

1 2
fo v w2

-1 -1 1 4 1
(=1 cos(nmxr) = —= — —= Y ——cos(2n — 1)7x
2 w2 (20— 1)
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Dvojné integraly

// xy cos(x + y) dxdy
M

kde M = {[z,y] € R*: [0,%] x [0, 7]}.
Regeni. []
Priklad . Vypoctéte integral

Priklad . Vypoctéte integral

/ / e™ dxdy

kde M = {[z,y] € R?: (0,Z) x (0,7)}.

< 2
Resenti. ]
// 23y cos(zy?) dady

Priklad . Vypoctéte integral
M

kde M = {[z,y] € R?: [0,2] x [0,3]}.

Regeni. ||

Priklad . Vypoctéte integral
/ / zy?e™ dudy
M

kde M = {[z,y] € R?:[0,2] x [0,1]}.
Reseni. 2
Priklad . Vypoctéte integral

/ / z2e™ dxdy
M

kde M = {[z,y] € R*: 2 > 0,y > 0,y < —z + 1}.

Reseni.
/ / ev dxdy
M

Priklad . Vypoctéte integral
kde M = {[z,y] e R*: 2 >0,y > 1,y < 2,y > /z}.
5 2 _ 3

Reseni. e — 5

Priklad . Vypoctéte integral

/ / 2 (y + sin(ry)) drdy

kde M = {[z,y] €R?*:2 >0,y > 0,y < —x + 1}.
Resen.
Priklad . Vypoctéte integral
1—a22—9?
————duxd
// \/ 14+ 22+ 92 v
M
kde M = {[z,y] e R? : 2 > 0,y > 0,2% + 3> < 1}.
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~ 2
e 'e T T
Reseni. S 7l

Priklad . Vypoctéte integral

J[ = oy

kde M = {[z,y] e R* : 2? +y®> < 1,y > 0,y < x}.

V2 1
/ / (2* +y) dzdy
M

Reseni. 6 16

Priklad . Vypoctéte integral

kde M = {[z,y] € R? 1y > 2”,y < 1}.
Reseni.
Priklad . Vypoctéte integral

/ / xy dxdy
M

kde M = {[z,y] e R*:y <Inl y<1,y>00<z<1}.

Resgeni.
Priklad . Vypoctéte integral

[
M

kde M = {[z,y] € R* 1y < 1,y > |a[}.
Reseni.
Priklad . Vypoctéte integral

// ev dxdy
M

kde M = {[z,y] eR*: 2 >0,y > 1,y < 2,y > /z}.

5 23
// (2 + y°) dzdy
M

Reseni. e* — 3
Priklad . Vypoctéte integral

kde M = {[z,y] € R? : 2 +y* < a?}.
Reseni. 17a’
Priklad . Vypoctéte integral

M

kde M = {[z,y] eR? 1z <y < V3,0 < 2? +y* < 1}.

Sand T
Reseni. 51

Priklad . Vypoctéte integral
[ == e
M

kde M = {[z,y] e R* : 2 > 0,y > z,2* + y* < 1}.

Regeni. 17(2 —v/3)

4
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Priklad .

Vypoctéte integral

/ Va2 —x? —y?dxdy

kde M = {[:U y]€R2 2* +y* <ax}, a>0.
Resent. % (7r 3
Priklad . Vypoctéte integral
/ |z| dxdy
M
kde M = {[z,y] € R? : 2? < y,4a” +y* < 12}.
Regeni. 4y/3— 1
Priklad . Vypoctéte integral
Y
// g dzxdy
M
kde M = {[z,y] € R*: 1 <z <y,y* < 2z}.
Reseni. 1 (5In2—3In3)
Priklad . Vypoctéte integral
In(z? + y?)
// ERTE e dxdy
kde M = {[z,y] e R?: 2 <y < V3z,1 <2+ ¢ < 4}.
Resent. %WInQZ
Priklad . Vypoctéte integral
2
x
/ — dxdy
)
kde M = {[z,y] e R* 1y > Ly < 4,z < 3}.
Resent. %.
Priklad . Vypoctéte integral
/ |zy| dxdy
M
kde M = {[z,y] € R? : 2 + ¢* < a®}.
Reseni. 1a*
Priklad . Vypoctéte integral
// In(1 + 2* + y?) daedy
D
je-li D ={[z,y) e R*: 2 +y* < 16,2 > 0,y > 0}.
Reseni. 7(17In17 — 16)
Priklad . Vypoctéte integral
// V1?2 —x? —y?dxdy
D
je-li D = {[z,y] € R* 1 2® +y* <ra}, r >0,
Reseni.
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Priklad . Vypoctéte integral
/ / arctg dxdy

je—liD:{[x,y]ER2:1<x2+y2<9 ‘[:E<y<\/_x} r > 0.

71_2
/ x2 y2
D

Reseni. &
Priklad . Vypoctéte integral

je—liD:{[x y] € R?: 5”’2 + % <1},kdea>0,b>0;
Reseni. %ﬁab

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢4sti roviny ohranic¢ené kiivkami (z —a)?+y? =

@, a? 4 (y — a)? = o’
Reseni.

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢ésti roviny ohrani¢ené kiivkou z? + y* =

a*(z% +1?).
~ o , 4
Reseni. ”“2\@ m?2

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoéctéte obsah ¢asti roviny ohrani¢ené kiivkou x? + y? = b5,

tecnou k této kiivee v bodé A = [1,2] a piimkou y = 0.

Q pum

Reseni.

Priklad . Pomoci dvojného integralu  vypoctéte  obsah  Casti  roviny

{[r,y] eR?*:y>ay<2,2>0,y<x+1}

Resent.

Priklad . Pomoci dvojného integrélu vypoctéte obsah ¢asti roviny ohranic¢ené kiivkami y = 4, y = 27,
Yy = 272:):

Reseni. 12 — L m?

nd
Priklad . Pomoci dvojného integralu vypocététe obsah mnoziny

Q:{[x,y]ERQ: 4y —6y <0, 22 +y* -2y >0, x<y<\/§x}.

Resent. %7? —2V/3+4m?
Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah mnoziny

A= {[x,y] eR?: zy < ad? 2? >ay,y<2a,x>0}, a > 0.

Reseni. pu(A) = a* (2 +1n2) m?
Priklad . Pomoci dvojného integralu vypocététe obsah mnoziny

A={[z,y) eR*: (- 1)’ <y<2®+1,0<z<3—y}

Resent.

Pfl’klad Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa ohraniceného plochami z
Y= —a: ,2=0.

Resem. 25 m?

21

:4_:1/27

2

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoététe objem télesa ohrani¢eného plochami y = 2%, x = y2,

z=124+y—2°% 2=0.
S osenf. 541 3
Reseni. T M
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Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa

0= {[m,y,z] ER*: 2> 2% +97),z2<1— \/x2+y2}
Reseni. mm?
Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa

K={[z,y,z] eR’: [z,y] € 0,0 < z < 2” + ¢}

kde Q = {[z,y] € R?: 2® <y < /x}.
Resen{. & m?

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa

Q={lz,y,2] eR®: 2>0,z<2®+y*2°+y* > z,2° +y* < 2z}

Reseni. g—gﬂ' m>

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa

0= {[x,y,z] ER?:2>22°+4?), 2 <1~ \/xQ—i—yz}
Reseni. Zmm?
Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa

1
Q:{[x,y,z]€R3:0<z<4—y2, y>§x2}

Reseni. 26 m?

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢dsti plochy f(z,y) = 3(2* — y?) vytaté plo-
chamiz—y=1,z—y=—-1L2r+y=12+y=—1.

Reseni.

Piiklad . Pomoci dvojného integrilu vypoététe obsah ¢asti plochy z = 22 4+ 92, kde 0 < z < a, a > 0.
Resent. Z [(1+ 4a)v/1+4a — 1] m?

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢dsti plochy % + 22 = 1 ohrani¢ené plochami
y=0,2=0,z+y=2.

Reseni. 2 m?

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah casti plochy

2
S:{[x,y,z]E]R3: z:\/4—x2—y2,%+y2<1,—1<x<1}.

Resgent. %7? m?2

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢asti plochy
S = {[x,y,z] e R?: 62 + 3y + 22 = 12, a:>0,y>0,z>0}

Resen.
Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢asti plochy

S = {[957%2] eER: 2+ =222 +9° < 1}
Reseni.
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Krivkové integraly

/ zy? ds,

Y

Priklad 3.2.1 Vypoctéte

kde je kiivka v C R? ddna rovnici 22 + 4% = az, a > 0.
8 R
Reseni. &%

Priklad 3.2.2 Vypoctéte

z
/ ds,
a2+ y?+ 22
N

kde je kiivka v C R? ddna parametrickymi rovnicemi z = acost, y = asint, z = bt, t € [0,2n],

a>0, b > 0.
Reseni. —V“?bg (\/ a? + 4n2h? — a)

Priklad 3.2.3 Vypoctéte

/ xy ds,

Y

kde kiivka v C R? je prusecik ploch 22 + 42+ 22 —a?> =0, 22+ 9y  —ay =0, 2 >0,y > 0, z > 0,

a > 0.

Resgeni. 2(14v2) 3

5 ¢

Vypocitejte kiivkové integraly po dané kiivce 7:

1
/ ds
T =y

Y

kde ~y je usecka AB, A =10,-2], B = [4,0];

1.

/x2d3

Y

V52|

kde 7y je oblouk AB kiivky dané rovnici y = Inx pro A = [2,In2], B = [1,0]; [% (5\/5 — 2\/5) ]

/(x—y)ds

v

kde v je kruznice 22 + y* —ax = 0, a > 0;
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/(x2 +y* 4+ 2%)ds
S

kde v je oblouk sroubovice x = acost, y = asint, z = at, t € [0,27], a > 0; [%ﬁﬁa?’(élﬁ + 3)]

/zds

~

kde 7 je kiivka o = tcost, y = tsint, z=t, t € [0,V/2]. [%(4_ \/ﬁ)]

Priklad 3.2.4 Vypoctéte délku kiivky urcené prusecnici ploch o rovnicich

. T 12—z
Yy =2arcsin—, z=—1In
2 2 24z

od bodu A = [0,0,0] do bodu B = [1,7/3, —In3/2].
Reseni. 1+ 3In3 m

Priklad 3.2.5 Vypoctéte obsah ¢asti valcové plochy ® s fidici kiivkou v € R? danou rovnici y =
Inz, x € [1,1/e] v roviné z = 0 a tvoricimi piimkami rovnobéznymi s osou z a vymezenymi plochami:
2=0, z =2

Reseni. 1 ((14 €)%/ — 2%/2) m?

Priklad 3.2.6 Vypoctéte
1= / y* de + x(1+y°) dy,

Y

kde v je ¢ast elipsy 42* + y? = 16, lezici v prvnim kvadrantu a orientovand od bodu A = [2,0] do
bodu B = [0, 4].

Regeni. 10w — 63—4

Priklad 3.2.7 Vypoctéte

Y Y
I:/ x+z2dx—(;1:—l—2z)dy+;dz,
0

kde 7 je tisecka s pocdtecnim bodem A = [3,2,1] a s koncovym bodem B = [1,1,2].
Reseni. 4 — 2 arctg% +1In 10
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Priklad 3.2.8 Vypoctéte préaci silového pole pii pohybu hmotného bodu po prunikové kiivce v =
{[z,y,2] e R®: 2 + 4> = 1,2 = 1 + y*} od bodu A = [\/75, 5, 2] pres bod B = [\/75, @, 3] do bodu
C =0, 1, 2]. Silové pole pusobi v kazdém bodé silou, kterd sméfuje kolmo k roviné xz a velikost této
sily je rovna ptrevracené hodnoté vzdalenosti bodu od roviny xy.

Seni. —T 1
Reseni. —7 + arctg 5

Vypocitejte kiivkové integrdly po dané kiivee v (uvazujeme pravotocivy souradnicovy systém):

1. [ ydz+ xdy, kde 7 je orientovand ¢tvrtkruznice 7(t) = a cos ti + asin t]’,

5
0 <t<7/2akdebod A= [a,0] je dany jako pocatecni bod, a > 0 konstanta; [0]
zdx+ydy+zdz : . P TR _
2. { Vv a— kde « je orientovand tusecka AB, s pocite¢nim bodem A 1,1,1] a
koncovym bodem B = [4,4,4]; [3\/3]
3. [ (2*+y?) dx+ (2* —y?) dy, kde 7 je orientovand kiivka y = 1—|1—z| pro 0 < x < 2, pocdteén{
v
bod A = [2,0]; [-%]
4. [ yzdx + zzdy + zy dz, kde 7 je oblouk AB Sroubovice
v
F(t) = acosti + asint] + bt/2nk
(orientovany) od bodu A = [a,0,0] do B = [a,0,b], a, b > 0 konstanty. [0]

V kazdém bodeé silového pole v R? (resp. R?) p * usobf sila ?(F) Vypocitejte praci A tohoto pole
pri pohybu hmotného bodu po orientované ktivce ~:

1. ? =zy-i+ (z+ Y) - 7, 7 je oblouk AB kiivky v dané rovnici y = arctgz od bodu A = [1,7?]
do bodu B = [0,7]; [3% (16 — 87 — 72) — In2

2. ?(F) — yi+2j+yzk, v 7(t) = (cost,sint, ct) orientované souhlasné s danym parametrickym

vyjadrenim pro t € [0, 7], ¢ > 0. [% (2¢% — 4c — 1)

Priklad 3.2.9 Uzitim Greenovy véty vypoctéte

I = /(ny—x)dm— (:py2+y) dy,

v

kde v je kiivka o rovnici 2% + y? = 2y, orientovand ve sméru pohybu hodinovych rucicek.
Reseni. %7?

Priklad 3.2.10 Vypoctete obsah elipsy.
Reseni. mab m?
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A= [%73/0}

73
V2

Obréazek 3.8: K Prikladu 3.2.10

Piiklad 3.2.11 Uzitim Greenovy véty vypoctéte obsah mnoziny Q C R?, kde Q je ohranicena
obloukem hyperboly o parametrickych rovnicich

x=acosht, y=bsinht, € (—o0,0), a,b>0,

osou x a spojnici po¢atku souradné soustavy s bodem A = [z, yo] hyperboly, kde x¢ > 0, yo > 0.
Resenf. £ 1n (£ 4 %) m?

Ovértte, ze jsou splnény podminky pro uziti Greenovy véty, a uzijte ji k vypoctu nasledujicich
integralu:

1. f,y (x +y)*dz — (v + y)? dy, kde « je kladné orientovany obvod trojihelnika OAB s vrcholy

2. f,y (x +y)dx + (x — y) dy, kde 7 je elipsa z—z Z—j = 1 orientovand kladné. [—27mab]
Aplikaci Greenovy véty vypoctéte obsah rovinného obrazce
A={z,y] eR*: 2* <y <a}.

[1/6]
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