Kapitola 1
POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1. Zobrazeni f : N — R se nazyva posloupnosti prvkua z R, nebo-li posloupnosti realnych
¢isel, f(n) znaéime a,, nebo y,, posloupnost zapisujeme {a, }° ;.

Poznamka. Okolim bodu +0o (—00) rozumime libovolny interval (k,c0) ((—o0,1)), kde k, I € R.

Definice 2. O posloupnosti {a, }>, fekneme, ze m4a limitu L € R jestlize ke kazdému okoli U.(L)
existuje ng € N tak, ze pro kazdé n € N, n > nq plati, ze a,, € U.(L). Limitu znac¢ime

lim a, = L nebo a, — L jakmile n — oo
n—0o0

Poznamka. Jestlize L € R tikdme, ze existuje vlastni limita (posloupnost konverguje), jestlize L =
+oo fikdme, Ze existuje nevlastni limita (posloupnost diverguje). Jestlize a,, < a,41 pro kazdé n € N
fikdme, ze posloupnost {a, }°° ;| je neklesagici (jestlize a,, < a1 pro kazdé n € N fikdme, Ze posloupnost
{a,}2, je rostouci), jestlize a, > a,41 pro kazdé n € N fikdme, ze posloupnost {a,}>2; je nerostouct
(jestlize a,, > an41 pro kazdé n € N fikdme, ze posloupnost {a,}>°, je klesajici). Takové posloupnosti
nazyvame souhrné monotonnd.

1.2 Vlastnosti posloupnosti

1.2.1

(a) Kazdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.
(b) Kazdd konvergentni posloupnost je omezend.
(¢) Kazdd monotonni posloupnost md limitu.

1) Je-li {an}22 | neklesajici (rostouct) posloupnost, pak lim, . a, = sup,{an},

2) Je-li {a,}°, nerostouct (klesajici) posloupnost, pak lim,_, a,, = inf,{a,}.
(d) Predpokladejme, Ze posloupnost {a,}5°, md limitu L.

1) Jestlize L > 0 (L < 0) pak existuje ng € N tak, Ze a,, >0 (a, < 0) pro kazdé n > ng
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2) Jestlize existuje ng € N tak, Ze a, >0 (a, <0) pro kazdé n > ng pak L >0 (L <0).

Disledek | 1.2.1 Monotonni posloupnost je konvergentni tehdy a jen tehdy, kdyz je omezend.

Poznamka. Pocitani se symboly foo. Definujeme
e a+ (+00) =+00, a+ (—o0) = —00, —(+00) = —00, —(—0) = 400, Va € R,
® (+00) + (+00) = +00, (—00) + (—00) = —o0,
e Jestlize a > 0, a € R pak a(+00) = +00, a(—00) = —o0,
o Jestlize a < 0, a € R pak a(4+00) = —00, a(—00) = +00,
e Jestlize a € R pak a/(+00) =0, a/(—o0) = 0.
1.2.2 (Pravidla pro pocitini s limitami) Necht pro posloupnosti {an}p>y, {bn}ol, plati, Ze
lim, oo @, = A lim,, oo b, = B, A, B € R. Oznacéme ©® jeden ze symboli +, —, -, / . Pak plati
Jim @) = (Jim a0) © (Jim bo) = 4 B
pokud md pravd strana smysl.

1.2.3 (Veta o sevieni) Necht jsou ddny posloupnosti {a, }oy, {bn}ozy a {ca}o,. Predpoklddejme,
Ze existuje ng € N, takové, Ze a, < ¢, < b, pro kaZdé n > ny. Jestlize lim,, o a, = lim, oo 0, = L € R
pak lim,, o ¢, = L.

Dusledek | 1.2.2 Necht {a,}>2,, {b.}>2, jsou dvé posloupnosti a L € R. Jestlize existuje ng € N,

takové, Ze
la, — L| <b,, Yn>nyg a limb,=0

n—oo
pak

lim a, = L
n—oo

1.2.4

(a) Jestlize lim, o a, = L € R pak lim, ., |a,| = |L| € R.
(b) lim,, o0 a, = 0 tehdy a jen tehdy kdyz lim,,_, |a,| = 0.

(c) Necht a, > 0, pron € N a b > 0 je libovolné rediné éislo. Jestlize lim, soca, = L € R pak
lim,, oo afl = Lb.

(d) Nechf lim,, ,oa, = L € R, b > 0 pak lim,,_,,, b = b~.
(e) Jestlize |a| < 1 pak lim, . a™ = 0.
(f) lim,, . /a =1 pro kazdé a > 0.
1.2.5 Necht lim,_ o a, = 0 a posloupnost {b,}°°, je omezend. Pak lim,, . a,b, = 0.

1.2.6 (Bolzano-Cachyova podminka) Posloupnost {a,}2, je konvergentni tehdy a jen tehdy,
kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € N, tak, Ze pro kazdé n, m > ng plati

la, —an| < e



1.3 Podposloupnosti, liminf a limsup

Definice 3. Rikdme, ze {p,}>2, je podposloupnost posloupnosti {a,}, jestlize existuje funkce k :
N — N ktera je rostouci, tj. k1 < ky < ..., takova, ze

Dp = ag,, VnéeN

1.3.1 Jestlize {a,}°>, md limitu L € R, pak jakdkoliv podposloupnost posloupnosti {a,}>, md
tutéz limitu L.

Poznamka.

e Poznamenejme, ze k, > n protoze k : N — N je rostouci.

o Jestlize {a,}>2; ma dvé ruzné podposloupnosti s ruznymi limitami, pak {a,}>°; nemd zZadnou
limitu.

Definice 4. Uvazujme posloupnost {a,}>2; C R. Posloupnosti definované

l, = inf{ax} L, = sup{ax}
k>n k>n

jsou neklesajici resp. nerostouci posloupnost. Tedy existuji limity

lim [, = sup Ik, lim L, =inf L;
n—00 n—00 k
s hodnotami v R. Ozna¢me
liminf, ,a, = lim [, = lim inf{a;}
n—00 n—oo k>n
limsup,, ,..a hm L, = lim sup{a;}

n—=00 >n
Tyto limity nazyvame limesinferior (dolni limita) limessuperior (hornd limita).
1.3.2 Uvazujme posloupnost {a,}>2 ;.
(a) Posloupnost {a,}>°, md liminf a limsup v R.
(b)
liminf, a, < limsup,,_, an

hminfn—)ooan = _hmsupn—mo(_an)

(c) Plati

lim a, =L € R < liminf, a, = limsup,, , . a, = L
n—oo

(d) limsup,, .. a, = L € R tehdy a jen tehdy
(i) ke kazdému e > 0 existuje ng € N tak, Ze pro kazdé n > ng plati

a, < L+ ¢,

(ii) existuje podposloupnost {ay, }2, posloupnosti {a,}5°,, kterd konverquje k cislu L.



Kapitola 2
NEKONECNE RADY

2.1 CISELNE RADY

2.1.1 Uvod

Definice 2.1.1 Necht je dand posloupnost {a,}°°, redlnych ¢isel. Rekurence

S1 = a1
Sn+l = Sn+an+1

definuje indukei jedinou posloupnost

n

Sp=a1+ay+ta, =Y
k=1

Posloupnost {s,}>°, se nazyva posloupnosti édstecnych soucti tady tvorenou posloupnosti {a,}> ;.
Pro limitu posloupnosti {s,}>; (jestlize existuje!) uzivame symbol

> (2.1)

a nazyvame nekonecnou rfadou tvorenou posloupnosti {a,}° .

Definice 2.1.2 Jestlize posloupnost {s, }22, konverguje k redlnému ¢islu L, itkdme Ze nekonecéna fada
(2.1) konverguje a ¢islo L nazyvame soucetem této rady.

Radu r,, = D eyl @ nazyvame zbytkem fady > a; po n-tém clenu.
2.1.1 Je-li fada Y | a, konvergentni pak lim,_, a, = 0.

2.1.2 (Bolzano-Cachyova podminka) Rada > ore ag konverguje prdvé kdyz pro kazdé £ > 0
existuje ng € N tak, Ze pro kaZdé n > ngy a kazdé m € N plati

|ans1 + Qpit + 0 F Qpim| < € (2.2)

2.1.3

(a) Rada konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz konverguje zbytek tady.



(b) Je-li Y7 | a, konvergentni pak je konvergentni i fada Y -, ca, a plati Yy " ca, = ¢ ay,

pro kazdé c € R.

)
n=1

(¢c) Jsou-li fady > 0" | an, > o0 by konvergentni pak je konvergentni i tada Y - (a, + b,) a plati

foll(an +bn) = Ziil ap + ZZL bn.
Definice 2.1.3

(a) Rekneme, ze fada >, an konverguje absolutné, jestlize konverguje tada >~ | |a,|.

[e.e]

nt On aTada 307 )|

(b) Rekneme, ze fada > | an konverguje relativné, jestlize konverguje rada
diverguje.

2.1.4 Necht tada >.°7 | a, konverguje absolutné, pak dand tada konverguje a plati

n=1
o) 00
> <D lal
n=1 n=1

2.1.2 Kritéria konvergence trad

2.1.5

(a) Necht > 7 an a Y o0 b, jsou fady s nezdpornymi cleny. Jestlize existuje ng € Ny tak, Ze pro
kazdé n > ng plati a,, < b, pak:

n=1n-

(1) Jestlize tada Y, b, konverguje pak je konvergentni i fada -
(2) Jestlize fada Y~ a, diverguje pak je divergentni i fada - by.

n=1

(b) Necht > an ad o by jsou dvé fady s kladngmi cleny a predpoklddejme, Ze

lim & = LeRr

n—oo n
pak

1) Jesthze rada _. by, konverguje pak je konvergentni i rada Q-
n=1 n=1

2) Jestlize Tada —_, a, diwerguje pak je divergentni i Tada —. by
n=1 n=1

2.1.6

(a) Necht Y " a, je fada s nezdpornymi cleny.
(1) Predpokladejme, Ze existuje 0 < K <1 ap € N tak, Ze pro vsechna n > p

Va, < K <1

Pak dand rada konverguje a

Kp
ZOL"§1—K

n=p

(2) Predpokladejme, Ze existuje p € N tak, Ze pro viechna n > p

Va, > 1

Pak dand rada diverguge.



(b) Necht 3" a, je fada s kladngmi cleny.
(1) Predpokladejme, Ze existuje 0 < K <1 a p € N tak, Ze pro vsechna n > p

Ap+1
Qn,

<K<l

Pak dand rada konverguje a

S a4, < 1pr

n=p

(2) Predpokladejme, Ze existuje p € N tak, Ze pro vSechna n > p

an+1

> 1
an

Pak dana rada diverguje.

2.1.7

(a) Necht > 7 a, je fada s nezdporngmi cleny takovd, Ze

lim a, = K

n—oo

(1) Je-li K <1 pak dand tada konverguge.
(2) Je-li K > 1 pak dand tada divergugje.
(3) Je-li K =1 pak nelze o konvergenci fady Yy - | a, rozhodnout.

(b) Necht ">, a, je fada s kladngmi cleny takovd, Ze

. Qpya
lim L = K

n—o0 a,n

(1) Je-li K <1 pak fada ", a, konverguje.
(2) Je-li K > 1 pak tada > >, a, diverguje.

n=1

(3) Je-li K =1 pak nelze o konvergenci rady Yy ., a, rozhodnout.

2.1.8 (Integrdlni kritérium) Necht > ;- ay je dand Tada s nezdpornymi cleny a necht existuje
funkce f takova, Ze

(1) funkce f je spojitd, nezdpornd a nerostouci na [n,o0), n € N,

(2) plati f(k) = ax pro kazdé k > n, k € N.
Pak dand tada ;- | ai, konverguje prdvé kdyz konverguje integrdl [ f(x)dzx.

Odhad pro piipad n =1

k+1

k
/f(x)d$_31§3k_31§/f(x)d$, VkeN
1

1

2.1.9 Necht Y7 | a, je dand Fada s nezdpornymi cleny.
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(1) Existuje-li k € N a o > 1 tak, Ze plati

n( n —1>Zoz>1, Vn >k
an+1

pak dand rada konverguge.

(2) Je-li

n(“” —1)§1, Vo >k

An41
pak dand Tada diverguje.

2.1.10 Necht > 7 | a,, je dand tada s nezdpornymi cleny a necht existuje

limn( n —1> =K

(1) Je-li K > 1 pak dand tada konverguje.

(2) Je-li K <1 pak dand tada divergugje.
2.1.3 Rady s libovolnymi ¢leny

ot = an pro a, >0 _ —ay, pro a, <0
N 0  jinak n 0  jinak
2.1.11 (1) Jestlize fady > .~ af a Y > a, konverguji, pak konverguje i fada y -

n= 1an

(2) Jestlize tada Y~ a} diverguje k oo a fada Y, a, konverguje, pak tada y .| a, diverguje k

n=1 a, n=1
.

n=1

(3) Jestlize Tada Y-, a} konverguje a fada Y -, a, diwerguje k oo, pak fada . | a, diverguje k
—00.

Definice 2.1.4 Alternujici rada je tvaru > - (—1)"a,, kde {a,}22, je posloupnost s nezdpornymi
¢leny.

2.1.12 (Leibnitzovo kritérium) Necht {a,}S2, je posloupnost s kladngmi cleny a plati
(1)

lim a, =0
n—o0
(2) posloupnost {a,}5°, je nerostouct.
Pak tada Y07 (—1)" a, konverguge.
Mdme odhad
ar = agar < | D (~1)"an| S axtaw Ymk, m>k
n=k+1

Predeslé nerovnice jsou ostré v pripade, Ze posloupnost {a,}°, je ostre klesajici.



Poznamka. Vsechna kritéria pro konvergenci fad muzeme pouzit pro urceni absolutni konvergence
rad.

Nésobeni tad.
Meéjme dvé fady > 7 ja, a Y b,. Cauchyovgm soucinem téchto dvou fad rozumime fadu

ERIENES

kde

Cp = Z CLibj
i+j=n
2.1.13 Necht Y 0" o an, Y oo by jsou dvé absolutné konvergentnt fady se soucty a, b. Pak jejich

Cauchyiv soucin ¢, je absolutné konvergentni rada se souctem ab.

2.1.4 Dalsi kritéria konvergence rad

2.1.14 Necht {an}. >y, {bu},— jsou dvé posloupnosti redlnych cisel a s, = > ,_, ay, Jestlize

zaroven plati:
(1) fada Y3, sk (b — brs1) konverguje,
(2) existuje koneénd limita lim,, o Spbpi1,
pak fada Yy " anb, konverguje.
Dusledekem predeslé Véty jsou nasledujici dvé kritéria pro rady, které nemusi konvergovat absolutné.

2.1.15 (Abel-Leibnitzovo kritérium) Necht fada Y >, a, konverguje a posloupnost {b,} >~ je

monotonni a ohranicend. Pak tada )"~ | a,b, konverguje.

2.1.16 (Dirichletovo kritérium) Necht poslopnost édstecnyjch soucti fady > - ay je ohranicend.
Dale necht posloupnost {b,} >, je nerostouct a lim, oo b, = 0. Pak fada Y | a,b, konverguje.



2.2 POSLOUPNOSTI FUNKCI A FUNKCNI RADY

2.2.1 Posloupnosti funkci

Definice 2.2.1 Zobrazeni mnoziny N do mnoziny funkei nazyvame posloupnosti funkci a znacime
{fn(x)}22,. Definicnim oborem posloupnosti rozumime mnozinu D = (", D(f,).

Definice 2.2.2 Necht je déna posloupnost funkef { f,,}°°; definovand na mnoziné D a M C D. Jestlize
pro kazdé x € M ¢iselnd posloupnost { f,,(x)}5°; konverguje, fikdme, ze posloupnost { f,, }5°; konverguje
bodové k funkci f na mnoziné M.

Definice 2.2.3 Rekneme, Ze posloupnost funkei {f,(x)}%, konverguje na mnoziné M C D stej-
nomérné k funkci f jestlize pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé n > ng a pro kazdé x € M
plati

|ful@) = f2)] <e.

2.2.1 Posloupnost funket { f,}5°, konverguje stejnomérné k funkci f na mnoziné M C D prdvé
tehdy, kdyz
lim sup [ f(z) — f(2)] = 0.

n—o0 zeM

2.2.2 Konverguje-li posloupnost spojitych funkei {f,}>2, k funkci f stejnomérné na mnoziné
M C D, pak funkce f je na M spojitd.

2.2.2 Obecné funkcéni rady
Definice 2.2.4 Necht je dédna posloupnost funkef {fi(z)}52,. Rekurence

{ si(r) = fi(x)

Snt1(2) = sn(r) + foia(z)

definuje indukci jedinou posloupnost
sn(@) = fu(@) + fol@) + -+ fulz) = ) fulw)

Posloupnost {s, ()}, se nazyva posloupnosti ¢dstecnych souctu rady tvorenou posloupnosti { fi.(z)}%2;.
Pro limitu posloupnosti {s,(x)}2, (jestlize existuje!) uzivame symbol

> fulx) (2.3)

a nazyvame nekonecénou funkcni fadou tvofenou posloupnosti funkei { fi(x)}32,.

Definice 2.2.5 Necht je ddna funkéni fada Y -, fr(z) definovand na mnoziné D a M C D. Jestlize pro
kazdé x € M posloupnost ¢astecnych souctu {s,(x)}5°, konverguje bodové (konverguje stejnomeérné)
k funkei f, fikdme, ze tada Y -, fr(z) konverguje bodové (konverguje stejnomérné) na mnoziné M k
funkei f.

2.2.3 (Weierstrassovo kritérium) Necht je ddna funkéni taday_ " | fn(x) definovand na mnoziné
M C D. Jestlize existuje ¢iselnd konvegentni fada Y ", an s nezdporngmi cleny takovd, Ze plati

‘fn(x)‘gana vxeMavnzn[))nOeN

Pak tada "7 | fo(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M.



2.2.3 Mocninné rady

Definice 2.2.6 Radu funkci tvaru .
Z an(x —c)"
n=0

kde {a,}>°, je danéd posloupnost a ¢ € R nazyvdme mocninnou fadou o sttedu v bodé c. Cisla a,
nazyvame koeficienty mocninné rady.

2.2.4 (Abelova) Konverguje-li fada " a,x™ v bodé r # 0, pak Tada konverguje absolutné pre
kazdé je x € (—r, 7).

Definice 2.2.7 Necht Y a,z" je mocninnd rada. Cislo

1

Q =
limsup,, . {/ax|

nazyvame polomér konvergence mocninné rady.

2.2.5 Necht )", a,z" je mocninnd fada s polomérem konvergence o > 0. Pak
(a) jestlize o > 0 pak Fada Y, a,z" konverguje absolutné pro kazdé |z| < p,

(b) Rada Yo s anx™ nekonverguje jestlize |x| > o.

2.2.1 Necht ezistuje lim,, o

an41

, pak polomér konvergence je

1

Q g
lim
n—o0

2.2.6 Necht Y7 an(x — ¢)™ je mocninnd tada s polomérem konvergence o > 0.

e Pak mocninnd tada konverguje stejnomérné na intervalu [c — r,c+r] pro kazdé 0 < r < o.

an41

n

e Konverguje-li mocninnd tada v bodé ¢ + o, pak konverguje stejnomérné na intervalu [c — r,c + o]
pro kazdé 0 < r < o.

e Konverguje-li mocninnd tada v bodé ¢ — o, pak konverguje stejnomérné na intervalu [c — o,c + 7]
pro kazdé 0 < r < p.

2.2.7 Necht Y 07 an(x — )" je mocninnd tada s polomérem konvergence ¢ > 0. Pak soucet
mocninné rady je spojitd funkce na intervalu, kde dand rada konverguje stejnomerné.

2.2.8 Necht' >~ an(x—c)" je mocninnd fada s polomérem konvergence ¢ > 0. Pak odpovidagici
mocninnd tada derivaci md stejny polomér konvergence a soucet rady md derivaci na intervalu (¢ —
0,¢+ 0) a plati

(Z an(x - C)n) = Z (an(x - c)")/ = Znan($ _ c)n—l

2.2.9 Necht 37, an(x—c)™ je mocninnd rada s polomérem konvergence ¢ > 0. Pak odpovidagici
mocninnd tada derivaci md stejny polomér konvergence a soucet tady md derivaci na intervalu (¢ —
0,¢+ 0) a plati

/§an(t—c)”dt:%/an(t—c)"dt:chzl(x—c)”ﬂ
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Vyjadieni funkci mocninnou fadou - Taylorova rada

2.2.10 Necht ¢ > 0 je polomér konvergence mocninné rady

oo
g ak( x—c

k=0
se souctem f na (¢ — p,c+ o). Pak funkce f md na tomto intervalu derivace vsech tadu a plati

fM(e)
Kl

ag = k € Ny (24)

Definice 2.2.8 Je-li f funkce, kterd ma v bodé ¢ € R derivace vSech fadu, pak mocninnou fadu

<, f9(e)
k:!( (w=c)f

k=0

nazyvame Taylorovou radou funkce f se stfedem v bodé c.

2.2.11 Necht I C R je interval. Md-li funkce f v bodé ¢ € I (c je stred intervalu I) derivace
véech Tadi, pak pro x € I plati

tehdy a jen tehdy, plati-li pro zbytek R, 1(x) v Taylorove vzorci limy, oo Ry,11(x) = 0 pro vsechna x € 1.

2.2.12 Necht funkce f md tyto vlastnosti:
(a) f€C=(I),
(b) existuji ¢isla ¢, M a interval I takovy, Ze pro kazdé x € I a kazdé k € Ny platd |f*)(z)| < c M*.

x—c”

Pak Taylorova rada funkce f konverguje na intervalu I k funkci f, t5. plati

_ f:f(:fc)(x—c)k Vrel
k=0 ’

kde c je stred intervalu I.

Piiklad .
o0 l‘n
Z ~ VYzeR
n.
n=0
Piiklad .
i k k+1 ( | 1]
, Vre (-1,
e k+1
Pifklad .

— (D" o
arctgr = g —— gt Vo e [-1,1]
— 2n+1

Priklad . Binomicka fada m € R\ {{0} UN}, z > —1

(@ - m<mkzk1)—'i). (m Q_ITF :
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konverguje v intervalu (—1,1).

Priklad . -
sinx = Z (=) 22t VreR
(2n —1)! ’
Piiklad .
[o@) _1 n
CoST = Z ((271;! ", VreR
n=0
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Kapitola 3

FOURIEROVY RADY

3.1 Prostory funkci

3.1.1 Ortogonalni systémy

Rekneme, ze funkce f je z prostoru Ly((a, b)), jestlize

/|f )| da < o0 (3.1)

ve smyslu Lebesguea. Prostor Ls((a,b)) je Hilbertuv prostor, tj. uplny normovany linedrni prostor se
skalarnim sou¢inem

(f19) 1, / f(z)g(z)dx < o0 (3.2)

a normou b
11, = / F@P e, Yf e Lo((a,b)) (3.3)

Funkce f, g jsou ortogondlni (kolmé) v prostoru Ly((a,b)), jestlize

/b f(x)g(x) de =

Definice 3.1.1 Posloupnost funkei {¢,(2)}52,, ¢n € La((a,b)) se nazyvéa ortogonalni systém, préave
kdyz

/ lon(z) de >0 Yn=1,2...

b

/ on(2)om(z)de =0 Vn#m

a

Systém je ortonormaélni, jestlize navic

/ lon(@) de =1 Yn=1,2,...
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Mnozina funkci
™ . nm . nm
1,cos —x,sin —x,...,cos —x,sin —x, . ..

l l l l
tvori na intervalu [a,a + 2], a € R ortogondlni systém funkei.

3.2 Fourierovy fady (J.B. Fourier 1768-1830)

Symbolem Py (R) ozna¢me mnozinu vsech periodickych funkei s periodou 21.

Definice 3.2.1 Trigonometricka fada je funkéni rada tvaru

1 oo
§a0 + ; (an coS nTﬂa: + b, sin nl—ﬂx> , (3.4)

kde z € R a a,, b, jsou realné konstanty.

3.2.1 Predpoklddejme, Ze trigonometrickd rada (3.4) konverguje stejnomérné na intervalu [a, a+
2] k funkci f. Pak plati

ay, = ! / f(z)cos L dx, b, = ! / f(z)sin nwa dx (3.5)

pron=0,1,2,....

Definice 3.2.2 Necht f € Py(R). Trigonometrickd fada jejiz koeficienty jsou dény vzorci (3.5) se
nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f a trigonometrickd fada (3.4) s témito koeficienty se nazyva
Fourierova fada pro funkci f a piSeme

1 o
f(x) ~ 500 + nz:; (an COS nl—ﬁx + b, sin ?m) )

Pozniamka 3.2.1 Rada napravo nemusi, ale muze konvergovat k funkei f. Rada je funkci f pfifazena
formalné. Otazkou je zda-li existuje mnozina funkci jejiz Fourierova fada konverguje k této funkci.

Priklad. Jestlize {a,} -, je nerostouci posloupnost takovd, ze lim,_, a, = 0, pak rady

Z a, cos(nz), Z a, sin(nx) (3.6)

konverguji na R.
Reseni. Plyne z Véty 2.1.16 (Dirichletovo kritérium).

Poznamka 3.2.2 (viz [?], str.93-94) (Fatou) Trigonometricka fada

0o .
S ne
D

n=1

konverguje pro 0 < a < 1/2 na R, avs8ak neni Fourierovou fadou zadné Riemanovsky integrovatelné
funkce, tedy ani svého souctu.
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Rekneme, ze funkce f je periodickym prodlouzenim funkce f € PC ((a,a + 21)) jestlize plati
i) f(x) z€(a,a+2l),
xTr) =
flx=2(n—1)) z€(a+2(n—1),a+2nl)

a plati f(a + 2nl) = c pro kazdé n € Z, ¢ € R libovolné.
Rekneme, ze funkce f je standardizovanym periodickym prodlouzenim funkce f € PC((a,a + 21))
jestlize plati

flat2nl) = 3 [f(at) + fla+21-)]
pro kazdé n € Z.
Poznamka 3.2.3
(a) Necht f € PC((—1,1)) je lichd. Pak
l
a, =0 bn:%/f(x)sinmxdx
0

Kosinové a sinova Fourierova rada.

Fourierovu fadu funkce, kterd je definovand pouze na [0, [] muzeme dodefinovat na [—[, 0] tak, ze vysledna
funkce bude suda respektive licha.
Necht funkce f je integrovatelnd na (0,1).

(a) Sudé prodlouzeni.

flx) x€(0,0),
fs(x):{ (z) 2 €(0,0)

f(—.T) S (_l70)
Hodnota fg(0) muze byt libovoln4.

(b) Liché prodlouzeni.

f(x) 2 e(0,),
fr(z)=< 0 z=0,
—f(=z) ze(=10)
Poznamka 3.2.4
(a) Kdyz bude funkce f sudd dostaneme kosinovou radu.

(b) Kdyz bude funkce f lichd dostaneme sinovou fadu.
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Otézky konvergence trigonometrickych a Fourierovych tad.

Definujme
1

F(@) = 51 @) + fla—)

Definice 3.2.3 Jestlize na intervalu [a, b] plati

[f(z) = fW) < Cla =y, Va,y€la,0]

kde 0 < A <1, C' > 0, pak fekneme, ze funkce f je Hélderovsky spojitd na intervalu [a, b] s koeficientem
A a prostor viech Holderovsky spojitych funkef na intervalu [a, b] znacime C%*([a, b]).

3.2.2 Necht {a,}5%,, {b,}>2, jsou dvé posloupnosti rdlnych cisel a necht konverguje rada

o0

> (lan] +1bal)

n=1
Pak trigonometrickd rada

1 o0
§a0 + ; (an CoS ?m + b, sin ?w)

konverguje absolutné a stejnomérné na R ke spojité funkci f a je Fourierovou tadou funkce f.

3.2.3 (Lipschitzovo kritérium, str.489, [?7]) Jestlize f € C%*([a,b]), 0 < A < 1, pak Fourierova
rada prislusnd k funkci f konverguje stejnomérné k f na libovolném intervalu [c,d] C [a,b] (a < ¢ <

d<b).

3.2.4 Méjme Fourierovu fadu prislusnou k funkci f. Necht f € C%* ([a,a+21]), 0 <A <1 a
f(a) = f(a+2l), pak jeji Fourierova fada konverguje stejnomérné k funkci f na [a,a + 2l].

3.2.5 Necht f € Py(R), f, f' € PC([a,a+ 2l]). Pak Fourierova rada pro funkci f konverguje
k f(x) pro kazdé x € R, kde je funkce f spojitd a v bodech, kde neni spojitd plati

1 [o.¢]
500 + ; (an coS nl_7rx + b, sin ?m) = f(x)
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Kapitola 4

INTEGRALNI POCET VICE
PROMENNYCH

4.1 Dvojny integral

4.1.1 Uvod
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4.1.2 Dvojny integral na dvojrozmérném intervalu

Uvazujme interval I = [a,b] x [¢,d] C R? a necht D? . resp. DY je déleni [a,b], resp. [c,d] s délicimi
body a =2y <21 < - <xpy=bac=1y <y <+ <y, = d. Usporddanou dvojici (D% DY)
(pro strucnost budeme znacit tuto dvojici D,,,) nazyvame délenim intervalu I (viz Obr.4.1). Kazdy
interval I;; = [z;1, 2] X [yj—1,y], e = 1,...,m, j = 1,...,n nazgyvame cdsteénym intervalem déleni
D,n. Rikdme, 7e systém intervali I;; pokryva interval I. Mnozinu vSech déleni intervalu I budeme
znacit D(I). Zjemnéni déleni.

Obsah (miru) intervalu I;; definujeme p(l;;) = (v — xi21) - (y; — yj—1) = Az Ay, i = 1,...,m,
j=1,...,n . Vyraz v(Dyy) = max {v(D3,), v(D%)} nazyvdme normou déleni. Nulovou posloupnosti
déleni nazyvame posloupnost déleni { D, } takovou, ze limy_,, v(Dy) = 0.

Yi—1 fo o
C=Yo [~

| I
| |
O a=xyg Ti—1 x; b= Tm T

Obrazek 4.1: Déleni intervalu.

Definice 4.1.1 Necht f je ohrani¢ens funkce na I, D,,, déleni I s délicimi body
a4 =290 <11 <x3< < Ty, =b,c=y <y <<y, = d. Pritadime déleni
D, a funkci f dolni Riemanniv integralni soucet definovany vztahem

i=1 j=1 e

a horni Riemanniv integrdlni soucet definovany vztahem

m n

S(f, Dinn) = ZZMin(Iij)> M;; = sup f(x,y) (4.2)

i=1 j=1 [zyl€ls;
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Definice 4.1.2 Necht f je ohraniend funkce na I. Definujme dolni Riemanniiv
integrdl pro funkci f definovany vztahem

/ / f(a.y) dudy = I (f) = sup s(£, D) (4.3)

a horni Riemanniuv integrdl pro funkci f definovany vztahem

/kﬂwm=ﬁm=gmmm (4.4)

Pozniamka 4.1.1 Nechf f je omezens funkce na intervalu /

Definice 4.1.3 Rekneme, ze funkce f je Riemannovsky integrabilni na I tehdy a
jen tehdy jestlize je ohranicend na I a

I“(f)=1"°(f) (4.5)

V tomto piipadé se tato spoleénd hodnota nazyva Riemannuv integrdl funkce f na
I a znacime

/ / f(a,y) dedy = T (f) = T*(f) (4.6)

Jestlize integral existuje, fekneme, ze funkce f je integrabilni (integrovatelnd) na intervalu I, a piseme

feRU).

4.1.1 (test integrability) Necht f je omezend funkce na intervalu I. Funkce f je Riemannovsky
integrabilni na I tehdy a jen tehdy kdyz pro kazZdé € > 0 existuje déleni D tak, Ze

S(f,D)—s(f,D) <e (4.7)

Poznamka 4.1.2 Nechf f je omezend funkce na intervalu I a D je ekvidistantni déleni, tj. z; =
a+(b—a)i/2" yj=c+ (d—c)j/2", i,j=0,1,...,2" Definujme

my; = inf  f(x,y), M= sup f(z,y)

[z,y]€1;; [z,y]€li;
Definujme
o (b—a)d—o) & i (=)@ —0)
I = Jim S S ) = fim S Y My
ij=1 w=l

Pak f je Riemannovsky integrabilni na I tehdy a jen tehdy kdyz J—(f) = J*(f).

Poznamka 4.1.3 Vsimnéte si, ze pii konstrukci Riemannova integralu jsme ptredpokldadali, ze jak
funkce f tak i interval [a, b] jsou ohranicené.

Nésledujici véta nam zarucuje existenci integralu:
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4.1.2 Kazdd funkce spojitd na intervalu I = [a,b] x [c,d] C R? je integrovatelnd.

4.1.3 (Fubiniova véta) Necht f je spojitd na I = [a,b] X [c,d] C R%. Pak plati

[ st sy - /d /b f(ey)de | dy = /b /d f(ey)dy | do (4.8)

Poznamka 4.1.4 Integrély v koncovych ¢lenech fetézce rovnosti (4.8) se nazyvaji dvojndsobné.

Symbolem int 2 zna¢ime tzv. vnitrek mnoziny €. Je to zjednodusSené feceno ,,mnozina {2 uvazovana bez
své hranice”.

4.1.4 Necht f je ohraniéend na I = [a,b] X [c,d] CR? a f(x,y) =0 na int I = (a,b) X (c,d).
Pak je funkce na I integrovatelnd a plati

// flz,y)dxdy =0
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4.1.3 Dvojny integral na oblastech prvniho a druhého druhu v R2.

Zavedeme pojem elementarni oblasti v roviné:
Elementarni oblast I. druhu v roviné je mnozina

Q={[z,y] eR*:a<z<bglz)<y<G(z)},

kde g a G jsou spojité funkce na intervalu [a,b] a g(z) < G(x) pro kazdé = € [a,b].
Elementdrni oblast 1. druhu v roviné je mnozina

QH:{[x,y]ER2:c<y<d,h(y)<x<H(y)},

kde h a H jsou spojité funkce na intervalu [c, d] a h(y) < H(y) pro kazdé y € [c, d].

Yy
y =G(2)
Y=g
O c; b T
Obrézek 4.2: Oblast 1. druhu.
Yy
d i
C H
O T

Obrézek 4.3: Oblast II. druhu.

Obréazek 4.4: Elementarni oblasti 1. a II. druhu v roviné.
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Cviceni 4.1.1 Zakreslete dané mnoZiny:
1. A:{[x,y]ERQ: 0<z<y, y<l1};
2. Bz{[m,y]ER2: x2§y§x};
3. Q={z,y) eR*: 2 +y* < 2z};
4. C:{[x,y]ERQ: e <y<2/z, 2y <z <3y, x>0, y>0};
5 D={[z,y) eR*: 1<a’+y* <4, 2>0, y>0}.

Poznamka 4.1.5 Vsude v dalsim textu této kapitoly budeme misto elementdrni oblast I. nebo II. druhu
v rovin€ zkracené mluvit o oblasti I. nebo I1. druhu.

4.1.5 (Fubiniova véta)

(a) Necht existuge [[ f(x,y)dxdy a pro kaZdé x € [a,b] necht existuje integrdl
Qr

G(x)
o) = [ Ha)dy
g9(z)
Pak existuje také dvojndsobny integrdl
b [ G(=z)
/ / flx,y)dy | dz

a  \g(z)

a plati rovnosti

b
Zj f(x,y)d:vdy:a/J da:—/ / flz,y)dy | dz.

(b) Necht existuje [[ f(x,y)dxdy a pro kazdé y € [c,d] existuje integrdl

Q1

H{(y)

K(y) = / flz,y)d
h(y)

Pak existuje také dvojndsobny integral

d [ H(y)

/ / f(z,y)dx | dy

¢ \)

a plati rovnosti

/ fxydxdy—/K

Qrr

Il
n\&

H
/ f(z,y)dz | dy.
h(y)
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4.1.6 Necht Q C R? je elementdrni oblast pruniho nebo druhého druhu a necht funkce f je na
Q spojitd a ohranicend. Pak je funkce f na € integrabilnd.

Poznamka 4.1.6 Integrovatelnost a hodnota dvojného integrélu nezavisi na chovani funkce v kone¢ném
poctu bodu integraéniho oboru, nebo na sjednoceni koneéného poctu kiivek konecné délky. Je tedy v
predeslych vétach nepodstatné, jestli integrujeme pies otevieny integracni obor, nebo jestli pridame k
tomuto oboru jakoukoliv ¢ast hranice oboru.

4.1.7 (Zdkladni vlastnosti dvojného integrdlu.) Necht Q, Q1, Qo jsou oblasti proniho nebo druhého
druhu a necht f, g € R(Q) (tzn. f a g jsou funkce integrovatelné na Q). Pak plati:

(a)
// (f(:c,y)+g(x,y))dwdy=//f(fc,y) dxdy+// 9(@,y) dzdy.

é [ kit dody = i é [ fay)dzay,

(c) Jestlize pro kazdé [x,y| € Q plat f(z,y) < g(x,y) dzdy, pak

[ t@wdsiy < [[ gt dsay.

(b)

kde k € R.

(d) |f| € R(Q) a plati

J[ r@asay| < [[ 1560 dody

(e) Jestlize pro kazdé [x,y| € Q plati Ze | f(z,y)| < M, pak

'é/ fx,y) dady| < é/|f(x,y)| dady < Mu(9).

(f) Jestlize intQy NintQy =0, f € R(Q) a f € R(Qs), pak je funkce f integrovatelnd na Q1 U Qs a

lati
plat // f(m,y)da:dyz// f(m,y)da:der// f(z,y) dedy.

(9) f-9€R(.

(h) Jestlize je funkce f spojitd na Q, pak existuje bod [£,n] € Q tak, Ze

J[ @) dudy = p(& .
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Poznamka 4.1.7 Symbolem p(2) budeme v této kapitole rozumét miru (obsah) elementérni oblasti
Q.

Symbolem Q znacime tzv. uzdvér mnoziny €. Je to zjednodusené feceno ,,mnozina {2 uvazovans spolu
se svou hranici”.

Ukazte, ze z tvrzeni (h) Véty 4.1.7 plyne nasledujici jednoduchy dusledek:

Q) = / / ddy.

4.1.4 Transformace dvojného integralu

Necht 2 C R? je oteviend mnozina. Uvazujme funkce ¢, : Q@ - Ra G: Q — R? G = (p,v) takové,
ze:

a) @, P € CYQ), tj. ¢, jsou spojité diferencovatelné na ;

b) G = (p, ) je prosté zobrazeni, tj. pro vsechna [ug, vo|, [u1,v1] € Q plati:
Jestlize [ug, vo] # [u1, v1], pak G(ug,v) # G(u1,v1).

Uvazujme libovolny dvojrozmeérny interval (tj. obdélnik) I C Q o vrcholech Vi, V5, V3 a Vj a strandch
délky Awu, Av. Transformaci G = (p,®) se zobrazi obdélnik I na ,kiivocary obdélnik” I* = G(I) o

vrcholech @y, Qs, Q3 a Q4

Vi= [U,'U] = Ql = [@(U,U)ﬂﬁ(% U)]?
Vo = [u+ Au, ] = Q2 = [p(u+ Au,v),(u+ Au,v)],
Vs =[u+ Au, v+ Av] — Qs = [p(u+ Au, v+ Av),¢(u+ Au,v + Av)],
Vi = [u,v+ Av] = Qa = [p(u, v+ Av), Y(u,v + Av)].
Y(u+ Au,v + Av) -
Vi |%
v+ Av r-———— . ’
I ¥(u,v) |
T Ve
i i
0 u u+ Au 0

V dalsim se pokusime alespon piiblizné spocitat obsah obrazce G(I).

S pouzitim Taylorovy véty méame:

p(u+Au,v) = p(u,v) + ¢, (u,0)Au+ R,

o(u,v+ Av) = o(u,v) + ¢, (u,v)Av + R,

(u+ Au,v) = P(u,v) + Y, (u,v)Au+ R,

Y(u, v+ Av) = P(u,v) + ¥ (u,v)Av+ R,
o(u+ Au, v+ Av) = p(u,v)+ ¢, (u,v)Au+ ¢ (u,v)Av + R,
Y(u+ Au, v+ Av) = (u,v) + ¥, (u,v)Au+ P, (u,v)Av + R,



kde R = R((Au)?, (Av)?, AuAv) jsou zbytky v Taylorové vzorci, které oznacime ve vSech predeslych

vyrazech stejneé.
Vsechny zbytky v nasi ivaze zanedbame a budeme uvazovat pouze body

@ = Q1
QIQ =@+ [(,DL(U, U)Aua w'ZL(u?/U)Au] )
Q5 = Q1+ [, (u, v) Au + @, (u, v) Av, ¢, Au+ 1y, (u, v) Av]
Q) = Q1+ [, (u, v)Av, Py (u, v)Av].
(

Q1Q5 a Q).

Obsah tohoto rovnobéznika je roven dvojnasobku obsahu AQ)Q5Q), coz z analytické geometrie je

x’—x’y’—y’
det( 2= vy — U]
Ty —T1 Yy — Y

absolutni hodnota z determinantu

)

W = [}, ¥4]. Po dosazeni mdme

', (u,v)Au Y (u,v)Av

Pu Py Au 0
det(q% %)det(o Av)‘

kde Q) = [z}, 4], Q5 = 24, y5], Q

o (u,v)Av Y (u,v)Av
det (

e\ [ Au 0 _

v, vy JNO0 Av )]
/ /

det(i? %)’\Auum.

Matice

7= (o) )

se nazyvéa Jacobiho matice transformace G = (¢, ). Determinant

J(u,v) = det J(u,v)

z této matice se nazyva jakobidan této transformace.
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Muzeme tedy psat
p(G() = [J(u, v)[|Aul] Av| = |J (u, v)| (1)

4.1.8 Necht Q C R? je oteviend mnozina a G = (p,v) : Q — R? je prosté zobrazeni takové,
ze @, v € CYQ) a jakobidn J(u,v) # 0 v kaZdém bodé [u,v] € Q. Necht K C Q je uzaviend mnoZina,
kterd je sjednocenim konecného poctu elementdrnich oblasti pruniho nebo druhého druhu, a funkce f je
spojitd na G(S2). Pak plati

J[ f@wdsdy= [[ 1000w 0) 70.0)] dud.
G(K) K

Poznamka 4.1.8 Véta zustane v platnosti, pokud zobrazeni G nebude prosté, nebo jakobian bude
roven nule na podmnozinach mnoziny K uvedenych v Poznamce 4.1.6, budou-li jejich obrazy pfti zob-
razeni G opét mnoziny uvedenych typu v G(K). Pokud funkce f bude ohrani¢end na G(K), pak také
staci, aby f byla spojitd na G(K) s vyjimkou mnozin uvedenych v Poznamce 4.1.6.

Poznamka 4.1.9 Ucelem transformace je zjednodusit integra¢ni obor nebo integrovanou funkci. Nej-
lepsi alternativou je, kdyz se podaii zlepsit oboji.

Posunuti. Je ddn bod [ug,vo]. Transformace G = (p,1) dand vztahy

[EZUO+UE§0(U,U),
y =g+ v=1(u,v)

posouvd bod [x,y] o orientovanou vzddlenost ug ve sméru souradnicové osy x a o orientovanou
vzddlenost ve sméru souradnicové osy y.

A
Y v
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
i
/
_________________ o
Vo |
I Uu
I
I
|
I
I
I
I
I
|
O Uo X

Obrazek 4.5: Transformace posunuti.
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Resent:

dp O
i )_a—iﬁ_1o_1
U,U—a_dja_w—()l—
ou  Ov

Linearni transformace. Je ddna reguldrni matice

A= ( ailr Q2 )
a1 Q22
Transformace G = (¢, v) dand vztahy

T = anu+ apv = ¢(u,v),
Y = agu + axv = Y(u,v)

Zobrazuje primku na primku, v pripadé, Ze A je ortogondlni pak zachovdvd wuhly.

Resent:

J(u,v) =

Zobecnéné polarni souradnice. Jsou dany konstanty a, b > 0.
Transformace do zobecnénych poldrnich soutadnic je ddna vztahy:

x = arcost = ¢(r,t),
y =brsint = (r,t).

acost —arsint

d¢ o
— T t e ==

J(r,1) ' g—:{’ % ‘ bsint  brcost abr.
Tato transformace G = (p, ) zobrazuje mnozZinu (0,00) X (—m,m) vzdjemné jednoznacéné na
mnoZinu R*\ {[z,y] € R* : 2 < 0,y = 0}.
Inverzni zobrazeni G=1 = ({0’, @Z) je dano vztahy

r=o(y) = Vat+y?
arctg (%) x>0
t=(z,y) = %—arctg(%) r <0,y >0

Poznamka 4.1.10 Specidlni piipad nastava pro volbu parametru a = b = 1. V takovém piipadé
mluvime o polarnich souradnicich (vypoustime piivlastek zobecnéné).
Geometricky vyznam polarnich souradnic je popsan na Obrazku 4.6.
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O .

Obrazek 4.6: Polarni souradnice.

v

4.1.5 Geometrické a fyzikalni aplikace dvojného integralu

V' dalsim budeme predpoklddat, Ze ) muZe byt sjednocenim konecéného poctu
elementdrnich oblasti pruoniho nebo druhého druhu.

Obsah rovinného obrazce

Obsah rovinného obrazce Q C R? se spocte s pouzitim vzorce:

1(Q) = / / dady.

Objem vdlcového télesa K C R3.

Meéjme déno téleso
K ={[z.y,2] e R : [x,y] € Q. g(x,y) <z < f(z,y)},

kde 2 cC R?, f, g jsou spojité a ohranicené na ). Pak objem tohoto télesa je ddn vzorcem

V() = [ [ ) — gto ) dady

Obsah plochy

Obsah ¢ésti plochy
S={lr,y,2] €R*: 2 = f(a,y), [z,9] € QCR*},

kde f € C1(Q) je dan vzorcem

P(S)= [ [ V1 o) + (1yo.0)) Py
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4.2 Krivkové integraly

4.2.1 Pojem krivky v R".

Definice 4.2.1 Mnozinu v C R" nazveme krivkou v R", jestlize existuje spojité
zobrazeni ® = (¢1(t), pa2(t), ..., @,(t)) intervalu I na mnozinu v takové, ze plati:

1) Zobrazeni ® je prosté s vyjimkou koneéné mnoha bodu.

2) Zobrazeni ® je po ¢astech tifdy C* na I, tj. ® je spojitd s vyjimkou koneéné
mnoha bodti, v nichz existuji jednostranné derivace, které mohou byt rizné.

3) @' ma az na kone¢né mnoho bodu nenulovou hodnotu v kazdém bodeé intervalu
I

Zobrazeni pak ® nazyvame parametrizaci kiivky ~.

Nechf k& € N. Rekneme, 7ze bod C je k-ndsobnym bodem kiivky v, jestlize existuje pravé k ruznych
hodnot parametru ty,...,t; € [a,b] takovych, ze C' = ®(t;) pro i = 1, 2,..., k. Kiivka v se nazyva
jednoduchd, kdyz nema vicenasobné body.

Kftivka v se nazyva uzaviend, jestlize ®(a) = ®(b). Uzavienou kiivku nazveme jednoduchou, jestlize
nemé zadny vicendsobny bod kromé dvojndsobného bodu ®(a).

Je-li Iy, I, ..., I,, délen{ intervalu [a, b], pak obrazy délicich intervalu ®(I), ®(ls), ..., ®(1,) jsou
opét kiivky. Posloupnost téchto kiivek nazveme deélenim krivky .

Definice 4.2.2 Je-li parametrizace ® kiivky ~ prosté zobrazeni a t¥idy C! na celém
intervalu [a, b] a ma pfitom nenulovou derivaci (v bodech a, b uvazujeme jednostranné
derivace) v kazdém bodé intervalu [a, b], nazyvame -y obloukem a zobrazeni ® jeho
parametrizaci.

Oblouk 7 je sjednocenim podoblouku 1,72, ..., 7, jestlize v = v U~y U --- U, a oblouky v, 75,
1 # 7, maji spolecné nejvyse krajni body.

Poznamka 4.2.1 V technickych aplikacich se ¢asto kiivka « popisuje bud vektorovou rovnici
v 7(t) = @(t)i+ $(t)], € lab],

nebo parametrickymi rovnicemi
iz =), y=1(t), tE€lab]

Poznamka 4.2.2 Nékteré kiivky je vyhodné vyjadrit v polarnich soutadnicich. Je-li kiivka zadana v
kartézskych souradnicich rovnici F'(x,y) = 0, pak dosazenim za

T=Tcosp, y=rsinp
dostaneme rovnici ®(r, ) = 0 v poldrnich soutadnicich. Pokud je mozné zapsat tuto rovnici ve tvaru

r=g(p), ¢ € [a, f], pak fikdme, ze jde o explicitni tvar rovnice kfivky v polarnich souradnicich.
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Definice 4.2.3 Necht je dané kiivka v s parametrizaci ® : I — R™ a ® € C* na I.

Pro t € I nazveme
Q'(t) := DP(t)

tecnym vektorem ke kiivce v v bodé t.

Transformace parametru. Necht je ddn oblouk v s parametrizaci ® : I — R™. Necht funkce g
zobrazuje interval J na interval I a g € C'(I), ¢’ # 0 na J. Zobrazen{

UV=qog: J— R"

je rovnéz parametrizaci oblouku .
Je-li funkce g rostouci fikame, ze parametrizace ® a ¥ jsou souhlasné parametrizace.

Orientace oblouku. Necht je ddn oblouk 7 s parametrizaci ® : I — R"™. Na oblouku v zavedeme
relaci <
My, My €~ : M <My < t; =0 (M) <ty= (M)

ktera je relaci usporadani na .
O tomto usporadani fekneme, ze urcuje orientaci oblouku v a oblouk s timto usporadanim nazveme
orientovanym obloukem. O parametrizaci ® fekneme, ze souhlasi s orientaci .

Priklad 4.2.1
O(t) = (cos t,sint) te[0,7]

P=®(0)=[1,0], K = ®(x) = [~1,0]
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Priklady ktivek.
e Graf spojité funkce
f:I =R
o) = (1, (1), tel
e Piimka
ar+by+c=0, abceR |a|+|b#0

O(t) = (wo + s1t,y0 + s2t), t € (—00,00)

e Elipsa

2 2
@ af‘)) + U b2y0) —1, ab>0

®(t) = (wo +acos t,yo +bsin t), t€[0,2r]

e Hyperbola

2 2
@y
a? b2

®(t) = (facosh t,bsinh t), ¢ € (—o00,00)

e Polokubické parabola

y* —ar® =0, z€0,00), a>0
2
Cb(t):(%,t>, te( O0,00)

e Asteroida

/3 +y2/3 —a?B = 0, a>0
®(t) = (acos® t,asin® t), te0,27]

e Steinerova hypocykloida

(® + y2)2 + 8az (3y* — 2%) 4+ 18a” (2* + y*) —27a* =0, a >0
®(t) = (a(2cos t + cos 2t),a(2sin t —sin 2t)), t € [0,2]

e Cykloida
r = aarccosa —ya —/2ay —y%, y €1[0,2a],a >0

®(t) = (a(t —sin t),a(l —cos t)), t€]0,2n]
e Kardioida (srdcovka)

(22 +4?)° — 6a® (¢ + 9°) + 8a°z — 3a* =0, a>0
O(t) = (a(2cos t —cos 2t),a(2sin t —sin 2t)), t € [0,27]
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Descartuv list

23+ —3ary=0, a>0

3at  3at?
Ot) = [ —— te(—o0,00), t#—1
0= (120525 te oo 14

Bernoulliova lemniskata

Dioklova kisoida

Logaritmicka spirala

Archimédova spiréla

Sroubovice

®(t) = b (e” cos t,e*sin ),

r = ae’?, ¢ € 10,00)

®(t) = (acos t,bsin t, ct),

(Jc2—|—y2)2+a2(y2—x2):0, a0

q)(t):( acos t acostsint), te—m ]

1+sin®¢" 1+ sin® ¢
T T 3 5
r = ay/cos 2¢, pE [—Z,ﬂ U lzﬂ', Zﬂ'}

3
2 T

yr— =0, a>0,r#a
a—x
at? at3
Pt) = —,—— t e (—oo,
®) <1+t2’1+t2>’ (=00, 00)

t € (—o0,00), a,b>0

O (t) = (atsint, —atcost), te€[0,00), a>0

r=ap, ¢ €0,00)

t €[0,27], a,b>0,c#0.
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Obrazek 4.7: Asteroida pro a = 1.

Obrazek 4.8: Bernoulliova lemniskata pro a = 1.

Obrazek 4.9: Kardioida pro a = 1.
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Obrazek 4.10: Cykloida pro a = 1.

4.2.2 Krivkovy integral ve skalarnim poli
Délka kiivky

Necht je ddn oblouk v C R™, ktery md parametrické rovnice

T = (I)(t) = (Qpl(t)7902(t)7 i ‘7@”@))7 te [CL, b]

Definujme déleni Dy intervalu I = [a, b] s délicimi body a = tg < t; <ty < ... <ty = b a pocitejme

Z [®(ti-1) — P(t:)]| = Z o1 (tizr), 02(t)(Liz1),s - -, onltiza)] — [1(ts), @2 (t) (i), - - -, on(ts)]]]

a definujme délku krivky jako

L(y) = Sll)lpz [[1(ti-1), p2(t)(tima)s - - s pultiza)] = [p1(ti); p2() (i), - - - s pults)]]] < 00

Pak tekneme, ze ktivka v je rektifikovatelnd.

4.2.1 Cislo L(~) je délkou oblouku -y, prdvé kdyz pro kazdé e > 0 existuje déleni D intervalu I
tak, Ze pro kazdé zjemnéni D déleni D plati

L3, D)~ L(3)| <&

4.2.2 V pripadé parametrickych rovnic x = p(t), y = ¥(t), t € [a,b], je tedy délka oblouku ~

ddana vztahem

Lm:/¢ww%wwW@

Kiivkovy integral ve skaldrnim poli (neorientovany kiivkovy integral)

Definice 4.2.4 Jestlize plati
sups(f, Dy) = ill)lf S(f,Dn)
N

Dy
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pak tuto hodnotu znacime

[ ronds= [ sy s

a nazveme ji krivkovym integrdlem funkce f pres kiivku 7.
4.2.3 Necht oblouk v je ddn parametrickymi rovnicem

T = Qo(t)7 Yy = ¢(t)7 te [a’v b]

a funkce f(x,y) je spojitd na oblouku ~. Pak plati

b
/ﬂmw:/fwwwz/fwmwm¢wmfme%t

Poznamka 4.2.3 Je-li ddna kiivka predpisem y = g(z), = € [a, ] a derivace ¢’ je spojita na [a, b], pak
plati

b

/f(rc,y) ds—/f(:z:,g(x)) 1+ (¢'(z))* da.

Je-1i ddna kiivka predpisem = = h(y), y € [c,d] a derivace K’ je spojita na [c, d], pak plati

d

/mewz/fmww>1+wwf@

4.2.4 (Nezdvislost na parametrizaci) Necht v C R™ je oblouk, ®, ¥ jeho dvé parametrizace a f

je funkce spojitd na . Pak plati
[ ranas= [ ronas
Yo o

4.2.5 (Zdkladni vlastnosti krivkového integrdalu ve skaldrnim poli)
(a) Linearita. Necht v C R" je oblouk a funkce f a g jsou spojité na oblouku ~y. Pak plati

J@r+agonds=a [ jonds+e [ gonas

Y

kde ¢ a co jsou libovolné redlné konstanty.

(b) Aditivita. Necht v C R™ je krfivka, kterd je sjednocenim dvou obloukii v1, 2 a funkce f je spojitd
na krivce vv. Pak plati

/f(M>ds=/f(M)ds+/f(M)ds.

35



4.2.3 Geometrické a fyzikalni aplikace krivkového integralu ve skalarni

poli
(a) Délka kiivky

L= / ds.
v

(b) Obsah €asti vélcové plochy @ s fidici kiivkou v C R?, v : [a,b] — R? v roviné z = 0 a tvoricimi
piimkami rovnobéznymi s osou z a vymezenymi plochami z = g(z,y), z = f(z,v), 9(z,y) < f(z,y)
pro kazdé [z,y] € 7.

P= / [f(@,y) — g(x,y)] ds.

Y

(¢) Hmotnost dratu ve tvaru kiivky.

m _/ Q<I7y7z> ds
v

s linedrn{ hustotou o(x,y, 2) kgm™!.

4.2.4 Krivkovy integral ve vektorovém poli
Zavedeni pojmu, zakladni vlastnosti kiivkového integralu ve vektorovém poli

Ve fyzice a v technickych aplikacich se ¢asto setkavame s ruznymi druhy rovinnych nebo prostorovych
vektorovych poli — silové pole, pole rychlosti ¢dstic proudici nestlacitelné kapaliny, pole magnetické a
elektrické intenzity.
Z matematického hlediska jde vlastné o zobrazeni, které bodum pfifazuje vektory.

Vektorové pole je zobrazeni

f : Q= R"

kde © C R" je oteviend mnozina. V technické praxi je nejcastéjsi pouziti pro n = 2,3. V tomto pripadé
budeme jednoduse psat

— —

f(x,y) - (P(x,y),Q(x,y)), f(xm%z) = (P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)),

kde P, @, R jsou slozky (komponenty) vektorové funkce f.

Rikame, ze vektorové pole f je spojité vektorové pole, nebo strucnéji je ttidy C' na €2, kdyz vSechny
slozky jsou spojité na . Rikéme, ze vektorové pole f je tiidy C' na Q, kdyZ vSechny slozky tohoto
pole maji spojité vSechny prvni parcialni derivace na mnoziné 2.

Uvazujeme-li orientovany oblouk 7 : [a,b] — R? (resp. R?), pak mtuzeme v kazdém bodé C' = ®(t),
t € (a,b) oblouku « uréit jednotkovy tecny vektor vztahem

- d'(t)

= Twmr

Definice 4.2.5 NeChlt’ f je spojité vektorové pole na orientovaném oblouku . Krivkovym integralem
ve vektorovém poli f (kiivkovym integrdlem druhého druhu) pres kiivku v nazyvame integral tvaru

/ (7145) = / (Flayjitan)) as

v Y
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Jeli @ : [a,b] — ~, parametrizace orientovaného oblouku 7 (tj. parametrizace oblouku souhlasi s jeho
orientaci), pak plati

| (Faniian) as

Y

Mnohdy se pouziva oznaceni

/ ( ﬁﬁ) ds = / P(x,y,z)dx + Q(x,y,2)dy + R(z,y,2) dz

v v
které se po dosazeni z parametrickych rovnic oblouku 7 pfevede na vyse uvedeny tvar.
Poznamka 4.2.4 Je-li ddna kiivka predpisem y = g(z), = € [a,b] a g je spojita na [a, b], pak plati

b

/P(x,y)dx:/P(t,g(t)) dt

¥ a
Je-li dédna kiivka predpisem x = h(y), y € [c,d] a h je spojité na [c, d], pak plati

d

[ ewwis= [ Qv a

Greenova véta

Oblast 2 C R? se nazyva jednoduse souvisld v R?, jestlize s kazdou kruznici, kterd je obsazena v €2 je
také vnitiek kruznice obsazen v 2. Mezikruzi neni jednoduse souvisld mnozina v R2.

4.2.6 (Greenova véta) Necht Q@ C R? je oteviend, ohranicend jednoduse souvisld mnoZina, jejiz
hranici je jedind kladné orientovand jednoduchd uzavrend krivka ~y. Ddle necht f = (P,Q) je spojité
vektorové pole na 2 a OP/Jy, 0Q/0x jsou spojité funkce na Q. Pak plati

// (%(%y) B ?3_];(5”’9)) drdy = / P(x,y)dx + Q(z,y) dy.
Q

v

Aplikace Greenovy véty. Obsah rovinné oblasti splnujici predpoklady Greenovy véty.

1
u(Q2) = 5/ xdy —ydx.

Y
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4.2.5 Nezavislost krivkového integralu na integracni cesté

Rekneme, Ze spojité vektorové pole f v oblasti Q C R™ (n = 2,3) nezavisi na integracni cesté, jestlize
pro libovolné orientované kiivky 1, v2 lezici v € se stejnym pocatec¢nim bodem A a koncovym bodem

B, plati
/f@5/f@
71 Y2
B
/f@g
A

Nechf f = (P,Q) (f = (P,Q, R)) je spojité vektorové pole na oblasti Q C R? (2 C R?). Rekneme, 7e
vektorové pole je potencidlni na Q, jestlize existuje funkce V € C1(Q) tak, ze

Pak také piseme

vV =f

pro kazdé [z,y] € Q ([z,y, 2] € Q). Kazdou takovou funkci V' nazyvame potencidlem vektorového pole

f na Q.
Rotaci vektorového pole f(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)) definujeme

- 0 0
rot f(z,y) = a—cj(%y) - 8—];($ay)

4.2.7 Necht vektorové pole f = (P, Q) je tridy C na jednoduse souvislé oblasti Q C R2. Pak

toto pole je potencidlni tehdy a jen tehdy, kdyz
rot f(x,y) =0 V([z,y] €9
4.2.8 Necht f: (P, Q) je tridy C v jednoduse souvislé oblasti Q C R%. Krivkovy integrdl

[ Faw)-ds= [ Play)ds+ QG

kde v C Q nezdvisi na integracni cesté AB v oblasti € tehdy a jen tehdy, kdyz vektorové pole fje na )
potencialni. Je-li V' jeho potencial na (), pak plat?

/ P(z,y)dr + Q(x,y)dy =V (B) — V(A).
A
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