Kapitola 1

POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1. Zobrazeni f : N — R se nazyva posloupnosti prvku z R, nebo-li posloupnosti realnych
¢isel, f(n) znacéime a, nebo y,, posloupnost zapisujeme {a,}> ;.

Poznamka. Okolim bodu +oo (—o0) rozumime libovolny interval (k,c0) ((—o0,1)), kde k, I € R.

Definice 2. O posloupnosti {a, }>°, fekneme, ze m4 limitu L € R jestlize ke kazdému okoli U.(L)
existuje ng € N tak, ze pro kazdé n € N, n > ny plati, ze a,, € U.(L). Limitu zna¢ime

lim a, =L mnebo a, — L jakmile n — oo
n—oo

Poznamka. Jestlize L € R fikdme, ze existuje vlastni limita (posloupnost konverguje), jestlize L =
+oo fikdme, Ze existuje nevlastni limita (posloupnost diverguge). Jestlize a,, < a,41 pro kazdé n € N
iikame, ze posloupnost {a, }°°; je neklesajici (jestlize a,, < a,y1 pro kazdé n € N tikdme, ze posloupnost
{an}22, je rostouct), jestlize a,, > an41 pro kazdé n € N fikdme, ze posloupnost {a,}>°, je nerostouci

%

(jestlize a,, > an41 pro kazdé n € N fikdme, ze posloupnost {a,}>°, je klesajici). Takové posloupnosti
nazyvame souhrné monotonni.

1.2 Vlastnosti posloupnosti

1.2.1

(a) Kazdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.
(b) Kazda konvergentni posloupnost je omezend.
(¢) Kazda monotonni posloupnost md limitu.

1) Je-li {a,}22 | neklesajict (rostouct) posloupnost, pak lim, ., a, = sup,{a,},

2) Je-li {a,}2 | nerostouci (klesajici) posloupnost, pak lim,_, a, = inf, {a,}.
(d) Predpokladejme, Ze posloupnost {a,}5°, md limitu L.

1) Jestlize L >0 (L < 0) pak existuje ng € N tak, Ze a,, >0 (a, < 0) pro kazZdé n > ng
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2 KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL
2) Jestlize existuje ng € N tak, Ze a, >0 (a, <0) pro kazdé n > ng pak L >0 (L <0).

Dusledek | 1.2.1 Monotonni posloupnost je konvergentni tehdy a jen tehdy, kdyZ je omezend.

Poznamka. Pocitani se symboly 4+oo. Definujeme

e a4+ (+00) = +00, a+ (—o0) = —00, —(+00) = —00, —(—00) = 400, Va € R,

(+00) + (+00) = +00, (=00 + (~o0) = —o0,

Jestlize a > 0, a € R pak a(400) = +00, a(—00) = —0o0,

Jestlize a < 0, a € R pak a(400) = —00, a(—00) = +00,

Jestlize a € R pak a/(+00) =0, a/(—o0) = 0.

1.2.2 (Pravidla pro pocitini s limitami) Necht pro posloupnosti {a,}>>,, {b,}2, plati, Ze
lim, o0 @, = A lim,, o b, = B, A, B € R. Oznacéme © jeden ze symboli. +, —, -, / . Pak plati

lim (4, © by) = (1im a,) @ (1im b,) = A© B,

n—oo n—o0 n—oo

pokud md pravd strana smysl.

1.2.3 (Veéta o sevieni) Necht jsou ddny posloupnosti {a, };y, {bn}ozy a{ca}ol,. Predpoklddejme,
ze existuje ng € N, takové, Ze a, < ¢, <b, pro kazdé n > ngy. Jestlize lim,,_,o a, = lim,_,oo b, = L € R
pak lim,, o ¢, = L.

Dusledek 1.2.2 Necht {a,}>>,, {b.}>2, jsou dvé posloupnosti a L € R. Jestlize existuje ny € N,

takové, Ze
la, — L| <b,, Vn>ny a limb,=0

n—o0
pak

lim a, = L
n—oo

1.2.4

(a) Jestlize lim,, o a, = L € R pak lim,, o, |a,| = |L] € R.
(b) lim, o a, = 0 tehdy a jen tehdy kdyz lim,_, |a,| = 0.

(c) Necht a, > 0, pron € N a b > 0 je libovolné redlné éislo. Jestlize lim,_ o0 @, = L € R pak
lim,, oo az = Lb.

(d) Necht lim,, ,ooa, = L € R, b > 0 pak lim,,_,,, b = bL.
(e) Jestlize |a| < 1 pak lim,, . a™ = 0.
(f) lim,, o {/a =1 pro kazdé a > 0.
(g) lim,, o /n = 1.
1.2.5 Necht lim, o a, = 0 a posloupnost {b,}°°, je omezend. Pak lim,, ., a,b, = 0.

1.2.6 (Bolzano-Cachyova podminka) Posloupnost {a,}2, je konvergentni tehdy a jen tehdy,
kdyz pro kazZdé € > 0 existuje ng € N, tak, Ze pro kaZdé n, m > ngy plati

la, —am| < e



1.3. PODPOSLOUPNOSTI, LIMINF A LIMSUP 3

1.3 Podposloupnosti, liminf a limsup

Definice 3. Rikime, ze {p,}>, je podposloupnost posloupnosti {a,}2>, jestlize existuje funkce k :
N — N ktera je rostouci, tj. k1 < ky < ..., takova, ze

Pn = Gg,, VneN

1.3.1 Jestlize {a,}>>, md limitu L € R, pak jakdkoliv podposloupnost posloupnosti {a,}%, md
tutéz limitu L.

Poznamka.

e Poznamenejme, ze k,, > n protoze k : N — N je rostouci.

o Jestlize {a,}>2, mé dvé ruzné podposloupnosti s ruznymi limitami, pak {a,}>°; nema zadnou
limitu.

Definice 4. Uvazujme posloupnost {a,}>>; C R. Posloupnosti definované
= inf{ax} L, = sup{a;}
kzn k>n

jsou neklesajici resp. nerostouci posloupnost. Tedy existuji limity

lim [, = sup Ik, lim L, =inf L,
n—00 n— o0 k
s hodnotami v R. Ozna¢me
liminf,, ,a, = lim [, = lim inf{a;}
n—00 n—oo k>n
limsup,, . an = hm L, = lim sup{ax}
n—oo k>n

Tyto limity nazyvame limesinferior (dolni limita) limessuperior (horni limita).

1.3.2 Uvazujme posloupnost {a,}72 .
(a) Posloupnost {a,}>, md liminf a limsup v R.
(b)
liminf,,_,a, < limsup,_,. a,

liminf, , wa, = —limsup,,_, . (—a,)

(c) Plati

lim a, = L € R < liminf,_,..a, = limsup,, , a, = L
n—0o0

(d) limsup,,_,..a, = L € R tehdy a jen tehdy
(i) ke kazdému e > 0 ezistuje ng € N tak, Ze pro kazdé n > ng plati
a, < L+¢,

(ii) existuje podposloupnost {ay, }>°, posloupnosti {a,}5°, kterd konverguje k ¢islu L.
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Kapitola 2

NEKONECNE RADY

2.1 CISELNE RADY

2.1.1 Uvod

Definice 2.1.1 Necht je dand posloupnost {a,}°°, redlnych ¢isel. Rekurence

St = m
Spn+1 = Sp t Qnya

definuje indukci jedinou posloupnost

Sp=a1+ A+ -+ ap = E g,
k=1

Posloupnost {s,}22; se nazyva posloupnosti édstecnijch soucti rady tvorenou posloupnosti {a,}2 ;.
Pro limitu posloupnosti {s,}>; (jestlize existuje!) uzivame symbol

Za’f (2.1)

a nazyvame nekonecnou radou tvorenou posloupnosti {a,}>° .

Definice 2.1.2 Jestlize posloupnost {s, }°°, konverguje k realnému ¢islu L, fikdme Ze nekoneéna fada
(2.1) konverguje a ¢islo L nazyvame soucetem této rady.

Radu r, = > jens1 @j nazyvame zbytkem fady 377 a; po n-tém clenu.

2.1.1 Je-li fada .7, a, konvergentni pak lim,, ., a, = 0.

n=1

2.1.2 (Bolzano-Cachyova podminka) Rada Y 3, ax konverguje prdvé kdy? pro kazdé ¢ > 0
existuje ng € N tak, Ze pro kaZdé n > ngy a kazdé m € N plati

|1 4 Gnyr + -+ Q| < € (2.2)

2.1.3

(a) Rada konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz konverguje zbytek fady.
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6 KAPITOLA 2. NEKONECNE RADY
(b) Je-li >, an konvergentni pak je konvergentni i fada Y -, can a plati Y > can = ¢y oo Gy
pro kazdé c € R.

(¢c) Jsou-li Fady Y 7, an, Y " b, konvergentni pak je konvergentni i fada Y . (a, + b,) a plat?
Dot (@n +00) =307 an + 3007 b

Definice 2.1.3
(a) Rekneme, Ze fada > > | an konverguje absolutné, jestlize konverguje fada Y - | |ay].

(b) Rekneme, ze fada 3°°° | a, konverguje relativné, jestlize konverguje fada 3°°° | a, atada 3"°° |a,|
diverguje.

2.1.4 Necht fada - | a, konverguje absolutné, pak dand tada konverguje a plati

)
> an
n=1

o
< ||
1

n=

2.1.2 Kritéria konvergence rad

'Véta| 2.1.5

(a) Necht > an a 'y oo b, jsou fady s nezdporngmi cleny. Jestlize existuje ng € Ny tak, Ze pro
kazdé n > ng plati a,, <b,, pak:

oo
n=1

(1) Jestlize fada Y-, b, konverguje pak je konvergentni i fada | .

(2) Jestlize fada Y - a, diverguje pak je divergentni ¢ fada ) - | by.
(b) Necht 37 an ay o by jsou dvé fady s kladngmi cleny a predpoklddejme, Ze

lim & — LeRr

n—oo bn

pak

o0

n=1an-

1) Jestlize rada _. b, konverguje pak je konvergentni i Tada
n=1

2) Jestlize rada ., a, diverguje pak je divergentni i rada _. bn.
n=1 n=1

Vétal 2.1.6
(a) Necht Y77 | a, je fada s nezdpornymi cleny.
(1) Predpokladejme, Ze existuje 0 < K <1 ap € N tak, Ze pro vsechna n > p
Va, <K <1

Pak dana rada konverguje a

<

Z In = 1- K
n=p

(2) Predpokladejme, Ze existuje p € N tak, Ze pro vsechna n > p

Yap, > 1

Pak dand rada diverguge.
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(b) Necht > a, je fada s kladnymi éleny.
(1) Predpokladejme, Ze existuje 0 < K <1 a p € N tak, Ze pro vsechna n > p

An+1 S K <1
Qn
Pak dana rada konverguje a
- a
> S g
n=p
(2) Predpokladejme, Ze existuje p € N tak, Ze pro vSechna n > p
An+1 > 1
Qp

Pak dana rada diverguge.

2.1.7

(a) Necht Y >° | a, je fada s nezdpornymi éleny takovd, Ze

lim Va, = K

n—oo

e-li 0 < K < 1 pak dand rada konverguge.
1) Je-li 0 < K < 1 pak dand rada k '

(2) Je-li K > 1 pak dand tada diverguje.

(3) Je-li K =1 pak nelze o konvergenci fady -, a, rozhodnout.
(b) Necht "> a, je fada s kladngmi éleny takovd, Ze

. Ap+41
lim =K
n—oo

(1) Je-li 0 < K <1 pak rada )", a, konverguje.
(2) Je-li K > 1 pak tada ).~ | a, diverguje.
(3) Je-li K =1 pak nelze o konvergenci fady Y - | a, rozhodnout.

2.1.3 Dalsi dilezita kritéria konvergence rad

2.1.8 (Integrdlni kritérium) Necht Y. | ay je dand fada s nezdporngmi cleny a necht existuje
funkce f takovd, Ze

(1) funkce f je spojitd, nezdpornd a nerostouci na [n,00), n € N,
(2) plati f(k) = ax pro kazdé k > n, k € N.
Pak dand tada ;- ax konverguje pravé kdyz konverguje integrdl [ f(x)dx.

Odhad pro piipad n =1

k+1

/f(x)d:c—31§5k—slg/kf(x)dx, VkeN
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2.1.9 Necht > | a, je dand fada s nezdpornygmi cleny.
(1) Ezistuje-li k € N a o > 1 tak, Ze plati

n( @ —1)2a>1, Vn>k

An1

pak dand Tada konverguge.

(2) Je-li

n< n —1>§1, Vn >k

an+1
pak dand Tada diverguje.

2.1.10 Necht > 7 | a, je dand tada s nezdpornymi éleny a necht existuje

limn( n —1) =K

(1) Je-li K > 1 pak dand Tada konverguje.

(2) Je-li K <1 pak dand tada diverguje.

2.1.4 Rady s libovolnymi ¢leny

ot = anp pro a, > 0 o = —aQy, pro a, < 0
"= 0 jinak n= 0 jinak
2.1.11 (1) Jestlize fady > .- at a > ", a, konverguji, pak konverguje i fada >~ | ay.

(2) Jestlize tada Y ", at diverguje k oo a rada -

ey (o . konverguge, pak Tada Y~ | a, diverguje k
00.

n=1 n

(3) Jestlize tada > ", af konverguje a Tada Y -, a

n=1ln o a, dwerguje k oo, pak tada )" | a, diverguje k
—00.

Definice 2.1.4 Alternujici fada je tvaru >~ (—1)"a,, kde {a,}2, je posloupnost s nezdpornymi
¢leny.

2.1.12 (Leibnitzovo kritérium) Necht {a,}5%, je posloupnost s kladnymi cleny a plati
(1)

lim a, =0
n—oo
(2) posloupnost {a,}2 | je nerostouct.
Pak tada Y0 (—1)" a, konverguge.
Mdme odhad
ap — a1 < Z (=D)"an| <ap+a, Vmk, m>k
n=k+1

Predeslé nerovnice jsou ostré v pripadé, Ze posloupnost {a,}2, je ostre klesajici.
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Poznamka. Vsechna kritéria pro konvergenci fad muzeme pouzit pro urceni absolutni konvergence
rad.

2.1.5 Dalsi kritéria konvergence rad

2.1.13 Necht {an},~,, {bn}re, jsou dvé posloupnosti redlngch cisel a s, = > ,_, ax, Jestlize
zaroven plati:

(1) Tada Y}, Sk (b — bes1) konverguge,
(2) existuje konecnd limita im,, o Spbpi1,

pak tada > > a,b, konverguje.

n=1
Dusledekem predeslé Véty jsou nasledujici dvé kritéria pro fady, které nemusi konvergovat absolutné.

2.1.1 (Abel-Leibnitzovo kritérium) Necht faday - | a, konverguje a posloupnost {b,}.—, je

n=1
monotonni a ohranicend. Pak tada Y " | anb, konverguje.

2.1.2 (Dirichletovo kritérium) Necht poslopnost ¢dstecngch soucti fady Y- | a, je ohraniéend.

Dale necht posloupnost {b,}>> | je nerostouct a lim,_,oo b, = 0. Pak fada Y, a,b, konverguge.

Poznamka. Polozime-li a, = (—1)"*' a uvdzime-li, Ze nerostouci nulovd posloupnost {b,} -, je
zaroven nezapornd, vidime, ze Dirichletovo kritérium je zobecnénim Abel-Leibnitzova kritéria.



10

Rozhodnéte o konvergenci tad:

KAPITOLA 2. NEKONECNE RADY

PRIKLADY

Ciselné tady

=1
) Dy

[konvergentni
i nvn+
— 1
Z — [divergentni]
n=1 n
oo 1 . )
T0on =1 [divergentni]
— n+1
1+n
Z [divergentni]
2
—14n

oo

Z (\/_ —Vn— 1) [divergentni]

n=1

— 1
E — [divergentni]
“—~nn

n

—: [konvergentni]
n=1 n
g Komersentn
—_ onvergentni
“—~In"(n+1)
f: (Qn;—l—l)' [konvergentni]
n=1 )
oo 27’1 )
Z — [konvergentni
“— nl
i W [konvergentni]
n=2

Y oV, keNO<a<l1
n=1

o) 1 2
Z (1 il n2> [konvergentni
n=0 n

[konvergentni]
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Z sin 31” [konvergentni
n=1
L . )
Z sin — [divergentni]
n=1 n
— 1 1 ,
— sin — [konvergentni

- 1
Z cos <—) [divergentni]
n
(9) 1 )
Z —_— [konvergentni]

- 1
Z (—1)" = [konvergentni

n=1 n
Z i . [divergentni]
n
n=1
o0 n )
o [konvergentni]
n=1
Z:(—l)”JrlL [konvergentni
(n+1)! &
n=1
. lnn . ,
— [divergentni]
n=2

S (ViFZ-2nTT+vi)  [onvergentaf

n=1

Vysettete konvergenci rady

v zavislosti na parametru p € R.

Vysledek
Vysettete konvergenci rady

Vysledek

Z e V™ [konvergentni]

n=1

oo n 1
Z <E> ot [divergentni]
e/ nl

n=1

im("_l) (Vai-va)

o n+1
> 1+Sin%—cos%1 /t 1
nzll—i—sin%—cos%n gn

11



12 KAPITOLA 2. NEKONECNE RADY

Vysetiete konvergenci fady
S R
(n+3)"
Vysledek: konverguje podle odmocninivého kritéria
Rozhodnéte o konvergenci rady
>
n(n+1)

n=1

n=1

Kolik ¢lent fady je nutno secist, aby chyba byla mensi nez 1073. [n >]

Rozhodnéte o konvergenci rady

1
>

n=2

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensi nez 1072,
Rozhodnéte o konvergenci rady

>

n=1

nin’n

Kolik ¢lent fady je nutno secist, aby chyba byla mensi nez 1071, [n > e'0

Rozhodnéte o konvergenci rady

Z longzn

n=2

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensi nez 1072,

Rozhodnéte o konvergenci rady
[o.¢]

1
Zl+n2

n=1

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensf nez 1073,

Rozhodnéte o konvergenci rady
i 3n+1\"
™m

n=1

Kolik ¢lenu fady je nutno secist, aby chyba byla mens{ nez 1073, [n = 9]
Rozhodnéte o konvergenci tady

< 1\"

> ()

n=1

Kolik ¢lent fady je nutno secist, aby chyba byla mensi nez 1072, [n = 9]

Rozhodnéte o konvergenci rady
oo 2 n
> (-) In(1+2")
n=1 3

[In(1+2") <In2""! = (n + 1) In2| pak podilovym a srovnavacim, konverguje

Rozhodnéte o konvergenci rady
Ztg (41”) sin 2" (2.3)
n=1

[|sin 2" < 1,tg (41”) < (i)n} pak srovnavacim, konverguje
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Rozhodnéte o konvergenci fady
“n

an?
n=1 €
Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensf nez 1073. []

Urcte sdoucet fady
00 1
Z 1+ n?

n=1

aby chyba byla mens{ nez 1072. []

13
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Kapitola 3

NEURCITY INTEGRAL

3.1 Zakladni pojmy.

Definice 3.1.1 Rekneme, 7e funkce F je zobecnénd primitioni funkce k funkci f v
intervalu (a,b), —oo < a < b < o0, jestlize plati

(a) F je spojitd na (a,b),

(b) F'(x) = f(x) pro kazdé = € (a,b) s vyjimkou nejvyse spoc¢etné podmnoziny M
intervalu (a, b).

Poznamka 3.1.1 Funkce f pritom nemusi byt definovanda na L C M. Kazdd konetnd mnozina je
nejvyse spocetna. Mnozina vSech prirozenych, celych resp. racionldlnich ¢isel je nejvyse spocetna. Po-
sloupnost {£}°2, je nejvyse spocetn.

Poznamka 3.1.2 V dalsim budeme misto zobecnéné primitivni funkce uzivat struénéjsi oznaceni —
primitivni funkce.

Poznamka 3.1.3

(a) Necht F je primitivn{ funkef k funkei f na otevieném intervalu /. Potom funkce F.(z) = F(z)+c,
x € I, kde ¢ € R je libovolna konstanta, je také primitivni funkei k funkci f na intervalu I.

(b) Pro libovolny bod xy € I a kazdé yy € R existuje jedna primitivni funkce F' k funkci f na I, pro
kterou plati F'(xg) = yo (graf funkce F' prochézi bodem [z, yo)).

(c) Funkce F' je spojita na intervalu I.

Poznamka 3.1.4 Jsou-li F'; G primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I, pak existuje
takové ¢islo ¢ € R, ze plati G(x) = F(x) + ¢ na I. Mnozinu vsSech téchto primitivnich funkei obvykle
nazyvame neur¢itym integralem funkce f na I a znacéime jej [ f(z)dz.

Poznamka 3.1.5 V literatuie je mozné se také setkat s definici primitivnich funkei na obecnéjsich
mnozinach, nezli jsou intervaly (napf. sjednoceni intervali). Tato obecnéjsi definice vSak mé nékteré
nevyhody (napf. primitivni funkce se nemusi lisit o konstantu).

3.1.1 Kazdd funkce spojitd na otevieném intervalu I md na tomto intervalu primitivni funkci.

15
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Poznamka 3.1.6 Existuji vSak i nespojité funkce, k nimz je mozno nalézt primitivni funkce.

3.1.2 Jestlize existuji primitivni funkce k funkcim f a g na otevrreném intervalu I, pak plati

/ cf(x)de =

/um+am¢v=

kde ¢ # 0 je libovolnd redlnd konstanta.

Tabulkové integraly.

c/f(a:)da:
[ taan [ ga)de

Z tabulky derivaci dostavame okamzité tabulku primitivnich funkei. V nasledujicich vzorcich je ¢ € R

libovolna konstanta:

cosh z dz

/
/ sinh x dx
/

/ cosh2
| e

sinh

l.nJrl

n+1+c, r €R, ne NU{0},

I‘a+l

] € (0,0), a € R, a# —1,

In |z| + ¢, € (0,00) nebo = € (—0,0),
+c¢, z€R, a>0, a#1 jekonstanta,

Ina

—cosr+c, x€eR,

sinz+c¢, x€R,

—cotgx + ¢, € (km,(k+1)m), k€ Z,

tgx + ¢, € ((2k —U)r/2, 2k + 1)7/2), k € Z,

arcsin r + c, € (—1,1),

arctgr + ¢, x € R,

coshx +¢, =z €R,

sinhx+¢, = €R,

tghx + ¢, x €R,

— cotghz + ¢, € (0,00) nebo = € (—00,0).

Poznamka 3.1.7 (k druhému vzorci v pfedeslé tabulce - moznost rozsifeni integracnich obort)

Je-lia=p/qgeQ, a#

—1, p, ¢ nesoudélna, pak



3.2. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY. 17

(a)
q sudé, pak x € (0, 00),

jeelia>0a
q liché, pak = € R,

q sudé, pak z € (0,00),

jelia<0a
q liché, pak = € (—00,0) nebo x € (0, 00),

3.2 Zakladni integracni metody.

3.2.1 (Pruni substitucni metoda.) Necht funkce f md primitivni funkci F na otevieném in-
tervalu J. Necht funkce ¢ zobrazuje otevieny interval I do J a md na intervalu I koneénou derivaci.
Potom F o ¢ je primitivni funkci k funkci (f o @) ¢" na intervalu I a plati

/ Flo®) () dt =F (o(t)) +¢, c€eR.

3.2.2 (Druhd substitucni metoda.) Necht funkce ¢ zobrazuje otevieny interval I na interval J a
necht md konecnou deriwaci ' # 0 na I. Je-li G primitivnd funkci k funkci (f o @)’ na I, pak funkce
G oo™t je primitivni k f na J a plati

/ f(z)dx = / fle®)t)dt =G(t)+c=G(p ' (z) +c, ceR

3.2.3 (Metoda per partes.) Necht funkce u, v maji spojité derivace na otevieném intervalu I.
Potom na I plati

/ w(z)v'(x) dz +/ u(z)v(z)de = u(x)v(z)+¢, ceR

3.3 Integrace racionalnich funkci.

Jak jiz vime z teorie racionalnich funkci, muzeme zadanou ryzi raciondlni funkci rozlozit na parcidlni

zlomky tvaru
A Bx+C

— (IT) . -
(ax +b) (pz? +qr +71)
kde k, 1€ N, a#0,p#0, ¢*>—4pr <0, A#0a B?4+ C? # 0. Je ziejmé, Ze pro integraci parcidlnich

zlomku typu (I) muzeme pouzit substituci ax + b = ¢, kterd prevede tento typ na tabulkovy integral

[ttt

~ v/

kdy k£ = 1. Pak je vhodné upravit integrand na tvar

f@) 1
i@ Ty

ktery jiz snadno integrujeme pomoci prvni substituc¢ni metody.
Zbyva nam integrace parcidlnich zlomku tvaru

K

Bz +C

= k>1,keN.
(px? 4 qx + 1)
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Nejdiive upravime integrand na tvar

K J'@) + L !

(f)" (fln®

Prvni séitanec integrujeme podle prvnf substituéni metody, ve druhém séitanci upravime vyraz 1/ (f(x))"
na tvar 1/ (2 + a®)" a primitivn{ funkci uréfme uzitim rekurentnfho vztahu

1 1 t 1
dt = 2k —1 —dt|.
/(t2 +a2)*! 2ka? ((t2 +a)f * )/ (2 + a2)* )

3.4 Integrace goniometrickych funkci.

Zavedeme nejprve pojem polynomu n proménnych:
mi  mo mMn
_ k1, ko k
Puy,ug, ... u,) = E E E Ay kg ke Up U oo U
k1=0ko=0 k=0

kde n € N, ag,x,. .k, € R, ki, m; jsou celd nezdporna cisla.

P T
R(Ul,UQ,...,Un): (u17u27 , U )
Q(ul,u2, c. ,un)
je racionélni funkce n proménnych.
Rozlisime tii zédkladni typy integralu.
3.4.1 Typ [ R(sin z,cos z) dz.
Necht p
R(u, v) — (u7 U)
Q(u,v)

je racionalni funkce dvou proménnych v = sinx a v = cos z.

Integraci funkci tohoto typu lze prevést na integraci funkeci raciondlnich v proménné t zavedenim
nasledujicich substituci:

1) Plati-li R(—u,v) = —R(u,v), polozime cos = = t.
2) Plati-li R(u, —v) = —R(u,v), polozime sin = = .
3) Plati-li R(—u, —v) = R(u,v), polozime tg = = t.

4) V ostatnich piipadech polozime tg 3 = 1.

Pti zavedeni substituce tg © =t vyuzijeme
tyto vztahy (pro lehké zapamatovéni je
muzeme ziskat z nasledujiciho obréazku:)

Pri substituci tg § = t dostaneme:
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Obrazek 3.1: Goniometricka substituce tgx = t.

T . ox  1—1?
COST = COos® — —sin” — = ,
2 2 1+ 2
. . T T 2t
sinz = 2sIn—cos— —
2 2 142

3.4.2 Typ [sinazrsinfz dz.
Necht o, 8 € R. K vypoctu integrali

/ sin ax sin Sz dz, / sin ax cos Sz dx, / cos ax cos fx dx.

pouzijeme vzorce

sinax sin Sz = % [cos(a — )z — cos(a + f)z],
cosax cos fr = % [cos(a — B)x + cos(a + f)x],
sin ax cos fr = % [sin(a + B)z + sin(a — 5)x] .

3.4.3 Typ [sin"xcos" zdz.

) . z 7 ’ ’ s ) v ’ ~ . ’
Necht m, n jsou cela nezaporna a suda cisla. Pro ocet integralu
/ sin™ x cos" x dx
pouzijeme vzorce

2

sin?r = = (1 —cos2z), cos’z=—(1+cos2x), sin2z =2sinxcosz.

DN | —
DN | —

3.5 Integrace iracionalnich funkci.

Opét odlisime dva zékladni typy integralu iracionalnich funkei.
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3.5.1 Typ fR< i/gﬂg, qf/ﬁgfifl,, "/ %) dz.

Necht R je raciondlni funkce m + 1 proménnych. Uvazujme funkci

2l qi/ayc+b qi/a:c—irb )
"Vex+d Vex+d cx+d]’

kde a, b, ¢, d € R, pficemz ad — bc # 0.

Integraci funkei tohoto typu lze prevést na integraci funkei raciondlnich v proménné ¢. Vyjdeme-li ze

vztahu
ar +b

cr+d
kde s je nejmensi spolecny néasobek ¢isel ¢, ¢o,...,¢m, dostaneme
dt* — b
a—cts’

48
- I

Tr =

3.5.2 Typ [ R(z,\/pr?+qz +r) dz.

Necht
P(u,v)

Q(u,v)

je raciondlni funkce dvou proménnych u, v a p, ¢, r € R, p # 0. Uvazujme integral

/R Vpr?+ gz +r) dz

R(u,v) =

Pokud m4 polynom pz? + gz +r
e dvojnéasobny realny kotren, pak jde o integraci racionalni funkce;

e dva ruzné redlné koreny, pak muzeme prevést integrédl na integral typu
/R . qi/ax—irb qi/ax—irb om QT+ do
"VNVex+d Ver+d 7 Vexr+d ’

e komplexni koreny, pak tento piipad snadno prevedeme jednoduchymi tipravami a linearni substi-
tuci na nasledujici tvar:

/ R(z,V1+ 2?)dz,
ktery ddle muzeme pocitat s pouzitim:

(a) FEulerovy substituce

2 -1 ) ?+1
x=p(t)= 5 dx = ¢'(t)dt = 2—t2dt’
¢:(0,0) = R, ¢'(t) # 0 na (0, 00)
tzgp’l(x):a:—i—\/l—i-x?, gp’l:]R—>(0,oo),

ktera prevede dany integral na integral z racionalni funkce (substituce se nékdy pise ve tvaru

V1422 =t —x);
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(b) goniometrické substituce

r = (t) =tgt,
T
—, -] =R
v < 2’2> ’

t =¢ Y(z) = arctg x,

21

cp_lzR—>

VRS

7T7T)
22

kterd prevede dany integrél na integral z funkce R(cost,sint);

(¢) hyperbolické substituce

xr = @(t) = sinht,
p:R = R,

t = ¢ !(x) = arcsinh z,
nebo analogicky

x = ¢(t) = cosht,
p:(0,00) = (1,00),

t = ¢ (z) = arccosht,

dr = ¢'(t)dt = cosh tdt,

¢'(t) #0na R

e 1R — R,

dr = ¢'(t)dt = sinh t dt,

¢'(t) # 0 na (0, 00)

0t (1,00) — (0,00),

kterd prevede dany integral na integrél z funkce R(cosht,sinht). Ve vSech vyse uvedenych
piipadech pouzivame Vétu 3.2.2 (Druhd substituéni metoda).

Integraly typu

Ax+ B

dx,
Vpr?+qx +r

kde A, B, p,q, 7 € R, A# 0, p # 0, lze fesit vyhodné tak, ze je pfevedeme na soucet integralu

/()
/(=)

K/\/_dx%—L/\/%da:,

které jiz snadno vypocteme.

3.6 Integrace racionalnich funkci.

Jak jiz vime z teorie racionalnich funkci, muzeme zadanou ryzi racionalni funkci rozlozit na parcialni

zlomky tvaru

A Bx+C
(D m {aD (px? 4+ qx + r)k
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kde k, 1€ N, a#0,p#0, ¢*> —4pr <0, A#0a B%4 C? # 0. Je ziejmé, Ze pro integraci parcidlnich
zlomku typu (I) muzeme pouzit substituci ax + b = ¢, kterd prevede tento typ na tabulkovy integral
[ttt

~ v

L)

ktery jiz snadno integrujeme pomoci prvni substituc¢ni metody.
Zbyvéa nam integrace parcidlnich zlomku tvaru

Bx+C
Y k>l keN
(px? + qz + 1)
Nejdiive upravime integrand na tvar
/
1
kIO

(f)"  (fl)®

Prvni s¢itanec integrujeme podle prvni substituéni metody, ve druhém séitanci upravime vyraz 1/ (f (a:))k
na tvar 1/ (% + a?)" a primitivni funkci uréfime uzitim rekurentnfho vztahu

1 1 t 1
dt = 2k —1 —dt|.
/(t2 +a2)*! 2ka? ((t2 +a2)f * )/ (2 + a2)* )

Nyni si tento rekurentni vztah odvodime uzitim metody per partes. Oznacme

Py B —
(t2 4 a?)

t 12
(t% + a?) (t2 +a?)

2 2y .2
_ ;Hk/m&

(2 + a2)"

t 1 1
= —k+2k/—kdt—2ka2/—k+ldt
(2 + a?) (2 + a?) (2 + a?)

a odtud dostavame rovnici

— t 2
Jk = m + Qkfjk — 2ka Jk+1.
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3.7 Integrace goniometrickych funkci.

Zavedeme nejprve pojem polynomu n proménnych:

P(uy,ug, ..., u E E E Wy log. o UL U

k1=0 k2=0 kn=0

kde n € N, ag,x,. .k, € R, ki, m; jsou celd nezdporna cisla.

P(uy,ug, ..., up)
R ceyUp) =
(U17U2’ o ) Q(u17u27"'7un)
je racionalni funkce n proménnych.
Rozlisime tii zédkladni typy integralu.
3.7.1 Typ [ R(sin z,cos z) dz.
Necht (0,0)
P(u,v
R(u,v) = 7
)= Q)

je racionélni funkce dvou proménnych u = sinx a v = cosz.

23

Integraci funkci tohoto typu lze prevést na integraci funkci raciondlnich v proménné ¢ zavedenim

nasledujicich substituci:
1) Plati-li R(—u,v) = —R(u,v), polozime cos = = t.
2) Plati-li R(u, —v) = —R(u,v), polozime sin x = ¢.
3) Plati-li R(—u,—v) = R(u,v), polozime tg = = t.

4) V ostatnich piipadech polozime tg 3 = t.

Pti zavedeni substituce tg © =t vyuzijeme
tyto vztahy (pro lehké zapamatovéni je
muzeme ziskat z nasledujiciho obrazku:)

Pri substituci tg § =t dostaneme:

N N
coST = cCos®— —sin” — = ,

2 2 1+ ¢2
. . T x 2t
sinx = 2sin—cos— =

2 2 14t
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Obrazek 3.2: Goniometricka substituce tgx = t.

3.7.2 Typ [sinazsinfz dz.
Necht «, 3 € R. K vypoctu integrali

/ sin aur sin fx dex, / sin azx cos fx dx, / cos aux cos Bx dx.

pouZzijeme vzorce

sinax sin Sz = % [cos(a — B)x — cos(a + f)z],
cos ar cos fr = % [cos(av — B)x + cos(a + B)x],
sin ax cos fxr = % [sin(a + B)x + sin(a — f)x].

3.7.3 Typ [sin"xcos" zdz.

Necht m, n jsou celd nezdpornd a sudé ¢isla. Pro vypocet integrdlu
/ sin™ x cos" x dx
pouzijeme vzorce

sin®z = (14 cos2x), sin2x =2sinzcos.

N | —

(1 —cos2z), cos’x =

N | —

3.8 Integrace iracionalnich funkci.

Opét odlisime dva zdkladni typy integralu iracionalnich funkei.

3.8.0 Typ [R (v /5 ¢/ qfe) d

Necht R je raciondlni funkce m + 1 proménnych. Uvazujme funkci

2l qi/ax+b qi/a:v—irb om QT
"Vex+d Vex+d 7 cx+d]’
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kde a, b, ¢, d € R, pficemz ad — bec # 0.

25

Integraci funkei tohoto typu lze prevést na integraci funkei raciondlnich v proménné ¢. Vyjdeme-li ze

vztahu
ar +b

cr +d

__ 4S8
- )

kde s je nejmensi spolecny nasobek cisel q1, ¢a,...,¢m, dostaneme

dt® —b

a—cts’

xr =

3.8.2 Typ [ R(z,\/px?+qx +r) da.

Necht
P(u,v)

Q(u,v)

je racionélni funkce dvou proménnych u, v a p, ¢, r € R, p # 0. Uvazujme integral

/ R(z,\/px? +qx +r) dz

R(u,v) =

Pokud m4 polynom pa? + gx +r
e dvojnédsobny redlny koten, pak jde o integraci racionalni funkce;

e dva ruzné redlné koreny, pak muzeme prevést integrdl na integral typu

/R qi/ax—i—b qi/a:v—i—b am QT +D da
Y Nertd cx+d cr+d v

e komplexni koreny, pak tento piipad snadno prevedeme jednoduchymi tipravami a linearni substi-

tuci na nasledujici tvar:
/ R(z, V1 + 22) dx,

ktery dale muzeme pocitat s pouzitim:

(a) Eulerovy substituce

2 -1 ) ?+1
x=(t) = 5 dr = ¢'(t)dt = Q—tht’
p:(0,00) = R, ¢'(t) # 0 na (0, 00)

t=¢ ) =0+ V1+a2 e 'R —

(07 OO>7

ktera prevede dany integral na integral z racionalni funkce (substituce se nékdy pise ve tvaru

Vit a2 =t—x);
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(b) goniometrické substituce

1
= p(t) =tgt dr = O (t)dt = dt
r=p(t) =tgt, T =¢'(t) LY
T T
(35) wsom (5
@ ( 2,2>—> , pl(t)#0ma (=5, 5
t =¢ '(z) = arctg z, e R — (—z, z)
2°2
kterd prevede dany integrél na integral z funkce R(cost,sint);
(¢) hyperbolické substituce
r = o(t) = sinht, dr = ' (t)dt = cosh t dt,
0:R = R, ¢'(t) #0na R
t = ¢ (z) = arcsinh z, e 'R = R,
nebo analogicky
r = ¢(t) = cosht, dr = ¢'(t)dt = sinh t dt,
:(0,00) = (1,00), ¢(t) # 0 na (0, 00)
t = ¢ (z) = arccosht, 0 ' (1,00) = (0,00),

kterd prevede dany integral na integrél z funkce R(cosht,sinht). Ve vSech vyse uvedenych
piipadech pouzivame Vétu 3.2.2 (Druhd substituéni metoda).

Integraly typu
Ax+ B

dx,
\/pr?+qr+r

kde A, B, p,q, r € R, A# 0, p # 0, lze fesit vyhodné tak, ze je pfevedeme na soucet integralu

K/ flJEZ)derL/ ;(x)da:,

které jiz snadno vypocteme.
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URCITY INTEGRAL

4.1 Newtonuv integral.

Historicky nejstarsi je definice Newtonova integralu, ktera je zalozena na pojmu primitivni funkce.

Definice 4.1.1 Je-li funkce F' primitivni funkci k funkei f v (a,b), kde —oo < a <
b < o0, a existuji-li vlastni (kone¢né) limity lim, ., F(x), lim,_,  F(x), pak ¢islo

b
/ flx)dr = [F(z)] = lim F(z) — lim F(z)
r—b— r—a+
nazyvame Newtonovym integrdlem funkce f na intervalu (a,b).
Mnozinu vsech funkci, které maji Newtonuv integrdl na intervalu (a,b), znacime

N(a,b).

Poznamka 4.1.1

(a) Je-li funkce F' spojitd v [a, b], pak

(b) Pokud zndme primitivni funkci, Newtonuv integral podle predeslé definice snadno spocitame.
Déle si vSimnéme, ze v predeslé definici nepozadujeme omezenost intervalu I ani ohrani¢enost
integrované funkce.

4.2 Zakladni vlastnosti urcitého Newtonova integralu.

Zakladni vlastnosti urc¢itého Newtonova integralu jsou shrnuty v néasledujici véte.

4.2.1 Necht —oo < a <b < 0.

(a) Necht funkce f a g maji Newtoniv integrdl na intervalu (a,b)

(tj. f, g € N(a,b)). Pak plati

b b

/(kf(x)—i—lg(x)) d:c:k/f(x)da:+l/bg(x) dr,

a a

27
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kde k, I jsou libovolnd redlnd cisla.

(b) Necht a < c¢<b. Pak f € N(a,b) prdvé tehdy, kdyz f € N(a,c) a f € N(c,b). Navic plati

/bf(a:)dx:/cf(x)dx+/bf(x)dx.

(¢) Necht f, g € N(a,b). Pak plati
b

/f(;v)dxﬁ/bg(a:)dx,

a

je-li 0 < f(x) < g(x) vsude, kde funkce f a g jsou spojité.
(d) Jestlize | f| € N(a,b), pak plati

/bf(x)dx S/b|f(x)| dz.

(e) Jestlize |f(x)| < M vsude, kde funkce [ je spojitd, |f| € N(a,b) a éisla a, b jsou koneénd, pak
b
[15@) dr < @ -a).
(f) Jestlize je funkce f spojitd na |a,b] a ¢isla a, b jsou konecénd, pak existuje bod & € [a,b] tak, Ze

b

/f@Mx—ﬂow—@.

a

/bf(x)dmz—/af(x)d:v.
a b

Poznamka 4.2.1 Newtonuv integral neni absolutné integrovatelny!

(g9) Jestlize f € N(a,b), pak plati

4.2.2 (Metoda per partes.) Necht u, v € N(a,b), —oo < a < b < oo. Jsou-li funkce u a v
spojité na (a,b) a maji zde derivaci s vyjimkou nejuyse spocetné mnoziny bodi, pak plati

/b (@) (z) dx = [u(x)v(x)]b - /b o (2)o(z) d,

maji-li alespon dva ze tri vyrazu konecnou hodnotu.
Poznamka 4.2.2 Viyrazem [u(z)v(z)]" rozumime

xlgilf u(z)v(x) — xliglJr u(z)v(x)
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4.2.3 (Véta o substituci.) Necht —oo < a < b < oo, funkce ¢ je ryze monotonni, spojitd a md
koneénou nenulovou derivaci na (a,b) s vgjimkou nejvyse spocetné mnoziny bodi a funkce f je spojitd
na intervalu J takovém, Ze ¢ ((a,b)) C J. Pak plati

o(b—) b
/ f(x) dz = / F (1) (0) dt,
p(at) a

existuje-li jeden z integrdli. Zde p(a+) = limy_q¢ @(t), @(b—) = limy_,— @(t).
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4.3 Riemannuv integral.

4.3.1 Definice Riemannova integralu.

Nyni si zavedeme definici Riemannova integralu, ktera je geometricky velmi nazorna a lze ji vyuzit jako
zéklad pro priblizny (numericky) vypocet urcitého integrélu a pii odvozovani fyzikalnich velicin.

Uvazujme interval I = [a,b] C R, a < b jsou kone¢na, redlnd ¢isla a necht Dy = {x¢, z1,22,..., TN}
je déleni intervalu [a, b] s délicimi body a = 29 < 21 < 23 < ... < xy = b. Kazdy interval I; = [z;_1, z;],
1 =1,2,..., N nazyvame cdstecnym intervalem déleni Dy.

s
//
fle)
AN v {
/ [N
a = T 332'—12 Ly b=z,

Obrazek 4.1: Riemanntuv integralni soucet.

Délku (miru) intervalu I; definujeme u(l;) = x; — x;-y = Az, @ = 1,2,...,N. Vyraz v(Dy) =
,,,,, ~{Az;} nazyvame normou déleni Dy.
Rekneme ze déleni Dy, je zjemnénim déleni Dy jestlize Dy C Dyy.

Definice 4.3.1 Necht f je ohranicend funkce na I, Dy déleni I s délicimi body
a=x9<T1 <Ty<...<xyny=D>. Pritadime déleni Dy a funkci f dolni Riemanniv
integralni soucet definovany vztahem

zel;

N
s(f,Dn) = Zmz T — Tio) = ZmiA% m; = inf f(z) (4.1)
i=1

a horni Riemannuv integralni soucet definovany vztahem

N

S(f,Dn) = ZMZ — Ti1) ZMA%, M; = sup f(z) (4.2)

xz€el;
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Definice 4.3.2 Necht f je ohrani¢end funkce na I. Definujme dolni Riemanniiv
integrdl pro funkci f definovany vztahem

b
/ f(w)ds = I () = sup (/. D) (4.3)

a horni Riemannuv integrdl pro funkci f definovany vztahem

| f@yae=17(5) =t 5(7.0) (4.4)

Definice 4.3.3 Rekneme, ze funkce f je Riemannouvsky integrabilni na I tehdy a
jen tehdy jestlize je ohranicend na I a

I“(f)=1°(f) (4.5)

V tomto piipadé se tato spoleénd hodnota nazyva Riemanniv integrdl funkce f na
I a znacime

/ f(x)dz = I°(f) = I'*(f) (4.6)

4.3.1 (test integrability) Necht f je omezend funkce na intervalu I. Funkce f je Riemannouvsky
integrabilni na I tehdy a jen tehdy kdyz pro kaZdé € > 0 existuje déleni D tak, Ze

4.3.2 Necht f je omezend funkce na intervalu I = (a,b). Funkce f je Riemannovsky integrabilni

na I tehdy a jen tehdy kdyz pro kazdé € > 0 existuji spojité funkce u, v na I takové, Ze v(x) < f(z) <

u(z),Veela
b

/ (u(z) — v(z)) dz < £ (4.8)

Pozniamka 4.3.1 Necht f je omezend funkce na intervalu I a Dy je ekvidistantni déleni, tj. z; =
a+ (b—a)i/2Y,i=0,1,...,2". Definujme

m; = inf f(z), M;=sup f(z)

z€l; z€el;
Definujme
b—a b—a
_ o . —a ) + o . - i
J7(f) = lim =g -2—1 mi, JT(f) = lim =5 'E_l M;

Pak f je Riemannovsky integrabilni na I tehdy a jen tehdy kdyz J~(f) = J*(f).

Poznamka 4.3.2 Pocitat Riemannuv integral piimo z definice by bylo ovSsem velice pracné. Je tedy
ziejmé, ze pocitame Riemannuv integral pomoci Newtonova.

Poznamka 4.3.3 Vsimnéte si, ze pii konstrukci Riemannova integrdlu jsme predpokladali, ze jak
funkce f tak i interval [a, b] jsou ohranicené.
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4.3.2 Zakladni vlastnosti Riemannova integralu.

Poznamka 4.3.4 Mnozinu vSech Riemannovsky integrovatelnych funkei na [a, b] znacime R(a, b).

Zéakladni vlastnosti Riemannova integralu jsou shrnuty v nésledujici vété.

4.3.3 Nechl f, g € R(a,b) a A € R. Pak
(a) f+g€R(ab) a feR(ab) pro kazdé X € R

(b) fg € Ra,b)

(c) jestlize 1/g je omezend na [a,b], pak f/g € R(a,b)

(d) |f] € R(a,b),

(6) minxe[a,b] {f(m),g(x)}, maXgea,b] {f(a:),g(:v)} € R(a, b)7

(f) Necht a < c <b. Pak f € R(a,b) prdvé tehdy, kdyz f € R(a,c) a f € R(c,b). Navic plati

/bf(x)dx:/cf(x)da:Jr/bf(x)dx.

(g) jestlize f(x) < g(x) pro kazé x € [a,b] pak

(h) plati

jf(x)da: S/b|f(x)|dx,

(k) jestlize f(x) >0 pro kazé x € [a,b] a a < ¢ <d <b pak

/df(fv)dxé/bf(x)dl’,

4.3.3 Tridy Riemannovsky integrovatelnych funkci.

Definice 4.3.4 Rekneme, ze funkee f je stejnomérné spojitd na I, jestlize pro kazdé
e > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé x, y € I, |z — y| < J plati

[f(x) = fly)l <e

4.3.1 Kazdd spojitd funkce na [a,b] je stejnomérné spojitd na [a,b].
4.3.4 (Riemann) KaZdd spojitd funkce na [a,b] patii do R(a,b).

4.3.5 (Riemann) Necht f : (a,b) — R je omezend a spojitd s vijjimkou nejvyse koneéného poctu
bodi z (a,b). Pak f € R(a,b).

4.3.6 Kazdd monotonni funkce na |a,b] patii do R(a,b).
4.3.7 Necht f € C([a,b]). Pak Riemanniv i Newtoniv integrdl existuji a jsou si rovny.
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4.3.4 Fundamentalni véta integralniho poctu.

Definice 4.3.5 Rekneme, ze funkce f je na inervalu I LipSicovsky spojitd, jestlize
existuje konstanta K > 0 tak, ze plati

[f(@) = f)l < Kz —y|, Vayel (4.9)

Definice 4.3.6 Necht f € R(a,b). Pro kazdé x € [a, b] definujeme novou funkci

F@%i/ﬂwﬁ,VxGMﬂ (4.10)

4.3.2 Necht F je funkce z Definice 4.3.5. Pak F € C%! ([a,b]).

4.3.8 Necht f € R(a,b) a F je definovand vztahem (4.10).
(i) Jestlize je funkce f spojitd v bodé xg € [a,b], pak F' je diferencovatelnd v xo a F'(x¢) = f(xo).

(ii) Jestlize je funkce f spojitda a G(x), x € [a,b] je jakdkoliv jind diferencovatelnd funkce na |a, b
takovd, ze G'(x) = f(x) pro kazdé x € |a,b], pak

/ f(x) dz = G(b) — G(a)

Dusledek | 4.3.1 Jestlize f € C' ([a,b]) pak

Jestlize funkce g € C ([a,b]), pak je funkce x — [ g(t)dt, x € [a,b] diferencovatelnd na [a,b] a

x

[ gyt = g(z), Ve lab]

dx

a

4.3.9 (Véta o stredni hodnoté) Necht f je spojitd na [a,b], pak ezistuje £ € [a,b] tak, Ze

Piiklad 4.3.1 Definujme In z, z > 0 predpisem

xT

lnx:/ldt
t

1
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Kapitola 5
APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

5.1 Geometrické aplikace urcitého integralu.

5.1.1 Plosny obsah rovinného obrazce.

e Plosny obsah c¢ésti roviny
A={[z,y) eR* s a <z <b, fi(z) <y < fol2)},
kde fi, fo jsou spojité funkce takové, ze fi(x) < fo(x), pro kazdé x € (a,b), se spocte podle vzorce

P(A) = / fole) — () do

Podobné, plosny obsah ¢asti roviny

B={lz,y| eR* : c<y<d,gi(y) <z < g2(v)},

kde g1, g2 jsou spojité funkce takové, ze g1(y) < g2(y) pro kazdé y € (¢, d), se spocte podle vzorce
d

P(B) = / () — 01 (v)] dy.

C

5.1.2 Objem rotacniho télesa.

Necht —oo < a < b < 0o a necht f je spojitd na [a, b]. Uvazujme téleso vzniklé rotaci plochy
P={[z,y] eR*:a<z<b0<y<|f(z)|}

kolem osy x.

Plati

b
Ve :7r/ () dx

Podobneé lze odvodit vzorec pro vypocet objemu V,, télesa vzniklého rotaci plochy P = {[z,y] €
R*:c<y<d,0<ux<|g(y)|} kolem osy y, kde g je spojitd na (c,d). Plati

d
V, = 7T/ 9*(y) dy

35
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5.1.3 Obsah rotac¢ni plochy.

(a) Rotaci plochy P = {[z,y] e R®:a <z < b,0 <y < |f(x)|} (f' konetnd na (a,b)) kolem osy x,
resp. rotaci plochy P = {[z,y] e R?: c <y < d,0 <z < |g(y)|} (¢’ konecnd na (c,d)) kolem osy
Y.

Plati

a:%/fvauﬂmﬂm &:%/mw1+m@W@,

5.1.4 Délka krivky.
Necht je dédn oblouk v C R?, [z,y] € 7, ktery m4 parametrické rovnice

[z, y] = ®(t) = (¢(1),¥(t), € la,b].

My nepottebujeme zadnou teorii miry k definici délky kiivky v R. Definujme déleni Dy intervalu
I = [a,b] s délicimi body a =ty < t; <ty < ... <ty = b a pocitejme

Z [ (ti1) — (L) = Z Ilp(tion), (tia)] = [p(t), Y ()]

a definujme délku krivky jako

L(v) = s;pz Ile(tia), P(tia)] = p(ti), p(G)]]] < oo

Pak tekneme, ze ktivka ~ je rektifikovatelnd.

Necht je nyni ddn oblouk v C R? parametrickymi rovnicemi

ngo(t)a y:w(t)a te [Cl,b]

Prot=1,2,..., N mame z Lagrangeovy véty

[(p(ti1) — (ts), ¥(tim1) — ¥(E)|| = \/( (ti1) — 90(1%))2 + ((tia) — P(t:)?
— J((€)) + Wn)*At, (5.1)

kde &, n; € [ti_1,t;]. Protoze funkce ¢ a 1 maji spojité derivace existuje K > 0 tak, ze |¢'(t)],
|/ (t)| < K pro kazdé t € [a, b].

N
L(v, Dy) §Z K2+ K2At; < V2K (b —a)
1

Déleni Dy bylo libovolné a proto existuje supp, L(vy, D).
V piipadé parametrickych rovnic z = ¢(t), y = 1(t), t € [a,b], je tedy délka kiivky ddna vztahem

b

L= [Vie@P + o

a
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a ve specidlnich pripadech, je-li déna kfivka predpisem y = f(x), x € [a, b] a derivace f’ je konecn4

na (a,b), pak plati
b
L= /\/1 + [f'()) da

nebo je-li ddna kiivka predpisem = = g(y), y € [¢,d] a derivace ¢’ je koneéna na (c,d), pak plati

L= [r+lgwra

5.2 Pojem krivky v roviné.

Definice 5.2.1 Mnozinu v C R? nazveme krivkou v roving, jestlize existuje spojité
zobrazeni ® intervalu [a, b] na mnozinu v takové, ze plati:

1) Zobrazeni @ je prosté s vyjimkou koneéné mnoha bodi.

2) Zobrazeni @ je po ¢astech tiidy C* na [a, b], tj. ' je spojitd s vyjimkou kone¢né
mnoha bodu, v nichz existuji jednostranné derivace, které mohou byt ruzné.

3) @' ma az na kone¢né mnoho bodu nenulovou hodnotu v kazdém bodé intervalu
a, b].

Zobrazeni pak ® nazyvame parametrizaci kiivky ~.

Necht k € N. Rekneme, ze bod C je k-ndsobngm bodem kiivky ~, jestlize existuje pravé k riznych
hodnot parametru ty, ..., & € [a,b] takovych, ze C' = ®(t;) proi = 1, 2,..., k. Kiivka +y se nazyva
jednoduchd, kdyz nema vicenasobné body.

Kiivka v se nazyvd wuzavrend, jestlize ®(a) = ®(b). Uzavienou kiivku nazveme jednoduchou,
jestlize nemd zadny vicendsobny bod kromé dvojnasobného bodu ®(a).
Je-li I, I, ..., I, déleni intervalu [a,b], pak obrazy délicich intervalu ®([), ®(1s), ..., ®(1,)

jsou opét kiivky. Posloupnost téchto kiivek nazveme delenim krivky ~.

Definice 5.2.2 Je-li parametrizace ® kiivky ~ prosté zobrazeni a t¥idy C! na celém
intervalu [a, b] a ma pfitom nenulovou derivaci (v bodech a, b uvazujeme jednostranné
derivace) v kazdém bodé intervalu [a, b], nazyvame v obloukem a zobrazeni ® jeho
parametrizaci.

Oblouk 7 je sjednocenim podobloukil vy, ys, . .., Vn, jestlize v = v Uy U- - - U, a oblouky v;, 7;,
© # j, maji spolecné nejvyse krajni body.

Poznamka 5.2.1 V technickych aplikacich se ¢asto kiivka v popisuje bud vektorovou rovnici

v T(t) = @(t)i +v(t)], tE€ [ab],

nebo parametrickymi rovnicemi

’}/ZZL‘:(,D(t), y:¢<t>7 te [a7b}
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Transformace parametru. Necht je dan oblouk 7 s parametrizaci ® : I — R"™. Necht funkce
g zobrazuje interval J na interval I a g € C*, ¢’ # 0 na J. Zobrazen{

V==qog: J— R"

je rovnéz parametrizaci oblouku 7.

Je-li funkce g rostouci fikame, ze parametrizace ® a W jsou souhlasné parametrizace.
Orientace oblouku. Necht je ddn oblouk ~ s parametrizaci ® : I — R". Na oblouku ~
zavedeme relaci <

M17M2 ISHoR My <M, & t; = @71<M1) <ty = (I)il(M2>

kterd je relaci usporadani na .

O tomto uspotradéani fekneme, ze urcuje orientaci oblouku v a oblouk s timto usporadanim na-
zveme orientovanym obloukem. O parametrizaci ® fekneme, ze souhlasi s orientact 7.
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Piiklady krivek.

Elipsa
(z —20)*  (y—%0)°
2 + B =1, a,b>0
O(t) = (xg+ acos t,yo + bsin t), t e [0,2n]
Asteroida
223 +y2/3 —a*? = 0, a>0
®(t) = (acos® t,asin® t), t€0,27]
Cykloida

¢ = aarccos — 2 _ V2ay —y?, y€]0,2a],a>0
a

O(t) = (a(t —sin t),a(l — cos t)), t€]0,27]
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Kapitola 6

DIFERENCIALNI POCET VICE
PROMENNYCH

6.1 Zakladni pojmy

Metrika, metricky prostor, pojmy topologie

Definice 6.1.1 Necht M # ). Zobrazeni ¢ : M x M — [0, 00) se nazyvd metrika (vzdélenost) na
M, jestlize pro kazdé x, y, z € M plati:

—olr,y) =0 z=y,

— o(z,y) = oy, v),

— oz, z) < o(z,y)+ o(y, x). Mnozina M spolu s metrikou g se nazyva metricky prostor a znaci
se (M, o)

Priklad 6.1.1

— Mnozina E, je metricky prostor.
d(z,y) = |z —y|

)

— Mnozina E,, je metricky prostor. Zobrazeni d : E,, x E,, — [0,00) definované predpisem

= \/(xl —y1)? + (T2 —y2)? + -+ (T — Yn)?,

kde X = (x1,29,...,2,), Y = (y1,Y2, .- -, Yn) € E,, se nazgvd Euklidovskd metrika.

— Jiné metriky jsou

d(X,Y):Z\xi—?M = |z1 =yl + |22 —yo| + -+ + |z0 — ynl,

=1

d(X> Y) = max{|m1 - y1|7 |:L‘2 - y2|7 R |xn - ynl}

41
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Euklidovskou metrikou je definovana norma na E,, vztahem

n
E xf:\/x%—l—x%—k---%—x%
i—1

X1 =

Definice 6.1.2
— Otevrenou kouli o sttedu v bodé A € E,, a poloméru ¢ > 0 nazyvame mnozinu
Os(A) ={X €E, : [|X — A| <}

— Okolim bodu A € E,, nazyvéame libovolnou mnozinu U takovou, ze existuje Os(A) C U.

— Bod A € Q C E,, nazveme vnitinim bodem mnoziny € jestlize existuje okoli Os(A) tak, ze

05(14) C Q.

— Mnozinu 2 C E, nazveme otevienou jestlize kazdy bod x €  je vnitinim bodem mnoziny
Q.

— Vnitrkem mnoziny Q2 C E, rozumime mnozinu vSech vnitfnich bodi mnoziny 2 a znacime

Int().

— Mnozinu 2 C E,, nazveme uzavrenou jestlize je doplitkem oteviené mnoziny v E,,.

— Bod A nazveme hrani¢nim bodem mnoziny 2 C E,, jestlize pro kazdé Os(A) plati Os(A)NS2 #
0 a Os(A)N(E,\ Q) # 0. Hranici mnoziny € znac¢ime 0.

— Mnozinu Q2 C E,, nazveme ohranicenou jestlize existuje Os(A) tak, ze plati Q C Os(A).

— Mnozinu 2 C E,, nazveme konvexni jestlize pro kazdou dvojici bodu X, Y € Q plati A X +
(1 =MN)Y € Q pro kazdé X € [0, 1].

— Mnozinu Q C E, nazveme segmentové souvislou jestlize kazdou dvojici bodu z {2 muzeme
spojit lomenou ¢arou, ktera celd lezi v 2.

— Mnozinu €2 C E,, nazveme oblasti jestlize je oteviend a segmentové souvisla.

6.1.1 Necht P je metricky prostor. Pak

(i) O a P jsou oteviené,

(1) necht {Ay},c; je systém oteviengch mnozin, pak |J Aq je oteviend.
acl

6.1.2 Mnozina S je otevrend tehdy a jen tehdy jestlize je prdzdnd, nebo je sjednocenim

otevrengch koulr.

Dusledek | 6.1.1 Otevrené koule jsou oteviené mnoziny.

Definice 6.1.3 Necht Q C E,,, Q ¢ 0. Zobrazeni f : Q — E se nazyva funkce n - proménnych
na ).

Definice 6.1.4 Necht Q C E,, Q ¢ (. Vektorovou funkci n - proménnych nazyvame zobrazen{

f:Q_>Em7 tJf:(f17f277fm)
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Posloupnost bodu {Ax}i, v E,.

Definice 6.1.5 Rekneme, ze posloupnost {Xi}ioy C E, mé limitu X € E,, jestlize plati

lim [|X; — X|| =0
k—o0

Poznamka X = [z%,2%,. .. 28], X = [21,20,...,7,]
m [|Xp— X[ =0 & lim |[zf—2;/=0 Vj=1,2....n
k—o0 k—o0

Zavedeme nejprve pojem polynomu n proménnych v E,:
mi1  me Mn
— k1, .k2 k
P(xy,29,...,2,) = E g g Aykey. ko L1 T2 o T
k1=0ka=0 k=0

kde n € N, ag,x,. x, € R, ki, m; jsou celd nezdporna cisla.

Racionalni funkce n proménnych je podil dvou polynomu

P(z1,x9,...,2,)

Q(Q?l,ﬂfg, RN ,LCn>

R(l’l,fﬂg, e ,xn) =

6.2 Spojitost a limita

6.2.1 Spojitost

Definice 6.2.1 (Heineho definice spojitosti) Necht M C D(f) C E,. O funkci f fekneme, 7e je
spojitd v bodé A € M vzhledem k M, jestlize pro kazdou posloupnost {X;}32, C M plati

k—o0 k—o0

Neékdy se struéné pise X, — A = f(X;) — f(A). Rekneme, Ze funkce f je je spojitd na mnoziné
M, jestlize je spojita v kazdém bodé x € M vzhledem k M.

Definice 2. Necht M C D(f) C E,. O vektorové funkci f : M — E,, fekneme, Ze je spojitd na
mnozine M, jestlize je kazda slozka f;, 2+ =1,2,...,m spojitda na M.

6.2.1 Necht funkce f a g jsou spojité v bodé A € Q C E,,. Pak také funkce f + g, [ — g,
f-g, f/g (za predpokladu, Ze g(A) #0) a |f| jsou spojité v bodé A.

Pozndmka Spojitost f + g, f — g, f g, f/g a|f| na mnoziné.

6.2.2 Necht funkce g je spojitd v bodé¢ A € M C D(f) C E,, vzhledem k M, g(M) C N C
E,. a funkce f : N — E je spojitd v bodé B = g(A) vzhledem k N. Pak sloZend funkce h = fog
je spojitd v bodé A vzhledem k M.
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6.2.2 Limita

Definujme E = E U {#+00}.

Definice 3. Nechf Q C E,. Rikdme, ze bod A € E,, je bodem dotyku (bodem akumulace) mnoziny
Q, jestlize pro kazdou kouli Bs(A) plati

Bs(A) N (Q\ {A}) #0

Definice 4. Necht Q C E,, Xy € E, je bodem dotyku mnoziny Q a f : Q\ {Xo} — E je
dand funkce. Rikdme, ze L € E je limita funkce f v bodé X, jestlize pro kazdou posloupnost
{Xi}iZo € Q\ {Xo}, plati

lim X, = X, = ’}Lrgof(Xk) =1L

k—o00
Zapisujeme
lim f(X)=L.

Xe,X—Xo
6.2.3 Necht Q C E, a bod X, € E, je bodem dotyku mnoZiny Q a f, g : Q — E jsou dané
funkce. Predpoklidejme, Ze existuji limity

lim  f(X) a lim  g¢(X).

Xe,X—Xo XeQ,X—Xo
Pak existuji také limity

lim f(X)+ lim ¢(X)

Xe&)l,l)rfn—)Xo (F(X) £ (X)) XeQ,X—Xo XedX—>Xo
XGS%,I)I(H—)XO J(X)g(X)) X€Q,X—Xo XeQ,X—=Xo

= lim f(X) lim g(X)

lim J(X

XeQ X—Xo g(X

limxea xox, f(X)
limxeq x—x, 9(X)

)
)
pokud maji predeslé viyrazy smysl.

6.2.4 Necht Q C E, a bod X, € E, je bodem dotyku mnoziny Q a f, g : Q — E,
f:9(Q) = E, jsou dané funkce. Necht g(Xo) je bodem dotyku mnoziny g(Q2).

— limy¢g),y—y, f(Y) =L
— limyeo,x—x, 9(X) = Yo
— 9(Xo) =Yoo nebo g(X) #Y,, VX e X#X,

pak
lim f(9(X))=L

XeQ,X—Xo

Definice 5. Necht Q C D(f) C E, O vektorové funkci f : Q@ — E,., f = (f1,f2--+, fm)
fekneme, ze ma limitu v bodé X, € E,,, jestlize kazda slozka f;, © = 1,2,...,m mé limitu L; € E,
1=1,2,...,m v bodé X ve smyslu Definice 4.
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6.3 Derivace ve sméru, parcialni derivace, diferencial funkce

6.3.1 Derivace ve sméru

Oznacme
pult) = f(A+tu)
pro A = [ay,as,...,a,] € E,, u= (uj,ug,...,u,) ER"ateR.

Definice 1. Necht f je definovand na néjakém okoli Us(A) bodu A € E,, u € R". Jestlize
existuje konecnd limita

o A ) = FA) L oult) — 9u(0)

t—0 t t—0 t

(6.1)

pak tikame, ze funkce f ma v bodé A derivaci ve sméru vektoru u tj. ¢, je diferencovatelna v 0.
Cislo ¢/,(0) se nazyvéa derivaci funkce f v bodé A ve sméru u a oznacuje se

L, b )

6.3.2 Parcialni derivace

Definice 2. Necht f je definovand na néjakém okoli Us(A) bodu A = [xg, o] € Es. Jestlize
existuji derivace ve sméru vektoru e; = (1,0) (e2 = (0, 1))

lim f(zo +t,90) — f(%0, o)

=0 t (6.2)
( lir% f (o, yo + ti — f (0, Yo) )

pak tikdme, ze funkce f je v bodé A diferencovatelna a limitu nazveme proni parcidlni derivaci
funkce f podle proménné x (podle proménné y) v bodé A a znacime f; (A) (f,(A)).

Poznamka Jiné znaceni parcidlnich derivaci

9f(A) 9f(A)
or ' oy

6.3.1 Necht f a g jsou dané funkce proménné X = [x1,xa,...,2,] € E,. Pak plati
(f(X) £ 9(X));, = £1,(X) £ g,,(X),
(f(X) - 9(X));, = [1,(X)g(X) + f(X)g,, (X),
(@)' _ [ (X)g(X) — f(X)g;i(X)’
9(X) /., 9*(X)

1=1,2,...,n v kaZdém bodé pro ktery ma pravd strana smysl.

Necht f je funkce jedné proménné a g je funkce proménnych X =[xy, s, ..., z,] € E,. Pak plati
(f (9(X))),, = f(9(X) g5, (X), i=1,2,....n

v kaZdém bodé pro ktery md pravd strana smysl.

Pozndmka Mnozinu vsech funkef na oteviené mnoziné Q2 C E, takovych, ze f;, f, € C(£2) znacime
C(Q).
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Parcialni derivace vyssiho radu
Poznamka Parcialni derivace druhého tadu znacime
" " "
fea(A), [y (A), [ (A)
Jiné znaceni parcialni derivaci druhého radu

PfA)  Pf(A)  0*f(A)
ox2 > Oxdy’ oy?

" " "

Poznamka Mnozinu vSech funkel na oteviené mmnozinené 2 C Ky takovych, ze f., [, i

7y € C(Q) znacime C*(€2).

6.3.2 (Schwartz) Necht Q2 C Ey je oteviend a A = [z, yo] € 2. Jestlize existugi
fl/ f/l
Ty yx
v jistém okoli bodu A a jsou spojité v bodé A, pak
Fry(A) = fn(A)

6.3.3 Diferencial funkce

6.3.3 (Rieszova véta) Necht V,, je prostor se skaldrnim soucinem. Ke kaZdému L € V!

existuje jediny vektor xy tak, Ze

L(h) = (hlzr), YheV,

Definice 3. Necht f je funkce na Q € D(f) C E, a A € Q je vnitin{ bod mnoziny Q. Rikdme,
ze funkce f je v bodé A diferencovatelnd jestlize existuje linedrni zobrazeni L : R" — R (zdvislé
na A) takové, ze

Lo JA+R) = £(4) — L)
h—0 1Al

=0 (6.3)

Linearni zobrazeni L nazyvame diferencidl (tecné zobrazent) funkce f v bodé A. Rekneme, ze
funkce f je diferencovatelna na €2 jestlize je diferencovatelnd v kazdém bodé mnoziny 2.

Pozndmka Znacéime

dfa, — df(A).

Gradient

K diferencidlu funkce f v bodé A muzeme asociovat jediny vektor z R™ (v dusledku Rieszovy
véty - Véta 6.3.3), ktery nazyvame gradientem funkce f v bodé A a oznacuje se Vf(A) (nékdy

grad f(A)).
Muzeme tedy psat
dfa(h) = (Vf(A)ln)

Pozndmka

kerdf4 = (Vf(A)*

Poznamka Funkce z predeslého piikladu nemé derivaci ve sméru v piipadé, ze pro vektor h =
(h1h2> platl’ hl 7é 0 A hg 7é 0.
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6.3.4 Necht funkce [ : Q@ — E, Q C E, a A je vnitini bod Q. Jestlize f je v bodé A

diferencovatelnd, pak

(i) f je v bodé A spojitd,

(i1) f md derivaci v bodé A v kazdém sméru a plati

()= datw), voer
Dusledek  6.3.1 Necht jsou splnény predpoklady predchozi véty, pak
(i) dfa:v— 8f ~(A) je linedrn,

(i1) jestlize dzferencidl existuge, je jeding.

6.3.5 Necht funkce f : Bs(A) — E, Bs(A) C E,. Predpoklddejme Ze vsechny parcidlni
derivace prontho Tddu existuji v kazdém bodé Bs(A) a jsou spojité v bodé A. Pak f je v bodé A
diferencovatelnad.

Cauchyova nerovnost

of

S| =TI < I8l 1)
a jestlize V f(A) # o rovnost v predeslém plati tehdy a jen tehdy, kdyz h = ¢V f(A), c € R, ¢ # 0.
6.3.1 Necht funkce f : Q — E, Q C E, a A je vnitnini bod Q. Predpoklddejme, Ze

funkce f je v bodé A diferencovatelnd a V f(A) # o. Pak smér nejvétsiho spadu v bodé A mezi
vsemi smeéry h takovymi, Ze ||h| =1 je ve sméru Vf(A)/ ||V f(A)].

Jacobiho matice

Jestlize je f v bodé A difererencovatelna definujme matici
Df(A) = ($£(4) 2£(4) - (1)

kterou nazyvame Jacobiho matici funkce f v bodé A.

Jelikoz h = )" | h;e;, pak vzhledem k linearité df4 médme

de deA 62 ) Zh 8f Df( )

6.3.6 Necht f, g : E, — E jsou dvé diferencovatelnd zobrazeni ve wvnitrnim bodé A
mnoziny 2 C E,. Pak plati

D(f£g)(A) = Df(A) £ Dg(A),
D(f-g)(A)sz( )g(A ) ( )Dg( ),

‘Q
/—\
\_/
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Teéna rovina

Graf funkce f:Q — E, Q C E, je podmnozina E, ; definovand
Gry={[X,y) €E, xE: X € Q,y = f(X)}

Tecna rovina
{(X,y] € En xE:y = f(A) + (VF(AIX - A))}
Pron =1, A = a mame rovnici tecné primky

y=fla)+ f'(a)(z — a)

Pron =2, A = [a,b] mdme rovnici tetné roviny

2= f(a,b) + fi(a,b)(z — a) + fy(a,b)(y = b) = f(a,b) + dfa ((x — a,y — b))

6.3.4 Zakladni véty diferencialniho poctu

6.3.7 (véta o stredni hodnoté) Necht funkce f : Q — E, Q C E, oteviend a funkce f
md derivace v libovolném sméru a v kazdém bodé mnozZiny S). Predpoklidejme, ze A, X € () jsou
takové, ze AX € Q a h = X — A. Pak funkce g(t) = f(A+th), t € [0,1] je definovand a
diferencovatelnd v [0,1] a
of

"(t A+th tel0,1

gt)= 20 (Ath), tefo
Navic plati:

(1) Ezituje € € (0,1) tak, Ze

of

F(A+ ) = 7(4) = 9(1) — (0) = (A + &n)
(11) Jestlize g’ je spogitd na [0, 1] pak
F(A+h) / a—f A+th)d

6.3.8 (Weierstrassova véta) Funkce spojitd na kompaktni mnoziné Q C E,, nabjvd na této
mnoziné svého mazrima a minima.

Poznamka Existuji tedy body M, N € Q tak, ze f(M) = mingeq f(x), f(IV) = maxzeq f(x).

6.4 Taylorova véta

Tayloriiv vzorec pro funkci F € C*L ((tg — d,t9 +0)), § > 0:
F(t) = Ti(t) + Ri(t)

= F(to) + F'(to)(t — to) + :

1, 1
i F (o)t = t0)* 4 G FO ) (¢~ 1) + gy

2! k!
pro kazdé t € (to — 0,tp + 0) a & je mezi t a t.

FED(E©)(t -

to)k+1
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6.4.1 (Taylorova formule s Lagrangeovym zbytkem) Necht funkce f € C*(Q) resp. f €
C3(Q), Q C E, na néjakém okoli Us(A) C Q bodu A = [ay,as,...,a,] € Q. Pak pro kazdy vektor
u=(hy,ha, ..., h,) € R takovy, Ze A+ u € Us(A) plati

1

fFlA+u) =Ti(u) + Ri(u) = f(A) + (VA(Au) + 5

(Hf(A+ Eu)u'|u) (6.4)
pro néjaké € € (0,1), resp.

f(A+u) = Ty(u) + Ra(u) = f(A) + (Vf(A)|u) + % (Hf(A)u"u) + Ra(u) (6.5)

Rz(u)
[[u?

kde Ry resp. Ry jsou zbytky a limy, o RlllT(IQIL) = 0 resp. limy 0

6.5 Extrémy funkce

6.5.1 Uvod

Definice 6.5.1 Kwvadratickou formou na prostoru E, nazyvame funkci

n

K(ZL’) - K(l’l, s 7xn) - Z Qi X325

ij=1
Kvadratickou formu K nazveme
- pozitivné definitni, jestlize K(z) > 0 pro Vz € E,,, = # o,
- pozitivné semidefinitni, jestlize K(z) > 0 pro Vz € E,,,
- negativné definitni, jestlize K(z) < 0 proVz € E,, x # o,
- negativné semidefinitni, jestlize K (z) <0 pro Vz € E,,,
- indefinitni, jestlize existuji z, y € E,, tak, ze K(z) >0 a K(y) <0.

Poznédmka Oznacéme

a1 Q12 A1k

Q21 Q22 A2k
D, =

ar1 Q2 A

prok=1,...,n.

6.5.1 (Sylvestrovo kritérium) Kvadratickd forma K je

(a) pozitivné definitni <= kdyz det Dy > 0 pro k=1,...,n,
(b) negativné definitni <= kdyz (—1)*det Dy >0 prok=1,...,n,
(c) jestlize det D,, # 0 a forma K neni definitni pak K je indefinitni.
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6.5.2 Lokalni extrémy

Necht Q CE, a f: Q — E je dand funkce. Bod A € Q takovy, Ze
flA) < f(X) VXeQ

nazveme bodem minima (absolutnim minimem) funkce f na mnoziné .

Definice 6.5.2 Rekneme, ze funkce f(X) ma v bodé A € Q C D(f) lokdln{ minimum (lok&ln{
maximum) vzhledem k €, jestlize existuje okoli Us(A) tak, ze f(X) < f(A) (f(X) > f(A)) pro
kazdé, X € Us(A) N Q.

Lokalni minima (lokalni maxima) se nazyvaji extrémdalni body a hodnoty v téchto bodech extrémdini
hodnoty.

6.5.1 Jestlize asporn pro jednu hodnotu 1 < j < n derivace funkce Of(A)/0z; ezistuje
a je ruznd od nuly, nemd funkce f v bode A lokdIni extrém.

Dukaz. Viz [14], str.504.

6.5.2 Ostry lokdlni extrém nastavd v nejvyse spocetné mnoziné.
Diukaz. Viz [14], str.505.

6.5.2 Necht funkce f : Q — E je diferencovatelnd ve vnitinim bodé A € Q. Jestlize A je
extrémdlni bod funkce f, pak

dfa =0 (ekvivalentné V f(A) = o)

Definice 6.5.3 Necht Q je oteviend podmnozina v [, anecht f : Q — E je diferencovatelnd v €.
Body A € Q takové, ze df4 = 0 (ekvivalentné V f(A) = o) nazyvame kritickymi (staciondrnimsi)
body funkce f v mnoziné €.

6.5.3 Necht funkce f € C*(Q), Q C E, oteviend v E,, a necht A € Q je kriticky bod
funkce f. Pak

(i) jestlize v bode A je lokdlni minimum, pak
(Hf(A)u"|u) >0, VueR"
(ii) jestlize
(Hf(A)u"u) >0, VueR" u+o
pak v bodé A je isolované lokdlni minimum.
(iii) jestlize (H f(A)u”|u) je indefintni pak v bodé A nent lokdlni extrém.

6.5.3 Globalni extrémy

Casto hleddme nejvétsi (nejmensi) hodnotu funkce na mnoziné 2. Je-li mnozina {2 kompaktni
plyne z Weierstrassovy véty, ze existuje min f(£2) a max f(€2). Globalni (absolutni) extrémy na
mnoziné {2 dostaneme vysetfenim bodu:

(1) hrani¢ni body mnoziny 2,
(2) stacionarni body v mnoziné int €2,

(3) body, kde nékterd z derivaci f; v int {2 neexistuje.
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PRIKLADY

Urcité integraly

Vypoctéte integral

t 1 1
/arc gxd:z: {—W—i——ln2

Vypoctéte integral

Vypoctéte integral

Vypoctéte integral
1
~1

Vypoctéte integral

oo

tg? 1
/ arctg xd:}: 1
1+ a2 12

Vypoctéte integral

[
—d 1—1In2
/ 2erpn Lok
1
Vypoctéte integral
eV dx 2]

Vypoctéte integral

Vypoctéte integral
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Vypoctéte integrél

In2
1
Vypoctéte integral
/ x\{i—gl dx [diverguje]
0
Vypoctéte integral
2
/ 2® — x| dx [5]
=2
Vypoctéte integral
3 el/x
/ Sl o]
1
Vypoctéte integral
1
/ 2(v2-1)]
0
Vypoctéte integral

Vypoctéte integral

Vypoctéte integral

3]
(x — 1
Vypoctéte integral

-3
Vypoctéte integral

0
Vypoctéte integral
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Vypoctéte integrél

Vypoctéte integral

Vypoctéte integral

Vypoctéte integral

Vypoctéte integral

Vypoctéte integrél

Vypoctéte integral

Vypoctéte integral

Vypoctéte integral

Vypoctéte integral

Vypoctéte integral

[
/ ﬁdx [diverguje]
1

1
—d
/wan T o

0

23
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Vypoctéte integrél

1

1 1 3 1
/xln(l—i—;) dz [Z+§ln3—§ln2
/2

1

Vypoctéte integral

[e.9]

t
/ % dx [diverguje]

—00
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Aplikace urcitého integralu

ypoctéte obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami: y = 7, y = 57

1 1,2
a7 — 5 m]
Vypoététe obsah rovinného obrazce danného nerovnostmi: y < 323, y < %, r—y<2,z>0.

[%+6-33/4+i1n3+ln2 m2]

Vypoététe obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami: 4> =z + 1, y = . — 1.

5 m’]

Vypoététe obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami: « =0, x =1, y = 0, y = 2.
[5((e)? = 1) m?]
Vypoctéte obsah rovinného obrazce omezeného ktivkami: y = arctgx, y =0, x = 1.

[}17? — %ln 2 mﬂ

Vypoététe obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami: 22 + y? = 8, y? = 2z, x > 0.

(4~ on m]

Vypoctéte obsah rovinného obrazce A = {[z,y] e R? : 0 <z < 1,0 <y < M}

(z+1)2
[‘/Tgw —1n 2 m2]

Vypoététe obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami: 22 + y? = 8, y? = 2z, x > 0.

[% — 2 mQ}

Vypoctéte obsah rovinné oblasti, kterd je ohrani¢end osou y, kiivkou f(x) = ze™* a tecnou k
této kiivce v bodé T = [1, %]

[1+ 5 m?]

Vypoctéte obsah rovinné oblasti, kterd je ohranicend osou x, kiivkou 22 + y? = 4 a te¢nou k této
kiivce v bodé T = [1,V/3].

Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce daného kiivkami y = R,;’”a: +r,
y=0,x=0,z=h, R>r >0, h >0 kolem osy z.
[ o ) )

Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce daného kiivkami 3x —4y +5 = 0,

y = 2z, x = 0 kolem osy x.
[G3m m?]

Vypoététe objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce daného kiivkami y = 22, y? = «
kolem osy x.

({57 m]

. . . , . P . o . 2 g2
Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce daného kiivkami v = k, & — 45 =

b2
1,y=0,k>a>0,b>0 kolem osy z.

5 [kVE2 = a® — @ In(k + VE® = @) + a*Ina] m’]

Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce daného kiivkami y = %x

kolem osy y.
137 m°]

2y = 3|zl

Vypoététe objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami y = 22+ 2,

y = 222 + 1 kolem osy z.
2
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Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce A = {[z,y] e R*: 0 <z < 7,0 <
y < e ®y/sinx} kolem osy x.

[57 (14 =) m?]

Vypoététe obsah rotacni plochy, kterd vznikne rotaci rovinného obrazce A = {[z,y] € R? : 0 <
r<m/4,0 <y <tgx} kolem osy .

2(1+v/2) 2
(7 (VB—v2+ 22 2]
Vypoctéte obsah povrchu koule o poloméru r.
[47r? m?]
Vypoctéte obsah rotaéni plochy, ktera vznikne rotaci rovinného obrazce ohraniceného kiivkami
y=+vV4+z,x=-3, =2, y=0 kolem osy .
% (25— v5)
Vypoctete délku kiivky x = ¢(t) = a(t —sint), y = ¢(t) = a(l — cost), t € [0,27], a > 0.
[8a m]
Vypoctéte délku kiivky y = 1 —In(cosx), z € [0, §].

[ln 2?2/5 m}

Vypoctéte délku kiivky y = In zzﬂ, x € [In2,In5].
[ln 32 m]
Vypoctéte délku kiivky y = Inz, = € [v/3,V3].
[1 + argtanh% — argtanh% m}
Vypoctéte délku kiivky o = ¢(t) = a(tsint + cost), y = () = a(sint — tcost), t € [0,7/2],
a > 0.
[ra?/2 m]
Vypoctéte délku kiivky y = e*, z € (0,1).
2 | 17, Vite? 1 f+1 2 1+2
[\/1+e—|— ln\/iﬂ 5 In =+vl1+e —|—1+ln1+\/7m]
Vypoctéte délku kiivky y = Vo — 22 4 arcsin/z, = € [3, 3].
[VE-1m]
Vypoctéte délku kiivky o = p(t) = acos®t, y = 1 (t) = asin’®t, t € [O, g], a > 0.
[3a m]
Vypoctete délku kiivky y = coshz, « € [0, coshb], b > 0.
[sinh b m)]
Vypoététe délku kiivky z = p(t) = acos*t, y = ¢(t) = asin*t, t € [O, g], a > 0.

ln(l—l—x/ﬁ)
o (252) =]
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Parcialni derivace

Piiklad . Urcete D(f), fi, f,» D(f2), D(f,), faws fopy» fuy funkee

@ Sy y/r Jaxr Jyy
r—Y
T,y) = arct
flz,y) Cmny
Reseni.
r_ Y r_ T
T g2 2 v 22 + 42’
o2 2y Ty
zx @ +y2)2 T @ty T @2+ 2)?
Priklad . Urcete D(f), fi, f,, D(f.), D(f,) funkce
r—Y
T,y) =
f(z.y) P
Reseni.
po_ 2
Tty Y (pty)?

Pitklad . Urcete D(f), f,, f,, D(f.), D(f,) funkce

Tr+y
flz,y) =
T —y
Reseni. 5 5
—ay / x
fo= S
(z —y)? (z —y)?

Pitklad . Urcete D(f), f,, f,, D(f.), D(f,) funkce

x?

f(z,y) = arctg (g)

Regeni. ) .
o r_
fﬂc*x2+y27 fy :C2—|—y2
Piiklad . Urcete D(f), fi, f,, D(f.), D(f,) funkee
f(z,y) = arctg <g>
T
Resend. Y .
P J Pt
f:v_ $2+y2’ fy :132—|—y2

Piiklad . Urcete D(f), fz, f,, D(f.), D(f,) funkce

x — 2zy?

flz,y) =

1—=x

57
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Resgeni.
1— 292

- ;o Awy
fx_ (.I’—]_)Q’ fy_

rz—1

Pitklad . Urcete D(f), fr, f,, D(f2): D(fy): frus foy oy funkce

VJawr Jyyr Sy

fz,y) = 2™

v bodée A = 1,0
Reseni.
fo=x2+xy)e™, fi(A)=2, fy=a"  f(A)=1

Y

Pitklad . Urcete D(f), fz, f,, D(f.), D(f,) funkce

fx,y) =2vVe 4+ 2y
v bodé A = [1,1].
Regend.

fl=—= A =1 fi=— fi(A)=1

Priklad . Urcete D(f), fL, fl, D(fL), D(f]), fr., fI, fr funkce

z Jys y/r Jax Jyys Jay
fla,y) =2
v bodée A = [1,1].
Resent.
fo=ya'"Y, fi(A) =1, f, =a"Inz, f,(A)=0,
fre =yly =122, f1(A) =0, fy, ='Wz, fy =0, fi, =« (1+ylnz), fI(A)=1,

Pitklad . Urcete D(f), fr, f,> D(f2): D(fy): frus foy oy funkce

rJxxr Jyyr Jxy

flx,y) =y"

vbods A = [1,1].
Reseni.
fe=y"Iny, f1(A)=0, f,=xy""!, fi(A)=1,
fro =9Iy, fr =x(—=1)y"2 fi,=0+zhyy" "

Pitklad . Urcete D(f), f,, f,, D(f.), D(f,) funkce

x? y)

f(z,y) =In(z +1Iny)

a vypoctéte hodnoty prvnich parcidlnich derivaci v bodé A = [1,1].
Reseni.
/ ]‘ /

fz:x—i—lny’ fx<A>:17 S TN fy(A):l

Pitklad . Urcete D(f), f;, f,, D(f.), D(f,) funkce

f(z,y) = In(zIny)
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a vypoctéte hodnoty prvnich parcidlnich derivaci v bodé A = [1,¢€].

Reseny. ) ) )
/ S / A — 1 / — !/ A —
fz z’ fx( ) ) fy ylny7 fy( ) e

Pitklad . Urcete D(f), f1, f,> D(f2), D(fy)s faws foys [ay, funkee

f(z,y) = zsin(z +y)

a vypoctéte hodnoty prvnich parcidlnich derivaci v bodé A = [, 0].

Reseni.

fo=sin(z+y) +acos(z+y), [fi(A)=-m fy=zcos(z+y), [,(A)=-m,

[l =2cos(z+y) —wsin(z+y), flL(A)=-2, fy=-zsin(@+y), f,(4)=0,
fr =cos(x+y) —xsin(x +y), fr(A)=-1

zy Ty

Piiklad . Urcete D(f), frss fyys oy P(frz), D(fy,)s D(f,) funkee

zz) Jyyr Jzy Tz vy

Ty

f(z,y) = arctg ————
(.9) V142?42

Reseni. .

(14 2%+ y2)%

7, =

Pitklad . Urcete D(f), frs foys foys D(fi2): D(f1,), D(fi,) funkee

v Jaxs Jyyr Jays T vy
_ Inx
flz,y) =y
Reseni. |
Il"l?l
/ Yy ny / Inz—1
f=t =y e,

Inz\ 2 Inx
Y In z—2 y"*(1+Inzlny)
fow = ( " ) (ny—1), fr =y 2(nz—1)z, [ = - '

Pifklad . Uréete D(f), 11, f1, D(fL), D), f1hs 11 2 D(SL), DSL), D(fL,) funkee

x Jyo Y zz) Jyyr Jzy? T vy

flz,y) = Va2 +y?

Regeni.
S T
Vit T e y?
2 2
" y "o x I/ I’y
f:rx_— fy 79 | .9\3/2 fzy__

(22 + y2)3/2’ y (22 4 y2)3/2’ (22 + y2)3/2

Piiklad . Urcete D(f), fy, f,» D(f2), D(f,), fuy> D(fr,) funkee

zr Jyo Yy Yo

flz,y) = 2zy + 3
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Resgeni.
r Y r Tty

V2ry+12 Y 2xy + 2

o w2y + y?
o Qry+y?)

Pifklad . Uréete D(f), 11, f1, D(fL), D), f1hs 11 1 DL, DSL), D(f2,) funkee

zr Jy» xx) Jyyr Jxy? T yy
2?2 +1
=1
Reseny. ) )
! ___QEL__ I Yy
fx .1:2 + 17 fy y2 _ 1
1—a?
"o " "
f;x - (1& + 1)27 jby ) j;y -
Priklad . Urcete D(f), f1, f1 DL, D), fios Fios 11 D), DUFL), D(fL,) funkee
f(z,y) = arcsin (f)
)

Resent. D(f) = ({[z,y] € B 1y > [al} U {[z,y] € Bz 1y < —Ja}) \ {[0, 0}

Pifklad . Uréete D(f), f1, f1, D(f2), D), s £2 2, D(fL), D(fL), D(f2,) funkee

xr Jyo Y zz) Jyyr Jxy? T vy

(2.2
f@,y) = (2° + e H)

Reseni.

= = =
Pitklad . Urcete D(f), f1, f,, D(f2), D(f}): faws foys foy» Pfaw)s D(fy,), D(fr,) funkee

z) Jyo Y xx) Jyyr Jxy’ TT vy

fla,y) =a"Iny

Reseni.
= = =
Pitklad . Urcete D(f), f, f,, D(f.), D(f,), funkce

x?

T

[, y) = ”
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Resent. D(f) = {[z,y] € E, :}

Piiklad . Urcete D(f), fy, f,;

Reseni. D(f) = {[z,y] € E, :}

Piiklad . Urcete D(f), f1, f

Reseni. D(f) = {[z,y] € E, :}

Piiklad . Urcete D(f), fy, f,;

Reseni.

Piiklad . Urcete D(f), fy, f,;

Reseni.

Piiklad . Urcete D(f), fy, f,;

Reseni. D(f) = {[z,y] € E, :}

Piiklad . Urcete D(f),

:17’ y)

Reseni.

Piiklad . Urcete D(f), /!

x? y?

61

= -
D(f,), D(f,), funkce
f(z,y) = V/|zyl
fi= f=
D(f.), D(f,), funkce
R
fi= f-
(f/) (f )’ ;:/xv yy’ wy? (falzlx) (fgjlz,,)a D(f;/y) funkce
f(z,y) =In(y + In x)
f:)lc/a: = f;/y = fg/c/y =
(f/) (f )7 a/?/xv yy’ xy7 (falzlx) (f;ly)a D(f;/y) funkce
f(z,y)=e?Iny
f:}lc/:v = fgj(/y it fg/c/y =
D(f,), D(f,), funkce
|
f(ZL‘, y) - T+ y
fi= fi=
D(f2), D(f2), frus firys [o. D(f2), D(fl), D(fr,) funkee

f(z,y) = e"In (g)

f:;lﬂj = fgljly ) f;,y =
., D(f,), D(f,), D(f.), funkce

f(z,y,z) = In(zyz)
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Resen.
fo= f,= [fl=
Pitklad . Urcete D(f), f, f,, [2, D(f2), D(f,), D(f.), funkce

x Jyr Jzo
fz,y,2) = In(zyz)
v bodé A =11,1,1].

Reseni.

Piiklad . Urcete D(f), fi, f,, fi, D(f2), D(f,); D(f.), funkce
f2,y,2) = za'/?

v bode A = [1,1,1].

Resen.

Piiklad . Urcete D(f), f1, f,, f1, D(f2), D(f,), D(f.), funkce

) Jyr Jz x z
_ Q)x
f<x7yuz)_<z

ResSeni.

Piiklad . Urcete D(f), fi, f,, fi, D(f2), D(f,); D(f.), funkce
_ Y=
f($7yvz) - arctg < T >

Reseni.

Derivace ve sméru

Piiklad . Vypocetéte derivaci v bodé A = [xg, yo] € Eo ve sméru vektoru v = (h, k) € R? (pokud
existuje) funkce

fz,y) =y
7 definice derivace ve sméru.

Piiklad . Vypocetéte derivaci v bodé A = [0,0] € Ey ve sméru vektoru v = (h, k) € R? (pokud
existuje) funkce

I2
0 [z,y] = [0,0]
7 definice derivace ve sméru.

Pifklad . Vypocetéte derivaci v bodé A = [0,0] € Ey ve sméru vektoru u = (h, k) € R? (pokud
existuje) funkce

5y £ 0.0
o=
fe) {o 2,9] = [0,0]

z definice derivace ve sméru.
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Diferencial funkce

Priklad . Vypoctéte diferencial funkce

f(xy) = Va2 + 4

v bodé A = [1,1]. Ovéite existenci diferencidlu v daném bodé.

Regen. /3 Y
I x ! _ _2 I Yy ! _2
fm - \/mv fm(A) - 9 ’ fy - \/ma fy(A) _ 2 )

dfa = \/ﬁ(h—f—k:)

2
Priklad . Vypoctéte totalni diferencial 2. fadu funkce

f(xy) = Va2 + 3

v bodée A = [1,1].
Reseni.
f/l . y2 f// (A) . é f// o 'IZ fl/ (A) . ﬁ
Tz T (xz_i_yz):a/z’ rx T4 vy (xz—i—y?)?’/?’ Yy T4

f// _ .Z'y fl/ . _@
Ty (x2 + y2)3/2’ xy 4

cﬂﬂAy:¥§h2—%?hk+¥§k%

Priklad . Vypoctéte diferencidl funkce f(z,y,z) = arctg(yz/x) v bodée A = [1,1,1]. Ovéite
existenci diferencidlu v daném bodé.
Regend. ) )

, —2xyz , Tz , 7y

T x4_|_y2z2’ Y 234—|-y2227 z $4+y2227

1,1
Af(A) = —hy + Sha + S hs

Priklad . Vypoctéte diferencidl funkce f(z,y) = arctg f_té v bodé A = [1,0]. Ovérte existenci
diferencidlu v daném bodé.

Reseni.

1
142

1

/ p—
f:c _1+y2

fy
Ba (. K) = gh+ 5k

Priklad . Vypoctéte diferencidl funkce f(z,y) = ¥ v bodé A = [1, 1]. Ovéite existenci diferencidlu
v daném bode.

Resent.
dfa ((h, k) =
Priklad . Vypoctéte diferencidl funkce f(z,y) = y* v bodé A = [1, 1].
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Reseni.

dfa ((h,k)) =
Priklad . Vypoctéte totalni diferencidl 1. fddu funkce f(z,y, z) = arctg (%) v bodé A =11,1,1.
Regent. ) ) )

11
df(A) = —h1 + Sha + Shs.
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Taylorova véta

Priklad . Urcete Tayloruv polynom prvniho stupné funkce f(z,y) = In % v bode M =

Priklad . Urcete Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(z,y) = y* v bodé N = [1,1].

ResSeni.

fo=y"Iny, fL(N)=0, f,=zy"", fI(N)=1

fro=y" %y, fL,(N)=0, fy, =a(x—1y"2 fr(N)=0, fi,=y" ey +1), f7,(N)

Ty(v,y) =1+@y—-1)+(@x-1)(y—1)

Piiklad . Urcete Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = arctg --

1+
Resent. ] 1 ] 1
! I
fx 1+x27f( ) 2 fy_ 1+y27f( ) 2
2x 1 2y 1
f;; = __Ei_quggjia j;;<[4> = 27 ‘fH Zi_qjg;§5§7 jz;(j4) = 57 jZ; = O? jé;(j4) =0
f/// _ 2(3:[ _ 1)’ f/// o 2(1 B 3y2)’ f/// _ 07 f/ -0
TTT (1 _’_xZ)S yyy (1 +y2)3 Ty Yy

1 1 1 1
14+h14+k)=-h——k—=-h>+ -k?
fA+h1+k) 5 5 1 +4 + Ry

LIB(Ath)? =15 1 3(1+th)?
B+ +th 14+ (1+th)?

9 = , 0<t < 1.

Piiklad . Uréete Tayloriv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = e %" v bodé A = [1,

Reseni.
fo=2ae™ TV fL(A) =26, fl =2ye” TV, fI(A) = 2e?
fly = 20207 + 1)e™ MV f1L(A) = 62, fy, = 2(2y% +1)e” TV, f1 (A) = Ge?,

xTxT vy

fl, = Awye™ V' f1(A) = 4e?

Yy

f/// :4x(2x2+3)ex2+y2’ f/// :4y(2y2+3)ex2+y2’

f/// :4y(2x2 + 1)ex2+y2’ "o _ 4:1:(2y2 + 1)6932-1-3/27

Ty Yy

f(L+h, 1+ k) =e*(1 + 2h + 2k + 3h* + 4hk + 3k*) + Ry

Priklad . Urcete Tayloriv polynom druhého stupné funkce f(z,y) = arctg {* +

Resent.
D(f) ={[z,y] € By : 1 + 2y # 0}

!/ 1 !/ 1
T4 g2 fy:_1+y2
2z 2y
" " "
= - = — = O
f:C;E (1_'_:62)27 fyy <1+y2>27 fxy
2322 — 1) 2(1 — 3y?)
" " " /
fzzx: fyyy: fxwyzO? fxyy:O

(T+ap =

[1,2].

= [1,

1].

= [1,

65

L,

1].

1.
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1. 1. 1 1 1 21 1-3(1 2
FO+RT+R) = Sh— k= 7h?+ 7k + 3(Ltth) =1, 1-3(1+1tk)

1
4 3 nea+m’) D+

, 0 <t <1,

Ty(w,y) = 5o~ 1)~ 5(y— 1) — (2~ 1+ (y — 1)

Extrémy funkce vice proménnych

Lokalni extrémy
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce
flz,y) =2’ +y° = 3ay

Regeni. Staciondrni body jsou S; = [0,0], Sy = [1,1]. V bodé [1, 1, —1] je ostré lokalni minimum.

Priiklad . Urcete lokalni extrémy funkce
25 8
f(z,y) :5a:y~|—?+§, x>0,y >0
5 4

2°5
Piiklad . Urcete lokalni extrémy funkce

Reseni. Stacionarni bod je S = [2,2]. V bodé [2, £,30] je ostré lokdln{ minimum.

2

flz,y) = (2° + 2y)e™ ¥

Reseni. Staciondrni body jsou S; = [0,0], Sy = [0,1], S5 = [0,—1], Sy = [1,0], S5 = [-1,0]. V
bodé [0,0,0] je ostré lokdlni minimum. V bodech [0, 1, 2] a [0, —1, 2] jsou ostrd lokdlni{ maxima.

Piiklad . Urcete lokalni extrémy funkce
f(z,y) = 2° +8y> — 62y + 5
Reseni.

fo=32"—6y=0 (6.6)
fr =24 —62x=0 (6.7)
Staciondrn{ body jsou S; = [0,0], S» = [1,1].

2

fg/n/gc = 0Oz, f;//y = 48y, fglgly = —6,

Hf(5) = (—06 _06)

Dy =0, Dy #0 = kvadratickd forma je indefinitni a v bodé S; neni extrém.

Hf(S2) = <—66 gf)

Dy =6>0, Dy =144 — 36 > 0 = kvadraticka forma je pozitivné definitni a v bodé S, je ostré
lokalni minimum, f(S2) = 4.
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Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

1
flz,y) = (5962 + y) e
Reseni.

1 1
fr= (§w2+x—|—y> ™t fy= (§x2+y+1> "ty

1,
2 :
1,
sr°+y+1=0

Stacionarni bod je S = [1, —3}.

1
37 +2x+y+1)ex+y

1
( a:2+x+y+1)e“y

1
2$2+y+2) ez+y

Dy(S) >0, Dy(S) =5 >0 = vbodé S je ostré lokdln{ minimum, f(S) = —\/ié.

D= o

O |= o~

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

fla,y) = e*(z +y* +2y)
Reseni. Staciondrni bod je S = [%, —1]. V bodeé [%, -1, —26} je ostré lokalni minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce
f(z,y) = e (z + 1)
Reseni. Stacionarn{ bod je S = [—2,0]. V bodé [-2,0, —2] je ostré lokdln{ minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce
flz,y) = 2° +y° — Baxy

Redeni. Stacionarni body jsou Sy = [0,0], So = [a,a]. V bodé [a,a] je pro a > 0 je ostré lokalni

minimum a pro a < 0 je ostré lokdln{ maximum, f(A) = —a3.

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) = zyln(a® + )

Reseny. Stacionérm’ body jsou Sl =[1,0], Sy = [— 1 ,0], S3 = [0, —1] S4 =10,1], S5 = [fe \/Qe]’
Se = [ﬁ? ] Sy =[- \[e ] Sg = [~ \fe ] Vbodech[ \[e 216] [— \}e \fe Qle]

jsou ostra lokalnl minima a v bodech [+ NG \/ie’ 216]

[— fe fe’ 26] jsou ostra lokalni maxima.



68

KAPITOLA 6. DIFERENCIALNI POCET VICE PROMENNYCH

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flay) =2 (12— 2 —y)
Regeni. Stacionarni body jsou M; = {[z,y] € R? 12 =0}, M, = {[z,y] € R?:y =0}. V bodé
[4,6,6912] je ostré lokalni maximum.

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce
fla.y) =2 +y" +2°
Reseni. Stacionarni body jsou S = [23, —145, —2], Sy = [-1, —1, —2].

Piiklad . Urcete lokalni extrémy funkce

fz,y) = e
Resent.
fi= (=27, fy= 2ye’’
fr = 2w(20% = 3)eV 1 = 2y(1 — 22 f1 = 2a(1+ 2y7)er

Stacionarni body jsou S; = [—‘/TQ, O}, Sy = [‘/75, 0}. Funkce nema extrémy.

Priiklad . Urcete lokalni extrémy funkce
flz,y) = 20" — 2y + 52% + ¢

Reseni. Staciondrnf body jsou S; = [0,0], 52 = [—32,0],55 = [1,4],5s = [1,—4] V bodé [0,0,0] je
ostré lokalni minimum.

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce
f(z,y) = 2° + 32 + day + ¢

Reseni. Staciondrni body jsou S; = [0,0], S2 = [2, —4] V bodeé [2, —2,0] je ostré lokaln{ minimum.

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

Reseni. Staciondrni body jsou Sy = [2,1],8, = [-1 1. V bode [2,
minimum.

,—3] je ostré lokdlni

Piiklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flxy) =ay(3 -z —y)
Regeni. Stacionarni body jsou S; = [0,0], S, = [3,0], S5 = [0,3]Ss = [1,1]. V bodé [1,1, 1] je ostré
lokalni minimum.

Piiklad . Urcete lokalni extrémy funkce

1

e = (o o) e

Reseni. Stacionarni bod je S = [1, —%] V bodé [1, —%, —\/Lé} je ostré lokalni minimum.
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Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) = -2 —y* —ay+6y+1
Reseni. Stacionarni bod je S = [1, —%] V bodé [1, —%] je ostré lokdlni minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flx,y) =2 +y" —ay—x—y+2

Reseni. Staciondrni bod je S = [1 5}. V bodé [%, %,f(S)]

575
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) = 2* +y* + 2y — 62 — 9y
Reseni. Stacionarni bod je S = [1,4]. V bodé [1,4, —21] je ostré lokaln minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y) = 22> + 5y* — 6wy — v — 3y + 2

Reseni. Stacionarni bod je S = [—2, —%] V bodé [—2, —g, %] je ostré lokalni minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) =2 +2y* =32+ 5y — 1
Reseni. Stacionarni bod je S = [%, —?J. V bodé [%, —%, 1—5} je ostré lokaln{ minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flay)=a" -y — 22— 2
Reseni. Stacionarni bod je S = [1, —1]. Nem4 lokdln{ extrémy.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y) = 272%y + 14y> — 54z — 69y

Resen{. Staciondrni body jsou S; = [1,1], 8, = [~1,-1], S = [¥21, 3¥1] g, = [ V11 311}
bodé S; je ostré lokalni minimum, v bodé S5 je ostré lokalni maximum.

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

1 5 10
— I+y 2 2 — 2 - - 5 - =
flzy)=e (93 +5y - ry 5w 3y+—3)
Reseni.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flx,y) =2+ + 22 +yz—20+y—2

Reseni. Staciondrni body jsou S; = [0,0], Sy = [3,0], S5 = [0,3] Sy = [1,1]. V bodé [1,1,1] je
ostré lokalni minimum.

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y) =62 + 5y° + 142° + 4oy — 8vz — 2yz +y + 1
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Reseni.

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce
flz.y) =yn (2* +y)

Reseni. Stacionarni body jsou S; = [O, ﬂ, Sy = [1,0],55 = [—1,0]. V bodé [0,e, —e] je ostré

lokalni minimum.

Néjdéte stacionarni body nasledujicich funkei dvou proménnych a klasifikujte je pomoci Hessovy
matice:

(a) fi(z,y) = 2° —3y* + 3zy — 3y,
(b) folz,y) = —22° +y* + 4wy + 3y,
(c) g(z,y) = zy,

(d) hi(z,y) =2y (@ —y + 1),

(e) ha(z,y) = 2*(y + 1) + 2¢° + 5y?,
(f) ha(z,y) =2*(y + 1) +y*(x — 1),
(&) ha(z,y) =2*(y+ 1) +y*(y — 1),
(h) hs(z,y) = (2* +y*)(y + 1)

N4éjdéte stacionarni body nasledujucich funkei ttech proménnych a klasifikujte je pomoci Hessovy
matice:

(a‘) f(‘r’y7z) :3x2+$3+y2—|—xy2+23 — 3z

(b) g(x7 y, Z) e (aj _|_ y + Z)e7(12+y2+z2)

(C) h(ZL‘, Y, Z) - yiz + miz + ziy
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Globalni extrémy
Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce
flz,y) =22 -9 —ay +2y + 1
na M = [0,1] x [0, 1].
Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce
f(z,y) = 2* + 22y — 4z + 8y

na M = [0,1] x [0, 2].
Resent.
Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce

fl,y) = v
na M = {[z,y] € Ey: 2* +y* <1,y > 0}.
Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce

fla,y) =a® +y?

na M ={lz,yl €Ey:ax+y<1,2>0,y >0}

Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce

fa=(r-1) 40

na mnoziné
M={[z,y] e Ey:2” +y* <1}

Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce
flz,y) = 2° +y° = 3ay

na mnoziné
M = {[x,y] €y 2® +4° §4,x20,y20}

Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce
fle,y) = ay*(4 — 2 —y)

na mnoziné
M ={[z,y] €Ey:y < —x+6,2>0,y >0}

Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce
fla,y) =2’ +y° = 3ay

na mnoziné
M:{[x,y]€E2:0§x§3,0§y§2x2}

71



72

KAPITOLA 6. DIFERENCIALNI POCET VICE PROMENNYCH

Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce

i = (L)

na mnoziné M = {[z,y] € Ey: 2 >0,y <0,y > = — 2}.

Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce

fla,y) =%y

na mnoziné
M = {[x,y] e,y < —$2+x+2,y20}

Priklad . Najdéte absolutni extrémy funkce
fla,y) = ze’

na mnoziné
M = {[z,y] € R® : 2* +y* < 4,y > 0}

Priklad . Najdéte absolutni extrémy funkce
flz,y) = ze* v

na mnoziné
M={lz,y) e R* : 2 +y* < 4}

Priklad . Najdéte absolutni extrémy funkce
flay)=z+y

na mnoziné
M=A{lz,y eR*: y>0,2" +y* <1}

Priklad . Najdéte absolutni extrémy funkce
fla,y) =22" —y* —ay +2y + 1

na mnoziné M = [—1,1] x [0, 2].
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