
Kapitola 1

POSLOUPNOSTI REÁLNÝCH ČÍSEL

1.1 Základńı pojmy

Definice 1. Zobrazeńı f : N → R se nazývá posloupnost́ı prvk̊u z R, nebo-li posloupnost́ı reálných
č́ısel, f(n) znač́ıme an nebo yn, posloupnost zapisujeme {an}∞n=1.

Poznámka. Okoĺım bodu +∞ (−∞) rozumı́me libovolný interval (k,∞) ((−∞, l)), kde k, l ∈ R.

Definice 2. O posloupnosti {an}∞n=1 řekneme, že má limitu L ∈ R jestliže ke každému okoĺı Uε(L)
existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı, že an ∈ Uε(L). Limitu znač́ıme

lim
n→∞

an = L nebo an → L jakmile n→∞

Poznámka. Jestliže L ∈ R ř́ıkáme, že existuje vlastńı limita (posloupnost konverguje), jestliže L =
±∞ ř́ıkáme, že existuje nevlastńı limita (posloupnost diverguje). Jestliže an ≤ an+1 pro každé n ∈ N
ř́ıkáme, že posloupnost {an}∞n=1 je neklesaj́ıćı (jestliže an < an+1 pro každé n ∈ N ř́ıkáme, že posloupnost
{an}∞n=1 je rostoućı), jestliže an ≥ an+1 pro každé n ∈ N ř́ıkáme, že posloupnost {an}∞n=1 je nerostoućı
(jestliže an > an+1 pro každé n ∈ N ř́ıkáme, že posloupnost {an}∞n=1 je klesaj́ıćı). Takové posloupnosti
nazýváme souhrně monotonńı.

1.2 Vlastnosti posloupnost́ı

Věta 1.2.1

(a) Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

(b) Každá konvergentńı posloupnost je omezená.

(c) Každá monotonńı posloupnost má limitu.

1) Je-li {an}∞n=1 neklesaj́ıćı (rostoućı) posloupnost, pak limn→∞ an = supn{an},
2) Je-li {an}∞n=1 nerostoućı (klesaj́ıćı) posloupnost, pak limn→∞ an = infn{an}.

(d) Předpokládejme, že posloupnost {an}∞n=1 má limitu L.

1) Jestlǐze L > 0 (L < 0) pak existuje n0 ∈ N tak, že an > 0 (an < 0) pro každé n ≥ n0
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2) Jestlǐze existuje n0 ∈ N tak, že an ≥ 0 (an ≤ 0) pro každé n ≥ n0 pak L ≥ 0 (L ≤ 0).

Důsledek 1.2.1 Monotonńı posloupnost je konvergentńı tehdy a jen tehdy, když je omezená.

Poznámka. Poč́ıtáńı se symboly ±∞. Definujeme

• a+ (+∞) = +∞, a+ (−∞) = −∞, −(+∞) = −∞, −(−∞) = +∞, ∀ a ∈ R,

• (+∞) + (+∞) = +∞, (−∞) + (−∞) = −∞,

• Jestliže a > 0, a ∈ R pak a(+∞) = +∞, a(−∞) = −∞,

• Jestliže a < 0, a ∈ R pak a(+∞) = −∞, a(−∞) = +∞,

• Jestliže a ∈ R pak a/(+∞) = 0, a/(−∞) = 0.

Věta 1.2.2 (Pravidla pro poč́ıtáńı s limitami) Necht’ pro posloupnosti {an}∞n=1, {bn}∞n=1 plat́ı, že
limn→∞ an = A limn→∞ bn = B, A, B ∈ R. Označme � jeden ze symbol̊u +, −, ·, / . Pak plat́ı

lim
n→∞

(an � bn) =
(

lim
n→∞

an

)
�
(

lim
n→∞

bn

)
= A�B,

pokud má pravá strana smysl.

Věta 1.2.3 (Věta o sevřeńı) Necht’ jsou dány posloupnosti {an}∞n=1, {bn}∞n=1 a {cn}∞n=1. Předpokládejme,
že existuje n0 ∈ N, takové, že an ≤ cn ≤ bn pro každé n ≥ n0. Jestlǐze limn→∞ an = limn→∞ bn = L ∈ R
pak limn→∞ cn = L.

Důsledek 1.2.2 Necht’ {an}∞n=1, {bn}∞n=1 jsou dvě posloupnosti a L ∈ R. Jestlǐze existuje n0 ∈ N,
takové, že

|an − L| ≤ bn, ∀n ≥ n0 a lim
n→∞

bn = 0

pak
lim
n→∞

an = L

Věta 1.2.4

(a) Jestlǐze limn→∞ an = L ∈ R pak limn→∞ |an| = |L| ∈ R.

(b) limn→∞ an = 0 tehdy a jen tehdy když limn→∞ |an| = 0.

(c) Necht’ an ≥ 0, pro n ∈ N a b > 0 je libovolné reálné č́ıslo. Jestlǐze limn→∞ an = L ∈ R pak
limn→∞ a

b
n = Lb.

(d) Necht’ limn→∞ an = L ∈ R, b > 0 pak limn→∞ b
an = bL.

(e) Jestlǐze |a| < 1 pak limn→∞ a
n = 0.

(f) limn→∞
n
√
a = 1 pro každé a > 0.

(g) limn→∞
n
√
n = 1.

Věta 1.2.5 Necht’ limn→∞ an = 0 a posloupnost {bn}∞n=1 je omezená. Pak limn→∞ anbn = 0.

Věta 1.2.6 (Bolzano-Cachyova podmı́nka) Posloupnost {an}∞n=1 je konvergentńı tehdy a jen tehdy,
když pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N, tak, že pro každé n, m ≥ n0 plat́ı

|an − am| < ε
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1.3 Podposloupnosti, liminf a limsup

Definice 3. Ř́ıkáme, že {pn}∞n=1 je podposloupnost posloupnosti {an}∞n=1 jestliže existuje funkce k :
N→ N která je rostoućı, tj. k1 < k2 < . . . , taková, že

pn = akn , ∀n ∈ N

Věta 1.3.1 Jestlǐze {an}∞n=1 má limitu L ∈ R, pak jakákoliv podposloupnost posloupnosti {an}∞n=1 má
tutéž limitu L.

Poznámka.

• Poznamenejme, že kn ≥ n protože k : N→ N je rostoućı.

• Jestliže {an}∞n=1 má dvě r̊uzné podposloupnosti s r̊uznými limitami, pak {an}∞n=1 nemá žádnou
limitu.

Definice 4. Uvažujme posloupnost {an}∞n=1 ⊂ R. Posloupnosti definované

ln = inf
k≥n
{ak} Ln = sup

k≥n
{ak}

jsou neklesaj́ıćı resp. nerostoućı posloupnost. Tedy existuj́ı limity

lim
n→∞

ln = sup
k
lk, lim

n→∞
Ln = inf

k
Lk

s hodnotami v R. Označme

liminfn→∞an = lim
n→∞

ln = lim
n→∞

inf
k≥n
{ak}

limsupn→∞an = lim
n→∞

Ln = lim
n→∞

sup
k≥n
{ak}

Tyto limity nazýváme limesinferior (dolńı limita) limessuperior (horńı limita).

Věta 1.3.2 Uvažujme posloupnost {an}∞n=1.

(a) Posloupnost {an}∞n=1 má liminf a limsup v R.

(b)

liminfn→∞an ≤ limsupn→∞an

liminfn→∞an = −limsupn→∞(−an)

(c) Plat́ı
lim
n→∞

an = L ∈ R ⇔ liminfn→∞an = limsupn→∞an = L

(d) limsupn→∞an = L ∈ R tehdy a jen tehdy

(i) ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ≥ n0 plat́ı

an < L+ ε,

(ii) existuje podposloupnost {akn}∞n=1 posloupnosti {an}∞n=1, která konverguje k č́ıslu L.
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Kapitola 2

NEKONEČNÉ ŘADY

2.1 ČÍSELNÉ ŘADY

2.1.1 Úvod

Definice 2.1.1 Necht’ je daná posloupnost {an}∞n=1 reálných č́ısel. Rekurence{
s1 = a1

sn+1 = sn + an+1

definuje indukćı jedinou posloupnost

sn = a1 + a2 + · · ·+ an =
n∑
k=1

ak

Posloupnost {sn}∞n=1 se nazývá posloupnost́ı částečných součt̊u řady tvořenou posloupnost́ı {an}∞n=1.
Pro limitu posloupnosti {sn}∞n=1 (jestliže existuje!) už́ıváme symbol

∞∑
k=1

ak (2.1)

a nazýváme nekonečnou řadou tvořenou posloupnost́ı {an}∞n=1.

Definice 2.1.2 Jestliže posloupnost {sn}∞n=0 konverguje k reálnému č́ıslu L, ř́ıkáme že nekonečná řada
(2.1) konverguje a č́ıslo L nazýváme součetem této řady.

Řadu rn =
∑∞

j=n+1 aj nazýváme zbytkem řady
∑∞

j=0 aj po n-tém členu.

Věta 2.1.1 Je-li řada
∑∞

n=1 an konvergentńı pak limn→∞ an = 0.

Věta 2.1.2 (Bolzano-Cachyova podmı́nka) Řada
∑∞

k=1 ak konverguje právě když pro každé ε > 0
existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ≥ n0 a každé m ∈ N plat́ı

|an+1 + an+1 + · · ·+ an+m| < ε (2.2)

Věta 2.1.3

(a) Řada konverguje tehdy a jen tehdy, když konverguje zbytek řady.
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(b) Je-li
∑∞

n=1 an konvergentńı pak je konvergentńı i řada
∑∞

n=1 can a plat́ı
∑∞

n=1 can = c
∑∞

n=1 an
pro každé c ∈ R.

(c) Jsou-li řady
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn konvergentńı pak je konvergentńı i řada
∑∞

n=1(an + bn) a plat́ı∑∞
n=1(an + bn) =

∑∞
n=1 an +

∑∞
n=1 bn.

Definice 2.1.3

(a) Řekneme, že řada
∑∞

n=1 an konverguje absolutně, jestliže konverguje řada
∑∞

n=1 |an|.

(b) Řekneme, že řada
∑∞

n=1 an konverguje relativně, jestliže konverguje řada
∑∞

n=1 an a řada
∑∞

n=1 |an|
diverguje.

Věta 2.1.4 Necht’ řada
∑∞

n=1 an konverguje absolutně, pak daná řada konverguje a plat́ı∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

an

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|an|

2.1.2 Kritéria konvergence řad

Věta 2.1.5

(a) Necht’
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou řady s nezápornými členy. Jestlǐze existuje n0 ∈ N0 tak, že pro
každé n ≥ n0 plat́ı an ≤ bn pak:

(1) Jestlǐze řada
∑∞

n=1 bn konverguje pak je konvergentńı i řada
∑∞

n=1 an.

(2) Jestlǐze řada
∑∞

n=1 an diverguje pak je divergentńı i řada
∑∞

n=1 bn.

(b) Necht’
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou dvě řady s kladnými členy a předpokládejme, že

lim
n→∞

an
bn

= L ∈ R

pak

(1) Jestlǐze řada
∑∞

n=1 bn konverguje pak je konvergentńı i řada
∑∞

n=1 an.

(2) Jestlǐze řada
∑∞

n=1 an diverguje pak je divergentńı i řada
∑∞

n=1 bn.

Věta 2.1.6

(a) Necht’
∑∞

n=1 an je řada s nezápornými členy.

(1) Předpokládejme, že existuje 0 ≤ K < 1 a p ∈ N tak, že pro všechna n ≥ p

n
√
an ≤ K < 1

Pak daná řada konverguje a
∞∑
n=p

an ≤
Kp

1−K

(2) Předpokládejme, že existuje p ∈ N tak, že pro všechna n ≥ p

n
√
an ≥ 1

Pak daná řada diverguje.
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(b) Necht’
∑∞

n=1 an je řada s kladnými členy.

(1) Předpokládejme, že existuje 0 ≤ K < 1 a p ∈ N tak, že pro všechna n ≥ p

an+1

an
≤ K < 1

Pak daná řada konverguje a
∞∑
n=p

an ≤
ap

1−K

(2) Předpokládejme, že existuje p ∈ N tak, že pro všechna n ≥ p

an+1

an
≥ 1

Pak daná řada diverguje.

Věta 2.1.7

(a) Necht’
∑∞

n=1 an je řada s nezápornými členy taková, že

lim
n→∞

n
√
an = K

(1) Je-li 0 ≤ K < 1 pak daná řada konverguje.

(2) Je-li K > 1 pak daná řada diverguje.

(3) Je-li K = 1 pak nelze o konvergenci řady
∑∞

n=1 an rozhodnout.

(b) Necht’
∑∞

n=1 an je řada s kladnými členy taková, že

lim
n→∞

an+1

an
= K

(1) Je-li 0 ≤ K < 1 pak řada
∑∞

n=1 an konverguje.

(2) Je-li K > 1 pak řada
∑∞

n=1 an diverguje.

(3) Je-li K = 1 pak nelze o konvergenci řady
∑∞

n=1 an rozhodnout.

2.1.3 Daľśı d̊uležitá kritéria konvergence řad

Věta 2.1.8 (Integrálńı kritérium) Necht’
∑∞

k=1 ak je daná řada s nezápornými členy a necht’ existuje
funkce f taková, že

(1) funkce f je spojitá, nezáporná a nerostoućı na [n,∞), n ∈ N,

(2) plat́ı f(k) = ak pro každé k ≥ n, k ∈ N.

Pak daná řada
∑∞

k=1 ak konverguje právě když konverguje integrál
∞∫
n

f(x) dx.

Odhad pro př́ıpad n = 1

k+1∫
1

f(x) dx− s1 ≤ sk − s1 ≤
k∫

1

f(x) dx, ∀ k ∈ N
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Věta 2.1.9 Necht’
∑∞

n=1 an je daná řada s nezápornými členy.

(1) Existuje-li k ∈ N a α > 1 tak, že plat́ı

n

(
an
an+1

− 1

)
≥ α > 1, ∀n ≥ k

pak daná řada konverguje.

(2) Je-li

n

(
an
an+1

− 1

)
≤ 1, ∀n ≥ k

pak daná řada diverguje.

Věta 2.1.10 Necht’
∑∞

n=1 an je daná řada s nezápornými členy a necht’ existuje

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= K

(1) Je-li K > 1 pak daná řada konverguje.

(2) Je-li K < 1 pak daná řada diverguje.

2.1.4 Řady s libovolnými členy

a+
n =

{
an pro an > 0
0 jinak

a−n =

{
−an pro an < 0

0 jinak

Věta 2.1.11 (1) Jestlǐze řady
∑∞

n=1 a
+
n a

∑∞
n=1 a

−
n konverguj́ı, pak konverguje i řada

∑∞
n=1 an.

(2) Jestlǐze řada
∑∞

n=1 a
+
n diverguje k ∞ a řada

∑∞
n=1 a

−
n konverguje, pak řada

∑∞
n=1 an diverguje k

∞.

(3) Jestlǐze řada
∑∞

n=1 a
+
n konverguje a řada

∑∞
n=1 a

−
n diverguje k ∞, pak řada

∑∞
n=1 an diverguje k

−∞.

Definice 2.1.4 Alternuj́ıćı řada je tvaru
∑∞

n=1(−1)nan, kde {an}∞n=1 je posloupnost s nezápornými
členy.

Věta 2.1.12 (Leibnitzovo kritérium) Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost s kladnými členy a plat́ı

(1)
lim
n→∞

an = 0

(2) posloupnost {an}∞n=1 je nerostoućı.

Pak řada
∑∞

n=1(−1)n+1an konverguje.
Máme odhad

ak − ak+1 ≤

∣∣∣∣∣
∞∑

n=k+1

(−1)nan

∣∣∣∣∣ ≤ ak + am ∀m, k, m > k

Předešlé nerovnice jsou ostré v př́ıpadě, že posloupnost {an}∞n=1 je ostře klesaj́ıćı.
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Poznámka. Všechna kritéria pro konvergenci řad můžeme použ́ıt pro určeńı absolutńı konvergence
řad.

2.1.5 Daľśı kritéria konvergence řad

Věta 2.1.13 Necht’ {an}∞n=1, {bn}∞n=1 jsou dvě posloupnosti reálných č́ısel a sn =
∑n

k=1 ak, Jestlǐze
zároveň plat́ı:

(1) řada
∑∞

k=1 sk (bk − bk+1) konverguje,

(2) existuje konečná limita limn→∞ snbn+1,

pak řada
∑∞

n=1 anbn konverguje.

Důsledekem předešlé Věty jsou následuj́ıćı dvě kritéria pro řady, které nemuśı konvergovat absolutně.

Tvrzeńı 2.1.1 (Abel-Leibnitzovo kritérium) Necht’ řada
∑∞

n=1 an konverguje a posloupnost {bn}∞n=1 je
monotonńı a ohraničená. Pak řada

∑∞
n=1 anbn konverguje.

Tvrzeńı 2.1.2 (Dirichletovo kritérium) Necht’ poslopnost částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 an je ohraničená.
Dále necht’ posloupnost {bn}∞n=1 je nerostoućı a limn→∞ bn = 0. Pak řada

∑∞
n=1 anbn konverguje.

Poznámka. Polož́ıme-li an = (−1)n+1 a uváž́ıme-li, že nerostoućı nulová posloupnost {bn}∞n=1 je
zároveň nezáporná, vid́ıme, že Dirichletovo kritérium je zobecněńım Abel-Leibnitzova kritéria.
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PŘÍKLADY

Č́ıselné řady

Rozhodněte o konvergenci řad:

∞∑
n=1

1

n
√
n+ 1

[konvergentńı]

∞∑
n=1

1

n
[divergentńı]

∞∑
n=1

1

100n+ 1
[divergentńı]

∞∑
n=1

1 + n

1 + n2
[divergentńı]

∞∑
n=1

(√
n−
√
n− 1

)
[divergentńı]

∞∑
n=2

1

lnn
[divergentńı]

∞∑
n=1

2nn

nn
[konvergentńı]

∞∑
n=1

1

lnn(n+ 1)
[konvergentńı]

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)!
[konvergentńı]

∞∑
n=0

2n

n!
[konvergentńı]

∞∑
n=2

1

(lnn)lnn
[konvergentńı]

∞∑
n=1

a
k√n, k ∈ N, 0 < a < 1

∞∑
n=0

(
1 + n

1 + n2

)2

[konvergentńı]

∞∑
n=1

e−
√
n

√
n

[konvergentńı]
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∞∑
n=1

sin
π

3n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

sin
1

n
[divergentńı]

∞∑
n=1

1√
n

sin
1

n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

cos

(
1

n

)
[divergentńı]

∞∑
n=2

1

(ln n)ln n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

n

n+ 1
[divergentńı]

∞∑
n=1

n

2n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

(−1)n+1 n

(n+ 1)!
[konvergentńı]

∞∑
n=2

lnn

n
[divergentńı]

∞∑
n=1

(√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n
)

[konvergentńı]

∞∑
n=1

e−
√
n [konvergentńı]

∞∑
n=1

(n
e

)n 1

n!
[divergentńı]

Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=2

ln

(
n− 1

n+ 1

)(√
n+ 1−

√
n
)p

v závislosti na parametru p ∈ R.
Výsledek

Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=1

1 + sin 1
n
− cos 1

n

1 + sin 2
n
− cos 2

n

1

n

√
tg

1

n

Výsledek
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Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=1

n1+ 1
n(

n+ 1
n

)n
Výsledek: konverguje podle odmocninivého kritéria
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−3. [n >]
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=2

lnn

n3

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−2.
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

1

n ln2 n

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−1. [n > e10]
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=2

log n

n2

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−2.
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

1

1 + n2

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−3.
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

(
3n+ 1

7n

)n
Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−3. [n = 9]
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

(
n+ 1

3n

)n
Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−2. [n = 9]
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

(
2

3

)n
ln(1 + 2n)

[ln(1 + 2n) ≤ ln 2n+1 = (n+ 1) ln 2] pak podilovym a srovnavacim, konverguje
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

tg
( π

4n

)
sin 2n (2.3)

[
|sin 2n| ≤ 1, tg

(
π
4n

)
≤ π

(
1
4

)n]
pak srovnavacim, konverguje
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Rozhodněte o konvergenci řady
∞∑
n=1

n

en2

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−3. []
Určte sdoučet řady

∞∑
n=1

1

1 + n2

aby chyba byla menš́ı než 10−2. []
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.



Kapitola 3

NEURČITÝ INTEGRÁL

3.1 Základńı pojmy.

Definice 3.1.1 Řekneme, že funkce F je zobecněná primitivńı funkce k funkci f v
intervalu (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, jestliže plat́ı

(a) F je spojitá na (a, b),

(b) F ′(x) = f(x) pro každé x ∈ (a, b) s výjimkou nejvýše spočetné podmnožiny M
intervalu (a, b).

Poznámka 3.1.1 Funkce f přitom nemuśı být definovaná na L ⊆ M . Každá konečná množina je
nejvýše spočetná. Množina všech přirozených, celých resp. racionlálńıch č́ısel je nejvýše spočetná. Po-
sloupnost { 1

n
}∞n=1 je nejvýše spočetná.

Poznámka 3.1.2 V daľśım budeme mı́sto zobecněné primitivńı funkce už́ıvat stručněǰśı označeńı –
primitivńı funkce.

Poznámka 3.1.3

(a) Necht’ F je primitivńı funkćı k funkci f na otevřeném intervalu I. Potom funkce Fc(x) = F (x)+c,
x ∈ I, kde c ∈ R je libovolná konstanta, je také primitivńı funkćı k funkci f na intervalu I.

(b) Pro libovolný bod x0 ∈ I a každé y0 ∈ R existuje jedna primitivńı funkce F k funkci f na I, pro
kterou plat́ı F (x0) = y0 (graf funkce F procháźı bodem [x0, y0]).

(c) Funkce F je spojitá na intervalu I.

Poznámka 3.1.4 Jsou-li F , G primitivńı funkce k funkci f na otevřeném intervalu I, pak existuje
takové č́ıslo c ∈ R, že plat́ı G(x) = F (x) + c na I. Množinu všech těchto primitivńıch funkćı obvykle
nazýváme neurčitým integrálem funkce f na I a znač́ıme jej

∫
f(x) dx.

Poznámka 3.1.5 V literatuře je možné se také setkat s definićı primitivńıch funkćı na obecněǰśıch
množinách, nežli jsou intervaly (např. sjednoceńı interval̊u). Tato obecněǰśı definice však má některé
nevýhody (např. primitivńı funkce se nemuśı lǐsit o konstantu).

Věta 3.1.1 Každá funkce spojitá na otevřeném intervalu I má na tomto intervalu primitivńı funkci.

15
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Poznámka 3.1.6 Existuj́ı však i nespojité funkce, k nimž je možno nalézt primitivńı funkce.

Věta 3.1.2 Jestlǐze existuj́ı primitivńı funkce k funkćım f a g na otevřeném intervalu I, pak plat́ı∫
cf(x) dx = c

∫
f(x) dx,∫

(f(x) + g(x)) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx,

kde c 6= 0 je libovolná reálná konstanta.

Tabulkové integrály.
Z tabulky derivaćı dostáváme okamžitě tabulku primitivńıch funkćı. V následuj́ıćıch vzorćıch je c ∈ R
libovolná konstanta:

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ c, x ∈ R, n ∈ N ∪ {0},∫

xα dx =
xα+1

α + 1
+ c, x ∈ (0,∞), α ∈ R, α 6= −1,∫

1

x
dx = ln |x|+ c, x ∈ (0,∞) nebo x ∈ (−∞, 0),∫

ax dx =
ax

ln a
+ c, x ∈ R, a > 0, a 6= 1 je konstanta,∫

sinx dx = − cosx+ c, x ∈ R,∫
cosx dx = sin x+ c, x ∈ R,∫
1

sin2 x
dx = −cotg x+ c, x ∈ (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z,∫

1

cos2 x
dx = tg x+ c, x ∈ ((2k − 1)π/2, (2k + 1)π/2), k ∈ Z,∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ c, x ∈ (−1, 1),∫
1

1 + x2
dx = arctg x+ c, x ∈ R,∫

sinhx dx = coshx+ c, x ∈ R,∫
coshx dx = sinhx+ c, x ∈ R,∫

1

cosh2 x
dx = tghx+ c, x ∈ R,∫

1

sinh2 x
dx = − cotghx+ c, x ∈ (0,∞) nebo x ∈ (−∞, 0).

Poznámka 3.1.7 (k druhému vzorci v předešlé tabulce - možnost rozš́ı̌reńı integračńıch obor̊u)
Je-li α = p/q ∈ Q, α 6= −1, p, q nesoudělná, pak
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(a)

je-li α > 0 a

{
q sudé, pak x ∈ (0,∞),

q liché, pak x ∈ R,

(b)

je-li α < 0 a

{
q sudé, pak x ∈ (0,∞),

q liché, pak x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞),

3.2 Základńı integračńı metody.

Věta 3.2.1 (Prvńı substitučńı metoda.) Necht’ funkce f má primitivńı funkci F na otevřeném in-
tervalu J . Necht’ funkce ϕ zobrazuje otevřený interval I do J a má na intervalu I konečnou derivaci.
Potom F ◦ ϕ je primitivńı funkćı k funkci (f ◦ ϕ)ϕ′ na intervalu I a plat́ı∫

f (ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(t)) + c, c ∈ R.

Věta 3.2.2 (Druhá substitučńı metoda.) Necht’ funkce ϕ zobrazuje otevřený interval I na interval J a
necht’ má konečnou derivaci ϕ′ 6= 0 na I. Je-li G primitivńı funkćı k funkci (f ◦ ϕ)ϕ′ na I, pak funkce
G ◦ ϕ−1 je primitivńı k f na J a plat́ı∫

f(x) dx =

∫
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt = G(t) + c = G

(
ϕ−1(x)

)
+ c, c ∈ R

Věta 3.2.3 (Metoda per partes.) Necht’ funkce u, v maj́ı spojité derivace na otevřeném intervalu I.
Potom na I plat́ı ∫

u(x)v′(x) dx+

∫
u′(x)v(x) dx = u(x)v(x) + c, c ∈ R

3.3 Integrace racionálńıch funkćı.

Jak již v́ıme z teorie racionálńıch funkćı, můžeme zadanou ryźı racionálńı funkci rozložit na parciálńı
zlomky tvaru

(I)
A

(ax+ b)l
(II)

Bx+ C

(px2 + qx+ r)k

kde k, l ∈ N, a 6= 0, p 6= 0, q2 − 4pr < 0, A 6= 0 a B2 + C2 6= 0. Je zřejmé, že pro integraci parciálńıch
zlomk̊u typu (I) můžeme použ́ıt substituci ax + b = t, která převede tento typ na tabulkový integrál∫
t−l dt.
Integrace parciálńıch zlomk̊u tvaru (II) je již trošku náročněǰśı. Nejprve se budeme zabývat př́ıpadem,

kdy k = 1. Pak je vhodné upravit integrand na tvar

K
f ′(x)

f(x)
+ L

1

f(x)
,

který již snadno integrujeme pomoćı prvńı substitučńı metody.
Zbývá nám integrace parciálńıch zlomk̊u tvaru

Bx+ C

(px2 + qx+ r)k
, k > 1, k ∈ N.
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Nejdř́ıve uprav́ıme integrand na tvar

K
f ′(x)

(f(x))k
+ L

1

(f(x))k
.

Prvńı sč́ıtanec integrujeme podle prvńı substitučńı metody, ve druhém sč́ıtanci uprav́ıme výraz 1/ (f(x))k

na tvar 1/ (t2 + a2)
k

a primitivńı funkci urč́ıme užit́ım rekurentńıho vztahu∫
1

(t2 + a2)k+1
dt =

1

2ka2

(
t

(t2 + a2)k
+ (2k − 1)

∫
1

(t2 + a2)k
dt

)
.

3.4 Integrace goniometrických funkćı.

Zavedeme nejprve pojem polynomu n proměnných:

P (u1, u2, . . . , un) =

m1∑
k1=0

m2∑
k2=0

· · ·
mn∑
kn=0

ak1k2...knu
k1
1 u

k2
2 . . . uknn ,

kde n ∈ N, ak1k2...kn ∈ R, ki, mi jsou celá nezáporná č́ısla.

R(u1, u2, . . . , un) =
P (u1, u2, . . . , un)

Q(u1, u2, . . . , un)

je racionálńı funkce n proměnných.
Rozlǐśıme tři základńı typy integrál̊u.

3.4.1 Typ
∫
R(sin x, cos x) dx .

Necht’

R(u, v) =
P (u, v)

Q(u, v)

je racionálńı funkce dvou proměnných u = sinx a v = cosx.

Integraci funkćı tohoto typu lze převést na integraci funkćı racionálńıch v proměnné t zavedeńım
následuj́ıćıch substitućı:

1) Plat́ı-li R(−u, v) = −R(u, v), polož́ıme cos x = t.

2) Plat́ı-li R(u,−v) = −R(u, v), polož́ıme sin x = t.

3) Plat́ı-li R(−u,−v) = R(u, v), polož́ıme tg x = t.

4) V ostatńıch př́ıpadech polož́ıme tg x
2

= t.

Při zavedeńı substituce tg x = t využijeme
tyto vztahy (pro lehké zapamatováńı je
můžeme źıskat z následuj́ıćıho obrázku:)

cosx =
1√

1 + t2
, sinx =

t√
1 + t2

.

Při substituci tg x
2

= t dostaneme:
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Obrázek 3.1: Goniometrická substituce tg x = t.

cosx = cos2 x

2
− sin2 x

2
=

1− t2

1 + t2
,

sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
=

2t

1 + t2
.

3.4.2 Typ
∫

sinαx sin βx dx .

Necht’ α, β ∈ R. K výpočtu integrál̊u∫
sinαx sin βx dx,

∫
sinαx cos βx dx,

∫
cosαx cos βx dx.

použijeme vzorce

sinαx sin βx =
1

2
[cos(α− β)x− cos(α + β)x] ,

cosαx cos βx =
1

2
[cos(α− β)x+ cos(α + β)x] ,

sinαx cos βx =
1

2
[sin(α + β)x+ sin(α− β)x] .

3.4.3 Typ
∫

sinm x cosn x dx.

Necht’ m, n jsou celá nezáporná a sudá č́ısla. Pro výpočet integrálu∫
sinm x cosn x dx

použijeme vzorce

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x) , cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x) , sin 2x = 2 sin x cosx.

3.5 Integrace iracionálńıch funkćı.

Opět odlǐśıme dva základńı typy integrál̊u iracionálńıch funkćı.
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3.5.1 Typ
∫
R
(
x, q1

√
ax+b
cx+d ,

q2

√
ax+b
cx+d , . . . ,

qm

√
ax+b
cx+d

)
dx .

Necht’ R je racionálńı funkce m+ 1 proměnných. Uvažujme funkci

R

(
x,

q1

√
ax+ b

cx+ d
,
q2

√
ax+ b

cx+ d
, . . . ,

qm

√
ax+ b

cx+ d

)
,

kde a, b, c, d ∈ R, přičemž ad− bc 6= 0.

Integraci funkćı tohoto typu lze převést na integraci funkćı racionálńıch v proměnné t. Vyjdeme-li ze
vztahu

ax+ b

cx+ d
= ts,

kde s je nejmenš́ı společný násobek č́ısel q1, q2,...,qm, dostaneme

x =
dts − b
a− cts

.

3.5.2 Typ
∫
R(x,

√
px2 + qx+ r) dx .

Necht’

R(u, v) =
P (u, v)

Q(u, v)

je racionálńı funkce dvou proměnných u, v a p, q, r ∈ R, p 6= 0. Uvažujme integrál∫
R(x,

√
px2 + qx+ r) dx

Pokud má polynom px2 + qx+ r

• dvojnásobný reálný kořen, pak jde o integraci racionálńı funkce;

• dva r̊uzné reálné kořeny, pak můžeme převést integrál na integrál typu∫
R

(
x,

q1

√
ax+ b

cx+ d
,
q2

√
ax+ b

cx+ d
, . . . ,

qm

√
ax+ b

cx+ d

)
dx ;

• komplexńı kořeny, pak tento př́ıpad snadno převedeme jednoduchými úpravami a lineárńı substi-
tućı na následuj́ıćı tvar: ∫

R(x,
√

1 + x2) dx,

který dále můžeme poč́ıtat s použit́ım:

(a) Eulerovy substituce

x = ϕ(t) =
t2 − 1

2t
, dx = ϕ′(t)dt =

t2 + 1

2t2
dt,

ϕ : (0,∞) → R, ϕ′(t) 6= 0 na (0,∞)

t = ϕ−1(x) = x+
√

1 + x2, ϕ−1 : R → (0,∞),

která převede daný integrál na integrál z racionálńı funkce (substituce se někdy ṕı̌se ve tvaru√
1 + x2 = t− x);
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(b) goniometrické substituce

x = ϕ(t) = tg t, dx = ϕ′(t)dt =
1

cos2 t
dt,

ϕ :
(
−π

2
,
π

2

)
→ R, ϕ′(t) 6= 0 na

(
−π

2
,
π

2

)

t = ϕ−1(x) = arctg x, ϕ−1 : R →
(
−π

2
,
π

2

)
která převede daný integrál na integrál z funkce R(cos t, sin t);

(c) hyperbolické substituce

x = ϕ(t) = sinh t, dx = ϕ′(t)dt = cosh t dt,

ϕ : R → R, ϕ′(t) 6= 0 na R

t = ϕ−1(x) = arcsinh x, ϕ−1 : R → R,

nebo analogicky

x = ϕ(t) = cosh t, dx = ϕ′(t)dt = sinh t dt,

ϕ : (0,∞) → (1,∞), ϕ′(t) 6= 0 na (0,∞)

t = ϕ−1(x) = arccosh t, ϕ−1 : (1,∞) → (0,∞),

která převede daný integrál na integrál z funkce R(cosh t, sinh t). Ve všech výše uvedených
př́ıpadech použ́ıváme Větu 3.2.2 (Druhá substitučńı metoda).

Integrály typu ∫
Ax+B√
px2 + qx+ r

dx,

kde A, B, p, q, r ∈ R, A 6= 0, p 6= 0, lze řešit výhodně tak, že je převedeme na součet integrál̊u

K

∫
f ′(x)√
f(x)

dx+ L

∫
1√
f(x)

dx,

které již snadno vypočteme.

3.6 Integrace racionálńıch funkćı.

Jak již v́ıme z teorie racionálńıch funkćı, můžeme zadanou ryźı racionálńı funkci rozložit na parciálńı
zlomky tvaru

(I)
A

(ax+ b)l
(II)

Bx+ C

(px2 + qx+ r)k
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kde k, l ∈ N, a 6= 0, p 6= 0, q2 − 4pr < 0, A 6= 0 a B2 + C2 6= 0. Je zřejmé, že pro integraci parciálńıch
zlomk̊u typu (I) můžeme použ́ıt substituci ax + b = t, která převede tento typ na tabulkový integrál∫
t−l dt.

Integrace parciálńıch zlomk̊u tvaru (II) je již trošku náročněǰśı. Nejprve se budeme zabývat př́ıpadem,
kdy k = 1. Pak je vhodné upravit integrand na tvar

K
f ′(x)

f(x)
+ L

1

f(x)
,

který již snadno integrujeme pomoćı prvńı substitučńı metody.

Zbývá nám integrace parciálńıch zlomk̊u tvaru

Bx+ C

(px2 + qx+ r)k
, k > 1, k ∈ N.

Nejdř́ıve uprav́ıme integrand na tvar

K
f ′(x)

(f(x))k
+ L

1

(f(x))k
.

Prvńı sč́ıtanec integrujeme podle prvńı substitučńı metody, ve druhém sč́ıtanci uprav́ıme výraz 1/ (f(x))k

na tvar 1/ (t2 + a2)
k

a primitivńı funkci urč́ıme užit́ım rekurentńıho vztahu

∫
1

(t2 + a2)k+1
dt =

1

2ka2

(
t

(t2 + a2)k
+ (2k − 1)

∫
1

(t2 + a2)k
dt

)
.

Nyńı si tento rekurentńı vztah odvod́ıme užit́ım metody per partes. Označme

Jk =

∫
1

(t2 + a2)k
dt.

Jk =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u(x) =

1

(t2 + a2)k
v′ (t) = 1

u′ (x) = − 2kt

(t2 + a2)k+1
v(t) = t

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

t

(t2 + a2)k
+ 2k

∫
t2

(t2 + a2)k+1
dt

=
t

(t2 + a2)k
+ 2k

∫
(t2 + a2)− a2

(t2 + a2)k+1
dt

=
t

(t2 + a2)k
+ 2k

∫
1

(t2 + a2)k
dt− 2ka2

∫
1

(t2 + a2)k+1
dt

a odtud dostáváme rovnici

Jk =
t

(t2 + a2)k
+ 2kJk − 2ka2Jk+1.
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3.7 Integrace goniometrických funkćı.

Zavedeme nejprve pojem polynomu n proměnných:

P (u1, u2, . . . , un) =

m1∑
k1=0

m2∑
k2=0

· · ·
mn∑
kn=0

ak1k2...knu
k1
1 u

k2
2 . . . uknn ,

kde n ∈ N, ak1k2...kn ∈ R, ki, mi jsou celá nezáporná č́ısla.

R(u1, u2, . . . , un) =
P (u1, u2, . . . , un)

Q(u1, u2, . . . , un)

je racionálńı funkce n proměnných.
Rozlǐśıme tři základńı typy integrál̊u.

3.7.1 Typ
∫
R(sin x, cos x) dx .

Necht’

R(u, v) =
P (u, v)

Q(u, v)

je racionálńı funkce dvou proměnných u = sinx a v = cosx.

Integraci funkćı tohoto typu lze převést na integraci funkćı racionálńıch v proměnné t zavedeńım
následuj́ıćıch substitućı:

1) Plat́ı-li R(−u, v) = −R(u, v), polož́ıme cos x = t.

2) Plat́ı-li R(u,−v) = −R(u, v), polož́ıme sin x = t.

3) Plat́ı-li R(−u,−v) = R(u, v), polož́ıme tg x = t.

4) V ostatńıch př́ıpadech polož́ıme tg x
2

= t.

Při zavedeńı substituce tg x = t využijeme
tyto vztahy (pro lehké zapamatováńı je
můžeme źıskat z následuj́ıćıho obrázku:)

cosx =
1√

1 + t2
, sinx =

t√
1 + t2

.

Při substituci tg x
2

= t dostaneme:

cosx = cos2 x

2
− sin2 x

2
=

1− t2

1 + t2
,

sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
=

2t

1 + t2
.



24 KAPITOLA 3. NEURČITÝ INTEGRÁL

Obrázek 3.2: Goniometrická substituce tg x = t.

3.7.2 Typ
∫

sinαx sin βx dx .

Necht’ α, β ∈ R. K výpočtu integrál̊u∫
sinαx sin βx dx,

∫
sinαx cos βx dx,

∫
cosαx cos βx dx.

použijeme vzorce

sinαx sin βx =
1

2
[cos(α− β)x− cos(α + β)x] ,

cosαx cos βx =
1

2
[cos(α− β)x+ cos(α + β)x] ,

sinαx cos βx =
1

2
[sin(α + β)x+ sin(α− β)x] .

3.7.3 Typ
∫

sinm x cosn x dx.

Necht’ m, n jsou celá nezáporná a sudá č́ısla. Pro výpočet integrálu∫
sinm x cosn x dx

použijeme vzorce

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x) , cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x) , sin 2x = 2 sin x cosx.

3.8 Integrace iracionálńıch funkćı.

Opět odlǐśıme dva základńı typy integrál̊u iracionálńıch funkćı.

3.8.1 Typ
∫
R
(
x, q1

√
ax+b
cx+d ,

q2

√
ax+b
cx+d , . . . ,

qm

√
ax+b
cx+d

)
dx .

Necht’ R je racionálńı funkce m+ 1 proměnných. Uvažujme funkci

R

(
x,

q1

√
ax+ b

cx+ d
,
q2

√
ax+ b

cx+ d
, . . . ,

qm

√
ax+ b

cx+ d

)
,
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kde a, b, c, d ∈ R, přičemž ad− bc 6= 0.

Integraci funkćı tohoto typu lze převést na integraci funkćı racionálńıch v proměnné t. Vyjdeme-li ze
vztahu

ax+ b

cx+ d
= ts,

kde s je nejmenš́ı společný násobek č́ısel q1, q2,...,qm, dostaneme

x =
dts − b
a− cts

.

3.8.2 Typ
∫
R(x,

√
px2 + qx+ r) dx .

Necht’

R(u, v) =
P (u, v)

Q(u, v)

je racionálńı funkce dvou proměnných u, v a p, q, r ∈ R, p 6= 0. Uvažujme integrál∫
R(x,

√
px2 + qx+ r) dx

Pokud má polynom px2 + qx+ r

• dvojnásobný reálný kořen, pak jde o integraci racionálńı funkce;

• dva r̊uzné reálné kořeny, pak můžeme převést integrál na integrál typu∫
R

(
x,

q1

√
ax+ b

cx+ d
,
q2

√
ax+ b

cx+ d
, . . . ,

qm

√
ax+ b

cx+ d

)
dx ;

• komplexńı kořeny, pak tento př́ıpad snadno převedeme jednoduchými úpravami a lineárńı substi-
tućı na následuj́ıćı tvar: ∫

R(x,
√

1 + x2) dx,

který dále můžeme poč́ıtat s použit́ım:

(a) Eulerovy substituce

x = ϕ(t) =
t2 − 1

2t
, dx = ϕ′(t)dt =

t2 + 1

2t2
dt,

ϕ : (0,∞) → R, ϕ′(t) 6= 0 na (0,∞)

t = ϕ−1(x) = x+
√

1 + x2, ϕ−1 : R → (0,∞),

která převede daný integrál na integrál z racionálńı funkce (substituce se někdy ṕı̌se ve tvaru√
1 + x2 = t− x);
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(b) goniometrické substituce

x = ϕ(t) = tg t, dx = ϕ′(t)dt =
1

cos2 t
dt,

ϕ :
(
−π

2
,
π

2

)
→ R, ϕ′(t) 6= 0 na

(
−π

2
,
π

2

)

t = ϕ−1(x) = arctg x, ϕ−1 : R →
(
−π

2
,
π

2

)
která převede daný integrál na integrál z funkce R(cos t, sin t);

(c) hyperbolické substituce

x = ϕ(t) = sinh t, dx = ϕ′(t)dt = cosh t dt,

ϕ : R → R, ϕ′(t) 6= 0 na R

t = ϕ−1(x) = arcsinh x, ϕ−1 : R → R,

nebo analogicky

x = ϕ(t) = cosh t, dx = ϕ′(t)dt = sinh t dt,

ϕ : (0,∞) → (1,∞), ϕ′(t) 6= 0 na (0,∞)

t = ϕ−1(x) = arccosh t, ϕ−1 : (1,∞) → (0,∞),

která převede daný integrál na integrál z funkce R(cosh t, sinh t). Ve všech výše uvedených
př́ıpadech použ́ıváme Větu 3.2.2 (Druhá substitučńı metoda).

Integrály typu ∫
Ax+B√
px2 + qx+ r

dx,

kde A, B, p, q, r ∈ R, A 6= 0, p 6= 0, lze řešit výhodně tak, že je převedeme na součet integrál̊u

K

∫
f ′(x)√
f(x)

dx+ L

∫
1√
f(x)

dx,

které již snadno vypočteme.



Kapitola 4

URČITÝ INTEGRÁL

4.1 Newton̊uv integrál.

Historicky nejstarš́ı je definice Newtonova integrálu, která je založena na pojmu primitivńı funkce.

Definice 4.1.1 Je-li funkce F primitivńı funkćı k funkci f v (a, b), kde −∞ ≤ a <
b ≤ ∞, a existuj́ı-li vlastńı (konečné) limity limx→a+ F (x), limx→b− F (x), pak č́ıslo

b∫
a

f(x) dx = [F (x)]ba = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x)

nazýváme Newtonovým integrálem funkce f na intervalu (a, b).
Množinu všech funkćı, které maj́ı Newton̊uv integrál na intervalu (a, b), znač́ıme
N (a, b).

Poznámka 4.1.1

(a) Je-li funkce F spojitá v [a, b], pak

[F (x)]ba = F (b)− F (a)

(b) Pokud známe primitivńı funkci, Newton̊uv integrál podle předešlé definice snadno spoč́ıtáme.
Dále si všimněme, že v předešlé definici nepožadujeme omezenost intervalu I ani ohraničenost
integrované funkce.

4.2 Základńı vlastnosti určitého Newtonova integrálu.

Základńı vlastnosti určitého Newtonova integrálu jsou shrnuty v následuj́ıćı větě.

Věta 4.2.1 Necht’ −∞ ≤ a < b ≤ ∞.

(a) Necht’ funkce f a g maj́ı Newton̊uv integrál na intervalu (a, b)
(tj. f, g ∈ N (a, b)). Pak plat́ı

b∫
a

(
kf(x) + lg(x)

)
dx = k

b∫
a

f(x) dx+ l

b∫
a

g(x) dx,

27
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kde k, l jsou libovolná reálná č́ısla.

(b) Necht’ a < c < b. Pak f ∈ N (a, b) právě tehdy, když f ∈ N (a, c) a f ∈ N (c, b). Nav́ıc plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx.

(c) Necht’ f , g ∈ N (a, b). Pak plat́ı
b∫

a

f(x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx,

je-li 0 ≤ f(x) ≤ g(x) všude, kde funkce f a g jsou spojité.

(d) Jestlǐze |f | ∈ N (a, b), pak plat́ı ∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)| dx.

(e) Jestlǐze |f(x)| ≤M všude, kde funkce f je spojitá, |f | ∈ N (a, b) a č́ısla a, b jsou konečná, pak

b∫
a

|f(x)| dx ≤M(b− a).

(f) Jestlǐze je funkce f spojitá na [a, b] a č́ısla a, b jsou konečná, pak existuje bod ξ ∈ [a, b] tak, že

b∫
a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

(g) Jestlǐze f ∈ N (a, b), pak plat́ı
b∫

a

f(x) dx = −
a∫
b

f(x) dx.

Poznámka 4.2.1 Newton̊uv integrál neńı absolutně integrovatelný!

Věta 4.2.2 (Metoda per partes.) Necht’ u, v ∈ N (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Jsou-li funkce u a v
spojité na (a, b) a maj́ı zde derivaci s výjimkou nejvýše spočetné množiny bod̊u, pak plat́ı

b∫
a

u(x)v′(x) dx =
[
u(x)v(x)

]b
a
−

b∫
a

u′(x)v(x) dx,

maj́ı-li alespoň dva ze tř́ı výraz̊u konečnou hodnotu.

Poznámka 4.2.2 Výrazem [u(x)v(x)]ba rozumı́me

lim
x→b−

u(x)v(x)− lim
x→a+

u(x)v(x)
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Věta 4.2.3 (Věta o substituci.) Necht’ −∞ ≤ a < b ≤ ∞, funkce ϕ je ryze monotonńı, spojitá a má
konečnou nenulovou derivaci na (a, b) s výjimkou nejvýše spočetné množiny bod̊u a funkce f je spojitá
na intervalu J takovém, že ϕ ((a, b)) ⊆ J . Pak plat́ı

ϕ(b−)∫
ϕ(a+)

f(x) dx =

b∫
a

f (ϕ(t))ϕ′(t) dt,

existuje-li jeden z integrál̊u. Zde ϕ(a+) = limt→a+ ϕ(t), ϕ(b−) = limt→b− ϕ(t).
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4.3 Riemann̊uv integrál.

4.3.1 Definice Riemannova integrálu.

Nyńı si zavedeme definici Riemannova integrálu, která je geometricky velmi názorná a lze ji využ́ıt jako
základ pro přibližný (numerický) výpočet určitého integrálu a při odvozováńı fyzikálńıch veličin.

Uvažujme interval I = [a, b] ⊂ R, a < b jsou konečná, reálná č́ısla a necht’ DN = {x0, x1, x2, . . . , xN}
je děleńı intervalu [a, b] s dělićımi body a = x0 < x1 < x2 < . . . < xN = b. Každý interval Ii = [xi−1, xi],
i = 1, 2, . . . , N nazýváme částečným intervalem děleńı DN .

Obrázek 4.1: Riemann̊uv integralńı součet.

Délku (mı́ru) intervalu Ii definujeme µ(Ii) = xi − xi−1 = ∆xi, i = 1, 2, . . . , N . Výraz ν(DN) =
maxi=1,2,...,N{∆xi} nazýváme normou děleńı DN .
Řekneme, že děleńı DM je zjemněńım děleńı DN jestliže DN ⊂ DM .

Definice 4.3.1 Necht’ f je ohraničená funkce na I, DN děleńı I s dělićımi body
a = x0 < x1 < x2 < . . . < xN = b. Přǐrad́ıme děleńı DN a funkci f dolńı Riemann̊uv
integrálńı součet definovaný vztahem

s(f,DN) =
N∑
i=1

mi(xi − xi−1) =
N∑
i=1

mi∆xi, mi = inf
x∈Ii

f(x) (4.1)

a horńı Riemann̊uv integrálńı součet definovaný vztahem

S(f,DN) =
N∑
i=1

Mi(xi − xi−1) =
N∑
i=1

Mi∆xi, Mi = sup
x∈Ii

f(x) (4.2)
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Definice 4.3.2 Necht’ f je ohraničená funkce na I. Definujme dolńı Riemann̊uv
integrál pro funkci f definovaný vztahem∫ b

a

f(x) dx = I−(f) = sup
D
s(f,D) (4.3)

a horńı Riemann̊uv integrál pro funkci f definovaný vztahem∫ b

a

f(x) dx = I+(f) = inf
D
S(f,D) (4.4)

Definice 4.3.3 Řekneme, že funkce f je Riemannovsky integrabilńı na I tehdy a
jen tehdy jestliže je ohraničená na I a

I−(f) = I+(f) (4.5)

V tomto př́ıpadě se tato společná hodnota nazývá Riemann̊uv integrál funkce f na
I a znač́ıme

b∫
a

f(x) dx = I−(f) = I+(f) (4.6)

Věta 4.3.1 (test integrability) Necht’ f je omezená funkce na intervalu I. Funkce f je Riemannovsky
integrabilńı na I tehdy a jen tehdy když pro každé ε > 0 existuje děleńı D tak, že

S(f,D)− s(f,D) < ε (4.7)

Věta 4.3.2 Necht’ f je omezená funkce na intervalu I = (a, b). Funkce f je Riemannovsky integrabilńı
na I tehdy a jen tehdy když pro každé ε > 0 existuj́ı spojité funkce u, v na I takové, že v(x) ≤ f(x) ≤
u(x), ∀x ∈ I a

b∫
a

(u(x)− v(x)) dx ≤ ε (4.8)

Poznámka 4.3.1 Necht’ f je omezená funkce na intervalu I a DN je ekvidistantńı děleńı, tj. xi =
a+ (b− a)i/2N , i = 0, 1, . . . , 2N . Definujme

mi = inf
x∈Ii

f(x), Mi = sup
x∈Ii

f(x)

Definujme

J−(f) = lim
N→∞

b− a
2N

2N∑
i=1

mi, J+(f) = lim
N→∞

b− a
2N

2N∑
i=1

Mi

Pak f je Riemannovsky integrabilńı na I tehdy a jen tehdy když J−(f) = J+(f).

Poznámka 4.3.2 Poč́ıtat Riemann̊uv integrál př́ımo z definice by bylo ovšem velice pracné. Je tedy
zřejmé, že poč́ıtáme Riemann̊uv integrál pomoćı Newtonova.

Poznámka 4.3.3 Všimněte si, že při konstrukci Riemannova integrálu jsme předpokládali, že jak
funkce f tak i interval [a, b] jsou ohraničené.
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4.3.2 Základńı vlastnosti Riemannova integrálu.

Poznámka 4.3.4 Množinu všech Riemannovsky integrovatelných funkćı na [a, b] znač́ıme R(a, b).

Základńı vlastnosti Riemannova integrálu jsou shrnuty v následuj́ıćı větě.

Věta 4.3.3 Necht’ f , g ∈ R(a, b) a λ ∈ R. Pak

(a) f + g ∈ R(a, b) a λf ∈ R(a, b) pro každé λ ∈ R

(b) fg ∈ R(a, b)

(c) jestlǐze 1/g je omezená na [a, b], pak f/g ∈ R(a, b)

(d) |f | ∈ R(a, b),

(e) minx∈[a,b] {f(x), g(x)}, maxx∈[a,b] {f(x), g(x)} ∈ R(a, b),

(f) Necht’ a < c < b. Pak f ∈ R(a, b) právě tehdy, když f ∈ R(a, c) a f ∈ R(c, b). Nav́ıc plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx.

(g) jestlǐze f(x) ≤ g(x) pro kažé x ∈ [a, b] pak

b∫
a

f(x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx,

(h) plat́ı ∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)| dx,

(k) jestlǐze f(x) ≥ 0 pro kažé x ∈ [a, b] a a ≤ c ≤ d ≤ b pak

d∫
c

f(x) dx ≤
b∫

a

f(x) dx,

4.3.3 Tř́ıdy Riemannovsky integrovatelných funkćı.

Definice 4.3.4 Řekneme, že funkce f je stejnoměrně spojitá na I, jestliže pro každé
ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každé x, y ∈ I, |x− y| < δ plat́ı

|f(x)− f(y)| < ε

Tvrzeńı 4.3.1 Každá spojitá funkce na [a, b] je stejnoměrně spojitá na [a, b].

Věta 4.3.4 (Riemann) Každá spojitá funkce na [a, b] patř́ı do R(a, b).

Věta 4.3.5 (Riemann) Necht’ f : (a, b)→ R je omezená a spojitá s výjimkou nejvýše konečného počtu
bod̊u z (a, b). Pak f ∈ R(a, b).

Věta 4.3.6 Každá monotonńı funkce na [a, b] patř́ı do R(a, b).

Věta 4.3.7 Necht’ f ∈ C([a, b]). Pak Riemann̊uv i Newton̊uv integrál existuj́ı a jsou si rovny.
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4.3.4 Fundamentálńı věta integrálńıho počtu.

Definice 4.3.5 Řekneme, že funkce f je na inervalu I Lipšicovsky spojitá, jestliže
existuje konstanta K ≥ 0 tak, že plat́ı

|f(x)− f(y)| ≤ K |x− y| , ∀x, y ∈ I (4.9)

Definice 4.3.6 Necht’ f ∈ R(a, b). Pro každé x ∈ [a, b] definujeme novou funkci

F (x) =

x∫
a

f(t) dt, ∀x ∈ [a, b] (4.10)

Tvrzeńı 4.3.2 Necht’ F je funkce z Definice 4.3.5. Pak F ∈ C0,1 ([a, b]).

Věta 4.3.8 Necht’ f ∈ R(a, b) a F je definovaná vztahem (4.10).

(i) Jestlǐze je funkce f spojitá v bodě x0 ∈ [a, b], pak F je diferencovatelná v x0 a F ′(x0) = f(x0).

(ii) Jestlǐze je funkce f spojitá a G(x), x ∈ [a, b] je jakákoliv jiná diferencovatelná funkce na [a, b]
taková, že G′(x) = f(x) pro každé x ∈ [a, b], pak

b∫
a

f(x) dx = G(b)−G(a)

Důsledek 4.3.1 Jestlǐze f ∈ C1 ([a, b]) pak

f(b)− f(a) =

b∫
a

f ′(x) dx

Jestlǐze funkce g ∈ C ([a, b]), pak je funkce x 7→
x∫
a

g(t) dt, x ∈ [a, b] diferencovatelná na [a, b] a

d

dx

x∫
a

g(t) dt = g(x), ∀x ∈ [a, b]

Věta 4.3.9 (Věta o středńı hodnotě) Necht’ f je spojitá na [a, b], pak existuje ξ ∈ [a, b] tak, že

f(ξ) =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx

Př́ıklad 4.3.1 Definujme ln x, x > 0 předpisem

lnx =

x∫
1

1

t
dt
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Kapitola 5

APLIKACE URČITÉHO INTEGRÁLU

5.1 Geometrické aplikace určitého integrálu.

5.1.1 Plošný obsah rovinného obrazce.

• Plošný obsah části roviny

A = {[x, y] ∈ R2 : a < x < b, f1(x) < y < f2(x)},
kde f1, f2 jsou spojité funkce takové, že f1(x) ≤ f2(x), pro každé x ∈ (a, b), se spočte podle vzorce

P (A) =

b∫
a

[f2(x)− f1(x)] dx

Podobně, plošný obsah části roviny

B = {[x, y] ∈ R2 : c < y < d, g1(y) < x < g2(y)},
kde g1, g2 jsou spojité funkce takové, že g1(y) ≤ g2(y) pro každé y ∈ (c, d), se spočte podle vzorce

P (B) =

d∫
c

[g2(y)− g1(y)] dy.

5.1.2 Objem rotačńıho tělesa.

Necht’ −∞ < a < b <∞ a necht’ f je spojitá na [a, b]. Uvažujme těleso vzniklé rotaćı plochy

P =
{

[x, y] ∈ R2 : a < x < b, 0 < y < |f(x)|
}

kolem osy x.

Plat́ı

Vx = π

b∫
a

f 2(x) dx

Podobně lze odvodit vzorec pro výpočet objemu Vy tělesa vzniklého rotaćı plochy P = {[x, y] ∈
R2 : c < y < d, 0 < x < |g(y)|} kolem osy y, kde g je spojitá na (c, d). Plat́ı

Vy = π

d∫
c

g2(y) dy
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5.1.3 Obsah rotačńı plochy.

(a) Rotaćı plochy P = {[x, y] ∈ R2 : a < x < b, 0 < y < |f(x)|} (f ′ konečná na (a, b)) kolem osy x,
resp. rotaćı plochy P = {[x, y] ∈ R2 : c < y < d, 0 < x < |g(y)|} (g′ konečná na (c, d)) kolem osy
y.

Plat́ı

Px = 2π

b∫
a

f(x)

√
1 + (f ′(x))2 dx, Py = 2π

d∫
c

g(y)

√
1 + (g′(y))2 dy,

5.1.4 Délka křivky.

Necht’ je dán oblouk γ ⊂ R2, [x, y] ∈ γ, který má parametrické rovnice

[x, y] = Φ(t) = (ϕ(t), ψ(t)) , t ∈ [a, b].

My nepotřebujeme žádnou teorii mı́ry k definici délky křivky v R. Definujme děleńı DN intervalu
I = [a, b] s dělićımi body a = t0 < t1 < t2 < . . . < tN = b a poč́ıtejme

N∑
i=1

‖Φ(ti−1)− Φ(ti)‖ =
N∑
i=1

‖[ϕ(ti−1), ψ(ti−1)]− [ϕ(ti), ψ(ti)]‖

a definujme délku křivky jako

L(γ) = sup
DN

N∑
i=1

‖[ϕ(ti−1), ψ(ti−1)]− [ϕ(ti), ψ(ti)]‖ <∞

Pak řekneme, že křivka γ je rektifikovatelná.

Necht’ je nyńı dán oblouk γ ⊂ R2 parametrickými rovnicemi

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [a, b]

Pro i = 1, 2, . . . , N máme z Lagrangeovy věty

‖(ϕ(ti−1)− ϕ(ti), ψ(ti−1)− ψ(ti))‖ =

√
(ϕ(ti−1)− ϕ(ti))

2 + (ψ(ti−1)− ψ(ti))
2

=

√
(ϕ′(ξi))

2 + (ψ′(ηi))
2∆ti (5.1)

kde ξi, ηi ∈ [ti−1, ti]. Protože funkce ϕ a ψ maj́ı spojité derivace existuje K > 0 tak, že |ϕ′(t)|,
|ψ′(t)| ≤ K pro každé t ∈ [a, b].

L(γ,DN) ≤
N∑
1

√
K2 +K2∆ti ≤

√
2K(b− a)

Děleńı DN bylo libovolné a proto existuje supD L(γ,D).

V př́ıpadě parametrických rovnic x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [a, b], je tedy délka křivky dána vztahem

L =

b∫
a

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt,
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a ve speciálńıch př́ıpadech, je-li dána křivka předpisem y = f(x), x ∈ [a, b] a derivace f ′ je konečná
na (a, b), pak plat́ı

L =

b∫
a

√
1 + [f ′(x)]2 dx

nebo je-li dána křivka předpisem x = g(y), y ∈ [c, d] a derivace g′ je konečná na (c, d), pak plat́ı

L =

d∫
c

√
1 + [g′(y)]2 dy

5.2 Pojem křivky v rovině.

Definice 5.2.1 Množinu γ ⊂ R2 nazveme křivkou v rovině, jestliže existuje spojité
zobrazeńı Φ intervalu [a, b] na množinu γ takové, že plat́ı:

1) Zobrazeńı Φ je prosté s výjimkou konečně mnoha bod̊u.

2) Zobrazeńı Φ je po částech tř́ıdy C1 na [a, b], tj. Φ′ je spojitá s výjimkou konečně
mnoha bod̊u, v nichž existuj́ı jednostranné derivace, které mohou být r̊uzné.

3) Φ′ má až na konečně mnoho bod̊u nenulovou hodnotu v každém bodě intervalu
[a, b].

Zobrazeńı pak Φ nazýváme parametrizaćı křivky γ.

Necht’ k ∈ N. Řekneme, že bod C je k-násobným bodem křivky γ, jestliže existuje právě k r̊uzných
hodnot parametru t1, . . . , tk ∈ [a, b] takových, že C = Φ(ti) pro i = 1, 2, . . . , k. Křivka γ se nazývá
jednoduchá, když nemá v́ıcenásobné body.

Křivka γ se nazývá uzavřená, jestliže Φ(a) = Φ(b). Uzavřenou křivku nazveme jednoduchou,
jestliže nemá žádný v́ıcenásobný bod kromě dvojnásobného bodu Φ(a).

Je-li I1, I2, . . . , In děleńı intervalu [a, b], pak obrazy dělićıch interval̊u Φ(I1), Φ(I2), . . . , Φ(In)
jsou opět křivky. Posloupnost těchto křivek nazveme děleńım křivky γ.

Definice 5.2.2 Je-li parametrizace Φ křivky γ prosté zobrazeńı a tř́ıdy C1 na celém
intervalu [a, b] a má přitom nenulovou derivaci (v bodech a, b uvažujeme jednostranné
derivace) v každém bodě intervalu [a, b], nazýváme γ obloukem a zobrazeńı Φ jeho
parametrizaćı.

Oblouk γ je sjednoceńım podoblouk̊u γ1, γ2, . . . , γn, jestliže γ = γ1 ∪ γ2 ∪ · · · ∪ γn a oblouky γi, γj,
i 6= j, maj́ı společné nejvýše krajńı body.

Poznámka 5.2.1 V technických aplikaćıch se často křivka γ popisuje bud’ vektorovou rovnićı

γ : ~r(t) = ϕ(t)~i+ ψ(t)~j, t ∈ [a, b],

nebo parametrickými rovnicemi

γ : x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [a, b]
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Transformace parametru. Necht’ je dán oblouk γ s parametrizaćı Φ : I → Rn. Necht’ funkce
g zobrazuje interval J na interval I a g ∈ C1, g′ 6= 0 na J . Zobrazeńı

Ψ = Φ ◦ g : J → Rn

je rovněž parametrizaćı oblouku γ.

Je-li funkce g rostoućı ř́ıkáme, že parametrizace Φ a Ψ jsou souhlasné parametrizace.

Orientace oblouku. Necht’ je dán oblouk γ s parametrizaćı Φ : I → Rn. Na oblouku γ
zavedeme relaci ≺

M1,M2 ∈ γ : M1 ≺M2 ⇔ t1 = Φ−1(M1) < t2 = Φ−1(M2)

která je relaćı uspořádáńı na γ.

O tomto uspořádáńı řekneme, že určuje orientaci oblouku γ a oblouk s t́ımto uspořádáńım na-
zveme orientovaným obloukem. O parametrizaci Φ řekneme, že souhlaśı s orientaćı γ.
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Př́ıklady křivek.

Elipsa

(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1, a, b > 0

Φ(t) = (x0 + a cos t, y0 + b sin t), t ∈ [0, 2π]

Asteroida

x2/3 + y2/3 − a2/3 = 0, a > 0

Φ(t) = (a cos3 t, a sin3 t), t ∈ [0, 2π]

Cykloida

x = a arccos
a− y
a
−
√

2ay − y2, y ∈ [0, 2a], a > 0

Φ(t) = (a(t− sin t), a(1− cos t)), t ∈ [0, 2π]



40 KAPITOLA 5. APLIKACE URČITÉHO INTEGRÁLU



Kapitola 6

DIFERENCIÁLNÍ POČET VÍCE
PROMĚNNÝCH

6.1 Základńı pojmy

Metrika, metrický prostor, pojmy topologie

Definice 6.1.1 Necht’ M 6= ∅. Zobrazeńı % : M ×M → [0,∞) se nazývá metrika (vzdálenost) na
M , jestliže pro každé x, y, z ∈M plat́ı:

– %(x, y) = 0⇔ x = y,

– %(x, y) = %(y, x),

– %(x, z) ≤ %(x, y)+%(y, x). Množina M spolu s metrikou % se nazývá metrický prostor a znač́ı
se (M,%).

Př́ıklad 6.1.1

– Množina E1 je metrický prostor.

d(x, y) = |x− y|

,

– Množina En je metrický prostor. Zobrazeńı d : En × En → [0,∞) definované předpisem

d(X, Y ) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2,

kde X = (x1, x2, . . . , xn), Y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ En se nazývá Euklidovská metrika.

– Jiné metriky jsou

d(X, Y ) =
n∑
i=1

|xi − yi| = |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ · · ·+ |xn − yn|,

d(X, Y ) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|, . . . , |xn − yn|}.
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Euklidovskou metrikou je definovaná norma na En vztahem

‖X‖ =

√√√√ n∑
i=1

x2
i =

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n

Definice 6.1.2

– Otevřenou kouĺı o středu v bodě A ∈ En a poloměru δ > 0 nazýváme množinu

Oδ(A) = {X ∈ En : ‖X − A‖ < δ}

– Okoĺım bodu A ∈ En nazýváme libovolnou množinu U takovou, že existuje Oδ(A) ⊂ U .

– Bod A ∈ Ω ⊂ En nazveme vnitřńım bodem množiny Ω jestliže existuje okoĺı Oδ(A) tak, že
Oδ(A) ⊂ Ω.

– Množinu Ω ⊂ En nazveme otevřenou jestliže každý bod x ∈ Ω je vnitřńım bodem množiny
Ω.

– Vnitřkem množiny Ω ⊂ En rozumı́me množinu všech vnitřńıch bod̊u množiny Ω a znač́ıme
IntΩ.

– Množinu Ω ⊂ En nazveme uzavřenou jestliže je doplňkem otevřené množiny v En.

– Bod A nazveme hraničńım bodem množiny Ω ⊂ En jestliže pro každé Oδ(A) plat́ı Oδ(A)∩Ω 6=
∅ a Oδ(A) ∩ (En \ Ω) 6= ∅. Hranici množiny Ω znač́ıme ∂Ω.

– Množinu Ω ⊂ En nazveme ohraničenou jestliže existuje Oδ(A) tak, že plat́ı Ω ⊂ Oδ(A).

– Množinu Ω ⊂ En nazveme konvexńı jestliže pro každou dvojici bod̊u X, Y ∈ Ω plat́ı λX +
(1− λ)Y ∈ Ω pro každé λ ∈ [0, 1].

– Množinu Ω ⊂ En nazveme segmentově souvislou jestliže každou dvojici bod̊u z Ω můžeme
spojit lomenou čarou, která celá lež́ı v Ω.

– Množinu Ω ⊂ En nazveme oblast́ı jestliže je otevřená a segmentově souvislá.

Tvrzeńı 6.1.1 Necht’ P je metrický prostor. Pak

(i) ∅ a P jsou otevřené,

(ii) necht’ {Aα}α∈I je systém otevřených množin, pak
⋃
α∈I

Aα je otevřená.

Tvrzeńı 6.1.2 Množina Ω je otevřená tehdy a jen tehdy jestlǐze je prázdná, nebo je sjednoceńım
otevřených kouĺı.

Důsledek 6.1.1 Otevřené koule jsou otevřené množiny.

Definice 6.1.3 Necht’ Ω ⊂ En, Ω /∈ ∅. Zobrazeńı f : Ω → E se nazývá funkce n - proměnných
na Ω.

Definice 6.1.4 Necht’ Ω ⊂ En, Ω /∈ ∅. Vektorovou funkćı n - proměnných nazýváme zobrazeńı
f : Ω→ Em, tj. f = (f1, f2, . . . , fm).
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Posloupnost bod̊u {Ak}∞k=0 v En.

Definice 6.1.5 Řekneme, že posloupnost {Xk}∞k=0 ⊂ En má limitu X ∈ En, jestliže plat́ı

lim
k→∞
‖Xk −X‖ = 0

Poznámka Xk = [xk1, x
k
2, . . . , x

k
n], X = [x1, x2, . . . , xn]

lim
k→∞
‖Xk −X‖ = 0 ⇔ lim

k→∞

∣∣xkj − xj∣∣ = 0 ∀ j = 1, 2, . . . , n

Zavedeme nejprve pojem polynomu n proměnných v En:

P (x1, x2, . . . , xn) =

m1∑
k1=0

m2∑
k2=0

· · ·
mn∑
kn=0

ak1k2...knx
k1
1 x

k2
2 . . . xknn ,

kde n ∈ N, ak1k2...kn ∈ R, ki, mi jsou celá nezáporná č́ısla.

Racionálńı funkce n proměnných je pod́ıl dvou polynomů

R(x1, x2, . . . , xn) =
P (x1, x2, . . . , xn)

Q(x1, x2, . . . , xn)

6.2 Spojitost a limita

6.2.1 Spojitost

Definice 6.2.1 (Heineho definice spojitosti) Necht’ M ⊂ D(f) ⊂ En. O funkci f řekneme, že je
spojitá v bodě A ∈M vzhledem k M , jestliže pro každou posloupnost {Xk}∞k=1 ⊂M plat́ı

lim
k→∞

Xk = A =⇒ lim
k→∞

f(Xk) = f(A)

Někdy se stručně ṕı̌se Xk → A =⇒ f(Xk)→ f(A). Řekneme, že funkce f je je spojitá na množině
M , jestliže je spojitá v každém bodě x ∈M vzhledem k M .

Definice 2. Necht’ M ⊂ D(f) ⊂ En. O vektorové funkci f : M → Em řekneme, že je spojitá na
množině M , jestliže je každá složka fi, i = 1, 2, . . . ,m spojitá na M .

Věta 6.2.1 Necht’ funkce f a g jsou spojité v bodě A ∈ Ω ⊂ En. Pak také funkce f + g, f − g,
f · g, f/g (za předpokladu, že g(A) 6= 0) a |f | jsou spojité v bodě A.

Poznámka Spojitost f + g, f − g, f · g, f/g a |f | na množině.

Věta 6.2.2 Necht’ funkce g je spojitá v bodě A ∈M ⊂ D(f) ⊂ En vzhledem k M , g(M) ⊂ N ⊂
Em a funkce f : N → E je spojitá v bodě B = g(A) vzhledem k N . Pak složená funkce h = f ◦ g
je spojitá v bodě A vzhledem k M .
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6.2.2 Limita

Definujme E = E ∪ {±∞}.

Definice 3. Necht’ Ω ⊂ En. Ř́ıkáme, že bod A ∈ En je bodem dotyku (bodem akumulace) množiny
Ω, jestliže pro každou kouli Bδ(A) plat́ı

Bδ(A) ∩ (Ω \ {A}) 6= ∅

Definice 4. Necht’ Ω ⊂ En, X0 ∈ En je bodem dotyku množiny Ω a f : Ω \ {X0} → E je
daná funkce. Ř́ıkáme, že L ∈ E je limita funkce f v bodě X0, jestliže pro každou posloupnost
{Xk}∞k=0 ⊂ Ω \ {X0}, plat́ı

lim
k→∞

Xk = X0 ⇒ lim
k→∞

f(Xk) = L

Zapisujeme

lim
X∈Ω,X→X0

f(X) = L.

Věta 6.2.3 Necht’ Ω ⊂ En a bod X0 ∈ En je bodem dotyku množiny Ω a f , g : Ω→ E jsou dané
funkce. Předpokládejme, že existuj́ı limity

lim
X∈Ω,X→X0

f(X) a lim
X∈Ω,X→X0

g(X).

Pak existuj́ı také limity

lim
X∈Ω,X→X0

(f(X)± g(X)) = lim
X∈Ω,X→X0

f(X)± lim
X∈Ω,X→X0

g(X)

lim
X∈Ω,X→X0

(f(X)g(X)) = lim
X∈Ω,X→X0

f(X) lim
X∈Ω,X→X0

g(X)

lim
X∈Ω,X→X0

f(X)

g(X)
=

limX∈Ω,X→X0 f(X)

limX∈Ω,X→X0 g(X)

pokud maj́ı předešlé výrazy smysl.

Věta 6.2.4 Necht’ Ω ⊂ En a bod X0 ∈ En je bodem dotyku množiny Ω a f , g : Ω → E,
f : g(Ω)→ E, jsou dané funkce. Necht’ g(X0) je bodem dotyku množiny g(Ω).

– limY ∈g(Ω),Y→Y0 f(Y ) = L

– limX∈Ω,X→X0 g(X) = Y0

– g(X0) = Y0 nebo g(X) 6= Y0, ∀X ∈ Ω, X 6= X0

pak

lim
X∈Ω,X→X0

f (g(X)) = L

Definice 5. Necht’ Ω ⊂ D(f) ⊂ En O vektorové funkci f : Ω → Em, f = (f1, f2, . . . , fm)
řekneme, že má limitu v bodě X0 ∈ En, jestliže každá složka fi, i = 1, 2, . . . ,m má limitu Li ∈ E,
i = 1, 2, . . . ,m v bodě X0 ve smyslu Definice 4.
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6.3 Derivace ve směru, parciálńı derivace, diferenciál funkce

6.3.1 Derivace ve směru

Označme
ϕu(t) = f(A+ tu)

pro A = [a1, a2, . . . , an] ∈ En, u = (u1, u2, . . . , un) ∈ Rn a t ∈ R.

Definice 1. Necht’ f je definovaná na nějakém okoĺı Uδ(A) bodu A ∈ En, u ∈ Rn. Jestliže
existuje konečná limita

lim
t→0

f(A+ tu)− f(A)

t
= lim

t→0

ϕu(t)− ϕu(0)

t
(6.1)

pak ř́ıkáme, že funkce f má v bodě A derivaci ve směru vektoru u tj. ϕu je diferencovatelná v 0.
Č́ıslo ϕ′u(0) se nazývá derivaćı funkce f v bodě A ve směru u a označuje se

∂f

∂u
(A), Duf(A), fu(A).

6.3.2 Parciálńı derivace

Definice 2. Necht’ f je definovaná na nějakém okoĺı Uδ(A) bodu A = [x0, y0] ∈ E2. Jestliže
existuj́ı derivace ve směru vektoru e1 = (1, 0) (e2 = (0, 1))

lim
t→0

f(x0 + t, y0)− f(x0, y0)

t
(6.2)(

lim
t→0

f(x0, y0 + t)− f(x0, y0)

t

)
pak ř́ıkáme, že funkce f je v bodě A diferencovatelná a limitu nazveme prvńı parciálńı derivaćı
funkce f podle proměnné x (podle proměnné y) v bodě A a znač́ıme f ′x(A) (f ′y(A)).

Poznámka Jiné značeńı parciálńıch derivaćı

∂f(A)

∂x
,

∂f(A)

∂y
.

Věta 6.3.1 Necht’ f a g jsou dané funkce proměnné X = [x1, x2, . . . , xn] ∈ En. Pak plat́ı

(f(X)± g(X))′xi = f ′xi(X)± g′xi(X),

(f(X) · g(X))′xi = f ′xi(X)g(X) + f(X)g′xi(X),(
f(X)

g(X)

)′
xi

=
f ′xi(X)g(X)− f(X)g′xi(X)

g2(X)
,

i = 1, 2, . . . , n v každém bodě pro který má pravá strana smysl.

Necht’ f je funkce jedné proměnné a g je funkce proměnných X = [x1, x2, . . . , xn] ∈ En. Pak plat́ı

(f (g(X)))′xi = f ′ (g(X)) g′xi(X), i = 1, 2, . . . , n

v každém bodě pro který má pravá strana smysl.

Poznámka Množinu všech funkćı na otevřené množině Ω ⊂ E2 takových, že f ′x, f
′
y ∈ C(Ω) znač́ıme

C1(Ω).
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Parciálńı derivace vyšš́ıho řádu

Poznámka Parciálńı derivace druhého řádu znač́ıme

f ′′xx(A), f ′′xy(A), f ′′yy(A)

Jiné značeńı parciálńı derivaćı druhého řádu

∂2f(A)

∂x2
,

∂2f(A)

∂x∂y
,

∂2f(A)

∂y2
.

Poznámka Množinu všech funkćı na otevřené množineně Ω ⊂ E2 takových, že f ′′xx, f
′′
xy, f

′′
yx,

f ′′yy ∈ C(Ω) znač́ıme C2(Ω).

Věta 6.3.2 (Schwartz) Necht’ Ω ⊂ E2 je otevřená a A = [x0, y0] ∈ Ω. Jestlǐze existuj́ı

f ′′xy f ′′yx

v jistém okoĺı bodu A a jsou spojité v bodě A, pak

f ′′xy(A) = f ′′yx(A)

6.3.3 Diferenciál funkce

Věta 6.3.3 (Rieszova věta) Necht’ Vn je prostor se skalárńım součinem. Ke každému L ∈ V ′n
existuje jediný vektor xL tak, že

L(h) = (h|xL) , ∀h ∈ Vn

Definice 3. Necht’ f je funkce na Ω ⊂ D(f) ⊂ En a A ∈ Ω je vnitřńı bod množiny Ω. Ř́ıkáme,
že funkce f je v bodě A diferencovatelná jestliže existuje lineárńı zobrazeńı L : Rn → R (závislé
na A) takové, že

lim
h→0

f(A+ h)− f(A)− L(h)

‖h‖
= 0 (6.3)

Lineárńı zobrazeńı L nazýváme diferenciál (tečné zobrazeńı) funkce f v bodě A. Řekneme, že
funkce f je diferencovatelná na Ω jestliže je diferencovatelná v každém bodě množiny Ω.

Poznámka Znač́ıme
dfA, df(A).

Gradient

K diferenciálu funkce f v bodě A můžeme asociovat jediný vektor z Rn (v d̊usledku Rieszovy
věty - Věta 6.3.3), který nazýváme gradientem funkce f v bodě A a označuje se ∇f(A) (někdy
gradf(A)).

Můžeme tedy psát
dfA(h) = (∇f(A)|h)

Poznámka
ker dfA = (∇f(A))⊥

Poznámka Funkce z předešlého př́ıkladu nemá derivaci ve směru v př́ıpadě, že pro vektor h =
(h1h2) plat́ı h1 6= 0 ∧ h2 6= 0.
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Věta 6.3.4 Necht’ funkce f : Ω → E, Ω ⊂ En a A je vnitřńı bod Ω. Jestlǐze f je v bodě A
diferencovatelná, pak

(i) f je v bodě A spojitá,

(ii) f má derivaci v bodě A v každém směru a plat́ı

∂f

∂v
(A) = dfA(v), ∀ v ∈ Rn

Důsledek 6.3.1 Necht’ jsou splněny předpoklady předchoźı věty, pak

(i) dfA : v → ∂f
∂v

(A) je lineárńı,

(ii) jestlǐze diferenciál existuje, je jediný.

Věta 6.3.5 Necht’ funkce f : Bδ(A) → E, Bδ(A) ⊂ En. Předpokládejme že všechny parciálńı
derivace prvńıho řádu existuj́ı v každém bodě Bδ(A) a jsou spojité v bodě A. Pak f je v bodě A
diferencovatelná.

Cauchyova nerovnost ∣∣∣∣∂f∂h(A)

∣∣∣∣ = |(∇f(A)|h)| ≤ ‖h‖ ‖∇f(A)|‖

a jestliže ∇f(A) 6= o rovnost v předešlém plat́ı tehdy a jen tehdy, když h = c∇f(A), c ∈ R, c 6= 0.

Tvrzeńı 6.3.1 Necht’ funkce f : Ω → E, Ω ⊂ En a A je vnitnřńı bod Ω. Předpokládejme, že
funkce f je v bodě A diferencovatelná a ∇f(A) 6= o. Pak směr nejvěťśıho spádu v bodě A mezi
všemi směry h takovými, že ‖h‖ = 1 je ve směru ∇f(A)/ ‖∇f(A)‖.

Jacobiho matice

Jestliže je f v bodě A difererencovatelná definujme matici

Df(A) =
(
∂f
∂x1

(A) ∂f
∂x2

(A) · · · ∂f
∂xn

(A)
)

kterou nazýváme Jacobiho matićı funkce f v bodě A.

Jelikož h =
∑n

i=1 hiei, pak vzhledem k linearitě dfA máme

dfA(h) =
n∑
i=1

dfA(ei)hi =
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(A) = Df(A)hT

Věta 6.3.6 Necht’ f , g : En → E jsou dvě diferencovatelná zobrazeńı ve vnitřńım bodě A
množiny Ω ⊂ En. Pak plat́ı

D(f ± g)(A) = Df(A)±Dg(A),

D(f · g)(A) = Df(A)g(A) + f(A)Dg(A),

D

(
f

g

)
(A) =

Df(A)g(A)− f(A)Dg(A)

g2(A)
, g(A) 6= 0
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Tečná rovina

Graf funkce f : Ω→ E, Ω ⊂ En je podmnožina En+1 definovaná

Grf = {[X, y] ∈ En × E : X ∈ Ω, y = f(X)}

Tečná rovina
{[X, y] ∈ En × E : y = f(A) + (∇f(A)|(X − A))}

Pro n = 1, A = a máme rovnici tečné př́ımky

y = f(a) + f ′(a)(x− a)

Pro n = 2, A = [a, b] máme rovnici tečné roviny

z = f(a, b) + f ′x(a, b)(x− a) + f ′y(a, b)(y − b) = f(a, b) + dfA ((x− a, y − b))

6.3.4 Základńı věty diferenciálńıho počtu

Věta 6.3.7 (věta o středńı hodnotě) Necht’ funkce f : Ω → E, Ω ⊂ En otevřená a funkce f
má derivace v libovolném směru a v každém bodě množiny Ω. Předpokládejme, že A, X ∈ Ω jsou
takové, že AX ∈ Ω a h = X − A. Pak funkce g(t) = f(A + th), t ∈ [0, 1] je definovaná a
diferencovatelná v [0, 1] a

g′(t) =
∂f

∂h
(A+ th), t ∈ [0, 1]

Nav́ıc plat́ı:

(i) Exituje ξ ∈ (0, 1) tak, že

f(A+ h)− f(A) = g(1)− g(0) =
∂f

∂h
(A+ ξh)

(ii) Jestlǐze g′ je spojitá na [0, 1] pak

f(A+ h)− f(A) =

1∫
0

∂f

∂h
(A+ th) dt

Věta 6.3.8 (Weierstrassova věta) Funkce spojitá na kompaktńı množině Ω ⊂ En nabývá na této
množině svého maxima a minima.

Poznámka Existuj́ı tedy body M , N ∈ Ω tak, že f(M) = minx∈Ω f(x), f(N) = maxx∈Ω f(x).

6.4 Taylorova věta

Taylor̊uv vzorec pro funkci F ∈ Ck+1 ((t0 − δ, t0 + δ)), δ > 0:

F (t) = Tk(t) +Rk(t)

= F (t0) + F ′(t0)(t− t0) +
1

2!
F ′′(t0)(t− t0)2 + · · ·+ 1

k!
F (k)(t0)(t− t0)k +

1

(k + 1)!
F (k+1)(ξ)(t− t0)k+1,

pro každé t ∈ (t0 − δ, t0 + δ) a ξ je mezi t a t0.



6.5. EXTRÉMY FUNKCE 49

Věta 6.4.1 (Taylorova formule s Lagrangeovým zbytkem) Necht’ funkce f ∈ C2(Ω) resp. f ∈
C3(Ω), Ω ⊂ En na nějakém okoĺı Uδ(A) ⊂ Ω bodu A = [a1, a2, . . . , an] ∈ Ω. Pak pro každý vektor
u = (h1, h2, . . . , hn) ∈ Rn takový, že A+ u ∈ Uδ(A) plat́ı

f(A+ u) = T1(u) +R1(u) = f(A) + (∇f(A)|u) +
1

2!

(
Hf(A+ ξu)uT |u

)
(6.4)

pro nějaké ξ ∈ (0, 1), resp.

f(A+ u) = T2(u) +R2(u) = f(A) + (∇f(A)|u) +
1

2!

(
Hf(A)uT |u

)
+R2(u) (6.5)

kde R1 resp. R2 jsou zbytky a lim‖u‖→0
R1(u)
‖u‖ = 0 resp. lim‖u‖→0

R2(u)

‖u‖2 = 0.

6.5 Extrémy funkce

6.5.1 Úvod

Definice 6.5.1 Kvadratickou formou na prostoru En nazýváme funkci

K(x) = K(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj

Kvadratickou formu K nazveme

- pozitivně definitńı, jestliže K(x) > 0 pro ∀x ∈ En, x 6= o,

- pozitivně semidefinitńı, jestliže K(x) ≥ 0 pro ∀x ∈ En,

- negativně definitńı, jestliže K(x) < 0 pro ∀x ∈ En, x 6= o,

- negativně semidefinitńı, jestliže K(x) ≤ 0 pro ∀x ∈ En,

- indefinitńı, jestliže existuj́ı x, y ∈ En tak, že K(x) > 0 a K(y) < 0.

Poznámka Označme

Dk =


a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk


pro k = 1, . . . , n.

Věta 6.5.1 (Sylvestrovo kritérium) Kvadratická forma K je

(a) pozitivně definitńı ⇐⇒ když det Dk > 0 pro k = 1, . . . , n,

(b) negativně definitńı ⇐⇒ když (−1)k det Dk > 0 pro k = 1, . . . , n,

(c) jestlǐze det Dn 6= 0 a forma K neńı definitńı pak K je indefinitńı.
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6.5.2 Lokálńı extrémy

Necht’ Ω ⊂ En a f : Ω → E je daná funkce. Bod A ∈ Ω takový, že

f(A) ≤ f(X) ∀X ∈ Ω

nazveme bodem minima (absolutńım minimem) funkce f na množině Ω.

Definice 6.5.2 Řekneme, že funkce f(X) má v bodě A ∈ Ω ⊂ D(f) lokálńı minimum (lokálńı
maximum) vzhledem k Ω, jestliže existuje okoĺı Uδ(A) tak, že f(X) ≤ f(A) (f(X) ≥ f(A)) pro
každé

’
X ∈ Uδ(A) ∩ Ω.

Lokálńı minima (lokálńı maxima) se nazývaj́ı extrémálńı body a hodnoty v těchto bodech extrémálńı
hodnoty.

Tvrzeńı 6.5.1 Jestlǐze aspoň pro jednu hodnotu 1 ≤ j ≤ n derivace funkce ∂f(A)/∂xi existuje
a je r̊uzná od nuly, nemá funkce f v bodě A lokálńı extrém.

Důkaz. Viz [14], str.504.

Tvrzeńı 6.5.2 Ostrý lokálńı extrém nastává v nejvýše spočetné množině.

Důkaz. Viz [14], str.505.

Věta 6.5.2 Necht’ funkce f : Ω → E je diferencovatelná ve vnitřńım bodě A ∈ Ω. Jestlǐze A je
extrémálńı bod funkce f , pak

dfA = 0 (ekvivalentně ∇f(A) = o)

Definice 6.5.3 Necht’ Ω je otevřená podmnožina v En a necht’ f : Ω → E je diferencovatelná v Ω.
Body A ∈ Ω takové, že dfA = 0 (ekvivalentně ∇ f(A) = o) nazýváme kritickými (stacionárńımi)
body funkce f v množině Ω.

Věta 6.5.3 Necht’ funkce f ∈ C2(Ω), Ω ⊂ En otevřená v En a necht’ A ∈ Ω je kritický bod
funkce f . Pak

(i) jestlǐze v bodě A je lokálńı minimum, pak(
Hf(A)uT |u

)
≥ 0, ∀u ∈ Rn

(ii) jestlǐze (
Hf(A)uT |u

)
> 0, ∀u ∈ Rn, u 6= o

pak v bodě A je isolované lokálńı minimum.

(iii) jestlǐze
(
Hf(A)uT |u

)
je indefintńı pak v bodě A neńı lokálńı extrém.

6.5.3 Globálńı extrémy

Často hledáme největš́ı (nejmenš́ı) hodnotu funkce na množině Ω. Je-li množina Ω kompaktńı
plyne z Weierstrassovy věty, že existuje min f(Ω) a max f(Ω). Globálńı (absolutńı) extrémy na
množině Ω dostaneme vyšetřeńım bod̊u:

(1) hraničńı body množiny Ω,

(2) stacionárńı body v množině int Ω,

(3) body, kde některá z derivaćı f ′xi v int Ω neexistuje.
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PŘÍKLADY

Určité integrály

Vypočtěte integrál
∞∫

1

arctg x

x2
dx

[
1

4
π +

1

2
ln 2

]

Vypočtěte integrál
∞∫

0

1

1 + x3
dx

[
2
√

3

9
π

]

Vypočtěte integrál
1∫

0

√
1 + x

1− x
dx

[
1 +

1

2
π

]

Vypočtěte integrál
1∫

−1

1

x2/3
dx [6]

Vypočtěte integrál
∞∫

−∞

arctg2 x

1 + x2
dx

[
1

12
π3

]

Vypočtěte integrál
∞∫

1

1

x2(x+ 1)
dx [1− ln 2]

Vypočtěte integrál
∞∫

0

e−
√
x dx [2]

Vypočtěte integrál
e∫

0

| ln x| dx [2]

Vypočtěte integrál
∞∫

0

xe−x
2

dx

[
1

2

]
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Vypočtěte integrál
∞∫

1

1

x (x+ 1)
dx [ln 2]

Vypočtěte integrál
∞∫

0

√
x

x+ 1
dx [diverguje]

Vypočtěte integrál
2∫

−2

|x3 − x| dx [5]

Vypočtěte integrál
∞∫

1

e1/x

x2
dx [e− 1]

Vypočtěte integrál
1∫

0

1√
1 + x

dx
[
2(
√

2− 1)
]

Vypočtěte integrál
1∫

0

x√
1− x2

dx [1]

Vypočtěte integrál
1∫

0

x lnx dx

[
−1

4

]
Vypočtěte integrál

1∫
0

1

3

√
(x− 1)2

dx [3]

Vypočtěte integrál
1∫

−3

x− 3√
3− 2x− x2

dx [−4π]

Vypočtěte integrál
∞∫

0

1

1 + x2
dx

[π
2

]
Vypočtěte integrál

∞∫
2/π

sin 1
x

x2
dx [1]
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Vypočtěte integrál
∞∫

1

1√
x
dx [diverguje]

Vypočtěte integrál
∞∫

e

1

x ln2 x
dx [1]

Vypočtěte integrál
1∫

0

lnxdx [−1]

Vypočtěte integrál
1∫

0

1

x2
dx [diverguje]

Vypočtěte integrál
0∫

−∞

exdx [1]

Vypočtěte integrál
∞∫

0

1

(x+ 4)2
dx

[
1

4

]
Vypočtěte integrál

1∫
−1

1√
|x|

dx [4]

Vypočtěte integrál
1∫

0

cos2(lnx) dx

[
3

5

]
Vypočtěte integrál

2∫
1

3
√
x− 1

1 +
√
x− 1

dx

[
2
√

3

3
π − 9

5
− 2 ln 2

]

Vypočtěte integrál
π∫

0

x sin2 x dx

[
1

4
π2

]
Vypočtěte integrál

1∫
0

arcsin x dx

[
1

2
π − 1

]
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Vypočtěte integrál
1∫

1/2

x ln

(
1 +

1

x

)
dx

[
1

4
+

3

8
ln 3− 1

2
ln 2

]

Vypočtěte integrál
∞∫

−∞

x arctg x

1 + x2
dx [diverguje]
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Aplikace určitého integrál̊u

ypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: y = 1
1+x2

, y = 1
2
x2.[

1
2
π − 1

3
m2
]

Vypočtěte obsah rovinného obrazce danného nerovnostmi: y < 3x3, y < 1
x
, x− y < 2, x > 0.[

9
4

+ 6 · 33/4 + 1
4

ln 3 + ln 2 m2
]

Vypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: y2 = x+ 1, y = x− 1.[
9
2
m2
]

Vypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: x = 0, x = 1, y = 0, y = e2x.[
1
2
((e)2 − 1) m2

]
Vypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: y = arctg x, y = 0, x = 1.[

1
4
π − 1

2
ln 2 m2

]
Vypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: x2 + y2 = 8, y2 = 2x, x > 0.[

4
3
− 2π m2

]
Vypočtěte obsah rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y < ln(x2+x+1)

(x+1)2
}.[√

3
6
π − ln 2 m2

]
Vypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: x2 + y2 = 8, y2 = 2x, x > 0.[

4
3
− 2π m2

]
Vypočtěte obsah rovinné oblasti, která je ohraničená osou y, křivkou f(x) = xe−x

2
a tečnou k

této křivce v bodě T =
[
1, 1

e

]
.[

1 + 1
2e
m2
]

Vypočtěte obsah rovinné oblasti, která je ohraničená osou x, křivkou x2 + y2 = 4 a tečnou k této
křivce v bodě T =

[
1,
√

3
]
.

Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce daného křivkami y = R−r
h
x + r,

y = 0, x = 0, x = h, R ≥ r > 0, h > 0 kolem osy x.[
πh
3

(R2 + rR + r2) m3
]

Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce daného křivkami 3x− 4y+ 5 = 0,
y = 2x, x = 0 kolem osy x.[

65
48
π m3

]
Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce daného křivkami y = x2, y2 = x
kolem osy x.[

3
10
π m3

]
Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce daného křivkami x = k, x2

a2
− y2

b2
=

1, y = 0, k > a > 0, b > 0 kolem osy x.[
bπ
2a

[
k
√
k2 − a2 − a2 ln(k +

√
k2 − a2) + a2 ln a

]
m3
]

Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce daného křivkami y = 1
2
x2, y = 1

2
|x|

kolem osy y.[
1
12
π m3

]
Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce ohraničeného křivkami y = x2 +2,
y = 2x2 + 1 kolem osy x.[

24
5
π m3

]
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Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 0 < x < π, 0 <
y < e−x

√
sinx} kolem osy x.[

1
5
π
(
1 + 1

e2π

)
m2
]

Vypočtěte obsah rotačńı plochy, která vznikne rotaćı rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 0 <
x < π/4, 0 < y < tgx} kolem osy x.[
π
(√

5−
√

2 + ln 2(1+
√

2)

1+
√

5

)
m2
]

Vypočtěte obsah povrchu koule o poloměru r.
[4πr2 m2]

Vypočtěte obsah rotačńı plochy, která vznikne rotaćı rovinného obrazce ohraničeného křivkami
y =
√

4 + x, x = −3, x = 2, y = 0 kolem osy x.[
5π
6

(
25−

√
5
)
m2
]

Vypočtěte délku křivky x = ϕ(t) = a(t− sin t), y = ψ(t) = a(1− cos t), t ∈ [0, 2π], a > 0.
[8a m]

Vypočtěte délku křivky y = 1− ln (cosx), x ∈ [0, π
4
].[

ln 2+
√

2√
2
m
]

Vypočtěte délku křivky y = ln ex+1
ex−1

, x ∈ [ln 2, ln 5].[
ln 16

5
m
]

Vypočtěte délku křivky y = lnx, x ∈ [
√

3,
√

8].[
1 + argtanh1

2
− argtanh1

3
m
]

Vypočtěte délku křivky x = ϕ(t) = a(t sin t + cos t), y = ψ(t) = a(sin t − t cos t), t ∈ [0, π/2],
a > 0.
[πa2/2 m]

Vypočtěte délku křivky y = ex, x ∈ (0, 1).[√
1 + e2 + 1

2
ln
√

1+e2−1√
1+e2+1

+ 1
2

ln
√

2+1√
2−1

=
√

1 + e2 + 1 + ln 1+
√

2
1+
√

1+e2
m
]

Vypočtěte délku křivky y =
√
x− x2 + arcsin

√
x, x ∈ [1

2
, 3

4
].[√

2− 1 m
]

Vypočtěte délku křivky x = ϕ(t) = a cos3 t, y = ψ(t) = a sin3 t, t ∈
[
0, π

2

]
, a > 0.[

3
2
a m

]
Vypočtěte délku křivky y = coshx, x ∈ [0, cosh b], b > 0.
[sinh b m]

Vypočtěte délku křivky x = ϕ(t) = a cos4 t, y = ψ(t) = a sin4 t, t ∈
[
0, π

2

]
, a > 0.[

a
(

ln(1+
√

2)√
2

)
m
]
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Parciálńı derivace

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy funkce

f(x, y) = arctg
x− y
x+ y

Řešeńı.
f ′x =

y

x2 + y2
, f ′y = − x

x2 + y2
,

f ′′xx = − 2xy

(x2 + y2)2
, f ′′yy =

2xy

(x2 + y2)2
, f ′′xy =

x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) =
x− y
x+ y

Řešeńı.

f ′x =
2y

(x+ y)2
, f ′y = − 2x

(x+ y)2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) =
x+ y

x− y

Řešeńı.

f ′x =
−2y

(x− y)2
, f ′y =

2x

(x− y)2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) = arctg

(
x

y

)

Řešeńı.
f ′x =

y

x2 + y2
, f ′y = − x

x2 + y2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) = arctg
(y
x

)
Řešeńı.

f ′x = − y

x2 + y2
, f ′y =

x

x2 + y2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y,D(f ′x),D(f ′y) funkce

f(x, y) =
x− 2xy2

1− x
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Řešeńı.

f ′x =
1− 2y2

(x− 1)2
, f ′y = − 4xy

x− 1

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y,D(f ′x),D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy funkce

f(x, y) = x2exy

v bodě A = [1, 0

Řešeńı.
f ′x = x(2 + xy)exy, f ′x(A) = 2, f ′y = x3exy, f ′y(A) = 1

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y,D(f ′x),D(f ′y) funkce

f(x, y) = 2
√
x+ 2

√
y

v bodě A = [1, 1].

Řešeńı.

f ′x =
1√
x
, f ′x(A) = 1, f ′y =

1
√
y
, f ′y(A) = 1

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy funkce

f(x, y) = xy

v bodě A = [1, 1].

Řešeńı.
f ′x = yxy−1, f ′x(A) = 1, f ′y = xy lnx, f ′y(A) = 0,

f ′′xx = y(y − 1)xy−2, f ′′xx(A) = 0, f ′′yy = xy ln2 x, f ′′yy = 0, f ′′xy = xy−1(1 + y lnx), f ′′xy(A) = 1,

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y,D(f ′x),D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy funkce

f(x, y) = yx

v bodě A = [1, 1].

Řešeńı.
f ′x = yx ln y, f ′x(A) = 0, f ′y = xyx−1, f ′y(A) = 1,

f ′′xx = yx ln2 y, f ′′yy = x(x− 1)yx−2, f ′′xy = (1 + x ln y)yx−1.

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) = ln (x+ ln y)

a vypočtěte hodnoty prvńıch parciálńıch derivaćı v bodě A = [1, 1].

Řešeńı.

f ′x =
1

x+ ln y
, f ′x(A) = 1, f ′y =

1

y(x+ ln y)
, f ′y(A) = 1

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) = ln(x ln y)
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a vypočtěte hodnoty prvńıch parciálńıch derivaćı v bodě A = [1, e].

Řešeńı.

f ′x =
1

x
, f ′x(A) = 1, f ′y =

1

y ln y
, f ′y(A) =

1

e

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy funkce

f(x, y) = x sin (x+ y)

a vypočtěte hodnoty prvńıch parciálńıch derivaćı v bodě A = [π, 0].

Řešeńı.

f ′x = sin(x+ y) + x cos(x+ y), f ′x(A) = −π, f ′y = x cos(x+ y), f ′y(A) = −π,

f ′′xx = 2 cos(x+ y)− x sin(x+ y), f ′′xx(A) = −2, f ′′yy = −x sin(x+ y), f ′′yy(A) = 0,

f ′′xy = cos(x+ y)− x sin(x+ y), f ′′xy(A) = −1.

Př́ıklad . Určete D(f), f ′′xx, f
′′
yy, f

′′
xy, D(f ′xx), D(f ′yy), D(f ′xy) funkce

f(x, y) = arctg
xy√

1 + x2 + y2

Řešeńı.

f ′′xy =
1

(1 + x2 + y2)
3
2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′′xx, f
′′
yy, f

′′
xy,D(f ′′xx),D(f ′′yy),D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = ylnx

Řešeńı.

f ′x =
ylnx ln y

x
, f ′y = ylnx−1 lnx,

f ′′xx =

(
ylnx

x

)2

(ln y − 1), f ′′yy = ylnx−2(lnx− 1) lnx, f ′′xy =
ylnx(1 + ln x ln y)

xy
.

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) =
√
x2 + y2

Řešeńı.
f ′x =

x√
x2 + y2

, f ′y =
y√

x2 + y2

f ′′xx =
y2

(x2 + y2)3/2
, f ′′yy =

x2

(x2 + y2)3/2
, f ′′xy = − xy

(x2 + y2)3/2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xy, D(f ′′xy) funkce

f(x, y) =
√

2xy + y2
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Řešeńı.

f ′x =
y√

2xy + y2
, f ′y =

x+ y√
2xy + y2

f ′′xy =
xy
√

2xy + y2

(2xy + y2)2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = ln
x2 + 1

y2 − 1

Řešeńı.

f ′x =
2x

x2 + 1
, f ′y = − 2y

y2 − 1

f ′′xx = 2
1− x2

(x2 + 1)2 , f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = arcsin

(
x

y

)

Řešeńı. D(f) = ({[x, y] ∈ E2 : y ≥ |x|} ∪ {[x, y] ∈ E2 : y ≤ −|x|}) \ {[0, 0]}

f ′x =
sgn(y)√
y2 − x2

, f ′y = − x sgn(y)

y
√
y2 − x2

f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = (x2 + y2)e−(x2+y2)

Řešeńı.
f ′x =, f ′y =

f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = x2 ln y

Řešeńı.
f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), funkce

f(x, y) =

√∣∣∣∣xy
∣∣∣∣
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Řešeńı. D(f) = {[x, y] ∈ E2 :}
f ′x = f ′y =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), funkce

f(x, y) =
√
|xy|

Řešeńı. D(f) = {[x, y] ∈ E2 :}
f ′x = f ′y =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), funkce

f(x, y) =

√
x+ y

x− y

Řešeńı. D(f) = {[x, y] ∈ E2 :}
f ′x = f ′y =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = ln(y + ln x)

Řešeńı.
f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = exy ln y

Řešeńı.
f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), funkce

f(x, y) =

√
|y|
x+ y

Řešeńı. D(f) = {[x, y] ∈ E2 :}
f ′x = f ′y =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = exy ln

(
x

y

)
Řešeńı.

f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, f

′
z, D(f ′x), D(f ′y), D(f ′z), funkce

f(x, y, z) = ln(xyz)
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Řešeńı.
f ′x =, f ′y =, f ′z =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, f

′
z, D(f ′x), D(f ′y), D(f ′z), funkce

f(x, y, z) = ln(xyz)

v bodě A = [1, 1, 1].

Řešeńı.
f ′x =, f ′y =, f ′z =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, f

′
z, D(f ′x), D(f ′y), D(f ′z), funkce

f(x, y, z) = zx1/y

v bodě A = [1, 1, 1].

Řešeńı.
f ′x =, f ′y =, f ′z =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, f

′
z, D(f ′x), D(f ′y), D(f ′z), funkce

f(x, y, z) =
(y
z

)x
Řešeńı.

f ′x =, f ′y =, f ′z =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, f

′
z, D(f ′x), D(f ′y), D(f ′z), funkce

f(x, y, z) = arctg
(yz
x

)
Řešeńı.

f ′x =, f ′y =, f ′z =

Derivace ve směru

Př́ıklad . Vypočetěte derivaci v bodě A = [x0, y0] ∈ E2 ve směru vektoru u = (h, k) ∈ R2 (pokud
existuje) funkce

f(x, y) = xy

z definice derivace ve směru.

Př́ıklad . Vypočetěte derivaci v bodě A = [0, 0] ∈ E2 ve směru vektoru u = (h, k) ∈ R2 (pokud
existuje) funkce

f(x, y) =

{
x2y
x2+y2

[x, y] 6= [0, 0],

0 [x, y] = [0, 0]

z definice derivace ve směru.

Př́ıklad . Vypočetěte derivaci v bodě A = [0, 0] ∈ E2 ve směru vektoru u = (h, k) ∈ R2 (pokud
existuje) funkce

f(x, y) =

{
xy√
x2+y2

[x, y] 6= [0, 0],

0 [x, y] = [0, 0]

z definice derivace ve směru.
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Diferenciál funkce

Př́ıklad . Vypočtěte diferenciál funkce

f(x, y) =
√
x2 + y2

v bodě A = [1, 1]. Ověřte existenci diferenciálu v daném bodě.

Řešeńı.

f ′x =
x√

x2 + y2
, f ′x(A) =

√
2

2
, f ′y =

y√
x2 + y2

, f ′y(A) =

√
2

2
,

dfA =

√
2

2
(h+ k)

Př́ıklad . Vypočtěte totálńı diferenciál 2. řádu funkce

f(x, y) =
√
x2 + y2

v bodě A = [1, 1].

Řešeńı.

f ′′xx =
y2

(x2 + y2)3/2
, f ′′xx(A) =

√
2

4
, f ′′yy =

x2

(x2 + y2)3/2
, f ′′yy(A) =

√
2

4
,

f ′′xy = − xy

(x2 + y2)3/2
, f ′′xy = −

√
2

4

d2f(A) =

√
2

4
h2 −

√
2

2
hk +

√
2

4
k2.

Př́ıklad . Vypočtěte diferenciál funkce f(x, y, z) = arctg (yz/x) v bodě A = [1, 1, 1]. Ověřte
existenci diferenciálu v daném bodě.

Řešeńı.

f ′x =
−2xyz

x4 + y2z2
, f ′y = − x2z

x4 + y2z2
, f ′z = − x2y

x4 + y2z2
,

df(A) = −h1 +
1

2
h2 +

1

2
h3

Př́ıklad . Vypočtěte diferenciál funkce f(x, y) = arctg x+y
1−xy v bodě A = [1, 0]. Ověřte existenci

diferenciálu v daném bodě.

Řešeńı.

f ′x =
1

1 + x2
, f ′y =

1

1 + y2

dfA ((h, k)) =
1

2
h+

1

2
k

Př́ıklad . Vypočtěte diferenciál funkce f(x, y) = xy v bodě A = [1, 1]. Ověřte existenci diferenciálu
v daném bodě.

Řešeńı.
dfA ((h, k)) =

Př́ıklad . Vypočtěte diferenciál funkce f(x, y) = yx v bodě A = [1, 1].
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Řešeńı.
dfA ((h, k)) =

Př́ıklad . Vypočtěte totálńı diferenciál 1. řádu funkce f(x, y, z) = arctg
(
yz
x

)
v bodě A = [1, 1, 1.

Řešeńı.

f ′x =
−2xyz

x4 + y2z2
, f ′y = − x2z

x4 + y2z2
, f ′z = − x2y

x4 + y2z2
,

df(A) = −h1 +
1

2
h2 +

1

2
h3.
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Taylorova věta

Př́ıklad . Určete Taylor̊uv polynom prvńıho stupně funkce f(x, y) = ln xy
x2+y2

v bodě M = [1, 2].

Př́ıklad . Určete Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = yx v bodě N = [1, 1].

Řešeńı.
f ′x = yx ln y, f ′x(N) = 0, f ′y = xyx−1, f ′y(N) = 1

f ′′xx = yx ln2 y, f ′′xx(N) = 0, f ′′yy = x(x− 1)yx−2, f ′′yy(N) = 0, f ′′xy = yx−1(x ln y + 1), f ′′xy(N) = 1,

T2(x, y) = 1 + (y − 1) + (x− 1)(y − 1)

Př́ıklad . Určete Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = arctg x−y
1+xy

v bodě A = [1, 1].

Řešeńı.

f ′x =
1

1 + x2
, f ′x(A) =

1

2
, f ′y = − 1

1 + y2
, f ′y(A) = −1

2

f ′′xx = − 2x

(1 + x2)2
, f ′′xx(A) =

1

2
, f ′′yy =

2y

(1 + y2)2
, f ′′yy(A) =

1

2
, f ′′xy = 0, f ′′xy(A) = 0

f ′′′xxx =
2(3x2 − 1)

(1 + x2)3
, f ′′′yyy =

2(1− 3y2)

(1 + y2)3
, f ′′′xxy = 0, f ′xyy = 0

f(1 + h, 1 + k) =
1

2
h− 1

2
k − 1

4
h2 +

1

4
k2 +R2

R2 =
1

3

[
3(1 + th)2 − 1

[1 + (1 + th)2]3
h3 +

1− 3(1 + tk)2[
1 + (1 + tk)2]3

]
, 0 < t < 1.

Př́ıklad . Určete Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = ex
2+y2 v bodě A = [1, 1].

Řešeńı.
f ′x = 2xex

2+y2 , f ′x(A) = 2e2, f ′y = 2yex
2+y2 , f ′y(A) = 2e2

f ′′xx = 2(2x2 + 1)ex
2+y2 , f ′′xx(A) = 6e2, f ′′yy = 2(2y2 + 1)ex

2+y2 , f ′′yy(A) = 6e2,

f ′′xy = 4xyex
2+y2 , f ′′xy(A) = 4e2

f ′′′xxx = 4x(2x2 + 3)ex
2+y2 , f ′′′yyy = 4y(2y2 + 3)ex

2+y2 ,

f ′′′xxy = 4y(2x2 + 1)ex
2+y2 , f ′′′xyy = 4x(2y2 + 1)ex

2+y2 ,

f(1 + h, 1 + k) = e2(1 + 2h+ 2k + 3h2 + 4hk + 3k2) +R2

Př́ıklad . Určete Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = arctg x−y
1+xy

v bodě A = [1, 1].

Řešeńı.
D(f) = {[x, y] ∈ E2 : 1 + xy 6= 0}

f ′x =
1

1 + x2
, f ′y = − 1

1 + y2

f ′′xx = − 2x

(1 + x2)2
, f ′′yy =

2y

(1 + y2)2
, f ′′xy = 0

f ′′′xxx =
2(3x2 − 1)

(1 + x2)3
, f ′′′yyy =

2(1− 3y2)

(1 + y2)3
, f ′′′xxy = 0, f ′xyy = 0
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f(1 + h, 1 + k) =
1

2
h− 1

2
k − 1

4
h2 +

1

4
k2 +

1

3

[
3 (1 + th)2 − 1[
1 + (1 + th)2]3h3 +

1− 3 (1 + tk)2[
1 + (1 + tk)2]3

]
, 0 < t < 1.

T2(x, y) =
1

2
(x− 1)− 1

2
(y − 1)− (x− 1)2 + (y − 1)2

Extrémy funkce v́ıce proměnných

Lokálńı extrémy

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [1, 1]. V bodě [1, 1,−1] je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 5xy +
25

x
+

8

y
, x > 0, y > 0

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [5
2
, 4

5
]. V bodě [5

2
, 4

5
, 30] je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = (x2 + 2y2)e−x
2−y2

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [0, 1], S3 = [0,−1], S4 = [1, 0], S5 = [−1, 0]. V
bodě [0, 0, 0] je ostré lokálńı minimum. V bodech [0, 1, 2

e
] a [0,−1, 2

e
] jsou ostrá lokálńı maxima.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + 8y3 − 6xy + 5

Řešeńı.

f ′x = 3x2 − 6y = 0 (6.6)

f ′y = 24y2 − 6x = 0 (6.7)

Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 =
[
1, 1

2

]
.

f ′′xx = 6x, f ′′yy = 48y, f ′′xy = −6,

Hf(S1) =

(
0 −6
−6 0

)
D1 = 0, D2 6= 0 ⇒ kvadratická forma je indefinitńı a v bodě S1 neńı extrém.

Hf(S2) =

(
6 −6
−6 24

)
D1 = 6 > 0, D2 = 144− 36 > 0 ⇒ kvadratická forma je pozitivně definitńı a v bodě S2 je ostré
lokálńı minimum, f(S2) = 4.
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Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) =

(
1

2
x2 + y

)
ex+y

Řešeńı.

f ′x =

(
1

2
x2 + x+ y

)
ex+y, f ′y =

(
1

2
x2 + y + 1

)
ex+y

1

2
x2 + x+ y = 0

1

2
x2 + y + 1 = 0

Stacionárńı bod je S =
[
1,−3

2

]
.

f ′′xx =

(
1

2
x2 + 2x+ y + 1

)
ex+y

f ′′xy =

(
1

2
x2 + x+ y + 1

)
ex+y

f ′′yy =

(
1

2
x2 + y + 2

)
ex+y

Hf(S) =

(
2
e

1
e

1
e

1
e

)
D1(S) > 0, D2(S) = 1

e2
> 0 ⇒ v bodě S je ostré lokálńı minimum, f(S) = − 1√

e
.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = e2x(x+ y2 + 2y)

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [1
2
,−1]. V bodě

[
1
2
,−1,−2e

]
je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = e
1
2
x(x+ y2)

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [−2, 0]. V bodě [−2, 0,−2
e
] je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y3 − 3axy

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [a, a]. V bodě [a, a] je pro a > 0 je ostré lokálńı
minimum a pro a < 0 je ostré lokálńı maximum, f(A) = −a3.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = xy ln(x2 + y2)

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [1, 0], S2 = [−1, 0], S3 = [0,−1], S4 = [0, 1], S5 = [ 1√
2e
, 1√

2e
],

S6 = [ 1√
2e
,− 1√

2e
], S7 = [− 1√

2e
,− 1√

2e
], S8 = [− 1√

2e
, 1√

2e
]. V bodech [ 1√

2e
, 1√

2e
,− 1

2e
], [− 1√

2e
,− 1√

2e
,− 1

2e
]

jsou ostrá lokálńı minima a v bodech [ 1√
2e
,− 1√

2e
, 1

2e
], [− 1√

2e
, 1√

2e
, 1

2e
] jsou ostrá lokálńı maxima.
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Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2y3(12− x− y)

Řešeńı. Stacionárńı body jsou M1 = {[x, y] ∈ R2 : x = 0}, M2 = {[x, y] ∈ R2 : y = 0}. V bodě
[4, 6, 6912] je ostré lokálńı maximum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y2 + z2

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [23,−145,−2], S2 = [−1,−1,−2].

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = xey
2−x2

Řešeńı.
f ′x = (1− 2x2)ey

2−x2 , f ′y = 2xyey
2−x2

f ′′xx = 2x(2x3 − 3)ey
2−x2 , f ′′xy = 2y(1− 2x2)ey

2−x2 , f ′′yy = 2x(1 + 2y2)ey
2−x2

Stacionárńı body jsou S1 =
[
−
√

2
2
, 0
]
, S2 =

[√
2

2
, 0
]
. Funkce nemá extrémy.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 2x3 − xy2 + 5x2 + y2

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [−5
3
, 0], S3 = [1, 4], S4 = [1,−4] V bodě [0, 0, 0] je

ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + 3x2 + 4xy + y2

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [2
3
,−4

3
] V bodě [2

3
,−4

3
, 0] je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y2 − xy − x

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [2
3
, 1

3
], S2 = [−1

2
,−1

4
]. V bodě [2

3
, 1

3
,−15

27
] je ostré lokálńı

minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = xy(3− x− y)

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [3, 0], S3 = [0, 3]S4 = [1, 1]. V bodě [1, 1, 1] je ostré
lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) =

(
1

2
x2 + y

)
ex+y

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [1,−3
2
]. V bodě

[
1,−3

2
,− 1√

e

]
je ostré lokálńı minimum.
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Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = −x2 − y2 − xy + 6y + 1

Řešeńı. Stacionárńı bod je S =
[
1,−3

2

]
. V bodě

[
1,−3

2

]
je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + y2 − xy − x− y + 2

Řešeńı. Stacionárńı bod je S =
[

1
5
, 3

5

]
. V bodě

[
1
5
, 3

5
, f(S)

]
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + y2 + xy − 6x− 9y

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [1, 4]. V bodě [1, 4,−21] je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 2x2 + 5y2 − 6xy − x− 3y + 2

Řešeńı. Stacionárńı bod je S =
[
−2,−3

2

]
. V bodě

[
−2,−3

2
, 3

4

]
je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + 2y2 − 3x+ 5y − 1

Řešeńı. Stacionárńı bod je S =
[

3
2
,−5

4

]
. V bodě

[
3
2
,−5

4
, 35

8

]
je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 − y2 − 2x− 2y

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [1,−1]. Nemá lokálńı extrémy.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 27x2y + 14y3 − 54x− 69y

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [1, 1], S2 = [−1,−1], S3 = [
√

14
3
, 3
√

14
14

], S4 = [−
√

14
3
,−3

√
14

14
]. V

bodě S1 je ostré lokálńı minimum, v bodě S2 je ostré lokálńı maximum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = ex+y

(
2x2 +

1

2
y2 − xy − 5x− 5

3
y +

10

3

)
Řešeńı.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + y2 + z2 + yz − 2x+ y − z

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [3, 0], S3 = [0, 3] S4 = [1, 1]. V bodě [1, 1, 1] je
ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 6x2 + 5y2 + 14z2 + 4xy − 8xz − 2yz + y + 1
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Řešeńı.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = y ln
(
x2 + y

)
Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 =

[
0, 1

e

]
, S2 = [1, 0], S3 = [−1, 0]. V bodě [0, e,−e] je ostré

lokálńı minimum.

Nájděte stacionárńı body následujúćıch funkćı dvou proměnných a klasifikujte je pomoćı Hessovy
matice:

(a) f1(x, y) = x3 − 3y2 + 3xy − 3y,

(b) f2(x, y) = −2
3
x3 + y2 + 4xy + 3y,

(c) g(x, y) = xy,

(d) h1(x, y) = x2y2(x− y + 1),

(e) h2(x, y) = x2(y + 1) + 2y3 + 5y2,

(f) h3(x, y) = x2(y + 1) + y2(x− 1),

(g) h4(x, y) = x2(y + 1) + y2(y − 1),

(h) h5(x, y) = (x2 + y2)(y + 1)

Nájděte stacionárńı body následujúćıch funkćı třech proměnných a klasifikujte je pomoćı Hessovy
matice:

(a) f(x, y, z) = 3x2 + x3 + y2 + xy2 + z3 − 3z

(b) g(x, y, z) = (x+ y + z)e−(x2+y2+z2)

(c) h(x, y, z) = x
y+z

+ y
x+z

+ z
x+y
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Globálńı extrémy

Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = 2x2 − y2 − xy + 2y + 1

na M = [0, 1]× [0, 1].

Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + 2xy − 4x+ 8y

na M = [0, 1]× [0, 2].

Řešeńı.

Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = xey
2−x2

na M = {[x, y] ∈ E2 : x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0}.
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + y2

na M = {[x, y] ∈ E2 : x+ y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}.
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) =

(
x− 1

2

)2

+ y2

na množině
M =

{
[x, y] ∈ E2 : x2 + y2 ≤ 1

}
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

na množině
M =

{
[x, y] ∈ E2 : x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0

}
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = xy2(4− x− y)

na množině
M = {[x, y] ∈ E2 : y ≤ −x+ 6, x ≥ 0, y ≥ 0}

Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

na množině
M =

{
[x, y] ∈ E2 : 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 2x2

}
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Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) =

(
1

2
x2 + y

)
ex+y

na množině M = {[x, y] ∈ E2 : x ≥ 0, y ≤ 0, y ≥ x− 2}.
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x2y

na množině
M =

{
[x, y] ∈ E2 : y ≤ −x2 + x+ 2, y ≥ 0

}
Př́ıklad . Najděte absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = xey
2−x2

na množině
M =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0

}
Př́ıklad . Najděte absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = xey
2−x2

na množině
M =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4

}
Př́ıklad . Najděte absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x+ y

na množině
M =

{
[x, y] ∈ R2 : y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1

}
Př́ıklad . Najděte absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = 2x2 − y2 − xy + 2y + 1

na množině M = [−1, 1]× [0, 2].
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Birkhäuser, Boston (2004).

[12] Giaquinta M., Modica G.: Mathematical Analysis. An Introduction to Functions of Several
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[13] Jarńık V.: Diferenciálńı počet I. ČAV Praha (1963).

[14] Jarńık V.: Diferenciálńı počet II. ČAV Praha (1963).
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