
Kapitola 1

POSLOUPNOSTI REÁLNÝCH ČÍEL

1.1 Základńı pojmy

Definice 1. Zobrazeńı f : N → R se nazývá posloupnost́ı prvk̊u z R, nebo-li posloupnost́ı
reálných č́ısel, f(n) znač́ıme an nebo yn, posloupnost zapisujeme {an}∞n=1.

Poznámka. Okoĺım bodu +∞ (−∞) rozumı́me libovolný interval (k,∞) ((−∞, l)), kde k, l ∈ R.

Definice 2. O posloupnosti {an}∞n=1 řekneme, že má limitu L ∈ R jestliže ke každému okoĺı
Uε(L) existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı, že an ∈ Uε(L). Limitu znač́ıme

lim
n→∞

an = L nebo an → L jakmile n→∞

Př́ıklad.

{an}∞n=1 =

{
1

n

}∞
n=1

{an}∞n=1 =

{
nn

n!

}∞
n=1

, {an}∞n=1 = {qn}∞n=1 , |q| < 1, q ∈ R

Poznámka. Jestliže L ∈ R ř́ıkáme, že existuje vlastńı limita (posloupnost konverguje), jestliže
L = ±∞ ř́ıkáme, že existuje nevlastńı limita (posloupnost diverguje). Jestliže an ≤ an+1 pro každé
n ∈ N ř́ıkáme, že posloupnost {an}∞n=1 je neklesaj́ıćı (jestliže an < an+1 pro každé n ∈ N ř́ıkáme,
že posloupnost {an}∞n=1 je rostoućı), jestliže an ≥ an+1 pro každé n ∈ N ř́ıkáme, že posloupnost
{an}∞n=1 je nerostoućı (jestliže an > an+1 pro každé n ∈ N ř́ıkáme, že posloupnost {an}∞n=1 je
klesaj́ıćı). Takové posloupnosti nazýváme souhrně monotonńı.

1.2 Vlastnosti posloupnost́ı

Věta 1.2.1

(a) Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.
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(b) Každá konvergentńı posloupnost je omezená.

(c) Každá monotonńı posloupnost má limitu.

1) Je-li {an}∞n=1 neklesaj́ıćı (rostoućı) posloupnost, pak limn→∞ an = supn{an},
2) Je-li {an}∞n=1 nerostoućı (klesaj́ıćı) posloupnost, pak limn→∞ an = infn{an}.

(d) Předpokládejme, že posloupnost {an}∞n=1 má limitu L.

1) Jestlǐze L > 0 (L < 0) pak existuje n0 ∈ N tak, že an > 0 (an < 0) pro každé n ≥ n0

2) Jestlǐze existuje n0 ∈ N tak, že an ≥ 0 (an ≤ 0) pro každé n ≥ n0 pak L ≥ 0 (L ≤ 0).

Důkaz (b). Necht’ tedy posloupnost {an}∞n=1 je konvergentńı tj. limn→∞ an = L ∈ R. Dále necht’

Uε(L) = (L−ε, L+ε) je libovolné. Pak podle definice existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ≥ n0 plat́ı,
že an ∈ Uε(L). Polož́ıme-li m = min{a1, a2, . . . , an0−1, L− ε} ∈ R, M = max{a1, a2, . . . , an0−1, L+
ε} ∈ R pak plat́ı m ≤ an ≤M pro každé n ∈ N.

Poznámka. Poč́ıtáńı se symboly ±∞. Definujeme

• a+ (+∞) = +∞, a+ (−∞) = −∞, −(+∞) = −∞, −(−∞) = +∞, ∀ a ∈ R,

• (+∞) + (+∞) = +∞, (−∞) + (−∞) = −∞,

• Jestliže a > 0, a ∈ R pak a(+∞) = +∞, a(−∞) = −∞,

• Jestliže a < 0, a ∈ R pak a(+∞) = −∞, a(−∞) = +∞,

• Jestliže a ∈ R pak a/(+∞) = 0, a/(−∞) = 0.

Věta 1.2.2 Posloupnost {an}∞n=1 je konvergentńı tehdy a jen tehdy, když pro každé ε > 0 existuje
n0 ∈ N, tak, že pro každé n, m ≥ n0 plat́ı

|an − am| < ε

Věta 1.2.3 (Pravidla pro poč́ıtáńı s limitami) Necht’ pro posloupnosti {an}∞n=1, {bn}∞n=1 plat́ı,
že limn→∞ an = A limn→∞ bn = B, A, B ∈ R. Označme � jeden ze symbol̊u +, −, ·, / . Pak plat́ı

lim
n→∞

(an � bn) =
(

lim
n→∞

an

)
�
(

lim
n→∞

bn

)
= A�B,

pokud má pravá strana smysl.

Věta 1.2.4 (Věta o sevřeńı) Necht’ jsou dány posloupnosti {an}∞n=1, {bn}∞n=1 a {cn}∞n=1. Předpokládejme,
že existuje n0 ∈ N, takové, že an ≤ cn ≤ bn pro každé n ≥ n0. Jestlǐze limn→∞ an = limn→∞ bn =
L ∈ R pak limn→∞ cn = L.
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Důsledek 1.2.1 Necht’ {an}∞n=1, {bn}∞n=1 jsou dvě posloupnosti a L ∈ R. Jestlǐze existuje n0 ∈ N,
takové, že

|an − L| ≤ bn, ∀n ≥ n0 a lim
n→∞

bn = 0

pak
lim
n→∞

an = L

Věta 1.2.5

(a) Jestlǐze limn→∞ an = L ∈ R pak limn→∞ |an| = |L| ∈ R.

(b) limn→∞ an = 0 tehdy a jen tehdy když limn→∞ |an| = 0.

(c) Necht’ an ≥ 0, pro n ∈ N a b > 0 je libovolné reálné č́ıslo. Jestlǐze limn→∞ an = L ∈ R pak
limn→∞ a

b
n = Lb.

(d) Necht’ limn→∞ an = L ∈ R, b > 0 pak limn→∞ b
an = bL.

(e) Jestlǐze |a| < 1 pak limn→∞ a
n = 0.

(f) limn→∞
n
√
a = 1 pro každé a > 0.

Důkaz (f). Dokážeme pro a > 1. Označme a = 1 + h. Pak 1 < a1/n = (1 + h)1/n ≤ 1 + h/n
(Bernoulliova nerovnost) a a1/n > 1. Dále

lim
n→∞

1 = 1 lim
n→∞

(
1 +

h

n

)
= 1 + 0 = 1

a použijeme-li Větu 1.2.4 máme
lim
n→∞

a1/n = 1

Věta 1.2.6 Necht’ limn→∞ an = 0 a posloupnost {bn}∞n=1 je omezená. Pak limn→∞ anbn = 0.

Př́ıklad.

(1) Vypočtěte

lim
n→∞

sinn

n

Důkaz. Z Věty 1.2.6.

Př́ıklad.

(1) Necht’ k ∈ N libovolné, pak

lim
n→∞

1

nk
= 0,
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Důkaz. (matematickou indukćı)

(2) Vypočtčtěte

lim
n→∞

2n2 + 3n+ 3

4n3 + 2n+ 10
= lim

n→∞

2
n

+ 3
n2 + 3

n3

4 + 2
n

+ 10
n3

= lim
n→∞

lim 2
n

+ lim 3
n2 + lim 3

n3

lim 4 + lim 2
n

+ lim 10
n3

= lim
n→∞

0 + 0 + 0

4 + 0 + 0
=

0

4
= 0,

(3) Plat́ı

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e.

1.3 Podposloupnosti, liminf a limsup

Definice 3. Ř́ıkáme, že {pn}∞n=1 je podposloupnost posloupnosti {an}∞n=1 jestliže existuje funkce
k : N→ N která je rostoućı, tj. k1 < k2 < . . . , taková, že

pn = akn , ∀n ∈ N

Př́ıklad.

Věta 1.3.1 Jestlǐze {an}∞n=1 má limitu L ∈ R, pak jakákoliv podposloupnost posloupnosti {an}∞n=1

má tutéž limitu L.

Poznámka.

• Poznamenejme, že kn ≥ n protože k : N→ N je rostoućı.

• Jestliže {an}∞n=1 má dvě r̊uzné podposloupnosti s r̊uznými limitami, pak {an}∞n=1 nemá
žádnou limitu.

Definice 4. Uvažujme posloupnost {an}∞n=1 ⊂ R. Posloupnosti definované

ln = inf
k≥n
{ak} Ln = sup

k≥n
{ak}

jsou neklesaj́ıćı resp. nerostoućı posloupnost. Tedy existuj́ı limity

lim
n→∞

ln = sup
k
lk, lim

n→∞
Ln = inf

k
Lk

s hodnotami v R. Označme

liminfn→∞an = lim
n→∞

ln = lim
n→∞

inf
k≥n
{ak}

limsupn→∞an = lim
n→∞

Ln = lim
n→∞

sup
k≥n
{ak}

Tyto limity nazýváme limesinferior (dolńı limita) limessuperior (horńı limita).
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Věta 1.3.2 Uvažujme posloupnost {an}∞n=1.

(a) Posloupnost {an}∞n=1 má liminf a limsup v R.

(b)

liminfn→∞an ≤ limsupn→∞an

liminfn→∞an = −limsupn→∞(−an)

(c) Plat́ı
lim
n→∞

an = L ∈ R ⇔ liminfn→∞an = limsupn→∞an = L

(d) limsupn→∞an = L ∈ R tehdy a jen tehdy

(i) ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ≥ n0 plat́ı

an < L+ ε,

(ii) existuje podposloupnost {akn}∞n=1 posloupnosti {an}∞n=1, která konverguje k č́ıslu L.
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Kapitola 2

NEKONEČNÉ ŘADY

2.1 ČÍSELNÉ ŘADY

2.1.1 Úvod

Definice 2.1.1 Necht’ je daná posloupnost {an}∞n=0 reálných č́ısel. Rekurence{
s0 = a0

sn+1 = sn + an+1

definuje indukćı jedinou posloupnost

sn = a0 + a1 + a2 + · · ·+ an =
n∑
j=0

aj

Posloupnost {sn}∞n=0 se nazývá posloupnost́ı částečných součt̊u řady tvořenou posloupnost́ı {an}∞n=0.
Už́ıváme symbol

∞∑
j=0

aj

Definice 2.1.2 Jestliže posloupnost {sn}∞n=0 konverguje k reálnému č́ıslu L, ř́ıkáme že řada kon-
verguje a č́ıslo L nazýváme součetem této řady.

Řadu rn =
∑∞

j=n+1 aj nazýváme zbytkem řady
∑∞

j=0 aj po n-tém členu.

Věta 2.1.1 Je-li řada
∑∞

n=0 an konvergentńı pak limn→∞ an = 0.

Věta 2.1.2

(a) Řada konverguje tehdy a jen tehdy, když konverguje zbytek řady.

(b) Je-li
∑∞

n=0 an konvergentńı pak je konvergentńı i řada
∑∞

n=0 can a plat́ı
∑∞

n=0 can = c
∑∞

n=0 an
pro každé c ∈ R.
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(c) Jsou-li řady
∑∞

n=0 an,
∑∞

n=0 bn konvergentńı pak je konvergentńı i řada
∑∞

n=0(an+bn) a plat́ı∑∞
n=0(an + bn) =

∑∞
n=0 an +

∑∞
n=0 bn.

Definice 2.1.3

(a) Řekneme, že řada
∑∞

n=0 an konverguje absolutně, jestliže konverguje řada
∑∞

n=0 |an|.

(b) Řekneme, že řada
∑∞

n=0 an konverguje relativně, jestliže konverguje řada
∑∞

n=0 an a řada∑∞
n=0 |an| diverguje.

Věta 2.1.3 Necht’ řada
∑∞

n=0 an konverguje absolutně, pak daná řada konverguje a plat́ı∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

an

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|an|

Věta 2.1.4 (Bolzano-Cauchyova podmı́nka) Řada
∑∞

k=0 ak konverguje právě když pro každé ε >
0 existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ≥ n0 a každé m ∈ N plat́ı

|an+1 + an+2 + · · ·+ an+m| < ε

2.1.2 Kritéria konvergence řad

Věta 2.1.5

(a) Necht’
∑∞

n=0 an a
∑∞

n=0 bn jsou řady s nezápornými členy. Jestlǐze existuje n0 ∈ N0 tak, že
pro každé n ≥ n0 plat́ı an ≤ bn pak:

(1) Jestlǐze řada
∑∞

n=0 bn konverguje pak je konvergentńı i řada
∑∞

n=0 an.

(2) Jestlǐze řada
∑∞

n=0 an diverguje pak je divergentńı i řada
∑∞

n=0 bn.

(b) Necht’
∑∞

n=0 an a
∑∞

n=0 bn jsou dvě řady s kladnými členy a předpokládejme, že

lim
n→∞

an
bn

= L ∈ R

pak

(1) Jestlǐze řada
∑∞

n=0 bn konverguje pak je konvergentńı i řada
∑∞

n=0 an.

(2) Jestlǐze řada
∑∞

n=0 an diverguje pak je divergentńı i řada
∑∞

n=0 bn.

Věta 2.1.6

(a) Necht’
∑∞

n=0 an je řada s nezápornými členy.

(1) Předpokládejme, že existuje 0 < K < 1 a p ∈ N tak, že pro všechna n ≥ p

n
√
an ≤ K < 1

Pak daná řada konverguje a
∞∑
n=p

an ≤
Kp

1−K
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(2) Předpokládejme, že existuje K > 1 a p ∈ N tak, že pro všechna n ≥ p

n
√
an ≥ K > 1

Pak daná řada diverguje.

(b) Necht’
∑∞

n=0 an je řada s nezápornými členy.

(1) Předpokládejme, že existuje 0 < K < 1 a p ∈ N tak, že pro všechna n ≥ p

an+1

an
≤ K < 1

Pak daná řada konverguje a
∞∑
n=p

an ≤
ap

1−K

(2) Předpokládejme, že existuje K > 1 a p ∈ N tak, že pro všechna n ≥ p

an+1

an
≥ K > 1

Pak daná řada diverguje.

Věta 2.1.7

(a) Necht’
∑∞

n=0 an je řada s nezápornými členy taková, že

lim
n→∞

n
√
an = K

(1) Je-li K < 1 pak daná řada konverguje.

(2) Je-li K > 1 pak daná řada diverguje.

(3) Je-li K = 1 pak nelze o konvergenci řady
∑∞

n=0 an rozhodnout.

(b) Necht’
∑∞

n=0 an je řada s nezápornými členy taková, že

lim
n→∞

an+1

an
= K

(1) Je-li K < 1 pak řada
∑∞

n=0 an konverguje.

(2) Je-li K > 1 pak řada
∑∞

n=0 an diverguje.

(3) Je-li K = 1 pak nelze o konvergenci řady
∑∞

n=0 an rozhodnout.
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2.1.3 Daľśı d̊uležitá kritéria konvergence řad

Věta 2.1.8 (Integrálńı kritérium) Necht’
∑∞

j=0 aj je daná řada s nezápornými členy a necht’

existuje funkce f taková, že

(1) funkce f je spojitá, nezáporná a nerostoućı na [n,∞), n ∈ N.

(2) Plat́ı f(j) = aj pro každé j ≥ n.

Pak daná řada
∑∞

j=0 aj konverguje právě když konverguje integrál
∞∫
n

f(x) dx.

Odhad pro př́ıpad n = 0

k+1∫
0

f(x) dx− a0 ≤ sk − a0 ≤
k∫

0

f(x) dx, ∀ k ∈ N

2.1.4 Řady s libovolnými členy

a+
j =

{
aj pro aj > 0
0 jinak

a−j =

{
−aj pro aj < 0

0 jinak

Věta 2.1.9 (1) Jestlǐze řady
∑∞

n=0 a
+
n a

∑∞
n=0 a

−
n konverguj́ı, pak konverguje i řada

∑∞
n=0 an.

(2) Jestlǐze řada
∑∞

n=0 a
+
n diverguje k∞ a řada

∑∞
n=0 a

−
n konverguje, pak řada

∑∞
n=0 an diverguje

k ∞.

(3) Jestlǐze řada
∑∞

n=0 a
+
n konverguje a řada

∑∞
n=0 a

−
n diverguje k∞, pak řada

∑∞
n=0 an diverguje

k ∞.

Definice 2.1.4 Alternuj́ıćı řada je tvaru
∑∞

n=0(−1)nan, kde {an}∞n=0 je posloupnost s nezápornými
členy.

Věta 2.1.10 (Abel-Leibnitzovo kritérium) Necht’ {an}∞n=0 je posloupnost s kladnými členy a plat́ı

(1)
lim
n→∞

an = 0

(2) posloupnost {an}∞n=0 je nerostoućı.

Pak řada
∑∞

n=0(−1)n+1an konverguje.
Máme odhad

an − an+1 ≤

∣∣∣∣∣
∞∑

j=n+1

(−1)jaj

∣∣∣∣∣ ≤ an + am ∀m,n, m > n

Předešlé nerovnice jsou ostré v př́ıpadě, že posloupnost {an}∞n=0 je ostře klesaj́ıćı.
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Poznámka. Všechna kritéria pro konvergenci řad můžeme použ́ıt pro určeńı absolutńı konver-
gence řad.

Násobeńı řad.
Mějme dvě řady

∑∞
n=0 an a

∑∞
n=0 bn. Cauchyovým součinem těchto dvou řad rozumı́me řadu(

∞∑
n=0

an

)(
∞∑
n=0

bn

)
=
∞∑
n=0

cn

kde
cn =

∑
i+j=n

aibj

Věta 2.1.11 Necht’
∑∞

n=0 an,
∑∞

n=0 bn jsou dvě absolutně konvergentńı řady se součty a, b. Pak
jejich Cauchẙuv součin

∑∞
n=0 cn je absolutně konvergentńı řada se součtem ab.
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2.2 FUNKČNÍ ŘADY

2.2.1 Posloupnosti funkćı

Definice 2.2.1 Zobrazeńı množiny N0 do množiny funkćı nazýváme posloupnost́ı funkćı a znač́ıme
{fn(x)}∞n=0. Definičńım oborem posloupnosti rozumı́me množinu D =

⋂∞
n=0D(fn).

Definice 2.2.2 Necht’ je dána posloupnost funkćı {fn}∞n=0 definovaná na množině D a M ⊂ D.
Jestliže pro každé x ∈ M č́ıselná posloupnost {fn(x)}∞n=0 konverguje, ř́ıkáme, že posloupnost
{fn}∞n=0 konverguje bodově k funkci f na množině M .

Definice 2.2.3 Řekneme, že posloupnost funkćı {fn(x)}∞n=0 konverguje na množině M ⊂ D stej-
noměrně k funkci f jestliže pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ≥ n0 a pro každé
x ∈M plat́ı

|fn(x)− f(x)| < ε.

Věta 2.2.1 Posloupnost funkćı {fn}∞n=0 konverguje stejnoměrně k funkci f na množině M ⊂ D
právě tehdy, když

lim
n→∞

sup
x∈M
|fn(x)− f(x)| = 0.

Věta 2.2.2 Konverguje-li posloupnost spojitých funkćı {fn}∞n=0 k funkci f stejnoměrně na množině
M ⊂ D, pak funkce f je na M spojitá.

Věta 2.2.3 (limitńı přechod při derivováńı) Necht’ je dána posloupnost funkćı {fn}∞n=0 defino-
vaná na intervalu (a, b) s vlatnostmi:

(a) funkce fn maj́ı konečné derivace na (a, b),

(b) alespoň pro jedno č́ıslo c ∈ (a, b) posloupnost {fn(c)}∞n=0 konverguje,

(c) posloupnost derivaćı {f ′n}∞n=0 konverguje na (a, b) stejnoměrně k nějaké funkci f̃ .

Pak plat́ı

(a) posloupnost funkćı fn konverguje na intervalu (a, b) stejnoměrně k nějaké funkci f ,

(b) pro každé x ∈ (a, b) existuje derivace funkce f a plat́ı

f ′(x) =
(

lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′n(x) = f̃(x)

Věta 2.2.4 (limitńı přechod při integrováńı) Necht’ je dána posloupnost funkćı {fn}∞n=0 defino-
vaná na intervalu [a, b] s vlatnostmi:

(a) funkce fn jsou spojité na intervalu [a, b],

(b) posloupnost {fn}∞n=0 konverguje na (a, b) stejnoměrně k nějaké funkci f .

Pak pro všechna a ≤ c ≤ d ≤ b plat́ı

lim
n→∞

d∫
c

fn(x) dx =

d∫
c

lim
n→∞

fn(x) dx =

d∫
c

f(x) dx
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2.2.2 Obecné funkčńı řady

Definice 2.2.4 Necht’ je dána funkčńı řada
∑∞

n=0 fn(x). Rekurence{
s0(x) = f0(x)

sn+1(x) = sn(x) + fn+1(x)

definuje indukćı jedinou posloupnost

sn(x) = f0(x) + f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x) =
n∑
j=0

fj(x)

Posloupnost {sn(x)}∞n=0 se nazývá posloupnost́ı částečných součt̊u řady tvořenou posloupnost́ı
{fn(x)}∞n=0. Už́ıváme symbol

∞∑
j=0

fj(x)

Definice 2.2.5 Necht’ je dána funkčńı řada
∑∞

j=0 fj(x) definovaná na množině D a M ⊂ D.
Jestliže pro každé x ∈M posloupnost částečných součt̊u {sn(x)}∞n=0 konverguje bodově (konverguje
stejnoměrně) k funkci f , ř́ıkáme, že řada

∑∞
j=0 fj(x) konverguje bodově (konverguje stejnoměrně)

na množině M k funkci f .

Věta 2.2.5 (Weierstrassovo kritérium) Necht’ je dána funkčńı řada
∑∞

j=0 fj(x) definovaná na
množině M ⊂ D. Jestlǐze existuje č́ıselná konvegentńı řada

∑∞
n=0 an s nezápornými členy taková,

že plat́ı
|fn(x)| ≤ an, ∀x ∈M, ∀n ≥ n0, n0 ∈ N

Pak řada
∑∞

n=0 fn(x) konverguje stejnoměrně na množině M .

Věta 2.2.6 (limitńı přechod při derivováńı) Necht’ pro funkce {fn}∞n=0 plat́ı:

(a) funkce fn maj́ı konečné derivace v omezeném intervalu (a, b),

(b) řada
∑∞

n=0 fn(c) konverguje alespoň pro jedno č́ıslo c ∈ (a, b),

(c) řada
∑∞

n=0 f
′
n(x) konverguje na (a, b) stejnoměrně.

Pak plat́ı

(a) řada
∑∞

n=0 f
′
n(x) konverguje na (a, b) stejnoměrně k funkci f

(b) pro každé x ∈ (a, b) existuje derivace funkce f a plat́ı

f ′(x) =

(
∞∑
n=0

f ′n(x)

)′
=
∞∑
n=0

f ′n(x)

Věta 2.2.7 (limitńı přechod při integrováńı) Necht’
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(a) funkce fn maj́ı v intervalu (a, b) primitivńı funkce Fn,

(b) funkce Fn jsou vybrány tak, že řada
∑∞

n=0 Fn(x) konverguje aspoň v jednom bodě c ∈ (a, b)

(c) řada
∑∞

n=0 fn(x) konverguje na (a, b) stejnoměrně.

Pak řada
∑∞

n=0 Fn(x) konverguje na (a, b) stejnoměrně a jej́ı součet je v intervalu (a, b) primitivńı
funkćı k součtu řady

∑∞
n=0 fn(x).
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2.2.3 Mocninné řady

Definice 2.2.6 Řadu funkćı tvaru
∞∑
n=0

an(x− c)n

kde {an}∞n=0 je daná posloupnost a c ∈ R nazýváme mocninnou řadou o středu v bodě c. Č́ısla an
nazýváme koeficienty mocninné řady.

Definice 2.2.7 Necht’
∑∞

n=0 anx
n je mocninná řada. Č́ıslo

% =
1

limsupn→∞
n
√
|an|

nazýváme poloměr konvergence mocninné řady.

Věta 2.2.8 Necht’
∑∞

n=0 anx
n je mocninná řada s poloměrem konvergence % ≥ 0. Pak

(a) jestlǐze % > 0 pak řada
∑∞

n=0 anx
n konverguje absolutně pro každé |x| < %,

(b) Řada
∑∞

n=0 anx
n nekonverguje jestlǐze |x| > %.

Věta 2.2.9 Necht’
∑∞

n=0 anx
n je mocninná řada s poloměrem konvergence % > 0. Pak mocninná

řada konverguje stejnoměrně na intervalu [−r, r] pro každé 0 < r < %.

Vyjádřeńı funkćı mocninnou řadou - Taylorova řada

Věta 2.2.10 Necht’ % > 0 je poloměr konvergence mocninné řady

∞∑
k=0

ak(x− c)k

se součtem f na (c− %, c+ %). Pak funkce f má na tomto intervalu derivace všech řád̊u a plat́ı

ak =
f (k)(c)

k!
k ∈ N0

Definice 2.2.8 Je-li f funkce, která má v bodě c ∈ R derivace všech řád̊u, pak mocninnou řadu

∞∑
k=0

f (k)(c)

k!
(x− c)k

nazýváme Taylorovou řadou funkce f se středem v bodě c.

Věta 2.2.11 Necht’ I ⊂ R je interval. Má-li funkce f v bodě c ∈ I (c je střed intervalu I)
derivace všech řád̊u, pak pro x ∈ I plat́ı

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(c)

k!
(x− c)k

tehdy a jen tehdy, plat́ı-li pro zbytek Rn+1(x) v Taylorově vzorci limn→∞Rn+1(x) = 0 pro všechna
x ∈ I.
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Věta 2.2.12 Necht’ funkce f má tyto vlastnosti:

(a) f ∈ C∞(I),

(b) existuj́ı č́ısla c, M a interval I takový, že pro každé x ∈ I a každé k ∈ N0 plat́ı
∣∣f (k)(x)

∣∣ ≤
cMk.

Pak Taylorova řada funkce f konverguje na intervalu I k funkci f , tj. plat́ı

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(c)

k!
(x− c)k ∀x ∈ I

kde c je střed intervalu I.



Kapitola 3

FOURIEROVY ŘADY

3.1 Prostory funkćı

Uvažujme interval [a, b] ⊂ R ((a, b) ⊂ R). Množinu všech funkćı spojitých na [a, b] resp. na (a, b)
označme C ([a, b]) resp. C ((a, b)). Symbolem C1 ([a, b]), C1 ((a, b)) (C2 ([a, b]), C2 ((a, b))) označme
množinu všech funkćı jejichž prvńı (druhá) derivace je spojitá na [a, b] resp. na (a, b) .

3.1.1 Ortogonálńı systémy

Funkce f , g jsou ortogonálńı (kolmé) v prostoru L2((a, b)), jestliže

b∫
a

f(x)g(x) dx = 0

Definice 3.1.1 Posloupnost funkćı {gn(x)}∞n=1, gn ∈ L2((a, b)) se nazy̌vá ortogonálńı systém,
právě když

b∫
a

|gn(x)|2 dx > 0 ∀n = 1, 2, . . .

a
b∫

a

gn(x)gm(x) dx = 0 ∀n 6= m

Systém je ortonormálńı, jestliže nav́ıc

b∫
a

∣∣gn(x)2
∣∣ dx = 1 ∀n = 1, 2, . . .

Věta 3.1.1 Necht’ {un}∞n=1 je posloupnost lineárně nezávislých prvk̊u v L2((a, b)). Pak existuje
takový ortonormálńı systém {gn}∞n=1 v L2((a, b)) tak, že plat́ı

Lin{u1, u2, . . . , un} = Lin{g1, g2, . . . , gn} ∀n = 1, 2, . . .

17
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Množina funkćı {
1, cos

π

l
x, sin

π

l
x, . . . , cos

nπ

l
x, sin

nπ

l
x, . . .

}
tvoř́ı na intervalu [a, a+2l], a ∈ R ortogonálńı systém funkćı. Existuj́ı samozřejmě i jiné ortogonálńı
systémy funkćı.

3.2 Fourierovy řady

Symbolem P2l(R) označme množinu všech periodických funkćı s periodou 2l.

Definice 3.2.1 Trigonometrická řada je funkčńı řada tvaru

1

2
a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x
)
, (3.1)

kde x ∈ R a an, bn jsou reálné konstanty.

Věta 3.2.1 Předpokládejme, že trigonometrická řada (3.1) konverguje stejnoměrně na intervalu
[a, a+ 2l] k funkci f . Pak plat́ı

an =
1

l

a+2l∫
a

f(x) cos
nπ

l
x dx, bn =

1

l

a+2l∫
a

f(x) sin
nπ

l
x dx (3.2)

pro n = 0, 1, 2, . . . .

Definice 3.2.2 Necht’ f ∈ P2l(R). Trigonometrická řada jej́ıž koeficienty jsou dány vzorci (3.2)
se nazývaj́ı Fourierovy koeficienty funkce f a trigonometrická řada (3.1) s těmito koeficienty se
nazývá Fourierova řada pro funkci f a ṕı̌seme

f(x) ∼ 1

2
a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x
)
.

Poznámka 3.2.1 Řada napravo nemuśı, ale může konvergovat k funkci f . Řada je funkci f
přǐrazena formálně. Otázkou je zda-li existuje množina funkćı jej́ıž Fourierova řada konverguje k
této funkci.

Řekneme, že funkce f̃ je periodickým prodloužeńım funkce f ∈ PC ((a, a+ 2l)) jestliže plat́ı

f̃(x) =

{
f(x) x ∈ (a, a+ 2l),

f (x− 2(n− 1)l) x ∈ (a+ 2(n− 1)l, a+ 2nl)

a plat́ı f(a+ 2nl) = c pro každé n ∈ Z, c ∈ R libovolné.
Řekneme, že funkce f̃ je standardizovaným periodickým prodloužeńım funkce f ∈ PC((a, a+ 2l))
jestliže plat́ı

f(a+ 2nl) =
1

2
[f(a+) + f(a+ 2l−)]

pro každé n ∈ Z.
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Poznámka 3.2.2

(a) Necht’ f ∈ PC((−l, l)) je lichá. Pak

an = 0 bn =
2

l

l∫
0

f(x) sin
nπ

l
x dx

(b) Necht’ f ∈ PC((−l, l)) je sudá. Pak

an =
2

l

l∫
0

f(x) cos
nπ

l
x dx bn = 0

Kosinová a sinová Fourierova řada.

Fourierovu řadu funkce, která je definovaná pouze na [0, l] můžeme dodefinovat na [−l, 0] tak, že
výsledná funkce bude sudá respektive lichá.

Necht’ funkce f je integrovatelná na (0, l).

(a) Sudé prodloužeńı.

fS(x) =

{
f(x) x ∈ (0, l),

f(−x) x ∈ (−l, 0)

Hodnota fS(0) může být libovolná.

(b) Liché prodloužeńı.

fL(x) =


f(x) x ∈ (0, l),

0 x = 0,

−f(−x) x ∈ (−l, 0)

Poznámka 3.2.3

(a) Když bude funkce f sudá dostaneme kosinovou řadu.

(b) Když bude funkce f lichá dostaneme sinovou řadu.

Otázky konvergence trigonometrických a Fourierových řad.

Definujme

f(x) =
1

2
[f(x+) + f(x−)]

Věta 3.2.2 Necht’ {an}∞n=0, {bn}∞n=1 jsou dvě posloupnosti rálných č́ısel a necht’ konverguje řada

∞∑
n=1

(|an|+ |bn|)
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Pak trigonometrická řada

1

2
a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x
)

konverguje absolutně a stejnoměrně na R ke spojité funkci f a je Fourierovou řadou funkce f .

Věta 3.2.3 Necht’ f ∈ P2l(R), f , f ′ ∈ PC ([a, a+ 2l]). Pak Fourierova řada pro funkci f kon-
verguje k f(x) pro každé x ∈ R, kde je funkce f spojitá a v bodech, kde neńı spojitá plat́ı

1

2
a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x
)

= f(x)

Věta 3.2.4 Mějme Fourierovu řadu př́ıslušnou k funkci f . Necht’ f ∈ C ([a, a+ 2l]), f(a) =
f(a + 2l) a f ′ ∈ PC ([a, a+ 2l]), pak jej́ı Fourierova řada konverguje stejnoměrně k funkci f na
[a, a+ 2l].



Kapitola 4

Dvojný integrál

4.1 Dvojný integrál na dvojrozměrném intervalu

Uvažujme interval I = [a, b]× [c, d] ⊂ R2 a necht’ Dx
m, resp. Dy

n je děleńı [a, b], resp. [c, d] s dělićımi
body a = x0 < x1 < · · · < xm = b a c = y0 < y1 < · · · < yn = d. Uspořádanou dvojici
(Dx

m, D
y
n) (pro stručnost budeme značit tuto dvojici Dmn) nazýváme děleńım intervalu I (viz

Obr.??). Každý interval Iij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj], i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n nazýváme částečným
intervalem děleńı Dmn. Ř́ıkáme, že systém interval̊u Iij pokrývá interval I. Množinu všech děleńı
intervalu I budeme značit D(I). Zjemněńı děleńı.

Obsah (mı́ru) intervalu Iij definujeme µ(Iij) = (xi−xi−1)·(yj−yj−1) = ∆xi∆ yj, i = 1, . . . ,m, j =
1, . . . , n . Výraz ν(DMN) = max {ν(Dx

M), ν(Dy
N)} nazýváme normou děleńı. Nulovou posloupnost́ı

děleńı nazýváme posloupnost děleńı {Dk} takovou, že limk→∞ ν(Dk) = 0.

Definice 4.1.1 Necht’ f je ohraničená funkce na I, Dmn děleńı I s dělićımi
body a = x0 < x1 < x2 < · · · < xm = b, c = y0 < y1 < · · · < yn = d. Přǐrad́ıme
děleńı Dmn a funkci f dolńı Riemann̊uv integrálńı součet definovaný vztahem

s(f,Dmn) =
m∑
i=1

n∑
j=1

mijµ(Iij), mij = inf
[x,y]∈Iij

f(x, y) (4.1)

a horńı Riemann̊uv integrálńı součet definovaný vztahem

S(f,Dmn) =
m∑
i=1

n∑
j=1

Mijµ(Iij), Mij = sup
[x,y]∈Iij

f(x, y) (4.2)

21
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Definice 4.1.2 Necht’ f je ohraničená funkce na I. Definujme dolńı Rie-
mann̊uv integrál pro funkci f definovaný vztahem∫∫

I

f(x, y) dxdy = I−(f) = sup
D
s(f,D) (4.3)

a horńı Riemann̊uv integrál pro funkci f definovaný vztahem∫∫
I

f(x) dx = I+(f) = inf
D
S(f,D) (4.4)

Poznámka 4.1.1 Necht’ f je omezená funkce na intervalu I

Definice 4.1.3 Řekneme, že funkce f je Riemannovsky integrabilńı na I tehdy
a jen tehdy jestliže je ohraničená na I a

I−(f) = I+(f) (4.5)

V tomto př́ıpadě se tato společná hodnota nazývá Riemann̊uv integrál funkce
f na I a znač́ıme ∫∫

I

f(x, y) dxdy = I−(f) = I+(f) (4.6)

Jestliže integrál existuje, řekneme, že funkce f je integrabilńı (integrovatelná) na intervalu I, a
ṕı̌seme f ∈ R(I).

Věta 4.1.1 (test integrability) Necht’ f je omezená funkce na intervalu I. Funkce f je Rieman-
novsky integrabilńı na I tehdy a jen tehdy když pro každé ε > 0 existuje děleńı D tak, že

S(f,D)− s(f,D) < ε (4.7)

Poznámka 4.1.2 Necht’ f je omezená funkce na intervalu I a D je ekvidistantńı děleńı, tj. xi =
a+ (b− a)i/2n, yj = c+ (d− c)j/2n, i, j = 0, 1, . . . , 2n. Definujme

mij = inf
[x,y]∈Iij

f(x, y), Mij = sup
[x,y]∈Iij

f(x, y)

Definujme

J−(f) = lim
n→∞

(b− a)(d− c)
22n

2n∑
i,j=1

mij, J+(f) = lim
n→∞

(b− a)(d− c)
22n

2n∑
i,j=1

Mij

Pak f je Riemannovsky integrabilńı na I tehdy a jen tehdy když J−(f) = J+(f).
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Poznámka 4.1.3 Všimněte si, že při konstrukci Riemannova integrálu jsme předpokládali, že jak
funkce f tak i interval [a, b] jsou ohraničené.

Následuj́ıćı věta nám zaručuje existenci integrálu:

Věta 4.1.2 Každá funkce spojitá na intervalu I = [a, b]× [c, d] ⊂ R2 je integrovatelná.

Věta 4.1.3 (Fubiniova věta) Necht’ f je spojitá na I = [a, b]× [c, d] ⊂ R2. Pak plat́ı

∫∫
I

f(x, y) dxdy =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y) dy

 dx (4.8)

Poznámka 4.1.4 Integrály v koncových členech řetězce rovnost́ı (4.8) se nazývaj́ı dvojnásobné.

Poznámka 4.1.5 Dá se jednoduše ukázat, že pokud f je integrovatelná funkce typu

f(x, y) = f1(x)f2(y) pro [x, y] ∈ [a, b]× [c, d],

můžeme v řetězci rovnost́ı (4.8) dále psát:

∫∫
I

f(x, y) dxdy =

d∫
c

K(y) dy =

d∫
c

f2(y)

 b∫
a

f1(x) dx

 dy = J1J2

a ∫∫
I

f(x, y) dxdy =

b∫
a

J(x) dx =

b∫
a

f1(x)

 d∫
c

f2(y) dy

 dx = J1J2,

kde

J1 =

b∫
a

f1(x) dx, J2 =

d∫
c

f2(y) dy

Symbolem int Ω znač́ıme tzv. vnitřek množiny Ω. Je to zjednodušeně řečeno ,,množina Ω uvažovaná
bez své hranice”.

Věta 4.1.4 Necht’ f je ohraničená na I = [a, b]×[c, d] ⊂ R2 a f(x, y) = 0 na int I = (a, b)×(c, d).
Pak je funkce na I integrovatelná a plat́ı∫∫

I

f(x, y) dxdy = 0
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4.2 Dvojný integrál na oblastech prvńıho a druhého druhu

v R2.

Zavedeme pojem elementárńı oblasti v rovině:
Elementárńı oblast I. druhu v rovině je množina

ΩI =
{

[x, y] ∈ R2 : a < x < b, g(x) < y < G(x)
}
,

kde g a G jsou spojité funkce na intervalu [a, b] a g(x) ≤ G(x) pro každé x ∈ [a, b].
Elementárńı oblast II. druhu v rovině je množina

ΩII =
{

[x, y] ∈ R2 : c < y < d, h(y) < x < H(y)
}
,

kde h a H jsou spojité funkce na intervalu [c, d] a h(y) ≤ H(y) pro každé y ∈ [c, d].

Poznámka 4.2.1 Všude v daľśım textu této kapitoly budeme mı́sto elementárńı oblast I. nebo II.
druhu v rovině zkráceně mluvit o oblasti I. nebo II. druhu.

Věta 4.2.1 (Fubiniova věta)

(a) Necht’ existuje
∫∫
ΩI

f(x, y) dxdy a pro každé x ∈ [a, b] necht’ existuje integrál

J(x) =

G(x)∫
g(x)

f(x, y) dy.

Pak existuje také dvojnásobný integrál

b∫
a

 G(x)∫
g(x)

f(x, y) dy

 dx

a plat́ı rovnosti

∫∫
ΩI

f(x, y) dxdy =

b∫
a

J(x) dx =

b∫
a

 G(x)∫
g(x)

f(x, y) dy

 dx.

(b) Necht’ existuje
∫∫

ΩII

f(x, y) dxdy a pro každé y ∈ [c, d] existuje integrál

K(y) =

H(y)∫
h(y)

f(x, y) dx.
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Pak existuje také dvojnásobný integrál

d∫
c

 H(y)∫
h(y)

f(x, y) dx

 dy

a plat́ı rovnosti

∫∫
ΩII

f(x, y) dxdy =

d∫
c

K(y) dy =

d∫
c

 H(y)∫
h(y)

f(x, y) dx

 dy.

Věta 4.2.2 Necht’ Ω ⊂ R2 je elementárńı oblast prvńıho nebo druhého druhu a necht’ funkce f
je na Ω spojitá a ohraničená. Pak je funkce f na Ω integrabilńı.

Poznámka 4.2.2 Integrovatelnost a hodnota dvojného integrálu nezáviśı na chováńı funkce v
konečném počtu bod̊u integračńıho oboru, nebo na sjednoceńı konečného počtu křivek konečné
délky. Je tedy v předešlých větách nepodstatné, jestli integrujeme přes otevřený integračńı obor,
nebo jestli přidáme k tomuto oboru jakoukoliv část hranice oboru.

Věta 4.2.3 (Základńı vlastnosti dvojného integrálu.) Necht’ Ω, Ω1, Ω2 jsou oblasti prvńıho nebo
druhého druhu a necht’ f , g ∈ R(Ω) (tzn. f a g jsou funkce integrovatelné na Ω). Pak plat́ı:

(a) ∫∫
Ω

(f(x, y) + g(x, y)) dxdy =

∫∫
Ω

f(x, y) dxdy +

∫∫
Ω

g(x, y) dxdy.

(b) ∫∫
Ω

kf(x, y) dxdy = k

∫∫
Ω

f(x, y) dxdy,

kde k ∈ R.

(c) Jestlǐze pro každé [x, y] ∈ Ω plat́ı f(x, y) ≤ g(x, y) dxdy, pak∫∫
Ω

f(x, y) dxdy ≤
∫∫
Ω

g(x, y) dxdy.

(d) |f | ∈ R(Ω) a plat́ı ∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

f(x, y) dxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
Ω

|f(x, y)| dxdy.

(e) Jestlǐze pro každé [x, y] ∈ Ω plat́ı že |f(x, y)| ≤M , pak∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

f(x, y) dxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
Ω

|f(x, y)| dxdy ≤Mµ(Ω).
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(f) Jestlǐze intΩ1 ∩ intΩ2 = ∅, f ∈ R(Ω1) a f ∈ R(Ω2), pak je funkce f integrovatelná na
Ω1 ∪ Ω2 a plat́ı ∫∫

Ω1∪Ω2

f(x, y) dxdy =

∫∫
Ω1

f(x, y) dxdy +

∫∫
Ω2

f(x, y) dxdy.

(g) f · g ∈ R(Ω).

(h) Jestlǐze je funkce f spojitá na Ω, pak existuje bod [ξ, η] ∈ Ω tak, že∫∫
Ω

f(x, y) dxdy = f(ξ, η)µ(Ω).

Poznámka 4.2.3 Symbolem µ(Ω) budeme v této kapitole rozumět mı́ru (obsah) elementárńı
oblasti Ω.
Symbolem Ω znač́ıme tzv. uzávěr množiny Ω. Je to zjednodušeně řečeno ,,množina Ω uvažovaná
spolu se svou hranićı”.
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4.3 Transformace dvojného integrálu

Necht’ Ω ⊂ R2 je otevřená množina. Uvažujme funkce ϕ, ψ : Ω → R a G : Ω → R2, G = (ϕ, ψ)
takové, že:

a) ϕ, ψ ∈ C1(Ω), tj. ϕ, ψ jsou spojitě diferencovatelné na Ω;
b) G = (ϕ, ψ) je prosté zobrazeńı, tj. pro všechna [u0, v0], [u1, v1] ∈ Ω plat́ı:

Jestliže [u0, v0] 6= [u1, v1], pak G(u0, v0) 6= G(u1, v1).

Uvažujme libovolný dvojrozměrný interval (tj. obdélńık) I ⊂ Ω o vrcholech V1, V2, V3 a V4 a
stranách délky ∆u, ∆v. Transformaćı G = (ϕ, ψ) se zobraźı obdélńık I na ,,křivočarý obdélńık”
I∗ = G(I) o vrcholech Q1, Q2, Q3 a Q4:

V1 = [u, v] 7→ Q1 = [ϕ(u, v), ψ(u, v)],
V2 = [u+ ∆u, v] 7→ Q2 = [ϕ(u+ ∆u, v), ψ(u+ ∆u, v)],
V3 = [u+ ∆u, v + ∆v] 7→ Q3 = [ϕ(u+ ∆u, v + ∆v), ψ(u+ ∆u, v + ∆v)],
V4 = [u, v + ∆v] 7→ Q4 = [ϕ(u, v + ∆v), ψ(u, v + ∆v)].

V daľśım se pokuśıme alespoň přibližně spoč́ıtat obsah obrazce G(I).

S použit́ım Taylorovy věty máme:

ϕ (u+ ∆u, v) = ϕ (u, v) + ϕ′u(u, v) ·∆u+R,

ϕ (u, v + ∆v) = ϕ (u, v) + ϕ′v(u, v) ·∆v +R,

ψ (u+ ∆u, v) = ψ (u, v) + ψ′u(u, v) ·∆u+R,

ψ (u, v + ∆v) = ψ (u, v) + ψ′v(u, v) ·∆v +R,

ϕ (u+ ∆u, v + ∆v) = ϕ (u, v) + ϕ′u(u, v) ·∆u+ ϕ′v(u, v) ·∆v +R,

ψ (u+ ∆u, v + ∆v) = ψ (u, v) + ψ′u(u, v) ·∆u+ ψ′v(u, v) ·∆v +R,

kdeR = R((∆u)2, (∆v)2,∆u∆v) jsou zbytky v Taylorově vzorci, které označ́ıme ve všech předešlých
výrazech stejně.

Všechny zbytky v naš́ı úvaze zanedbáme a budeme uvažovat pouze body

Q′1 = Q1,
Q′2 = Q1 + [ϕ′u(u, v) ·∆u, ψ′u(u, v) ·∆u] ,
Q′3 = Q1 + [ϕ′u(u, v) ·∆u+ ϕ′v(u, v) ·∆v, ψ′u∆u+ ψ′v(u, v) ·∆v] ,
Q′4 = Q1 + [ϕ′v(u, v) ·∆v, ψ′v(u, v) ·∆v] .

Obsah křivočarého lichoběžńıka G(I) je přibližně roven obsahu rovnoběžńıka Q′1Q
′
2Q
′
3Q
′
4 o stranách

Q′1Q
′
2 a Q′1Q

′
4.

Obsah tohoto rovnoběžńıka je roven dvojnásobku obsahu ∆Q′1Q
′
2Q
′
4, což z analytické geometrie

je absolutńı hodnota z determinantu∣∣∣∣det( x′2 − x′1 y′2 − y′1
x′4 − x′1 y′4 − y′1

)∣∣∣∣ ,
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kde Q′1 = [x′1, y
′
1], Q′2 = [x′2, y

′
2], Q′4 = [x′4, y

′
4]. Po dosazeńı máme∣∣∣∣det

(
ϕ′u(u, v)∆u ψ′u(u, v)∆u
ϕ′v(u, v)∆v ψ′v(u, v)∆v

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣det

(
ϕ′u(u, v)∆u ϕ′v(u, v)∆v
ψ′u(u, v)∆u ψ′v(u, v)∆v

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣det

((
ϕ′u ϕ′v
ψ′u ψ′v

)(
∆u 0
0 ∆v

))∣∣∣∣ =

∣∣∣∣det

(
ϕ′u ϕ′v
ψ′u ψ′v

)
det

(
∆u 0
0 ∆v

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣det

(
ϕ′u ϕ′v
ψ′u ψ′v

)∣∣∣∣ |∆u ||∆v| .
Matice

J (u, v) =

(
ϕ′u(u, v) ϕ′v(u, v)
ψ′u(u, v) ψ′v(u, v)

)
se nazývá Jacobiho matice transformace G = (ϕ, ψ). Determinant

J(u, v) = detJ (u, v)

z této matice se nazývá jakobián této transformace.

Můžeme tedy psát
µ (G(I)) ≈ |J(u, v)| |∆u ||∆v| = |J(u, v)|µ(I)

Dospěli jsme k jedné z nejd̊uležitěǰśıch vět:

Věta 4.3.1 Necht’ Ω ⊂ R2 je otevřená množina a G = (ϕ, ψ) : Ω → R2 je prosté zobrazeńı
takové, že ϕ, ψ ∈ C1(Ω) a jakobián J(u, v) 6= 0 v každém bodě [u, v] ∈ Ω. Necht’ K ⊂ Ω je uzavřená
množina, která je sjednoceńım konečného počtu elementárńıch oblast́ı prvńıho nebo druhého druhu,
a funkce f je spojitá na G(Ω). Pak plat́ı∫∫

G(K)

f(x, y) dxdy =

∫∫
K

f (ϕ(u, v), ψ(u, v)) |J(u, v)| dudv.

Poznámka 4.3.1 Věta z̊ustane v platnosti, pokud zobrazeńıG nebude prosté, nebo jakobián bude
roven nule na podmnožinách množiny K uvedených v Poznámce 4.2.2, budou-li jejich obrazy při
zobrazeńı G opět množiny uvedených typ̊u v G(K). Pokud funkce f bude ohraničená na G(K),
pak také stač́ı, aby f byla spojitá na G(K) s výjimkou množin uvedených v Poznámce 4.2.2.

Nejd̊uležitěǰśı typy transformaćı:

Posunut́ı. Je dán bod [u0, v0]. Transformace G = (ϕ, ψ) daná vztahy

x = u0 + u ≡ ϕ (u, v) ,
y = v0 + v ≡ ψ (u, v)

posouvá bod [x, y] o orientovanou vzdálenost u0 ve směru souřadnicové osy x a o orientovanou
vzdálenost ve směru souřadnicové osy y.
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J(u, v) = 1.

Zobecněné polárńı souřadnice. Jsou dány konstanty a, b > 0.
Transformace do zobecněných polárńıch souřadnic je dána vztahy:

x = ar cos t ≡ ϕ (r, t) ,
y = br sin t ≡ ψ (r, t) .

J(r, t) = abr.

Tato transformace G = (ϕ, ψ) zobrazuje množinu (0,∞)× (−π, π) vzájemně jednoznačně na
množinu R2 \ {[x, y] ∈ R2 : x ≤ 0, y = 0}.

Inverzńı zobrazeńı G−1 =
(
ϕ̃, ψ̃

)
je dáno vztahy

r = ϕ̃(x, y) =
√
x2 + y2,

t = ψ̃(x, y) =


arctg

(
y
x

)
x > 0

π
2
− arctg

(
x
y

)
x ≤ 0, y > 0

−π
2
− arctg

(
x
y

)
x ≤ 0, y < 0

Poznámka 4.3.2 Speciálńı př́ıpad nastává pro volbu parametr̊u a = b = 1. V takovém př́ıpadě
mluv́ıme o polárńıch souřadnićıch (vypoušt́ıme př́ıvlastek zobecněné).
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4.3.1 Pojem křivky v Rn.

Definice 4.3.1 Množinu γ ⊂ Rn nazveme křivkou v Rn, jestliže existuje spo-
jité zobrazeńı Φ = (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) intervalu I na množinu γ takové, že
plat́ı:

1) Zobrazeńı Φ je prosté s výjimkou konečně mnoha bod̊u.

2) Zobrazeńı Φ je po částech tř́ıdy C1 na I, tj. Φ′ je spojitá s výjimkou
konečně mnoha bod̊u, v nichž existuj́ı jednostranné derivace, které mohou
být r̊uzné.

3) Φ′ má až na konečně mnoho bod̊u nenulovou hodnotu v každém bodě
intervalu I.

Zobrazeńı pak Φ nazýváme parametrizaćı křivky γ.

Necht’ k ∈ N. Řekneme, že bod C je k-násobným bodem křivky γ, jestliže existuje právě k r̊uzných
hodnot parametru t1, . . . , tk ∈ [a, b] takových, že C = Φ(ti) pro i = 1, 2, . . . , k. Křivka γ se nazývá
jednoduchá, když nemá v́ıcenásobné body.

Křivka γ se nazývá uzavřená, jestliže Φ(a) = Φ(b). Uzavřenou křivku nazveme jednoduchou,
jestliže nemá žádný v́ıcenásobný bod kromě dvojnásobného bodu Φ(a).

Je-li I1, I2, . . . , In děleńı intervalu [a, b], pak obrazy dělićıch interval̊u Φ(I1), Φ(I2), . . . , Φ(In)
jsou opět křivky. Posloupnost těchto křivek nazveme děleńım křivky γ.

Definice 4.3.2 Je-li parametrizace Φ křivky γ prosté zobrazeńı a tř́ıdy C1 na
celém intervalu [a, b] a má přitom nenulovou derivaci (v bodech a, b uvažujeme
jednostranné derivace) v každém bodě intervalu [a, b], nazýváme γ obloukem a
zobrazeńı Φ jeho parametrizaćı.

Oblouk γ je sjednoceńım podoblouk̊u γ1, γ2, . . . , γn, jestliže γ = γ1 ∪ γ2 ∪ · · · ∪ γn a oblouky γi,
γj, i 6= j, maj́ı společné nejvýše krajńı body.

Definice 4.3.3 Necht’ je daná křivka γ s parametrizaćı Φ : I → Rn a Φ ∈ C1

na I. Pro t ∈ I nazveme
Φ′(t) := DΦ(t)

tečným vektorem ke křivce γ v bodě t.
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Př́ıklady křivek.

• Graf spojité funkce

f : I → R
Φ(t) = (t, f(t)) , t ∈ I

• Př́ımka

ax+ by + c = 0, a, b, c ∈ R, |a|+ |b| 6= 0

Φ(t) = (x0 + s1t, y0 + s2t), t ∈ (−∞,∞)

• Elipsa

(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1, a, b > 0

Φ(t) = (x0 + a cos t, y0 + b sin t), t ∈ [0, 2π]

• Hyperbola

x2

a2
− y2

b2
= 1

Φ(t) = (±a cosh t, b sinh t), t ∈ (−∞,∞)

• Polokubická parabola

y2 − ax3 = 0, x ∈ [0,∞), a > 0

Φ(t) =

(
t2

3
√
a
, t3
)
, t ∈ (−∞,∞)

• Asteroida

x2/3 + y2/3 − a2/3 = 0, a > 0

Φ(t) = (a cos3 t, a sin3 t), t ∈ [0, 2π]

• Steinerova hypocykloida(
x2 + y2

)2
+ 8ax

(
3y2 − x2

)
+ 18a2

(
x2 + y2

)
− 27a4 = 0, a > 0

Φ(t) = (a (2 cos t+ cos 2t) , a (2 sin t− sin 2t)) , t ∈ [0, 2]

• Cykloida

x = a arccos
a− y
a
−
√

2ay − y2, y ∈ [0, 2a], a > 0

Φ(t) = (a(t− sin t), a(1− cos t)), t ∈ [0, 2π]
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• Kardioida (srdcovka)(
x2 + y2

)2 − 6a2
(
x2 + y2

)
+ 8a3x− 3a4 = 0, a > 0

Φ(t) = (a (2 cos t− cos 2t) , a (2 sin t− sin 2t)) , t ∈ [0, 2π]

• Descart̊uv list

x3 + y3 − 3axy = 0, a > 0

Φ(t) =

(
3at

1 + t3
,

3at2

1 + t3

)
, t ∈ (−∞,∞), t 6= −1

• Bernoulliova lemniskáta(
x2 + y2

)2
+ a2

(
y2 − x2

)
= 0, a 6= 0

Φ(t) =

(
a cos t

1 + sin2 t
,
a cos t sin t

1 + sin2 t

)
, t ∈ [−π, π]

r = a
√

cos 2ϕ, ϕ ∈
[
−π

4
,
π

4

]
∪
[

3

4
π,

5

4
π

]
• Dioklova kisoida

y2 − x3

a− x
= 0, a > 0, x 6= a

Φ(t) =

(
at2

1 + t2
,
at3

1 + t2

)
, t ∈ (−∞,∞)

• Logaritmická spirála

Φ(t) = b
(
eat cos t, eat sin t

)
, t ∈ (−∞,∞), a, b > 0

r = aebϕ, ϕ ∈ [0,∞)

• Archimédova spirála

Φ(t) = (at sin t,−at cos t) , t ∈ [0,∞), a > 0

r = aϕ, ϕ ∈ [0,∞)

• Šroubovice

Φ(t) = (a cos t, b sin t, ct), t ∈ [0, 2π], a, b > 0, c 6= 0.
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4.3.2 Křivkový integrál ve skalárńım poli

Délka křivky

Necht’ je dán oblouk γ ⊂ Rn, který má parametrické rovnice

x = Φ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) , t ∈ [a, b].

My nepotřebujeme žádnou teorii mı́ry k definici délky křivky v R. Definujme děleńı DN intervalu
I = [a, b] s dělićımi body a = t0 < t1 < t2 < . . . < tN = b a poč́ıtejme

N∑
i=1

‖Φ(ti−1)− Φ(ti)‖ =
N∑
i=1

‖[ϕ1(ti−1), ϕ2(t)(ti−1), . . . , ϕn(ti−1)]− [ϕ1(ti), ϕ2(t)(ti), . . . , ϕn(ti)]‖

a definujme délku křivky jako

L(γ) = sup
DN

N∑
i=1

‖[ϕ1(ti−1), ϕ2(t)(ti−1), . . . , ϕn(ti−1)]− [ϕ1(ti), ϕ2(t)(ti), . . . , ϕn(ti)]‖ <∞

Pak řekneme, že křivka γ je rektifikovatelná.
Necht’ je nyńı dán oblouk γ ⊂ R2 parametrickými rovnicemi

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [a, b]

Pro i = 1, 2, . . . , N máme z Lagrangeovy věty

‖(ϕ(ti−1)− ϕ(ti), ψ(ti−1)− ψ(ti))‖ =

√
(ϕ(ti−1)− ϕ(ti))

2 + (ψ(ti−1)− ψ(ti))
2

=

√
(ϕ′(ξi))

2 + (ψ′(ηi))
2∆ti (4.9)

kde ξi, ηi ∈ [ti−1, ti]. Protože funkce ϕ a ψ maj́ı spojité derivace existuje K > 0 tak, že |ϕ′(t)|,
|ψ′(t)| ≤ K pro každé t ∈ [a, b].

L(γ,DN) ≤
N∑
1

√
K2 +K2∆ti ≤

√
2K(b− a)

Děleńı DN bylo libovolné a proto existuje supD L(γ,D).

Věta 4.3.2 Čı́slo L(γ) je délkou oblouku γ, právě když pro každé ε > 0 existuje děleńı D inter-

valu I tak, že pro každé zjemněńı D̃ děleńı D plat́ı∣∣∣L(γ, D̃)− L(γ)
∣∣∣ < ε

Věta 4.3.3 V př́ıpadě parametrických rovnic x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [a, b], je tedy délka oblouku
γ dána vztahem

L(γ) =

b∫
a

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt,
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Křivkový integrál ve skalárńım poli (neorientovaný křivkový integrál)

V každém bodě M oblouku γ známe hustotu %(M). Chceme znát hmotnost celé křivky. Na oblouku

ÂiAi+1 definujme

mi = min
[x,y]∈Âi−1Ai

%(x, y) Mi = max
[x,y]∈Âi−1Ai

%(x, y), ∀ i = 1, 1, . . . , N

Označme ∆si délku podoblouku Âi−1Ai. Označme ∆hi hmotnost podoblouku Âi−1Ai. Pro hmot-
nost tohoto podoblouku plat́ı

mi∆si ≤ ∆hi ≤Mi∆si, ∀ i = 1, . . . , N

Hmotnost h celého oblouku bude tedy

h =
N∑
i=1

∆hi

a

s(%,DN) =
N∑
i=1

mi∆si ≤ h ≤
N∑
i=1

Mi∆si = S(%,DN)

Výrazy

s(%,DN) =
N∑
i=1

mi∆si S(%,DN) =
N∑
i=1

Mi∆si

jsou dolńı a horńı Riemann̊uv integrálńı součet pro funkci % a děleńı DN .
V naš́ı úvaze, ale můžeme mı́sto hustoty % uvažovat libovolnou spojitou funkci f na oblouku

γ.

Definice 4.3.4 Jestliže plat́ı
sup
DN

s(f,DN) = inf
DN

S(f,DN)

pak tuto hodnotu znač́ıme ∫
γ

f(M) ds =

∫
γ

f(x, y) ds.

a nazveme ji křivkovým integrálem funkce f přes křivku γ.

Věta 4.3.4 Necht’ oblouk γ je dán parametrickými rovnicemi

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [a, b]

a funkce f(x, y) je spojitá na oblouku γ. Pak plat́ı

∫
γ

f(M) ds =

∫
γ

f(x, y) ds =

b∫
a

f (ϕ(t), ψ(t))

√
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.
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Poznámka 4.3.3 Je-li dána křivka předpisem y = g(x), x ∈ [a, b] a derivace g′ je spojitá na [a, b],
pak plat́ı

∫
γ

f(x, y) ds =

b∫
a

f (x, g(x))

√
1 + (g′(x))2 dx.

Je-li dána křivka předpisem x = h(y), y ∈ [c, d] a derivace h′ je spojitá na [c, d], pak plat́ı

∫
γ

f(x, y) ds =

d∫
c

f (h(y), y)

√
1 + (h′(y))2 dy.

Věta 4.3.5 Necht’ oblouk γ je dán parametrickými rovnicemi

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t) t ∈ [a, b]

a funkce f(x, y, z) je spojitá na oblouku γ. Pak plat́ı∫
γ

f(M) ds =

∫
γ

f(x, y, z) ds

=

b∫
a

f (ϕ(t), ψ(t), χ(t))

√
ϕ̇2 (t) + ψ̇2 (t) + χ̇2 (t) dt.

Věta 4.3.6 (Základńı vlastnosti křivkového integrálu ve skalárńım poli)

(a) Linearita. Necht’ γ ⊂ Rn je oblouk a funkce f a g jsou spojité na oblouku γ. Pak plat́ı∫
γ

(c1 f + c2 g)(M) ds = c1

∫
γ

f(M) ds+ c2

∫
γ

g(M) ds,

kde c1 a c2 jsou libovolné reálné konstanty.

(b) Aditivita. Necht’ γ ⊂ Rn je křivka, která je sjednoceńım dvou oblouk̊u γ1, γ2 a funkce f je
spojitá na křivce γ. Pak plat́ı∫

γ

f(M) ds =

∫
γ1

f(M) ds+

∫
γ2

f(M) ds.
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