Kapitola 1

POSLOUPNOSTI REALNYCH CIiEL

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1. Zobrazeni f : N — R se nazyvéa posloupnosti prvku z R, nebo-li posloupnosti
realnych ¢isel, f(n) znacime a, nebo y,, posloupnost zapisujeme {a,}>2 ;.

Poznamka. Okolim bodu +o00 (—o0) rozumime libovolny interval (k, 0o) ((—o0,1)), kde k, I € R.

Definice 2. O posloupnosti {a,}>, fekneme, ze ma limitu L € R jestlize ke kazdému okoli
U.(L) existuje ng € N tak, ze pro kazdé n € N, n > ng plati, ze a,, € U.(L). Limitu zna¢ime

lim a, = L mnebo a, — L jakmile n — oo
n—oo

Priklad.

e = {1 e {5 e - W<iger

n=1

Poznamka. Jestlize L € R tikdme, ze existuje vlastni limita (posloupnost konverguge), jestlize
L = +o00 fikdme, Ze existuje nevlastni limita (posloupnost diverguje). Jestlize a,, < a1 pro kazdé
n € N tikdme, ze posloupnost {a,}>2, je neklesajici (jestlize a,, < an41 pro kazdé n € N iikame,
ze posloupnost {a,}%, je rostouct), jestlize a, > a,41 pro kazdé n € N fikdme, ze posloupnost
{an}2, je nerostouci (jestlize a, > a,4+1 pro kazdé n € N fikdme, ze posloupnost {a,}22, je
klesagici). Takové posloupnosti nazyvame souhrné monotonni.

1.2 Vlastnosti posloupnosti

1.2.1

(a) Kazdd posloupnost md nejvyjse jednu limitu.
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(b) Kazda konvergentni posloupnost je omezend.
(¢) Kazdda monotonni posloupnost md limitu.

1) Je-li {a,}22 | neklesajict (rostouct) posloupnost, pak lim,, ., a, = sup,{a,},

2) Je-li {a,}2, nerostouci (klesagici) posloupnost, pak lim, . a, = inf,{a,}.
(d) Predpokladejme, Ze posloupnost {a,}, md limitu L.

1) Jestlize L > 0 (L < 0) pak existuje ng € N tak, Ze a,, >0 (a, < 0) pro kazdé n > ny
2) Jestlize existuje ng € N tak, Ze a, >0 (a, <0) pro kazdé n > ng pak L >0 (L <0).

Dukaz (b). Necht tedy posloupnost {a,}22, je konvergentni tj. lim,, . a, = L € R. Déle necht
U.(L) = (L—¢, L+¢) je libovolné. Pak podle definice existuje ng € N tak, ze pro kazdé n > nq plati,
ze a, € U.(L). Polozime-li m = min{ay, as, ..., ay,-1,L—c} € R, M = max{ay, as,...,an,1, L+
e} € R pak plati m < a,, < M pro kazdé n € N.

Poznamka. Pocitani se symboly +oo. Definujeme
e 4+ (+00) = +00, a+ (—o0) = —00, —(+00) = —00, —(—00) = 400, Ya € R,
e (+00) + (+00) = 400, (—00) + (—00) = —0o0,
e Jestlize a > 0, a € R pak a(+00) = 400, a(—o0) = —o0,
e Jestlize a < 0, a € R pak a(400) = —00, a(—00) = +00,

e Jestlize a € R pak a/(+00) =0, a/(—o0) = 0.

1.2.2 Posloupnost {a, }5°, je konvergentni tehdy a jen tehdy, kdyz pro kazdé e > 0 existuje
ng € N, tak, Ze pro kazdé n, m > nqg plati

la, —an| < e

1.2.3 (Pravidla pro pocitini s limitami) Necht pro posloupnosti {an}o>,, {bn}pl, plati,
ze lim, o0 a, = A lim, 00 b, = B, A, B € R. Oznacme © jeden ze symboli +, —, -, / . Pak plati

lim (a, ® b,) = (hm an> ® (hm bn> =A0GDB,

n—00 n—o00 n—00
pokud md pravd strana smysl.
1.2.4 (Véta o sevieni) Necht jsou ddany posloupnosti {a,}52,, {0,122, a {c,}°2,. Predpoklddejme,

Ze exmistuje ng € N, takové, Ze a, < ¢, < b, pro kazdé n > nqy. Jestlize lim,, o a, = lim,, ., b, =
L € R pak lim,_, ¢, = L.
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Dusledek | 1.2.1 Necht {a,}2,, {b,}52, jsou dvé posloupnosti a L € R. Jestlize existuje ng € N,

takové, Ze
la, — L| <b,, Yn>ny a limb,=0

n—oQ

pak

lim a, = L
n—oo

1.2.5
(a) Jestlize lim, .o a, = L € R pak lim,,_,« |a,| = |L| € R.
(b) lim,, o a, = 0 tehdy a jen tehdy kdyz lim,,_,, |a,| = 0.

(c) Necht a,, > 0, pron € N a b > 0 je libovolné rediné ¢islo. Jestlize lim,, .o a, = L € R pak
lim,, oo al;l = Lb.

(d) Necht lim, ,o a, = L € R, b > 0 pak lim,,_,, b*" = b~.
(e) Jestlize |a| < 1 pak lim, o a"™ = 0.

(f) lim, 0 /a = 1 pro kazdé a > 0.

Ditkaz (f). Dokdzeme pro a > 1. Oznatme a = 1 + h. Pak 1 < a*/" = (1+ k)" < 1+ h/n
(Bernoulliova nerovnost) a a'/™ > 1. Déle

lim 1=1 lim (1—|—ﬁ):1+0:1
n

n—o0 n—o0

a pouzijeme-li Vétu 1.2.4 méme

lim a'/" =1
n—oo

1.2.6 Necht lim,_,o a, = 0 a posloupnost {b,}°2, je omezend. Pak lim,,_, a,b, = 0.

Priklad.
(1) Vypoctete
. sinn
lim
n—oo N
Dukaz. Z Véty 1.2.6.
Priklad.
(1) Necht k € N libovolné, pak
lim — =0,
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Dikaz. (matematickou indukei)
(2) Vypoctctéte
2P 43n+3 24+ G+ 5
lim ————— = lim ~—2—"™
n—oo 4n3 +2n + 10  noo 4+ 2 =+ n3
lim 2 4 lim 2 + lim 0+0+0 0

— lim ~—n ' n i =D,
nivso Tim4 + lim 2 + im 10 nowd4+0+0 4

1 n
lim (1 + —> =e.
n—oo n

1.3 Podposloupnosti, liminf a limsup

(3) Plati

Definice 3. Rikdme, 7e {pn}s2, je podposloupnost posloupnosti {a, }22; jestlize existuje funkce
k : N — N ktera je rostouci, tj. ky < ko < ..., takova, ze

Pn = Gg,, VneN
Priklad.

1.3.1 Jestlize {a, }°°, md limitu L € R, pak jakdkoliv podposloupnost posloupnosti {a, >,
md tutéz limitu L.

Poznamka.

e Poznamenejme, ze k,, > n protoze k : N — N je rostouci.

o Jestlize {a,}>?, mé dvé ruzné podposloupnosti s ruznymi limitami, pak {a,}?2, nema
zadnou limitu.

Definice 4. Uvazujme posloupnost {a,}>°; C R. Posloupnosti definované

l, = inf{ax} L, = sup{a;}
k>n k>n

jsou neklesajici resp. nerostouci posloupnost. Tedy existuji limity

lim [, = sup Iy, lim L, = inf L
n—00 n—oo k
s hodnotami v R. Ozna¢me
liminf,, ,a, = lim [, = lim inf{a;}
n—00 n—o0 k>n
limsup,, , a, = lim L, = lim sup{a;}
n—00 n—00 p>pn

Tyto limity nazyvame limesinferior (dolni limita) limessuperior (horni limita).
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1.3.2 Uvazujme posloupnost {a,}e .
(a) Posloupnost {a,}2>, md liminf a limsup v R.
(b)

liminf,,, a, < limsup,,_,. a,

(c¢) Plati

lim a, =L € R < liminf, ,a, = limsup,, ,,.an = L
n—oo

(d) limsup,,_,..a, = L € R tehdy a jen tehdy
(i) ke kazdému e > 0 ezistuje ng € N tak, Ze pro kazdé n > ng plati

a, < L+ ¢,

(i1) existuje podposloupnost {ay, }°2; posloupnosti {a,}52, kterd konverguje k cislu L.
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Kapitola 2

NEKONECNE RADY

2.1 CISELNE RADY

2.1.1 Uvod

Definice 2.1.1 Necht je dand posloupnost {a,}°°, redlnych ¢isel. Rekurence

So = Qo
Sn+1 = 8n+an+1

definuje indukci jedinou posloupnost
Sn=Go+ar+art-ta, =) a

Posloupnost {s, }°° , se nazyva posloupnosti édstecnijch souctu rady tvorenou posloupnosti {a, }o° .
Uzivame symbol

[e.e]

24

=0

Definice 2.1.2 Jestlize posloupnost {s,}>, konverguje k redlnému ¢islu L, fikdme ze fada kon-
verguje a ¢islo L nazyvame soucetem této rady.

Radu r, = > o1 @j nazyvame zbytkem fady > a; po n-tém clenu.
2.1.1 Je-li Tada ZZO:O a, konvergentni pak lim, . a, = 0.
2.1.2

(a) Rada konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz konverguje zbytek Tady.

(b) Je-liy ">, an konvergentni pak je konvergentnii faday . ca, aplatiy = ca, =c> " ay
pro kazdé c € R.
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(c) Jsou-li fady Y " g an, Y ooy bn konvergentni pak je konvergentni i fada ) (an,+b,) a plati
D omolan +0a) = 3207 an + 3207 b

Definice 2.1.3

(a) Rekneme, ze fada > >0 a, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada Y o0 |a,|.

e}

o On @& Tada

(b) Rekneme, ze fada > o an konverguje relativné, jestlize konverguje rada >
Y02 o lan| diverguje.

2.1.3 Necht rada - a, konverguje absolutné, pak dand fada konverguje a plati

o) [e9)
D an| <D lanl
n=0 n=0

2.1.4 (Bolzano-Cauchyova podminka) Rada Yy, ar konverguje prdvé kdyz pro kazdé e >
0 existuje ng € N tak, Ze pro kazZdé n > ng a kazdé m € N plati

|1+ Ao+ F Q| < €

2.1.2 Kritéria konvergence rad

2.1.5

(a) Necht Y > an a Y oo b, jsou Fady s nezdporngmi cleny. Jestlize existuje ng € Ny tak, Ze
pro kazdé n > ng plati a, < b, pak:

(1) Jestlize fada Y, b, konverguje pak je konvergentni i fada - Gy.
(2) Jestlize fada Y ", a, diverguje pak je divergentni i fada » >, by.
(b) Necht 3" jan ay by jsou dvé fady s kladngmi cleny a predpoklddejme, Ze

lim & — LeRr

n—oo n

pak
(1) Jestlize fada Y >, b, konverguje pak je konvergentni i fada y .~ Gy.
(2) Jestlize fada Y ", a, diverguje pak je divergentni i fada » >, by.

2.1.6
(a) Necht Y " an, je fada s nezdporngmi cleny.
(1) Predpokladejme, Ze existuje 0 < K <1 ap € N tak, Ze pro vSechna n > p
Va, < K <1

Pak dand rada konverguje a

Kp
> mn < 1— K

n=p
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(2) Predpokladejme, Ze existuje K > 1 a p € N tak, Ze pro vSechna n > p
Va, > K >1
Pak dana rada diverguje.
(b) Necht 3" a, je fada s nezdpornygmi cleny.

(1) Predpokladejme, Ze existuje 0 < K <1 ap € N tak, Ze pro vSechna n > p

an+1

<K<l
p,

Pak dand rada konverguje a

o0

> <

n=p

(2) Predpokladejme, Ze existuje K > 1 a p € N tak, Ze pro vechna n > p

Qp41
Qp,

>K>1

Pak dand rada diverguje.

2.1.7

(a) Necht Y " an, je fada s nezdpornymi cleny takovd, Ze

lim a, = K

n—oo

(1) Je-li K <1 pak dand tada konverguje.
(2) Je-li K > 1 pak dand tada diverguje.
(3) Je-li K =1 pak nelze o konvergenci fady Y~ a, rozhodnout.

(b) Necht > an je fada s nezdpornymi cleny takovd, Ze

. Ont1
lim 4= = K

n—0o Ay
(1) Je-li K <1 pak tada )y, a, konverguje.
(2) Je-li K > 1 pak tada - a, diverguge.

(3) Je-li K =1 pak nelze o konvergenci fady Y~ a, rozhodnout.
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2.1.3 Dalsi dilezita kritéria konvergence rad

2.1.8 (Integrdlni kritérium) Necht Z?io a; je dand rada s mezdpornymi cleny a necht
existuje funkce f takovd, Ze

(1) funkce f je spojitd, nezdpornd a nerostouci na [n,o0), n € N.

(2) Plati f(j) = a; pro kazdé j > n.

o
Pak dand rada Z?io a; konverguje prdvé kdyz konverguje integrdl [ f(z)dux.

Odhad pro ptipad n =0

k+1

k
/f($)dl’—a0§8k—a0§/f(x)dm, VkeN
0

0

2.1.4 Rady s libovolnymi ¢leny
gt =d % Proa; >0 o =4 "% Prog <0
71 0 jinak i 0  jinak
2.1.9 (1) Jestlize fady Y~ at a > " a, konverguji, pak konverguje i fada Y " ay.

(2) Zestliée raday o a) diverguje koo a taday .- a, konverguje, pak fada )", a, diverguje
0.

(3) Jestlize faday ., a konverguje a fada Y~ a, diverguje k oo, pak fada Y, a, diverguje
k oo.

Definice 2.1.4 Alternujici fada je tvaru >~ (—1)"a,, kde {a, }3° je posloupnost s nezdpornymi
¢leny.

2.1.10 (Abel-Leibnitzovo kritérium) Necht {a,}°, je posloupnost s kladngmi cleny a plati
(1)

lim a, =0
n—oo
(2) posloupnost {a,}5°, je nerostouct.
Pak tada Y2 (—1)""a, konverguje.
Mdme odhad
p — Ay < Z (—1)jaj <ap,+a, Vm,n, m>n
j=n+1

Predeslé nerovnice jsou ostré v pripadé, Ze posloupnost {a,}2, je ostre klesajici.
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Poznamka. Vsechna kritéria pro konvergenci fad muzeme pouzit pro urc¢eni absolutni konver-
gence tad.

Nésobeni rad.
Méjme dve fady > >~ jan a Y. b,. Cauchyovym soucinem téchto dvou rad rozumime fadu

() () -5

kde

Cp = Z aibj

i+j=n

2.1.11 Necht > 07 jan, > oeybn jsou dvé absolutné konvergentni fady se soucty a, b. Pak
jegich Cauchyiv soucin Y ¢, je absolutné konvergentni fada se souctem ab.
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2.2 FUNKCNI RADY

2.2.1 Posloupnosti funkci

Definice 2.2.1 Zobrazeni mnoziny Ny do mnoziny funkci nazyvame posloupnosti funkci a zna¢ime
{fu(x)}22,. Definicnim oborem posloupnosti rozumime mnozinu D = ()_, D( ).

Definice 2.2.2 Necht je ddna posloupnost funkei {f,}°°, definovand na mnoziné D a M C D.
Jestlize pro kazdé x € M ¢ciselnd posloupnost {f,(z)}>°,, konverguje, fikdme, Zze posloupnost
{fn}>2, konverguje bodové k funkci f na mnoziné M.

Definice 2.2.3 Rekneme, Ze posloupnost funkef { f,, ()}, konverguje na mnoziné M C D stej-
nomérné k funkci f jestlize pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé n > ng a pro kazdé
xr € M plati

|ful@) = f(2)] <e.

2.2.1 Posloupnost funkci { f,}>2, konverguge stejnomérné k funkci f na mnoziné M C D
prave tehdy, kdyz
lim sup |f(z) — £(2)] = 0.

n—oo zeM

2.2.2 Konverguje-li posloupnost spojitych funkei{ f,}2, k funkci f stejnomérné na mnoziné
M C D, pak funkce f je na M spojita.

2.2.3 (limitni prechod pri derivovdni) Necht je ddna posloupnost funkci {f,}5%, defino-

vand na intervalu (a,b) s vlatnostmi:

(a) funkce f, maji konecné derivace na (a,b),

(b) alespori pro jedno cislo ¢ € (a,b) posloupnost { f.(c)}22, konverguge,

(¢) posloupnost derivaci {f}}2, konverguje na (a,b) stejnomérné k néjaké funkei f.
Pak plati

(a) posloupnost funkci f, konverguje na intervalu (a,b) stejnomérné k néjaké funkci f,
(b) pro kazdé x € (a,b) existuje derivace funkce f a plati
!/ ~
7(@) = (lim fu(@)) = Tim f(2) = ()
n—oo n—o0

2.2.4 (limitni prechod pri integrovdni) Necht je ddna posloupnost funkei {f,}5°, defino-
vand na intervalu [a,b] s vlatnostmi:

(a) funkce f, jsou spojité na intervalu [a,bl,

(b) posloupnost { f,}°, konverguje na (a,b) stejnomérné k néjaké funkci f.

Pak pro vsechna a < ¢ < d < b plati
d d d

ILm fn(2) dx:/ le fn(x) dx:/f(:c) dx

C C c
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2.2.2 Obecné funkéni rady
Definice 2.2.4 Necht je dédna funkénf fada Yo7 ) f.(x). Rekurence

n=0

{ so(z) = fo()

5n+1(‘7‘:) = Sn(x) + fn+1<x>
definuje indukci jedinou posloupnost
su(@) = folw) + fi(@) + fo(@) + -+ fulz) = Y fi(x)
j=0

Posloupnost {s, ()}, se nazyvd posloupnosti édstecnych soucti tady tvorenou posloupnosti

{fn(x)}22,. Uzivdme symbol
> filx)
=0

Definice 2.2.5 Necht je ddna funkéeni fada 2% fj(2) definovand na mnoziné D a M C D.
Jestlize pro kazdé x € M posloupnost ¢dstecnych souctu {s,(x)}>2, konverguje bodové (konverguje
stejnomeérné) k funkci f, fikdme, Ze fada Z;io f;(z) konverguje bodové (konverguje stejnomeérné)
na mnoziné M k funkci f.

2.2.5 (Weierstrassovo kritérium) Necht je ddna funkcni tada 3777, fi(z) definovand na

mnoziné M C D. Jestlize existuje ¢iselnd konvegentni fada ., a, s nezdporngmi cleny takovd,

ze plati
|fo(@)] < an, Vo€ M, ¥n>mngn €N

Pak tada y"," ) fo(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M.
2.2.6 (limitni prechod pri derivovdni) Necht pro funkce {f,}5%, plati:
(a) funkce f, maji konecné derivace v omezeném intervalu (a,b),
(b) Tada Yy . fal(c) konverguje alespori pro jedno ¢islo ¢ € (a,b),
(¢c) fada Y " fl(x) konverguje na (a,b) stejnomérné.
Pak plati
(a) rada Y >, fr(x) konverguje na (a,b) stejnomérné k funkci f

(b) pro kazdé x € (a,b) existuje derivace funkce f a plati
o0 ! o0
f'(w) = (Z f;<x>) = i)
n=0 n=0

2.2.7 (limitni prechod pri integrovani) Necht
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(a) funkce f, maji v intervalu (a,b) primitioni funkce F,,
(b) funkce F, jsou vybrdny tak, Ze fada Y -, F,(x) konverguje aspori v jednom bodé ¢ € (a,b)
(¢c) Tada " fo(x) konverguje na (a,b) stejnomérné.

Pak rada Yy, F.(z) konverguje na (a,b) stejnomérné a jeji soucet je v intervalu (a,b) primitivni

Junkci k souctu rady Y "o fn(x).
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2.2.3 Mocninné rady
Definice 2.2.6 Radu funkei tvaru

Z an(x —c)"

n=0
kde {a,}°, je dand posloupnost a ¢ € R nazyvame mocninnou radou o stiedu v bodé ¢. Cisla a,
nazyvame koeficienty mocninné rady.

Definice 2.2.7 Necht > a,z" je mocninnd fada. Cislo

1

Q =
limsup,, , . /|ax|

nazyvame polomér konvergence mocninné tady.

2.2.8 Necht Y77, a,x™ je mocninnd Tada s polomérem konvergence o > 0. Pak
(a) jestlize o > 0 pak Tada Y~ a,z" konverguje absolutné pro kazdé |z| < o,
(b) Rada 3"°° a,a™ nekonverguje jestlize |z > o.

2.2.9 Necht Y 07 a,z™ je mocninnd fada s polomérem konvergence o > 0. Pak mocninnd
rada konverguje stejnomérné na intervalu [—r,r] pro kazdé 0 < r < g.

Vyjadreni funkci mocninnou fadou - Taylorova rada
2.2.10 Necht ¢ > 0 je polomér konvergence mocninné rady
Z ap(x — c)F
k=0
se souctem f na (c — o,c+ 0). Pak funkce f md na tomto intervalu derivace vsech adu a plati
(k)
LG
k!

Definice 2.2.8 Je-li f funkce, kterda ma v bodé ¢ € R derivace vsech fadu, pak mocninnou fadu
— f¥(c)
Z k! (z =)
k=0

nazyvame Taylorovou Tadou funkce f se stiredem v bodé c.

k € Ny

2.2.11 Necht I C R je interval. Md-li funkce f v bodé ¢ € I (c je stied intervalu I)
derivace viech tddi, pak pro x € I plati

() (¢
fw) =3 9 o

tehdy a jen tehdy, plati-li pro zbytek R, 1(x) v Taylorové vzorci lim, o Ryi1(x) = 0 pro vsechna
xel.
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2.2.12 Necht funkce f md tyto vlastnosti:
(a) [ €C=(),
(b) existuji ¢isla c, M a interval I takovy, Ze pro kazdé x € I a kazdé k € Ny plati ‘f(k) (:1:)| <
cM*.
Pak Taylorova rada funkce f konverguje na intervalu I k funkci f, ty. plati

1),
fy =y

I (z —c)* Veel
k=0 ’

kde c je stred intervalu I.



Kapitola 3
FOURIEROVY RADY

3.1 Prostory funkci

Uvazujme interval [a,b] C R ((a,b) C R). Mnozinu vsech funkei spojitych na [a, b] resp. na (a,b)
oznacme C' ([a, b]) resp. C ((a,b)). Symbolem C* ([a, b]), C* ((a,b)) (C? ([a,b]), C* ((a,b))) oznacme
mnozinu véech funkef jejichz prvni (druhd) derivace je spojitd na [a, b] resp. na (a,b) .

3.1.1 Ortogonalni systémy

Funkce f, g jsou ortogondlni (kolmé) v prostoru Ly((a,b)), jestlize

Definice 3.1.1 Posloupnost funkei {g,(z)}22,, 9. € La((a,b)) se nazyva ortogonalni systém,
pravé kdyz

b
/ lgn(2)|* dz >0 VYn=1,2,...

b

/ Gn(T)gm(z)dz =0 Vn #m

a

Systém je ortonormalni, jestlize navic

b
/ gn(@)?| dz =1 VYn=1,2,...

3.1.1 Necht {u,}52, je posloupnost linedrné nezdvisljch prvki v Lo((a,b)). Pak existuge
takovy ortonormalnd systém {g,}°2, v La((a,b)) tak, Ze plati

Lin{uy,ug, ..., u,} = Lin{g1,92,.., 9.} Yn=1,2...

17
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Mnozina funkei
T .7 nt . nw
{1,cos TI’ sin Tx, ...,CO8 Tx, sin Tx, . }
tvori na intervalu [a, a+2l], a € R ortogonalni systém funkei. Existuji samoziejmé i jiné ortogonalni
systémy funkci.

3.2 Fourierovy rady

Symbolem Py (R) oznaéme mnozinu vsech periodickych funkei s periodou 21.

Definice 3.2.1 Trigonometricka fada je funkéni fada tvaru

_ao + Z <an Ccos —:v + b, sin n%x) (3.1)

kde = € R a a,, b, jsou redlné konstanty.

3.2.1 Predpoklddejme, Ze trigonometrickd tada (3.1) konverquje stejnomérné na intervalu
[a,a + 2l k funkci f. Pak plati

a+21 a+21

1
Qp = 7 / f(l’) cos nl_ﬂ-it d.’L’, by = 7 / f(x) sin ?l‘ dx (32)

pron=0,1,2,....

Definice 3.2.2 Necht f € Py(R). Trigonometrickéd fada jejiz koeficienty jsou dény vzorci (3.2)
se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f a trigonometrickd rada (3.1) s témito koeficienty se
nazyva Fourierova fada pro funkci f a piSeme

~ —ao + Z (an COS x + b, sin n%x)

Poznamka 3.2.1 Rada napravo nemusi, ale muze konvergovat k funkci f. Rada je funkci f
pritazena forméalné. Otazkou je zda-li existuje mnozina funkci jejiz Fourierova rada konverguje k
této funkci.

Rekneme, 7e funkce f je periodickym prodlouzenim funkce f € PC ((a,a + 21)) jestlize plati
N flz) z€(a,a+2l),
flz) =

flx=2n—1)1) z€(a+2(n—1),a+2nl)

a plati f(a + 2nl) = c pro kazdé n € Z, ¢ € R libovolné.
Rekneme, ze funkce f je standardizovanym periodickym prodlouzenim funkce f € PC((a,a+ 21))
jestlize plati

fla+2nl) = = [f(a+) + f(a+ 21-)]

N | —

pro kazdé n € Z.
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Poznamka 3.2.2

(a) Necht f € PC((—1,1)) je licha. Pak

(b) Necht f € PC((—1,1)) je sudd. Pak

l

/ f(x) cos nTﬂx dx b, =0

Ay =

2
l
0

Kosinova a sinova Fourierova rada.

Fourierovu tadu funkce, kterd je definovand pouze na [0, (] muzeme dodefinovat na [—[, 0] tak, ze
vysledna funkce bude suda respektive licha.
Necht funkce f je integrovatelnd na (0,1).

(a) Sudé prodlouzeni.

flx) x€(0,1),
fs(x)—{ (z) z€(0,1)

f(=2) xe(=1,0)
Hodnota fs(0) muze byt libovolna.

(b) Liché prodlouzeni.

f(x) e (0,1),
fr@)=4q 0 z=0,
—f(=2) xec(=1,0)
Poznamka 3.2.3
(a) Kdyz bude funkce f sudd dostaneme kosinovou radu.
(b) Kdyz bude funkce f lichd dostaneme sinovou fadu.
Otéazky konvergence trigonometrickych a Fourierovych tad.

Definujme

[f (z4) + f(z—)]

N —

fla) =

3.2.2 Necht {a,}%, {bn}22, jsou dvé posloupnosti rdlngjch ¢isel a necht konverguje fada

o0

> (laa| + [ba])

n=1
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Pak trigonometrickd rada

1 o
§a0 + ; (an cos ?1’ + b, sin nl_7rx>

konverguje absolutné a stejnomérné na R ke spojité funkci f a je Fourierovou tadou funkce f.

3.2.3 Necht f € Py(R), f, f' € PC([a,a+ 2l]). Pak Fourierova tada pro funkci f kon-
verguje k f(x) pro kazdé x € R, kde je funkce f spojitd a v bodech, kde neni spojitd plati

1 oo
500 + ; (an COS nTﬂx + b, sin n%x) = f(x)

3.2.4 Méjme Fourierovu tadu prislusnou k funkci f. Necht f € C (la,a+2l]), f(a) =
fla+2l) a f" € PC([a,a+ 2l]), pak jeji Fourierova tada konverguje stejnomérné k funkci f na
[a,a + 21].



Kapitola 4

Dvojny integral

4.1 Dvojny integral na dvojrozmérném intervalu

Uvazujme interval I = [a,b] x [¢,d] C R? a necht D% resp. DY je délenf [a, b], resp. [¢,d] s délicimi

body a = 2 < 7 < - < xp =bac=1y <y < -+ <y, = d. Usporddanou dvojici
(D, DY) (pro strucnost budeme znacit tuto dvojici D,,,) nazyvame délenim intervalu I (viz
Obr.??). Kazdy interval I;; = [z;—1, 2] X [y;—1,y;], i = 1,...,m, j = 1,...,n nazyvame cdstecnym

intervalem déleni D,,,. Rikdme, Ze systém intervalu I;; pokryva interval /. Mnozinu vSech déleni
intervalu I budeme znacit D(I). Zjemnéni déleni.

Obsah (miru) intervalu [;; definujeme p(1;;) = (v;—2i-1)- (yj—yj—1) = Az;Ay;,i=1,...,m,j =
1,...,n.Vyraz v(Dyy) = max {v(D3,), v(D%)} nazyvame normou déleni. Nulovou posloupnosti
deéleni nazyvame posloupnost déleni { Dy} takovou, ze limy_, v(Dy) = 0.

Definice 4.1.1 Necht f je ohrani¢ens funkce na I, D,,, déleni I s délicimi
bodya=2y <21 <29<---<Tpy=bc=yg <y <--- <y, = d. Pritadime
déleni D,,, a funkci f dolni Riemannuv integrdlni soucet definovany vztahem

(f, Dimn) = Z Zmij,u([ij)a mij = s ;?efl f(z,y) (4.1)
i=1 j=1 B

a horni Riemannuv integrdlni soucet definovany vztahem

m n

S(f, Dymn) = ZZMUM([U), M;; = sup f(x,y) (4.2)

i=1 j=1 [z.y]€1i;

21
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Definice 4.1.2 Necht f je ohranicend funkce na I. Definujme dolni Rie-
mannuv integrdl pro funkci f definovany vztahem

// fx,y)dedy = 1" (f) = Sup s(f, D) (4.3)

a horni Riemannuv integral pro funkci f definovany vztahem

/] f@)de = I*(f) = inf S(£.D) (1.4)

Poznamka 4.1.1 Necht f je omezens funkce na intervalu [

Definice 4.1.3 Rekneme, ze funkce f je Riemannovsky integrabilnd na I tehdy
a jen tehdy jestlize je ohranicend na I a

I“(f)=1°(f) (4.5)

V tomto ptipadé se tato spolecna hodnota nazyva Riemanniv integrdl funkce
f na I a znacime

/ / fla,y) dedy = T(f) = T*(f) (4.6)

Jestlize integrél existuje, fekneme, ze funkce f je integrabilni (integrovatelnd) na intervalu I, a
piseme f € R(I).

4.1.1 (test integrability) Necht f je omezend funkce na intervalu I. Funkce f je Rieman-
novsky integrabilni na I tehdy a jen tehdy kdyz pro kazdé € > 0 existuje déleni D tak, Ze

S(f,D)—s(f,D) <e (4.7)

Poznamka 4.1.2 Necht f je omezend funkce na intervalu I a D je ekvidistantni déleni, tj. z; =
a+(b—a)i/2", yj=c+(d—c)j/2", i, j=0,1,...,2" Definujme

mij: inf f(:U,y), M’L: sup f(may)

[z,y]€li; [z.yl€li
Definujme
B C (b—a)(d—c) — o (h—a)d—c) &
N P N IRAURE e p
i,j=1 i,j=1

Pak f je Riemannovsky integrabilni na I tehdy a jen tehdy kdyz J=(f) = J*(f).



4.1. DVOJNY INTEGRAL NA DVOJROZMERNEM INTERVALU 23

Poznamka 4.1.3 Vsimnéte si, ze pti konstrukci Riemannova integralu jsme predpokladali, ze jak
funkce f tak i interval [a, b] jsou ohranicené.

Nésledujici véta nam zarucuje existenci integralu:
4.1.2 Kazdd funkce spojitd na intervalu I = [a,b] X [c,d] C R? je integrovatelnd.

4.1.3 (Fubiniova véta) Necht f je spojitd na I = [a,b] x [c,d] C R%. Pak plati

b

J[ vy oty - /d /b flag)de | dy= [ /d f(e.y)dy | de (4.8)

a

Poznamka 4.1.4 Integrédly v koncovych ¢lenech tetézce rovnosti (4.8) se nazyvaji dvojndsobné.
Poznamka 4.1.5 Da se jednoduse ukazat, ze pokud f je integrovatelna funkce typu

f(@,y) = fi(@) fay)  pro [z,y] € [a,b] X [¢,d],

muzeme v fetézci rovnosti (4.8) dale psat:
d d b
[ t@isay= [ k@ay= [ £ | [ 5wis)ay=g0
1 c c a

b b

// f(x,y)dxdy:/J(x)dx:/fl(x) /df2(y)dy de = o,

a

kde , 4
j1=/f1($)d$, jzz/fQ(y)dy

Symbolem int €2 znac¢ime tzv. vnitrek mnozZiny ). Je to zjednodusené feceno ,,mnozina ) uvazovana
bez své hranice”.

4.1.4 Necht f je ohraniéend na I = [a,b]x|[c,d] C R? a f(z,y) = 0 naint I = (a,b)x(c,d).
Pak je funkce na I integrovatelnd a plati

[ st sy =o
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4.2 Dvojny integral na oblastech prvniho a druhého druhu
2
v R-.

Zavedeme pojem elementarni oblasti v roviné:
Elementdrni oblast I. druhu v roviné je mnozina

Qr={[z,y] eR*:a<z<bglr)<y<Gz)},

kde g a G jsou spojité funkce na intervalu [a, ] a g(z) < G(z) pro kazdé = € [a, b].
Elementdrni oblast II. druhu v roviné je mnozina

Q= {[:U,y] cR*:c<y<dh(y)<z< H(y)},
kde h a H jsou spojité funkce na intervalu [c, d] a h(y) < H(y) pro kazdé y € [c, d].

Poznamka 4.2.1 Vsude v dalsim textu této kapitoly budeme misto elementdrni oblast I. nebo II.
druhu v roviné zkracené mluvit o oblasti 1. nebo II. druhu.

4.2.1 (Fubiniova véta)

(a) Necht existuje [[ f(x,y)dxdy a pro kaZdé x € [a,b] necht existuje integrdl
Qr

G(x)
J(x) = / fz,y)dy
9(z)
Pak ezistuje také dvojndsobny integrdl
b [ G(x)
/ /f(:c,y)dy dx
a  \g(x)
a plati rovnosti
b b [ G(x)
J[ t@dsdy= [a@as= [ | [ fgay |
Qr a a g(x)

(b) Necht existuje [[ f(x,y)dzdy a pro kazdé y € [c,d] existuje integrdl
Qrr

H(y)
K@:/mmm

h(y)
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Pak existuje také dvojndsobny integrdl

d [ H(y)

[\ [ tewwis )y
¢ \h(y)
a plati rovnosti
d [ H(y)
//fxy dxdy—/K dy—/ / f(z,y)dx | dy.
Q1 h(y)

4.2.2 Necht Q C R? je elementdrni oblast pruniho nebo druhého druhu a necht funkce f

je na ) spojitd a ohranicend. Pak je funkce f na §2 integrabilnd.

Poznamka 4.2.2 Integrovatelnost a hodnota dvojného integrdlu nezavisi na chovani funkce v
koneéném poctu bodu integracniho oboru, nebo na sjednoceni koneéného poctu kiivek konecné
délky. Je tedy v predeslych vétach nepodstatné, jestli integrujeme pres otevieny integracni obor,
nebo jestli ptidame k tomuto oboru jakoukoliv ¢dst hranice oboru.

4.2.3 (Zdkladni vlastnosti dvojného integrdlu.) Necht Q, €y, Qs jsou oblasti pruniho nebo
druhého druhu a necht f, g € R(Q) (tzn. f a g jsou funkce integrovatelné na Q). Pak plati:

(a)
é/ (f(z,y) +g(x,y)) dedy = 4 f(z,y) dedy + é/ g(z,y) dzdy.

é [ kit dody = & 4 f(z,y) dedy,

(c) Jestlize pro kazdé [x,y| € Q plati f(z,y) < g(x,y) dxdy, pak

/ f(x,y)d:r;dyg// g(x,y) dedy.
é/ f(x,y) dvdy Sé \f(z,y)| dady.

(e) Jestlize pro kazdé [x,y] € Q plati Ze |f(x,y)| < M, pak

l//fxydxdy <//!f:vy|d:vdy<Mu( ).

(b)

kde k € R.

(d) |f] € R(Q) a plati
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(f) Jestlize intQy NintQy = 0, f € R(Q1) a f € R(Q2), pak je funkce f integrovatelnd na

QU Qs a plati
// f(z,y) dwdy:é/ f(z,y) dwdy+4/ f(z,y) dzdy.

Q1UQ9

(9) f-9€R.

(h) Jestlize je funkce f spojitd na Q, pak existuje bod [€,n] € Q) tak, Ze

é | $ay)dzdy = 6 nn(@),

Poznamka 4.2.3 Symbolem p(€2) budeme v této kapitole rozumét miru (obsah) elementérni
oblasti €.

Symbolem ) znaéfme tzv. uzdvér mnoziny €. Je to zjednodusené feceno ,,mnozina 2 uvazovana,
spolu se svou hranici”.
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4.3 Transformace dvojného integralu

Necht ©Q C R? je oteviend mnozina. Uvazujme funkce ¢, : Q@ - Ra G: Q — R% G = (p,v)
takové, ze:

a) @, ¥ € CHN), tj. p, v jsou spojité diferencovatelné na ;

b) G = (p, 1) je prosté zobrazeni, tj. pro vSechna [ug, vol, [u1,v1] € Q plati:
Jestlize [ug, vo] # [u1,v1], pak G(ug,vo) # G(uy,vy).

Uvazujme libovolny dvojrozmérny interval (tj. obdélnik) I C Q o vrcholech Vi, V5, V3 a Vj a
strandch délky Au, Av. Transformaci G = (p, 1) se zobrazi obdélnik I na ,kiivocary obdélnik”
I* = G(I) o vrcholech Q1, @2, Q3 a Qq:

1= [u, 0] = Q1= [p(u,v),¥(u, )],
Vo = [u+ Au,v] — = [p(u+ Au v) (u+ Au,v)],
Vs = [u+ Au,v + Av] +— = [p(u + Au,v + Av), Y (u + Au, v + Av)],
= [u,v + Av] — = [p(u,v + Av), P (u,v + Av)].

V dalsim se pokusime alespon piiblizné spocitat obsah obrazce G(I).

S pouzitim Taylorovy véty méame:

o (u+ Au,v) = ¢ (u,v) + ¢, (u,v) - Au+ R,

oo+ Av) = p(u0)+gl(mo) Avt R

Y (u+ Au,v) Y (u,v) + ¢ (u,v) - Au+ R,

Y (u,v+Av) = P (u,v) + ¢, (u,v) - Av+ R,
o (u+ Au,v+ Av) = @ (u,v) + ¢, (u,v) - Au+ @) (u,v) - Av + R,
Y (u+ Au,v+ Av) = P (u,v) + ¢, (u,v) - Au+ ) (u,v) - Av + R,

kde R = R((Au)?, (Av)?, AuAv) jsou zbytky v Taylorové vzorci, které oznacime ve vsech predeslych
vyrazech stejné.

Vsechny zbytky v nasi ivaze zanedbame a budeme uvazovat pouze body
Qll = Qh
Q5 = Qv+ [, (u,v) - Au, ', (u,v) - Au],

Qé = Ql + [(P,u(u, 1}) -Au+ 30/1;<u7 U) ' AU: WUAU + 7//1;(% U) ' AU} )
Qil = Q1+ [(p’v(u, U) - A, ¢/U<U,U) ) AU] :

Obsah kiivocarého lichobéznika G(I) je pfiblizné roven obsahu rovnobéznika @} Q5Q%5Q) o strandch
Q1@ a Q1Q;.

Obsah tohoto rovnobéznika je roven dvojnasobku obsahu AQQ5Q), coz z analytické geometrie
je absolutni hodnota z determinantu

o — 2yl —
(G0,
Ty —T1Ys— W
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kde Q) = [21,y1], Q4 = [xh, yh], Q) = [« y4]. Po dosazeni méme

dot O (u,v)Au Y (u,v)Au et O (u,v)Au @ (u,v)Av
T\ w)du W (uwv)Av )] TS 0)Au ¢ (u,v) A

o Au 0 _ o @ Au 0
(0 o) (6" ) =l (5 5 Jan (0 5]

/ /
det ( i,u i,v )‘ |Aul| Av.

Matice

7= (0400 G45)

se nazyva Jacobiho matice transformace G = (¢, ). Determinant

J(u,v) = det J(u,v)

z této matice se nazyva jakobidn této transformace.

Muzeme tedy psat
p(G()) = |J(u, 0)[|Au|[ Av| = [ (u, v)] u(1)

VVVVVV

4.3.1 Necht Q C R? je oteviend mnoZina a G = (p,v) : Q — R? je prosté zobrazeni
takové, ze @, 1 € CY(Q) a jakobidn J(u,v) # 0 v kaZdém bodé [u,v] € Q. Necht K C Q je uzavrend
mnozina, kterd je sjednocenim konecného poctu elementdrnich oblasti pruniho nebo druhého druhu,
a funkce f je spojitd na G(2). Pak plati

[t dsdy= [[ 10000 0) 0.0)] dud.
G(K) K

Poznamka 4.3.1 Véta zustane v platnosti, pokud zobrazeni G nebude prosté, nebo jakobian bude
roven nule na podmnozinach mnoziny K uvedenych v Poznamce 4.2.2, budou-li jejich obrazy pfti
zobrazeni G opét mnoziny uvedenych typu v G(K). Pokud funkce f bude ohranicend na G(K),
pak také staci, aby f byla spojitd na G(K) s vyjimkou mnozin uvedenych v Poznamce 4.2.2.

~ o~

Posunuti. Je ddn bod [ug,v]. Transformace G = (p, ) dand vztahy

r=ug+u=ep(uv),
y=1vg+v=1(u,0)

posouvd bod [x,y] o orientovanou vzddlenost uy ve sméru souradnicové osy x a o orientovanou
vzddlenost ve sméru souradnicové osy y.
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J(u,v) = 1.

Zobecnéné polarni souradnice. Jsou ddny konstanty a, b > 0.
Transformace do zobecnénych poldarnich souradnic je dana vztahy:

x =arcost = (rt),
y=brsint = (r,1).
J(r,t) = abr.
Tato transformace G = (p, ) zobrazuje mnozinu (0,00) X (—m, ) vzdjemné jednoznacéné na
mnozinu R* \ {[x,y] € R* : x <0,y = 0}.

Inverzni zobrazeni G=' = (@, 7:/:) je dano vztahy

arctg (%) x>0

t:{pv(x,y): %—arctg(%) r<0,y>0

Poznamka 4.3.2 Specidlni piipad nastava pro volbu parametru a = b = 1. V takovém pripadé
mluvime o poldrnich souradnicich (vypoustime piivlastek zobecnéné).
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4.3.1 Pojem krivky v R".

Definice 4.3.1 Mnozinu v C R” nazveme krivkou v R", jestlize existuje spo-
jité zobrazeni ® = (p1(t), va(t), ..., ¢,(t)) intervalu I na mnozinu +y takové, ze
plati:

1) Zobrazeni ® je prosté s vyjimkou konetné mnoha bodu.

2) Zobrazeni ® je po €dstech tiidy C! na I, tj. ® je spojitd s vyjimkou
koneéné mnoha bodt, v nichz existuji jednostranné derivace, které mohou
byt ruzné.

3) ®' mé az na koneéné mnoho bodu nenulovou hodnotu v kazdém bodé
intervalu /.

Zobrazeni pak ® nazyvame parametrizaci kiivky ~.

Nechf & € N. Rekneme, ze bod C je k-ndsobnym bodem kiivky ~, jestlize existuje pravé k riznych
hodnot parametru ty, ..., t; € [a,b] takovych, ze C' = ®(t;) proi =1, 2,..., k. Kiivka 7 se nazyvé
jednoduchd, kdyz nema vicenasobné body.

Kiivka v se nazyva uzaviend, jestlize ®(a) = ®(b). Uzavienou kiivku nazveme jednoduchou,
jestlize nemd zadny vicendsobny bod kromé dvojnasobného bodu ®(a).

Je-li I1, Io, ..., I, déleni intervalu [a, b], pak obrazy délicich intervalu ®(1y), ®(I3), ..., ®(1,)
jsou opét kiivky. Posloupnost téchto kiivek nazveme delenim krivky ~.

Definice 4.3.2 Je-li parametrizace ® kiivky 7 prosté zobrazeni a tiidy C! na
celém intervalu [a, b] a mé pritom nenulovou derivaci (v bodech a, b uvazujeme
jednostranné derivace) v kazdém bodé intervalu [a, b], nazyvame v obloukem a
zobrazeni @ jeho parametrizaci.

Oblouk 7 je sjednocenim podoblouku vy, 7s, .. ., Va, jestlize v =y Uy U+ - - U, a oblouky ~;,
v, 1 # J, maji spolecné nejvyse krajni body.

Definice 4.3.3 Necht je dana kiivka v s parametrizaci ® : [ — R" a ® € C*

na I. Pro t € I nazveme
O'(t) := DD(t)

tecnym vektorem ke kiivce v v bodé t.
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Piiklady krivek.

e Graf spojité funkce

f:I - R
() =, f(t), tel

e Piimka
ar+by+c=0, a,bceR|al+|b]#0
O(t) = (zo + s1t,yo + sot), t € (—00,00)
e Elipsa
(z —w0)*  (y—wo)”
22 + B =1, a,b>0
O(t) = (zg+acos t,yo+ bsin t), t € [0,2n]
e Hyperbola
2 2
® v
a2 b2

®(t) = (+acosh t,bsinh t), t € (—o00,0)

Polokubicka parabola

Yy —ar’ =0, z€l0,00), a>0
t2
<I>(t):<%,t3), t € (—00,00)

Asteroida

x2/3+y2/3—a2/320, a>0
®(t) = (acos® t,asin® t), t € [0,2n]

Steinerova hypocykloida

(2% +17)° + 8ax (3y® — 2%) +18¢% (> + %) —27a* =0, a >0
O(t) = (a(2cos t + cos 2t) ,a(2sin t —sin 2t)), ¢ € [0,2]

Cykloida

¢ = aarccos —2 — V2ay —y?, y€]0,2a],a>0
a

®(t) = (a(t —sin t),a(l — cos t)), t€]0,2n]
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Kardioida (srdcovka)

(22 + ¢?)* — 6a® (2% + 4°) + 8a°z — 3a* =0, a>0
®(t) = (a(2cos t —cos 2t),a(2sin t —sin 2t)), t € [0,27]

Descartuv list

3+ —3axy =0, a>0

3at  3at?
()= [, 2 ), te(—00,00), t £ —1
) <1+t3’1+t3>’ € (~o0,00), £ 7

Bernoulliova lemniskata
(x2+y2)2+a2 (yQ—xZ) =0, a#0

acost acostsint
0= ). telma

1+sin® ¢t 1+4sin®¢
3 5
r = ay/cos 2¢, p e [—%,ﬂ U |:Z7T, Zﬂ':|

Dioklova kisoida

3
2 T

Yy — =0, a>0,z#a
a—2T
at? at?
Ot) = ——, —— t e (—o00,00
() (1+t2’1+t2>’ ( ’ )

Logaritmicka spiréla
®(t) =b(e®cos t,e”sin t), te€ (—00,00), a,b>0
r = ae”, @ € [0,00)
Archimédova spiréla
O(t) = (atsint, —atcost), te[0,00), a>0
r=ap, €000
Sroubovice

O(t) = (acos t,bsin t,ct), te0,2n], a,b>0,c#0.
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4.3.2 Krivkovy integral ve skalarnim poli
Délka kiivky

Necht je ddn oblouk v C R™, ktery md parametrické rovnice

r =) = (pr(t), p2(t), - n(t)), T € a,b].

My nepotiebujeme zadnou teorii miry k definici délky ktivky v R. Definujme déleni Dy intervalu
I = [a,b] s délicimi body a =ty < t; <ty < ... <ty = b a pocitejme

Z [®(ti-1) — @(t:)]| = Z [lo1(tiz1), 2(t)(tiz1), - - @nltiz1)] — [w1(ts), 2 (t)(ti), - . -, onlts)]]]

a definujme délku krivky jako

L(v) = SII)IPZ 11 (ti1), pa(t)(tica)s - - s pnltion)] = [pr(ti), p2(t)(E), - - s pultd)]]] < 00

Pak tekneme, ze ktivka ~ je rektifikovatelnd.
Necht je nyni ddn oblouk v C R? parametrickymi rovnicemi

x:90<t)7 y:w(t)v te [CLJ)]

Prot=1,2,..., N mame z Lagrangeovy véty

”(QD(ti—l) - QD(ti), Ib(ti_ﬂ - w(tz))H = \/(Sp(ti—l) — QD(ti))Q + (77Z)(ti—1) o @Zj(tz))Q
= /(@) + W) Ar, (4.9)

kde &;, n; € [ti—1,t;]. Protoze funkce ¢ a ¢ maji spojité derivace existuje K > 0 tak, ze |¢'(t)|,
|/ (t)] < K pro kazdé t € [a,b].

N
L(y,Dy) <> VE? + K2At; < V2K(b - a)
1

Déleni Dy bylo libovolné a proto existuje supp, L(7, D).

4.3.2 Cislo L(v) je délkou oblouku vy, pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D inter-
valu I tak, Ze pro kazZdé zjemneni D déleni D plati
L(v. D)~ L(y)| < =

4.3.3 V pripadé parametrickych rovnic x = @(t), y = ¥(t), t € [a,b], je tedy délka oblouku

v dana vztahem

Lmz/wa%me@
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Kiivkovy integral ve skaldrnim poli (neorientovany kiivkovy integral)
V kazdém bodé M oblouku 7 zndme hustotu o(M ). Checeme znat hmotnost celé kiivky. Na oblouku
Az’Ai—H deﬁnujme

m; = min_ o(x,y) M;= max o(z,y), Vi=11...,N
[xvy]eAiflAi [x,y]eAi,lAi

Oznac¢me As; délku podoblouku fil\AZ Ozna¢me Ah; hmotnost podoblouku /KI\AZ Pro hmot-
nost tohoto podoblouku plati

Hmotnost A celého oblouku bude tedy

N
s(o, Dn) = ZmiASi <h< Z M;As; = S(o,Dn)

i=1 i=1

Vyrazy
97 DN ZmzASz Qv DN ZMASz

jsou dolni a horni Riemannuv 1ntegraln1 soucet pro funkci g a déleni Dy.
V nasi tvaze, ale muzeme misto hustoty o uvazovat libovolnou spojitou funkci f na oblouku

.

Definice 4.3.4 Jestlize plati

sups(f, Dn) = iglfS(f, Dy)
N

Dy

[ rands= [ty ds

a nazveme ji krivkovym integrdlem funkce f pres kiivku ~.

pak tuto hodnotu znacime

4.3.4 Necht oblouk ~ je ddn parametrickymi rovnicems

r=o(t), y=1t), telab

a funkce f(x,y) je spojitd na oblouku ~. Pak plati

b
[ rands= [ syyis= [ £e00) /0 + @)
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Poznamka 4.3.3 Je-li ddna kiivka predpisem y = g(x), = € [a, b] a derivace ¢’ je spojita na [a, b],
pak plati

b
[ rayis= [ £g@) 1+ @) s
o' a
Je-li dédna kiivka predpisem x = h(y), y € [c,d] a derivace I’ je spojita na [c, d], pak plati
d

/ f(y) ds = / £ (h()oy) 1+ (R (y))? dy.

4.3.5 Necht oblouk v je ddn parametrickymi rovnicemi

a funkce f(x,y,z) je spojitd na oblouku . Pak plati

/f(M)ds _ /f(:p,y,z)ds

= [ 1O e 0+ 30+ @

4.3.6 (Zdkladni vlastnosti krivkového integrdlu ve skaldrnim poli)
(a) Linearita. Necht v C R™ je oblouk a funkce f a g jsou spojité na oblouku ~. Pak plati

/(c1f+029)(M) ds:cl/ F(M) ds+62/g(]\/[) ds,

v v
kde ¢ a co jsou libovolné redlné konstanty.

(b) Aditivita. Necht v C R™ je krivka, kterd je sjednocenim dvou oblouki vy, o a funkce f je
spojita na krivce . Pak plati

/f(M)ds=/f(M)ds+/f(M)ds.
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