Kapitola 1

POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1. Zobrazeni f : N — R se nazyva posloupnosti prvku z R, nebo-li posloupnosti redlnych

¢isel, f(n) znaéime a, nebo y,, posloupnost zapisujeme {a, }° ;.

Poznamka. Okolim bodu +00 (—00) rozumime libovolny interval (k,c0) ((—o0,?)), kde k, £ € R.
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2 KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL

Definice 2. O posloupnosti {a,}>%, fekneme, ze m4 limitu L € R jestlize ke kazdému okoli U.(L)

existuje ng € N tak, ze pro kazdé n € N, n > ng plati, ze a,, € U.(L). Limitu znac¢ime

lim a, = L nebo a, — L jakmile n — oo

n—oo

Poznamka.

e Jestlize L € R tikdme, Ze existuje vlastni limita (posloupnost konverguje), jestlize L = +oo

fikdme, Ze existuje nevlastni limita (posloupnost diverguje).
o Jestlize a,, < an11 pro kazdé n € N fikdme, Ze posloupnost {a, }°°, je neklesajici
e jestlize a, < a1 pro kazdé n € N fikame, ze posloupnost {a,}22, je rostouct,
e jestlize a,, > a,41 pro kazdé n € N fikdme, ze posloupnost {a, }°, je nerostouct,
e jestlize a, > a,y1 pro kazdé n € N fikdme, ze posloupnost {a, }2, je klesajici.

e Takové posloupnosti nazyvame souhrné monotonny.
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1.2 Vlastnosti posloupnosti
Véta 1.2.1
(a) Kazdd posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
(b) Kazdd konvergentni posloupnost je omezend.
(¢) Kazdd monotonni posloupnost md limitu.

1) Je-li {a,}22 | neklesajici (rostouct) posloupnost, pak lim,,_, a, = sup,{a,},

2) Je-li {a,}2, nerostouci (klesajici) posloupnost, pak lim, . a, = inf, {a,}.
(d) Predpokladejme, Ze posloupnost {a,}5>, md limitu L.
1) Jestlize L >0 (L < 0) pak ezistuje ng € N tak, Ze a, >0 (a, <0) pro kazdé n > ng

2) Jestlize existuje ng € N tak, Ze a, >0 (a, < 0) pro kazZdé n > ny pak L >0 (L <0).

Disledek 1.2.2 Monotonni posloupnost je konvergentni tehdy a jen tehdy, kdyZ je omezend.
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Poznamka. Pocitani se symboly +oo. Definujeme
e o+ (+00) = 400, a+ (—o0) = —00, —(+0) = —00, —(—00) = +00, Va € R,
e (+00) + (+00) = 400, (—00) + (—00) = —o0,
o Jestlize a > 0, a € R pak a(+00) = +00, a(—00) = —0o0,
o Jestlize a < 0, a € R pak a(4+00) = —00, a(—00) = +00,
e Jestlize a € R pak a/(+00) =0, a/(—o0) = 0.

Véta 1.2.3 (Pravidla pro poé&itini s limitami) Necht pro posloupnosti {a,}°,, {b,}5°, plati, Ze
lim, s a, = A lim, oo b, = B, A, B € R. Oznacme ® jeden ze symbolii +, —, -, / . Pak plati

1mmmw@=(mm0@<mwQ:A@a

n—oo n—oo n—oo

pokud ma prava strana smysl.

Véta 1.2.4 (Véta o sevirent) Necht jsou ddny posloupnosti {a, }°>2;, {b,}°2, a {c,}2,. Predpokiddejme,
Ze existuje ng € N, takové, Ze a,, < ¢, < b, pro kaZdé n > ny. Jestlize lim, . a, = lim, ... b, = L € R

pak lim,,_ ¢, = L.
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Dusledek 1.2.5 Necht {a,}52;, {b,}>2, jsou dvé posloupnosti a L € R. Jestlize existuje ng € N,

takové, Ze

la, — L <b,, Vn>ny a limb,=0

n—oo

pak

lim a, = L

n—oo

POSvV5| Véta 1.2.6
(a) Jestlize lim, . a, = L € R pak lim, . |a,| = |L| € R.
(b) lim,, .. a, = 0 tehdy a jen tehdy kdyz lim, . |a,| = 0.

(c) Necht a, > 0, pron € N a b > 0 je libovolné rediné éislo. Jestlize lim, .oca, = L € R pak

lim,, o ag = Lb.
(d) Nechf lim, ... a, =L € R, b> 0 pak lim,,_.,, b = b~.
(e) Jestlize |a| < 1 pak lim,_ a™ = 0.
(f) lim,,_. /a =1 pro kazdé a > 0.

(g) lim,_ /n = 1.
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Véta 1.2.7 Necht lim,, .o, a, = 0 a posloupnost {b,}°°, je omezend. Pak lim,,_., a,b, = 0.

POSVBC | Véta 1.2.8 (Bolzano-Cachyova podminka) Posloupnost {a,}>2; je konvergentnd tehdy a jen tehdy, kdyz

pro kazdé € > 0 existuje ng € N, tak, Ze pro kaZdé n, m > ngy plati

la, —am| < e

1.3 Podposloupnosti, liminf a limsup

Definice 3. Rikdme, 7e {p,}>2, je podposloupnost posloupnosti {a,}, jestlize existuje funkce k :

N — N ktera je rostouci, tj. k1 < ky < ..., takova, ze

Dn =ag,, VneN

Véta 1.3.1 Jestlize {a,}°, md limitu L € R, pak jakdkoliv podposloupnost posloupnosti {a,}°, md

tutéz limitu L.
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Poznamka.
e Poznamenejme, ze k, > n protoze k : N — N je rostouci.
o Jestlize {a,}>°; mé dvé ruzné podposloupnosti s ruznymi limitami, pak {a,}>; nemé zadnou

limitu.

Definice 4. Uvazujme posloupnost {a,}>°; C R. Posloupnosti definované
¢, = inf{a;} L, =sup{ax}
k>n k>n

jsou neklesajici resp. nerostouci posloupnost. Tedy existuji limity

lim ¢,, = sup ., lim L, = inf L;
n—00 n— o0 k
s hodnotami v R. Ozna¢me
liminf,_a, = lim ¢, = lim mf{ak}
n—oo n—oo k>
limsup,,_,.an, = lim L, = lim sup{ax}

Tyto limity nazyvame limesinferior (dolni limita) limessuperior (horni limita).



8 KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL

Véta 1.3.2 Uvazujme posloupnost {a, ;.
(a) Posloupnost {a,}>°, md liminf a limsup v R.
(b)
liminf,, ,a, < limsup,,_, . an,

liminf,, ., wa, = —limsup,,_, . (—a,)

(c) Plati
lim a, = L € R < liminf, . ca, = limsup,, , . a, = L
(d) limsup,, . _a, = L € R tehdy a jen tehdy

(i) ke kazdému e > 0 ezistuje ng € N tak, Ze pro kazdé n > ng plati

a, < L+ ¢,

(i) existuje podposloupnost {ay, }°2; posloupnosti {a,}5°,, kterd konverquje k cislu L.



Kapitola 2

NEKONECNE RADY

2.1 CISELNE RADY

2.1.1 Uvod

Definice 2.1.1 Necht je dand posloupnost {a,}°°; redlnych ¢isel. Rekurence

sS1 = ap
Sn+1 = Sn+an+l
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definuje indukei jedinou posloupnost
sn:a1+a2—|—~~+an:Zak
k=1

Posloupnost {s,}>°, se nazyva posloupnosti cdstecnych soucti tady tvorenou posloupnosti {a,}> ;.

Pro limitu posloupnosti {s,}>°; (jestlize existuje!) uzivime symbol

ay (2.1.1)

k=1

o0

a nazyvame nekonecnou radou tvorenou posloupnosti {a,}> ;.

Definice 2.1.2 Jestlize posloupnost {s, }22, konverguje k redlnému ¢islu L, fikdme ze nekonecéna fada

(2.1.1) konverguje a ¢islo L nazyvame soucetem této rady.

Radu 7, = 3%

a; nazyvdme zbytkem rady > -, a; po n-tém ¢lenu
j=n+1 45 NAZY y Y 2.j=0% P :

Véta 2.1.3 Je-li rada Zflo:l a, konvergentni pak lim, .. a, = 0.

Véta 2.1.4 (Bolzano-Cachyova podminka) Rada > v ag konverguge pravé kdyz pro kazdé € > 0 exis-
tuje ng € N tak, Ze pro kazZdé n > ng a kazdé m € N plati

|@ni1 + Qpi1 + - F Q| < € (2.1.2) |BCC
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Véta 2.1.5
(a) Rada konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz konverguje zbytek Tady.

(b) Je-li > | an konvergentni pak je konvergentni i fada ) .., ca, a plati Yy >~ ca, = ¢y - a,

pro kazdé c € R.

(¢c) Jsou-li Fady D ", an, Y oy by, konvergentni pak je konvergentni i tada Yy . (a, + b,) a plati
Dot (@n +bp) = 3200 an + 2207 b

Definice 2.1.6
(a) Rekneme, ze fada > °° | a, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada Y o | |ay,|.

(b) Rekneme, ze fada Y > | a,, konverguje relativné, jestlize konverguje fada > °° | a, atada y oo |a,|

diverguje.

Véta 2.1.7 Necht tada .- | a, konverguje absolutné, pak dand tada konverguje a plati

oo oo
> <Dl
n=1 n=1
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2.1.2 Kritéria konvergence trad
Véta 2.1.8

(a) Necht > an a > " b, jsou fady s nezdpornygmi cleny. Jestlize existuje ng € Ny tak, Ze pro

kazdé n > ng plati a,, < b, pak:

(1) Jestlize fada Y~ b, konverguje pak je konvergentni i fada . °

n=14n-

(2) Jestlize fada Y- | a, diverguje pak je divergentni i fada Y - | by.
(b) Necht 37 an ay oo by jsou dvé tady s kladngmi cleny a predpoklddejme, Ze

lim 2 —LeR

n—oo n

pak

(1) Jestlize fada Y- b, konverguje pak je konvergentni i fada -

n=1 0n-

(2) Jestlize fada Y, | an diverguje pak je divergentni i fada - b

n=1"n-
Véta 2.1.9

(a) Necht > 7 a, je fada s nezdpornymi cleny.
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(1) Predpokladejme, Ze existuje 0 < K <1 ap € N tak, Ze pro viechna n > p

Va, < K <1

Pak dand rada konverguje a

Z (n < 1- K
n=p
(2) Predpokladejme, Ze existuje p € N tak, Ze pro vSechna n > p
Ya, > 1
Pak dand rada diverguge.
(b) Necht > a, je fada s kladnymi cleny.

(1) Predpokladejme, Ze existuje 0 < K <1 a p € N tak, Ze pro viechnan > p

Ap+1
Qn

<K<l

Pak dana rada konverguje a

Za” S 1ipK

n=p

13
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(2) Predpokladejme, Ze existuje p € N tak, Ze pro vSechna n > p

Q41
G

> 1

Pak dand rada diverguge.

Véta 2.1.10

(a) Necht Y 07 | a, je fada s nezdpornymi éleny takovd, Ze

lim Va, = K

(1) Je-li 0 < K <1 pak dand rada konverguje.
(2) Je-li K > 1 pak dand tada diverguje.
(3) Je-li K =1 pak nelze o konvergenci fady Y . | a, rozhodnout.

(b) Necht " a, je fada s kladnymi cleny takovd, Ze

. Ont1
lim 4= = K

n—oo an

(1) Je-li 0 < K < 1 pak rada .7, a, konverguge.

n=1

(2) Je-li K > 1 pak tada > >, a, diverguje.

n=1

(3) Je-li K =1 pak nelze o konvergenci rady . | a, rozhodnout.
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2.1.3 Dalsi dilezita kritéria konvergence rad

Véta 2.1.11 (Integrdlnd kritérium) Necht Y - | a je dand Tada s nezdpornymi cleny a necht existuje

funkce f takovd, Ze
(1) funkce f je spojitd, nezdpornd a nerostouci na [n,00), n € N,
(2) plati f(k) = ax pro kazdé k > n, k € N.

Pak dand tada Y3 | ay konverguje prdvé kdyz konverguje integrdl [ f(z)dz.

Odhad pro ptipad n =1
k+1 k

/f(:v)dx—slésk—slsff(x)da:, VkeN
1 1

Véta 2.1.12 Necht Y .~ a, je dand fada s nezdporngmi cleny.

(1) Ezistuje-li k € N a o > 1 tak, Ze plati

n( n —1>2a>1, Vn >k

Ap+1

pak dand Tada konverguje.
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(2) Je-li

n(an —1)§1, Vn>k

An1
pak dand Tada diverguje.

Véta 2.1.13 Necht Y .- | a, je dand Tada s nezdpornymi cleny a necht existuje

limn( @n —1) =K
n—oo an+1

(1) Je-li K > 1 pak dand tada konverguje.

(2) Je-li K <1 pak dand tada divergugje.

2.1.4 Rady s libovolnymi ¢leny

n an, pro a, >0 B —an, pro a, <0
an = an = ..
0  jinak 0  jinak
NR11| Véta 2.1.14 (1) Jestlize fady Y -, af a > -, a, konverguji, pak konverguje i fada Y " | ay,.

(2) Jestlize Tada > "

Q.

+ diverguje k oo a Tada Y 00 a, konverquje, pak fada Y -, a, diverquje k

n=1 n n=1 n n=1
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(3) Jestlize Tada Y~ a} konverguje a fada Y -, a, dwerguje k oo, pak fada . a, diverguje k

n=1"n

—OQ.

Definice 2.1.15 Alternujici fada je tvaru >~ (—1)"a,, kde {a,}2, je posloupnost s nezdpornymi

¢leny.
Véta 2.1.16 (Leibnitzovo kritérium) Necht {a,}5%, je posloupnost s kladnymi cleny a plati

(1)

lim a, =0
(2) posloupnost {a,}>2 | je nerostouct.
Pak tada Y07 (—1)" a, konverguge.
Mdme odhad
ar = app < | Y (=1)'an| Saptan Vmk, om>k
n=k+1

Predeslé nerovnice jsou ostré v pripade, Ze posloupnost {a,}°, je ostre klesajici.

Poznamka. Vsechna kritéria pro konvergenci fad muzeme pouzit pro urc¢eni absolutni konvergence
rad.
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2.1.5 Dalsi kritéria konvergence rad

Véta 2.1.17 Necht {an} -, {bn}ory jsou dvé posloupnosti redlnych Cisel a s, = > ,_, ax, Jestlize

n=1’

zaroven plati:
(1) tada Y., sk (b — bes1) konverguje,
(2) existuje koneénd limita lim,, .. Spbpyi1,
pak fada Yy " anb, konverguje.

Dusledekem predeslé Véty jsou nasledujici dvé kritéria pro rady, které nemusi konvergovat absolutné.

Tvrzeni 2.1.18 (Abel-Leibnitzovo kritérium) Necht faday - | a, konverguje a posloupnost {b,} -, je

monotonni a ohranicend. Pak tada y " | a,b, konverguje.

Tvrzeni 2.1.19 (Dirichletovo kritérium) Necht poslopnost ¢dsteénijch soucti fady Y | an je ohranicend.

Dale necht posloupnost {b,} >, je nerostouct a lim, ... b, = 0. Pak fada Y " | a,b, konverguje.

Poznamka. Polozime-li a, = (—1)"*' a uvdzime-li, Ze nerostouci nulovd posloupnost {b,}>~, je

zaroven nezapornd, vidime, ze Dirichletovo kritérium je zobecnénim Abel-Leibnitzova kritéria.
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Rozhodnéte o konvergenci rad:

Z [divergentni]
= 100n +1
— 1
; 1 ::2 [divergentni]
Z —Vn—1) [divergentni]

n

PRIKLADY

~

Ciselné rady

= 1
Z — [konvergentni]
nyn+1

n=1

— 1
Z — [divergentni]
n=1 n

1

19
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1
— [divergentni]
— Inn
0o ng /
— [konvergentni]
nn
n=1

Z 1 [konvergentni]
“~In"(n+1)

Z [konvergentni]
— (2n +1)!

o) 2n
Z — [konvergentni]

|
“— n
o0
Z konvergentni]
lnn [
—~ ln n)

Za%, EeN0O<a<l1
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CISELNE RADY

0 1 2
Z (1 : nz) [konvergentni]
n

n=0
>k |
onvergentni
n=1 \/ﬁ
oo . T )
sin o2 [konvergentni]
n=1
o . ,
Z sin — [divergentni]
n
n=1

1 1
Z —sin — [konvergentni]

- 1
Z oS (—) [divergentni]
n

=~ 1
Z —— [konvergentni

21
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oo

nX::l(_ 1)t % [konvergentni]
i . j_ 1 [divergentni]
g 2% [konvergentni]
nio; (=1 * ﬁ [konvergentni]

=1
Z - [divergentni]
n

i < n+2-2vVn+1++vn ) [konvergentni]

n=1

Z e Vr [konvergentni]
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[e.9] n 1
Z <E> o [divergentn]
e/ nl

Vysetiete konvergenci fady

niln(”—l) (VaT1-va)

n—+1

v zavislosti na parametru p € R.
Vysledek

Vysetiete konvergenci fady

Z\1+sint —cosil 1
) 9 tg_
1+smﬁ—cos;n n

n=1
Vysledek
Vysettete konvergenci fady
2 1y

Vysledek: konverguje podle odmocninivého kritéria

Rozhodnéte o konvergenci rady

=~ 1
; n(n+1)
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Kolik ¢lenu fady je nutno secist, aby chyba byla mensi nez 1073, [n >]

Rozhodnéte o konvergenci fady

o

Z hl n
n3
n=2

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensi nez 1072,

Rozhodnéte o konvergenci fady
i :

2
“~nln"n

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensf nez 1071, [n > €]

Rozhodnéte o konvergenci fady

i 105271

n=2

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensf nez 1072

Rozhodnéte o konvergenci fady

o0

1
Zl—l—?’LQ

n=1

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensf nez 1073,
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Rozhodnéte o konvergenci fady

= /3n+1\"
;( 7n>

Kolik ¢lenu fady je nutno secist, aby chyba byla mens{ nez 1073. [n = 9]

> (50)

n=1

Rozhodnéte o konvergenci fady

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensf nez 1072. [n = 9]
Rozhodnéte o konvergenci rady
o0 2 n
> (—) In(1+2")
3
n=1
[In(1 +2") < In2"* = (n + 1) In 2] pak podilovym a srovnavacim, konverguje

Rozhodnéte o konvergenci fady
S tg (%) sin 2" (2.1.3)
n=1

[sin2"| < 1,tg (&) < (%)n] pak srovnavacim, konverguje

Rozhodnéte o konvergenci rady
o0
n

2
en
n=1
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Kolik ¢lent fady je nutno secist, aby chyba byla mens{ nez 1073 ||

Urcte sdoucet tady

=1
;1—##

aby chyba byla mens{ nez 1072. []



Kapitola 3

Funkc¢ni rady

3.0.6 Posloupnosti funkci

Definice 3.0.20 Zobrazeni mnoziny N do mnoziny funkei F(M), M C R nazyvame posloupnosti funkci

(e 9]

a znacime {f,(z)},.

Definice 3.0.21 Necht je ddna posloupnost funkei {f,}°2; definovand na mnoziné M. Jestlize pro
kazdé z € M ciselnd posloupnost { f,(z)}>; konverguje, fikdme, ze posloupnost {f,}>2, konverguje

bodove k funkci f na mnoziné M.

27
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Definice 3.0.22 Rekneme, 7e posloupnost funkei {f,(2)}>, konverguje na mnoziné M C D stej-
nomerne k funkci f jestlize pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé n > ng a pro kazdé x € M

plati

fal@) = f(2)] <= (3.01) [53

Poznamka. Stejnomérnou konvergenci oznacujeme f, = f.

Véta 3.0.23 (Bolzano-Cachyova podminka) Posloupnost funkei{ f,,}5°, konverguje stejnomérné k funkci
f na mnozZine M C D pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro kaZdé n > ny,
kazdé m > ng a kazZdé x € M plati

[ful@) = fu(@)| <€ (3.0.2) [BCC

Dusledek 3.0.24 Posloupnost funkci {f,}°2, konverguje stejnomérné k funkei f na mnoziné M C D
pravé tehdy, kdyz
lim sup [f,(z) — f(z)| = 0.

=X geM

Véta 3.0.25 Konverquje-li posloupnost spojityjch funkci {f,}52, k funkci f stejnomérné na mnoziné
M C D, pak funkce f je na M spojitd.
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3.1 Obecné funkéni rady

Definice 3.1.1 Necht je dédna posloupnost funkef {fi(z)}52,. Rekurence

{ si(z) = fi(z)
snp1(z) = su(T) + foga(z)

definuje indukei jedinou posloupnost

n

su(t) = fi(@) + fol@) + -+ fulw) = D fil2)

k=1
Posloupnost {s, ()}, se nazyva posloupnosti ¢astecnych souctu rady tvorenou posloupnosti { fi(z)}52,.

Pro limitu posloupnosti {s,(x)}2, (jestlize existuje!) uzivame symbol

> fulx) (3.1.1) [NEF

a nazyvame nekonecnou funkeni rfadou tvofenou posloupnosti funkei { fr(x)}32.

Definice 3.1.2 Necht je ddna funkéni fada Y -, fr(x) definovand na mnoziné D a M C D. Jestlize pro
kazdé x € M posloupnost ¢astecnych souctu {s,(x)}°, konverguje bodové (konverguje stejnomeérné)
k funkei f, fikdme, ze fada Y .-, fx(z) konverguje bodové (konverguje stejnomérné) na mnoziné M k
funkci f.
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Véta 3.1.3 (Weierstrassovo kritérium) Necht je ddna funkéni fada >, fn(x) definovand na mnoziné

M C D. Jestlize existuje ¢iselnd konvegentni fada Y ", a, s nezdporngmi cleny takovd, Ze plati
|fa(2)| < an, Yae M, Vn>ng, ngeN

Pak tada 07 | fo(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M.
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3.1.1 Mocninné rady
Definice 3.1.4 Radu funkei tvaru

Z an(x —c)"

kde {a,}>°, je dand posloupnost a ¢ € R nazyvame mocninnou radou o sttedu v bodé c. Cisla a,

nazyvame koeficienty mocninné fady:.

Véta 3.1.5 (Abelova) Konverguje-li fada y - a,x™ v bodé r # 0, pak fada konverguje absolutné pro
kazdé je x € (—r,r).

Definice 3.1.6 Necht > a,z" je mocninnd rada. Cislo
1

Q=7
limsup,, ., /|ax|

nazyvame polomer konvergence mocninné rady.

Véta 3.1.7 Necht > 7 ap,x™ je mocninnd fada s polomérem konvergence ¢ > 0. Pak
(a) jestlize o > 0 pak Tada y " a,x" konverguje absolutné pro kazdé |z| < o,

(b) Rada >°° , a,x" nekonverguje jestlize |z| > o.
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Necht existuje lim,,_,o | 22t

an

, pak polomér konvergence je

Q:

Véta 3.1.8 Necht > 07 an(z — ¢)" je mocninnd Tada s polomérem konvergence o > 0.
e Pak mocninnd tada konverguje stejnomérné na intervalu [c — r,c +r] pro kazdé 0 < r < o.

e Konverguje-li mocninnd tada v bodé ¢ + o, pak konverguje stejnomérné na intervalu [c — r,c + o]

pro kazdé 0 < r < p.

e Konverguje-li mocninnd tada v bodé ¢ — o, pak konverguje stejnomérné na intervalu [c — o,c + 7]

pro kazZdé 0 < r < p.

Véta 3.1.9 Necht > 07 jan(z — €)™ je mocninnd tada s polomérem konvergence o > 0. Pak soucet

mocninné rady je spojitd funkce na intervalu, kde dand rada konverguje stejnomeérné.
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MRV5 | Véta 3.1.10 Necht s(x) = Y 7 a,(x — )" je mocninnd tada s polomérem konvergence o > 0. Pak
odpovidagici mocninnd Tada derivaci ma stejny polomér konvergence a soucet rady s md derivaci na

intervalu (¢ — 0,c¢+ o) a plati

—(Zan(x—c)”) :Z(anx—c Znan:c—c -1

n=0

Véta 3.1.11 Necht s(x) = >~ jan(x — ¢)" je mocninnd fada s polomérem konvergence o > 0. Pak
odpovidagjici mocninnd Tada integrdlu md stejny polomeér konvergence a soucet tady md integrdl na

intervalu (¢ — o,c+ 0) a plati

/ t)dt = /Zant—c dt = Z/ant—c =

c

n+1
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Algebraické operace s mocninnymi radami

Véta 3.1.12 Necht > " jan(z—c)", > 0" bo(x — )" jsou dvé mocninné rady s poloméry konvergence
01 >0 a 0o > 0. Pak rady

Z an(x —c)" + an(:v —o)" = Z(an +b,)(x —c)"

mda polomér konvergence o = min{ oy, 02}.

(S o) (S ) -5 (Sner)

md polomér konvergence o = min{ gy, 02}.
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Vyjadireni funkci mocninnou radou - Taylorova rada
Taylorova tada je dulezitym piikladem mocninnych tad.

Véta 3.1.13 Necht ¢ > 0 je polomér konvergence mocninné rady

Z ap(x — c)F
k=0
se souctem f na (c — o,c+ 0). Pak funkce f md na tomto intervalu derivace vsech radi a plati
(k)
10
k!
Definice 3.1.14 Je-li f funkce, kterda méa v bodé ¢ € R derivace vsech fadu, pak mocninnou fadu

(k) ( .

k=0

ke Ny (3.1.2) [TR1

nazyvame Taylorovou Tadou funkce f se stfedem v bodé c.

Véta 3.1.15 Necht I C R je interval. Md-li funkce f v bodé ¢ € I (c je stied intervalu I) derivace
vsech radu, pak pro x € I plati

2 n)(,
1) =3 0o

tehdy a jen tehdy, plati-li pro zbytek R, 1(x) v Taylorové vzorcilim, . Ryy1(z) = 0 pro vSechna x € 1.
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Véta 3.1.16 Necht funkce f md tyto vlastnosti:

(a) feC>(),

(b) existuji ¢isla c, M takovd, Ze pro kazdé x € I a kazdé k € Ny plati !f(k) (x

Pak Taylorova rada funkce f konverguje na intervalu I k funkci f, tj. plati

kde c je stred intervalu I.

0o f k
:Z (x —c¢) Veel
|
k=0 k
T - "
n=0
i k Praaats
, Ve (—1,1]
— k:—i—l
- - (_1)71 2n+1 .
arctga:—Z—x : Voe|-1,1]

= 2n+1

)| < e M*.
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Binomicks rada m € R\ {{0} UN}, = > —1

(m)_m(m—l)---@—_k+1>

konverguje v intervalu (—1,1).

37
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Kapitola 4

FOURIEROVY RADY

Uvazujme interval [a, b] C R ((a,b) C R). Mnozinu v8ech funkei spojitych na [a, b] resp. na (a, b) oznacme
C ([a, b]) resp. C ((a,b)). Symbolem C* ([a, b]), C* ((a,b)) (C*([a,b]), C* ((a,b))) oznaéme mnozinu vsech

funkef jejichz prvni (druhd) derivace je spojita na [a, b] resp. na (a,b) .

39
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4.0.2 Ortogonalni systémy

Rekneme, 7e funkce f je z prostoru L?((a,b)), jestlize

b

[ 1@ do < oc (40.1)

a

ve smyslu Lebesguea. Prostor L?((a,b)) je Hilbertiv prostor, tj. tiplny normovany linedrni prostor se

skaldrnim soucinem
b

(flg)r2 = / f(z)g(x)dx < oo (4.0.2)
a normou ,
/1l 2 =/ [f(@)] dz, Y f € L*(a,b)) (4.0.3)

Funkce f, g jsou ortogondlni (kolmé) v prostoru L*((a,b)), jestlize

[ f@ata)ds =0

a



41

Definice 4.0.17 Posloupnost funkei {¢,(2)}5°,, v, € L*((a,b)) se nazvé ortogondln{ systém, prave
kdyz

b
/ lon(@)? dz >0 Yn=1,2,...

b

[ en@pnt@rde =0 v #m

a

Systém je ortonormalni, jestlize navic

b
/ on(@ P dr =1 Vn=12,. .

Véta 4.0.18 Necht {g,}52, je posloupnost linedrné nezdvisljch prvki v L*((a,b)). Pak existuje takovsy

ortonormdlni systém {0, }°2, v L*((a,b)) tak, Ze plati

Lin{g1, 92, ,9n} = Lin{p1,p2,...,0n} Yn=1,2,...

Mnozina funkci
T .7 nwt . nmw
1,cos —x,sin—x,...,cos —x,sin —zx, . ..

14 14 14 14
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tvoii na intervalu [a,a + 2], a € R ortogonélni systém funkei. Existuji samoziejmeé i jiné ortogonalni

{%,\/gx,\/g(?,x?—l),...,}

tvoif na intervalu (—1, 1) ortonorméln{ systém funkci v L?((—1, 1)) a tento systém se nazyva posloupnost

systémy funkeci.

Mnozina funkei

Legendreovijch polynomi.

Existuji samozfejmeé i jiné ortogonalni (ortonormalni) systémy funkei.

4.1 Fourierovy fady (J.B. Fourier 1768-1830)

Symbolem Py (R) oznaé¢me mnozinu vsech periodickych funkei s periodou 2¢.

Definice 4.1.1 Trigonometricka fada je funkéni rada tvaru

1 oo
§a0+n2:1 (an cos n—Zx+bn sin %x) , (4.1.1)

kde z € R a a,, b, jsou redlné konstanty.
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Véta 4.1.2 Predpokladejme, Ze trigonometrickd rada (4.1.1) konverguje stejnomérné na intervalu [a, a+

20 k funkci f. Pak plati

a+2¢ at+2¢
1 1
an = / () cos n%x dz, b, = 7 / f(z)sin n%:z: dx (4.1.2)

pron=0,1,2,....

Definice 4.1.3 Necht f € Py (R). Trigonometrickd fada jejiz koeficienty jsou ddny vzorci (4.1.2) se

nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f a trigonometrickd fada (4.1.1) s témito koeficienty se nazyva

Fourierova fada pro funkci f a piSeme

1 o0
f(z) ~ 500 + ; (an cos %m + b, sin %x) :

Poznamka 4.1.4 Rada napravo nemusi, ale mize konvergovat k funkci f. Rada je funkci f pfifazena

formalné. Otazkou je zda-li existuje mnozina funkci jejiz Fourierova fada konverguje k této funkei.

Véta 4.1.5 Necht f € Li((a,a+20)) a ay, b, jsou jeji Fourierovy koeficienty. Pak fada - (a2 +b?2)

konverguge.
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Rekneme, ze funkce f je periodickym prodlouzenim funkce f € PC ((a,a + 20)) jestlize plati

~ flz) =z € (a,a+20),
flx) =
flx—=2n—-1)¢) z€(a+2(n—1),a+ 2nl)
a plati f(a 4+ 2nl) = ¢ pro kazdé n € Z, ¢ € R libovolné.

Rekneme, 7e funkce f je standardizovanym periodickym prodlouzenim funkce f € PC((a,a + 20))

jestlize plati

fla+2nl) = = [f(a+) + f(a+ 2¢-)]

N

pro kazdé n € Z.
Poznamka 4.1.6
(a) Necht f € PC((—¢(,¢)) je licha. Pak

a, =0 b, =

N0

¢
/ f(z)sin %x dx
0

(b) Necht f € PC((—(,/)) je sudd. Pak

NI[\D

¢
/ f(x cos—xdx b, =0
0
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Kosinova a sinova Fourierova rada.

Fourierovu fadu funkce, kterd je definovand pouze na [0,¢] muzeme dodefinovat na [—¢,0] tak, ze
vysledna funkce bude suda respektive licha.

Necht funkce f je integrovatelnd na (0, ¢).

(a) Sudé prodlouzeni.

flx) 2 e(0,0),

f(=z) z€(—¢0)

fs(x) =

Hodnota fg(0) muze byt libovolna.

(b) Liché prodlouzeni.

flx) 2 e(0,0),

—f(=z) x€(=¢0)
Poznamka 4.1.7

(a) Kdyz bude funkce f sudd dostaneme kosinovou fadu.
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(b) Kdyz bude funkce f lichd dostaneme sinovou fadu.

Otazky konvergence trigonometrickych a Fourierovych rad.

Definujme

F(a) = 5 [f(e+) + f(a-)

Definice 4.1.8 Jestlize na intervalu [a, b] plati
[f(2) = I < Cle =y, Va,y € a,b]

kde 0 < A <1, C' > 0, pak fekneme, ze funkce f je Holderovsky spojitd na intervalu [a, b] s koeficientem

A a prostor viech Holderovsky spojitych funkef na intervalu [a, b] znacime C%*([a, b]).

Véta 4.1.9 Necht {a,}5%,, {b,}°2, jsou dvé posloupnosti rdlnijch ¢isel a necht konverguje rada

> (laa] + [ba])
n=1

Pak trigonometrickd rada

—ao + Z (an cos —.113 + b, sin n77r$>

konverguje absolutne a stejnomerne na ]R ke spojité funkci f a je Fourierovou tadou funkce f.
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Véta 4.1.10 (Lipschitzovo kritérium, str.489, [1]) Jestlize f € C**([a,b]), 0 < A < 1, pak Fourierova
rada prislusnd k funkci f konverguje stejnomérné k f na libovolném intervalu [c,d] C [a,b] (a < ¢ <
d<b).

Véta 4.1.11 Méjme Fourierovu fadu prislusnou k funkci f. Necht f € C** ([a,a+2(]),0 <A <1 a
f(a) = f(a+ 20), pak jeji Fourierova tada konverquje stejnomérné k funkci f na [a,a + 2¢].

Véta 4.1.12 Necht f € Py(R), f, f' € PC ([a,a + 2(]). Pak Fourierova vada pro funkci f konverguje

k f(z) pro kazdé x € R, kde je funkce f spojitd a v bodech, kde neni spojita plati

1 - _
§a0 + ; <an cos %JJ + b, sin %x) = f(x)
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Kapitola 5

INTEGRALNI POCET VICE
PROMENNYCH

5.1 Dvojny integral

5.1.1 Dvojny integral na dvojrozmérném intervalu

Uvazujme interval I = [a,b] X [¢,d] C R* a necht D, resp. DY je déleni [a,b], resp. [c,d] s délicimi

body a =29 <21 < -+ <ap=bac=1y <y <--- <y, = d. Usporddanou dvojici (D, DY)
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(pro stru¢nost budeme znacit tuto dvojici D,,,) nazyvame délenim intervalu I (viz Obr.5.1). Kazdy
interval I;; = [xi—1, @] X [y;-1,y;], ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n nazyvame cédstecnym intervalem déleni
D, Rikéme, ze systém intervalu I;; pokryva interval /. Mnozinu vSech déleni intervalu I budeme
znacit D(I). Zjemneéni déleni.

Obsah (miru) intervalu [;; definujeme p(l;;) = (z; — zi21) - (yj — yj—1) = Az Ay, i = 1,...,m
j=1,...,n . Vyraz v(Dyy) = max {v(D3,), v(D%)} nazyvame normou déleni. Nulovou posloupnosti

déleni nazyvame posloupnost déleni { Dy} takovou, ze limy_, o, v(Dy) = 0.

def2.3.1]| Definice 5.1.1 Nechf f je ohrani¢end funkce na I, D,,, déleni I s délicfmi body
a=Tg <11 <x3< - <Ty,=b,c=y <y <+ <y, = d. Pritadime déleni

D, a funkei f dolni Riemannuv integralni soucet definovany vztahem

s(f, Din) = Zmeu i), miy = inf f(z,y) (5.1.1) [dis

Wlel;
i=1 j=1 [z,y]€1;5

a horni Riemannuv integralni soucet definovany vztahem

m

S(f, Din) = ZZMMM i), M= sup f(z,y) (5.1.2) [his

i=1 j=1 [%y}elij
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Yie1 b
C=%Yo [~

Obréazek 5.1: Déleni intervalu.

def2.3.2

| Definice 5.1.2 Necht f je ohranicend funkce na I. Definujme dolni Riemanniiv

integrdl pro funkci f definovany vztahem
J[ s dedy=1(5) =supsts. D) (5.1.3) |
LI

a horni Riemannuv integrdl pro funkci f definovany vztahem

//rf(x)dx:IJr(f):i%fS(f,D) (5.1.4) |

hris

dris
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g

Obrazek 5.2: Integralni soucet.

def2.3.3

| Definice 5.1.3 Rekneme, ze funkce f je Riemannovsky integrabilni na I tehdy a

jen tehdy jestlize je ohranicend na [ a

V tomto piipadé se tato spoleénd hodnota nazyva Riemannuv integrdl funkce f na

I a znac¢ime

/ / f(a,y) dedy = T (f) = T*(f) (5.1.6) |

I"(f)=1"(f) (5.1.5) [ri]

ril
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Jestlize integral existuje, fekneme, ze funkce f je integrabilni (integrovatelnd) na intervalu I, a piSeme

feRrRU).

Véta 5.1.4 (test integrability) Necht f je omezend funkce na intervalu I. Funkce f je Riemannouvsky
integrabilni na I tehdy a jen tehdy kdyz pro kazZdé € > 0 existuje déleni D tak, Ze

S(f,D)—s(f,D) <e (5.1.7)

Pozniamka 5.1.5 Nechf f je omezend funkce na intervalu I a D je ekvidistantni déleni, tj. z; =
a+(b—a)i/2" yj=c+ (d—c)j/2", i, j=0,1,...,2" Definujme

mi; = inf f(mvy)7 Ml: sup f(l',y)

Definujme
. C(b—a)d—c) & (b—a)(d—c) =
7P =t OO S ) = i P S
i,j=1 4,j=1

Pak f je Riemannovsky integrabilni na I tehdy a jen tehdy kdyz J=(f) = J*(f).

Pozniamka 5.1.6 Vsimnéte si, Ze pii konstrukci Riemannova integralu jsme piedpokladali, Ze jak

funkce f tak i interval [a, b] jsou ohranicené.
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Nésledujici véta nam zarucuje existenci integralu:
Véta 5.1.7 Kazdd funkce spojitd na intervalu I = [a,b] X [c,d] C R? je integrovatelnd.

Véta 5.1.8 (Fubiniova véta) Nechf f je integrovatelnd na I = [a,b] x [c,d] C R?. Pak plati

b d

[ st sy - /d /b fawyde | dy= [ | [ fagay| a (5.18) [Fud

a C

Poznamka 5.1.9 Integrély v koncovych ¢lenech fetézce rovnosti (5.1.8) se nazyvaji dvojndsobné.

subsection[Dvojny integrél na elementarnich oblastech v roviné|Dvojny integrél na oblastech prvniho a
druhého druhu v R2.
Zavedeme pojem elementarni oblasti v roviné:

Elementdrni oblast I. druhu v roviné je mnozina
Qr={[z,y] eR*:a<z<bglr)<y<Gz)},

kde g a G jsou spojité funkce na intervalu [a,b] a g(z) < G(x) pro kazdé = € [a,b].

Elementdrni oblast II. druhu v roviné je mnozina
Qi ={[z,y] eR*:ec<y<dhly) <z <H(y)},

kde h a H jsou spojité funkce na intervalu [c, d] a h(y) < H(y) pro kazdé y € [c, d].
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Y
y =G(z)
Y=g
O a b x
Obrézek 5.3: Oblast 1. druhu.
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Véta 5.1.10 (Fubiniova véta)

(a) Necht existuje [[ f(x,y)dxdy a pro kaZdé x € [a,b] necht existuje integrdl
Qr

G(x)
@)= | fady
9(z)
Pak existuje také dvojndasobny integrdl
b [ G(z)
/ / f(z,y)dy | dx
a \g(o)
a plati rovnosti

b

// f(x,y) dzedy :/b J(z)dx = / G/(x)f(x,y) dy | dx.
o a o(z)

a

(b) Necht existuje [[ f(z,y)dzdy a pro kazdé y € [c,d] existuje integrdl
Qrr
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Pak existuje také dvojndsobny integrdl

d [ H(y)
/ / f(z,y)dz | dy
¢\

a plati rovnosti

1] o ety - /K i / H/(”f(x,y)dx "

Q1 h(y)

Véta 5.1.11 Necht Q C R? je elementdrni oblast pruniho nebo druhého druhu a necht funkce f je na

Q spojitd a ohranicend. Pak je funkce f na € integrabilnd.

Poznamka 5.1.12 Integrovatelnost a hodnota dvojného integralu nezavisi na chovani funkce v koneéném
poctu bodu integraéniho oboru, nebo na sjednoceni koneéného poétu kiivek konecéné délky. Je tedy v
predeslych vétach nepodstatné, jestli integrujeme pies otevieny integracni obor, nebo jestli pridame k

tomuto oboru jakoukoliv ¢ast hranice oboru.

Véta 5.1.13 (Zdkladni viastnosti dvojného integrdlu.) Necht 0, 1, Qs jsou oblasti pruniho nebo druhého
druhu a necht f, g € R(Q) (tzn. f a g jsou funkce integrovatelné na Q). Pak plati:
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(a)

[ G+ gteyasty = [[ 5.0 dsay+ [[ .y doay

(b)

é [ kit dody = & é F(z,y) dedy,

(¢c) Jestlize pro kazdé [x,y| € Q plati f(z,y) < g(x,y), pak

/)fmyM@<// (z,y) dzdy.
< / [ 156w dudy

(e) Jestlize pro kazdé [z,y] € Q plati ze |f(z,y)] < M, pak

kde k € R.

(d) |f| € R(Q) a plati

f(z,y) dzdy

< [[ 1wy dady < 21090,
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(f) Jestlize intQ2y NintQy =0, f € R(Q) a f € R(Q), pak je funkce f integrovatelnd na Q1 U Qs a

platt // f(z,y) dedy = // f(z,y) dedy + // f(x,y) dzdy.

(9) [-9€R(.

(h) Jestlize je funkce f spojitd na Q, pak existuje bod [£,n)] € Q tak, Ze

4 [ faw)ddy = e mu).

Poznamka 5.1.14 Symbolem 1(£2) budeme v této kapitole rozumét miru (obsah) elementarni oblasti
Q.
Symbolem Q znacime tzv. uzdvér mnoziny €. Je to zjednodusené Feceno ,,mnozina {2 uvazovans spolu

se svou hranici”.

Ukazte, ze z tvrzeni (h) Véty 5.1.13 plyne néasledujici jednoduchy dusledek:

Q) = / / dady.
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5.1.2 Transformace dvojného integralu

Necht © C R? je oteviend mnozina. Uvazujme funkce ¢, : Q@ - Ra G: Q — R? G = (o, 1) takové,
ze:

a) @, ¥ € CYQ), tj. ¢, jsou spojité diferencovatelné na ;

b) G = (p, ) je prosté zobrazeni, tj. pro vsechna [ug, vo|, [u1,v1] €  plati:

Jestlize [ug, vo] # [u1, v1], pak G(ug,vo) # G(u1,v1).

Uvazujme libovolny dvojrozmérny interval (tj. obdélnik) I C Q o vrcholech Vi, Vs, V3 a Vj a stranach
délky Awu, Av. Transformaci G = (p,%) se zobrazi obdélnik I na ,kiivoc¢ary obdélnik” I* = G(I) o

vrcholech @1, (2, Q3 a Qy4:

= [u, ] = Q1= [p(u,0),d(u, )],

= [u + Au, v — = [p(u 4+ Au,v), (u + Au,v)],

= [u+ Au,v+ Av] — = [p(u + Au,v + Av), Y(u + Au,v + Av)],
= [u,v + Av] — = [p(u,v + Av), ¥ (u,v + Av)].
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U(u~+ Au,v+ Av) -
Vi Vi
v+ Av F-———- ! ’
I U(u,v)
o
Vl: | ‘/2
! |
0 u ul+Au o) ; o(u+ Au,v + Av)

V daldim se pokusime alespon ptiblizné spocitat obsah obrazce G(I).
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S pouzitim Taylorovy véty méme:

63

p(u,v) + ¢, (v, v)Au + R,
p(u,v) + ¢, (u,v)Av + R,
P(u,v) + ¢, (u,v)Au + R,
P(u,v) + ) (u,v)Av + R,
o(u,v) + ¢, (u, v)Au + ¢ (u,v)Av + R,
P(u,v) + 4, (u, ) Au + ) (u, v) Av + R,

kde R = R((Au)?, (Av)?, Aulv) jsou zbytky v Taylorové vzorci, které oznacime ve vsech piedeslych

vyrazech stejné.

Vsechny zbytky v nasi ivaze zanedbame a budeme uvazovat pouze body

Qllela
Q5= Q1+ [p

W(u
Q5 = Q1 + [, (u
o(u

Q= Q1+ [y

s 0)Au, 1, (u, v)Aul,
L 0)Au+ ¢ (u, v) Av, Y, Au+ 4y (u,v) Av]
,0)Av, Py, (u, v) Av].

Obsah kiivocarého lichobéznika G(I) je priblizné roven obsahu rovnobéznika Q)Q5Q%5Q o stranach

Q1Q5 a Q).
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O

Obsah tohoto rovnobéznika je roven dvojndsobku obsahu AQ)Q5Q), coz z analytické geometrie je

= —
e 187
Ty =Ty Yy — Y1

absolutni hodnota z determinantu
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kde Q) = [z, 1], @y = [z, y5], @y = [z, y4]. Po dosazeni mdme

det O (u,v)Au Y (u, v)Au -
O (u,v)Av Y (u,v)Av

() L))
by Y, 0 Av

/ /
:det<Z7 Zj’)

|Au || Av].

Matice

() @l (u,v) )
W (u,v) W (u,v)

se nazyva Jacobiho matice transformace G = (¢, ). Determinant

j(u,v):<

J(u,v) = det J (u,v)

z této matice se nazyva jakobidn této transformace.

Muzeme tedy psat
p(G(I)) ~ [J(u, 0)| |[Aul] Av] = |J(u,v)| u(1)

65



DT1

DP3

DP4

66 KAPITOLA 5. INTEGRALNI POCET VICE PROMENNYCH

vvvvvv

Véta 5.1.15 Necht Q C R? je oteviend mnoZina a G = (p,v¢) : Q — R? je prosté zobrazeni takové,
ze p, ¥ € CHQ) a jakobidn J(u,v) # 0 v kazdém bodé [u,v] € Q. Necht K C Q je uzaviend mnoZina,
kterd je sjednocenim konecného poctu elementdrnich oblasti pruniho nebo druhého druhu, a funkce f je

spojitd na G(2). Pak plati

J[ f@wdsdy= [[ 10000 0) 170.0)] dud.

G(K)

Poznamka 5.1.16 Véta zustane v platnosti, pokud zobrazeni G nebude prosté, nebo jakobian bude
roven nule na podmnozindch mnoziny K uvedenych v Poznamce 5.1.12, budou-li jejich obrazy pfi
zobrazeni G' opét mnoziny uvedenych typu v G(K). Pokud funkce f bude ohrani¢end na G(K), pak

také staci, aby f byla spojitd na G(K) s vyjimkou mnozin uvedenych v Pozndmce 5.1.12.

Poznamka 5.1.17 Ucelem transformace je zjednodusit integracni obor nebo integrovanou funkci. Nej-

lepsi alternativou je, kdyz se podaii zlepsit oboji.
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<o~ s

Posunuti. Je ddn bod [ug, vo]. Transformace G = (p, ) dand vztahy

r=ug+u=p(u,v),

y=vg+v=1(u,v)

posouvd bod [x,y] o orientovanou vzddlenost ug ve sméru souradnicové osy T a o orientovanou

vzddlenost ve smeéru souradnicové osy y.

Resenti:
dp O
o ov 10
J(u,v) = = =1
o o 01
ou  Ov

Linearni transformace. Je ddna requldrni matice

11 Q12
A=
Q21 Q22
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Transformace G = (p, ) dand vztahy

T = apu+ apv = p(u,v),

Y = agu + asv = Y(u,v)

Zobrazuje primku na primku, v pripadé, Ze A je ortogondlni pak zachovdvd wuhly.

Reseni:
2p 9o
Ju Ov a1 Qa2
J(u,v) = = = |A].
o o (21 Q22
ou  Ov

Zobecnéné polarni souradnice. Jsou ddny konstanty a, b > 0.

Transformace do zobecnéngjch poldarnich soutadnic je ddana vztahy:

x = arcost = o(r, 1),
y =brsint = ¢(r,t).

dp Oy . .
J(r t) _ B ot _ acost arsint — abr
g—w %—w bsint brcost
r t
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Tato transformace G = (p,1) zobrazuje mnozinu (0,00) X (—m, ) vzdjemné jednoznacné na
mnoZinu R*\ {[z,y] € R* : 2 < 0,y = 0}.

Inverzni zobrazeni G=' = (gZ, J) je dano vztahy

r=pr,y) = Va2 +y?

arctg (%) x>0
t:{pv(x,y): %—arctg(%) z<0,y>0

— 45 — arctg (%) r<0,y<0
Poznamka 5.1.18 Specidlni piipad nastava pro volbu parametru a = b = 1. V takovém piipadé
mluvime o poldrnich souradnicich (vypoustime piivlastek zobecnéné).

Geometricky vyznam polarnich soutadnic je popsan na Obrazku 5.7.



70 KAPITOLA 5. INTEGRALNI POCET VICE PROMENNYCH

5.1.3 Geometrické a fyzikalni aplikace dvojného integralu

V' dalsim budeme predpoklddat, Ze ) muze bijt sjednocenim konecného poctu elementdarnich oblasti

pruniho nebo druhého druhu.

Obsah rovinného obrazce

Obsah rovinného obrazce Q C R? se spocte s pouZitim vzorce:

1(Q) = / / dudy.

Objem vdlcového télesa K C R3.

Méjme dano téleso

K = {[x,y,z] eER®: [z,y] € Qg(x,y) <z < f(l"a?/)}>

kde Q CC R?, f, g jsou spojité a ohranicené na €. Pak objem tohoto télesa je ddn vzorcem

Vi) = [ [ ) — gto )] dady,
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Obsah plochy

Obsah ¢asti plochy
S = {[l’,y,Z] € R3 FR= f(x7y)7 [x,y] € C Rz}a

kde f € C'(Q) je ddn vzorcem

P(S) = [ [ V1 Gl + (1yo.0)) oy

Hmotnost tenké rovinné desky Q) C R2.

Hmotnost tenké rovinné desky €2 o plosné hustoté o(z,y) je dana vztahem

m@)z// o(v,y)dedy, [kg].
Q

Staticky moment tenké rovinné desky

Staticky moment tenké rovinné desky €2 C R? s plognou hustotou o(z,y) vzhledem k piimce p je

Sp = //dist([x,y],p)‘a(:v,y) dxdy kg - m,
Q

71
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kde dist ([z,y], p) je orientovand vzdélenost bodu [z, y] od piimky p.

Specialni pripad vzhledem k soufadnicovym osam x a .
Sy = // yo(x,y) dzdy, Sy = // zo(z,y) dxdy.
Q Q

Tézisté tenké rovinné desky Q) C R2.

T:{i%}.

m m

Moment setrvacénosti tenké rovinné desky

Moment setrvacnosti tenké rovinné desky 2 C R? s plosnou hustotou o(z,y) vzhledem k pifmce p je

fp—// dist* ([z, ], p) - o(z,y) dedy, kgm?,
Q

kde dist ([z,y], p) je vzdalenost bodu [z,y] od piimky p.

Specialni pripad vzhledem k soutradnicovym osam z a y.

I, = // y2o(z,y) dzdy, I, = // 2o (z,y) dedy.
)

Q
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5.2 Krivkové integraly

5.2.1 Pojem krivky v R".

DefKl| Definice 5.2.1 Mnozinu v C R" nazveme krivkou v R™, jestlize existuje spojité

zobrazeni ® = (¢1(t), a2(t), ..., @,(t)) intervalu I na mnozinu v takové, ze plati:
1) Zobrazeni @ je prosté s vyjimkou kone¢né mnoha bodi.

2) Zobrazeni ® je po ¢dstech tiidy C' na I, tj. @' je spojitd s vyjimkou konecné

mnoha bodt, v nichz existuji jednostranné derivace, které mohou byt ruzné.

3) @’ md az na konetné mnoho bodu nenulovou hodnotu v kazdém bodé intervalu
I.

Zobrazeni pak ® nazyvame parametrizaci kiivky .

Nechf k& € N. Rekneme, ze bod C je k-ndsobnym bodem kiivky 7, jestlize existuje pravé k ruznych
hodnot parametru ti,...,t € [a,b] takovych, ze C' = ®(¢;) pro ¢ = 1, 2,..., k. Kfivka 7 se nazyva

jednoduchd, kdyz neméa vicendsobné body.
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Kiivka v se nazyva uzavrend, jestlize ®(a) = ®(b). Uzavienou kiivku nazveme jednoduchou, jestlize
nemd zadny vicendsobny bod kromé dvojnasobného bodu ®(a).
Je-li I1, Iy, ..., I, déleni intervalu [a, b], pak obrazy délicich intervalu ®(I), ®(15), ..., ®(I,) jsou opét

kiivky. Posloupnost téchto ktivek nazveme deélenim krivky ~.

Defk3| Definice 5.2.2 Je-li parametrizace ® kiivky y prosté zobrazen{ a tifdy C* na celém
intervalu [a, b] a ma pfitom nenulovou derivaci (v bodech a, b uvazujeme jednostranné
derivace) v kazdém bodé intervalu [a, b], nazyvame ~ obloukem a zobrazeni ® jeho

parametrizaci.

Oblouk 7 je sjednocenim podobloukt 1,72, . .., Vn, jestlize v = v Uy U+ - - U7, a oblouky v;, v;, ¢ # 7,

maji spolecné nejvyse krajni body.

Defk3| Definice 5.2.3 Nechf je dand kiivka 7 s parametrizac{ ® : I — R" a ® € C' na I.
Pro t € I nazveme
Q' (t) := DP(t)

tecnym vektorem ke kiivce v v bodé t.
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Transformace parametru. Necht je ddn oblouk v s parametrizaci ® : I — R". Nechtf funkce g

zobrazuje interval J na interval I a g € C'(I), ¢’ # 0 na J. Zobrazen{
V=pog: J— R"

je rovnéz parametrizaci oblouku 7.

Je-1i funkce g rostouci fikame, ze parametrizace ® a ¥ jsou souhlasné parametrizace.

Orientace oblouku. Necht je ddn oblouk 7 s parametrizaci ® : I — R"™. Na oblouku v zavedeme
relaci <
My, My €~y : My <My & t, =0 (M) <ty=" (M)
ktera je relaci usporadani na -.
O tomto usporadani fekneme, ze urcuje orientaci oblouku v a oblouk s timto usporadanim nazveme

orientovanym obloukem. O parametrizaci ® fekneme, ze souhlasi s orientact 7.
Priklady ktivek.

e Graf spojité funkce

f:I —-R
() =(t,ft), tel
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Primka

Elipsa

Hyperbola

Polokubicka parabola

KAPITOLA 5. INTEGRALNI POCET VICE PROMENNYCH

ar+by+c=0, a,bceR,|a|+[b#0
O(t) = (zo + s1t,y0 + sat), t € (—00,00)

(I - 96‘0)2 (y - y0)2
PE R TR L

O(t) = (zg+acos t,yo + bsin t), t € [0,2n]

a,b>0

2 2
@y
a? b2

®(t) = (+acosh t,bsinh t), ¢ € (—o00,00)

y* —ar® =0, z€0,00), a>0

d(t) = (ﬁ t3) , t€ (—o0,00)
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e Asteroida

223 —|—y2/3 —a?B = 0, a>0
®(t) = (acos® t,asin® t), t€0,27]

e Steinerova hypocykloida

(x2 + y2)2 + 8ax (Sy2 — x2) + 18a? (ZE2 + yz) —27a* =0, a>0
®(t) = (a(2cos t 4 cos 2t) ,a(2sin t —sin 2t)), t € [0,2]

e Cykloida

r = aarccos —2 _ V2ay —y?, y€[0,2a],a>0
a

®(t) = (a(t —sin t),a(l — cos t)), t € [0,2n]

e Kardioida (srdcovka)

(22 +4?)° — 6a® (¢ + 4°) + 8a°z — 3a* =0, a>0
O(t) = (a(2cos t — cos 2t) ,a(2sin t —sin 2t)), t € [0, 2]
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e Descartuv list
23+ —3ary=0, a>0
3at  3at?
Pt = ——, —— t — t#£—1
() (1+t371+t3)7 E( 00700)? ?é

e Bernoulliova lemniskata

(x2+y2)2+a2(y2—:c2) =0, a#0

CD(t):( acos t acostsint)7 te -]

1 +sin®t’ 14 sin? ¢
T 3 5
pu— 2 5 [——7—} —_— 7_
T = a4/COS2¢p RS 11 U |:47T 4#}

e Dioklova kisoida

23
v — =0, a>0, r#a
a—x

(b@):( at*  at? ) e (—00,00)

14271+ ¢2
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e Logaritmicka spirala

(I)(t):b(e“tcos t,eatSiIl t), te (_00700)7 a,b>0

r = ae’?, ¢ € [0,00)

e Archimédova spirala

®(t) = (atsint, —atcost), t€[0,00), a>0

r = ap, ¢ € [0,00)

e Sroubovice

O(t) = (acos t,bsin t,ct), te0,2n], a,b>0,c#0.

79
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5.2.2 Krivkovy integral ve skalarnim poli
Délka kiivky

Necht je ddn oblouk v C R™, ktery md parametrické rovnice

z = 0(t) = (p1(t), p2(t), ..., @n(t)), t€la,b].
My nepotiebujeme zadnou teorii miry k definici délky ktivky v R™. Definujme déleni Dy intervalu
I = [a,b] s délicimi body a =ty < t; <ty < ... <ty =b a pocitejme

N

Z [@(tim1) = ()] =D N1 (tim1), 02() (tict), - -, ultiz)] — [1(t:), @2() (k) - - ult)]]

=1

a definujme délku krivky jako

L(v) = Sll)lpz [[1(ti1), p2(t)(tica)s - - s pultizn)] = [p1(te), p2(t) (Ei), - - -5 pults)]]] < 00

Pak fekneme, ze ktivka v je rektifikovatelna.

Necht je nyni ddn oblouk v C R? parametrickymi rovnicemi

T = (p(t), Y= 1/}@)7 te [CL, b]
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KV2
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Prot=1,2,..., N mame z Lagrangeovy véty
[(p(tim1) — @(ts), ¥(tiz1) — ()|l = \/(@(tFl) — o(t:)* + (W(tir) — o(t:))*
— V@) + wmra, (5:2.1) [ET3

kde &, n; € [t;_1,t;]. Protoze funkce ¢ a v maji spojité derivace existuje K > 0 tak, ze |¢'(t)|, |¢'(t)| < K
pro kazdé t € [a, b].

N
L(y,Dy) <Y VE?>+ K?At; < V2K (b - a)
=1

Déleni Dy bylo libovolné a proto existuje sup, L(vy, D).

Véta 5.2.4 Cislo L(v) je délkou oblouku vy, pravé kdyz pro kazdé e > 0 existuje déleni D intervalu I
tak, Ze pro kazdé zjemném/ﬁ deleni D plati

L D) - Liy)| < ¢
Véta 5.2.5 V pripadé parametrickijch rovnic x = (t), y = ¥(t), t € [a,b], je tedy délka oblouku ~y

ddana vztahem

Lm=/¢wm%wwWw
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Krivkovy integral ve skalarnim poli (neorientovany kiivkovy integral)
V kazdém bodé M oblouku 7 zndme hustotu o(M). Chceme znét hmotnost celé kiivky. Na oblouku
mi definujme

m; = min__ o(r,y) M;= max o(z,y), Vi=11,...,N
[‘Tvy]eAiflAi [!L’,y]GAiflAi

Oznacéme As; délku podoblouku AZ/_l\AZ Ozna¢me Ah; hmotnost podoblouku Az/_l\AZ Pro hmotnost
tohoto podoblouku plati

Hmotnost h celého oblouku bude tedy

N
h = Z Ah;
=1

s(o, Dn) = ZmzAsZ <h< Z]MASZ = S(o, Dy)

=1 i=1

Vyrazy

s(o,Dy) = ZmzAsZ, S(o,Dn) = ZMiAsi
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jsou dolni a horni Riemannuv integralni soucet pro funkci o a déleni Dy.

V nasi tvaze, ale muzeme misto hustoty g uvazovat libovolnou spojitou funkci f na oblouku ~.
Definice 5.2.6 Jestlize plati

Sups(faDN> :lDlllfs(f7DN)

Dy

[ rands= [ sy is

a nazveme ji krivkovym integrdlem funkce f pres kiivku 7.

pak tuto hodnotu znac¢ime

KVi| Véta 5.2.7 Necht oblouk v je ddn parametrickiymi rovnicems

a funkce f(x,y) je spojitd na oblouku ~y. Pak plati

b

[ ronds= [ sayyis= [ £eo00)\/ 07 + @07
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Poznamka 5.2.8 Je-li ddna kiivka predpisem y = g(x), = € [a, ] a derivace ¢’ je spojita na [a, b], pak
plati
b

[ Seds= [ rg@) s @)

Je-li ddna kiivka predpisem = = h(y), y € [¢, d] a derivace I’ je spojita na [c, d], pak plati

/fa:yds—/f 1+ () dy.

Véta 5.2.9 (Nezdvislost na parametrizaci) Necht v C R™ je oblouk, ®, ¥ jeho dvé parametrizace a f
je funkce spojitda na . Pak plati
M)ds = / f(M)ds
T

Véta 5.2.10 (Zdkladni vlastnosti krivkového integrdlu ve skaldrnim poli)

(a) Linearita. Necht v C R™ je oblouk a funkce f a g jsou spojité na oblouku . Pak plati

/(c1f+02g)(M) ds:cl/ F(M) ds+02/g(M) ds,

~

kde c1 a co jsou libovolné redlné konstanty.
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(b) Aditivita. Necht v C R™ je krivka, kterd je sjednocenim dvou obloukii vy, Vo a funkce f je spojitd
na krivce y. Pak plati

/f(M>ds=/f(M)ds+/f(M)ds.

5.2.3 Geometrické a fyzikalni aplikace krivkového integralu ve skalarni
poli

(a) Délka kiivky

L:/ds.

gl

(b) Obsah ¢asti valcové plochy @ s Fidici kiivkou v C R?, 7y : [a,b] — R? v roviné z = 0 a tvoricimi

primkami rovnobéznymi s osou z a vymezenymi plochami z = g(x,y), z = f(z,v), 9(x,y) < f(z,y)
pro kazdé [z,y] € 7.

P Z/U(x,y) —g(x,y)] ds.

v
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5.2.4 Krivkovy integral ve vektorovém poli
Zavedeni pojmu, zakladni vlastnosti kiivkového integralu ve vektorovém poli

Ve fyzice a v technickych aplikacich se casto setkdvame s ruznymi druhy rovinnych nebo prostorovych
vektorovych poli — silové pole, pole rychlosti ¢dstic proudici nestlacitelné kapaliny, pole magnetické a
elektrické intenzity.

Z matematického hlediska jde vlastné o zobrazeni, které bodum ptirazuje vektory.

Vektorové pole je zobrazeni

f:Q—>]R",

kde €2 C R" je oteviend mnozina. V technické praxi je nejcastéjsi pouziti pro n = 2,3. V tomto pripadé

budeme jednoduse psat

— —

flx,y) = (P(x,y),Q(z,y),  flx,y,2) = (P(z,y,2),Qx,y,2), R(z,y,2)),

kde P, @, R jsou slozky (komponenty) vektorové funkce f.
Rikdme, Ze vektorové pole f je spojité vektorové pole, nebo strucnéji je tiidy C na €2, kdyz vSechny
slozky jsou spojité na €. Rikdme, Ze vektorové pole f je tifdy C! na €, kdyz vSechny slozky tohoto

pole maji spojité vSechny prvni parcidlni derivace na mnoziné ).
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Uvazujeme-li orientovany oblouk v : [a,b] — R? (resp. R?), pak muzeme v kazdém bode C' = ®(¢),
t € (a,b) oblouku v urcit jednotkovy tecny vektor vztahem
o'(t)

1O = oo

Definice 5.2.11 Necht f je spojité vektorové pole na orientovaném oblouku ~v. Krivkovym integrdalem

ve vektorovém poli f (kiivkovym integrdlem druhého druhu) ptes kfivku v nazyvéame integral tvaru

[ (7as) = [ (Fonian) as

b g
Jeli @ : [a,b] — 7, parametrizace orientovaného oblouku v (tj. parametrizace oblouku souhlasi s jeho
orientaci), pak plati
b
[ (Fonian) ds= [ 1P 0,000,160 #0) + Q (40 6(0). X(0) ¥/(0) + R (p(2), (2).x() ()]
vy a

Mnohdy se pouzivéa oznaceni

/(ﬂf) dS:/P(x,y,z)dx—l—Q(x,y,z)dy—i—R(x,y,z)dz

které se po dosazeni z parametrickych rovnic oblouku v pfevede na vyse uvedeny tvar.
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Poznamka 5.2.12 Je-li ddna kiivka predpisem y = g(x), x € [a,b] a g je spojita na [a, b], pak plati
b

/P(x,y)dx:/P(t,g(t)) dt

Je-li dédna kiivka predpisem = = h(y), y € [c,d] a h je spojité na [c, d], pak plati

/Q@@@zi@%@ﬁﬁ

Véta 5.2.13 (Zdkladni vlastnosti krivkového integrdlu ve vektorovém poli)

(a) Linearita. Necht v C R™ je orientovany oblouk a f a g jsou spojitd vektorovd pole na oblouku

/((01 f+ c2§)\d§> :cl/ (f\d§> +02/ (d3)

v 8! g
kde c1 a co jsou libovolné redlné konstanty.

v. Pak plati

(b) Aditivita. Necht v C R™ je krivka, kterd je sjednocenim dvou orientovanygch obloukii v1, Vo a f

je spojitd vektorové pole na krivce . Pak plati

/(ﬂd§):/ (ﬂd§)+/ (ﬂdé‘)

Y st 72
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Greenova véta

Oblast 2 C R? se nazyva jednoduse souvisld v R?, jestlize s kazdou kruznici, kterd je obsazena v €2 je

také vnitiek kruznice obsazen v 2. Mezikruzi neni jednoduse souvisld mnozina v R2.

Véta 5.2.14 (Greenova véta) Necht Q0 C R? je oteviend, ohranicend jednoduse souvisld mnoZina,
jejiz hranict je jedind kladné orientovand jednoduchd uzaviend krivka . Ddle necht f: (P, Q) je spojité

vektorové pole na Q a OP/dy, 0Q/dx jsou spojité funkce na Q. Pak plati

// (%W—g—g(w) dwdy:/P(%y) dx + Q(x, y) dy.
Q

~

Aplikace Greenovy veéty. Obsah rovinné oblasti spliujici predpoklady Greenovy véty.

1
u(Q)) = 5/ xdy —ydz.

v

5.2.5 Nezavislost kfivkového integralu na integracni cesté

V tomto odstavci budeme oblasti v R™ (n = 2,3) rozumét otevienou podmnozinu v R" (n = 2,3), ve
které muzeme kazdé dva ruzné body lezici v této mnoziné spojit jednoduchou kiivkou, lezici v této

mnozineé.
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Rekneme, 7e spojité vektorové pole f v oblasti Q C R" (n = 2,3) nezdvisi na integracni cesté, jestlize

pro libovolné orientované kiivky vy, v2 lezici v €2 se stejnym pocatecnim bodem A a koncovym bodem

B, plati
/fﬁ:/f@
71 72

B
/f@g
A

Necht f = (P,Q) (f = (P,Q, R)) je spojité vektorové pole na oblasti  C R? (2 C R?). Rekneme, ze

vektorové pole je potencidlni na 2, jestlize existuje funkce V € C1(Q) tak, ze

Pak také piseme

VV =f

pro kazdé [z,y] € Q ([z,y, 2] € ). Kazdou takovou funkci V' nazyvame potencidlem vektorového pole
f na €.

Véta 5.2.15 Necht vektorové pole f: (P,Q) je tridy C* na jednoduse souvislé oblasti Q) C R%. Pak
toto pole je potencidalni tehdy a jen tehdy, kdyz
oQ oP

%(x,y) — a—y(m,y) =0 Vir,yl e
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—

Rotaci vektorového pole f(x,y,z) = (P(z,y, 2),Q(x,y, 2), R(z,y, 2)) definujeme takto:

- _((OR 9Q oP OR 0Q OP
mtf(x’y’z)_((@_E)’Jr(&_a_x)’Jr(a_x_a_y))'

Mu si definici zapamatovat pomoci formalniho determinantu

—

rot f(z,y,2) =

Sl .
Plo

i
8
ox

P(z,y,2) Qz,y,2) R(z,y,2)
 (OR 0Q\- (0P OR\- [(0Q OP\ -
- (ay 82>2+<82 8x>‘7+<8x ay>k'

Oblast Q C R? se nazyva jednoduse souvisld v R3, jestlize s kazdou kulovou plochou, kterd je obsazena
v ) je také vnitiek kulové plochy obsazen v €). Koule, trojrozmérny interval jsou jednoduse souvislé
mnoziny, ale mezisféra nen{ jednoduse souvisld mnozina v R3.

Oblast 2 C R? se nazyva plosné jednoduse souvisld v R?, jestlize ke kazdé jednoduché uzaviené kiivce,
ktera je obsazena v () existuje hladka plocha, ktera sama sebe neprotina takova, ze S C €2 a jejiz okraj
je tato krivka.

Mnozina R3\ {[z,y,2] € R? : 2 = y = 0} je jednoduse souvisld, ale nenf plosné jednoduse souvisla.

Véta 5.2.16 Necht vektorové pole f: (P,Q, R) je tridy C* na plosné jednoduse souvislé oblasti ) C
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R3. Pak toto pole je potencidlni tehdy a jen tehdy, kdyz

—

rot f(z,y,z) = (0,0,0)
pro kazdé [x,y, z] € Q.

Véta 5.2.17 Nech? f = (P, Q) je tiidy C* v jednoduse souvislé oblasti Q C R2. Krivkovy integrdl

/f ds—/P(l‘,y)derQ(m,y)dy,

kde v C Q nezdvisi na integracni cesté AB v oblasti ) tehdy a jen tehdy, kdyz vektorové pole fje na )
potencialni. Je-li V' jeho potencidl na €2, pak plati

P(z,y) dz + Q(z,y) dy = V(B) = V(A).

B—

Véta 5.2.18 Necht f: (P,Q, R) je tridy C' v plosné jednoduse souvislé oblasti 2 C R3. Krikovy
integrdl

/ Fla,y, 2) - d = / P(a,y, =) dz + Q(x,y, =) dy + R(zy, =) d=,

v v
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kde v C  nezdvisi na integracni cesté AB na oblasti ) tehdy a jen tehdy, kdyz vektorové pole fje
potencialni na Q. Je-li V' jeho potencidl na ), pak plati

/P(ﬂ% y,2)de + Q(z,y,2)dy + R(x,y,z)dz = V(B) — V(A).
A
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Obrazek 5.6: Transformace posunuti.
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v

O x

Obréazek 5.7: Polarni souradnice.
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Rozhodnéte o konvergenci rad:

Z [divergentni]
= 100n +1
— 1
; 1 ::2 [divergentni]
Z —Vn—1) [divergentni]

n

PRIKLADY

~

Ciselné rady

= 1
Z — [konvergentni]
—nvn+1l

— 1
Z — [divergentni]
n=1 n

1
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1
— Inn
[e.e] nn
n
n=1 n

n=0
o
Z lnn (Inn)nn
n=2

[divergentni]

[konvergentni]

[konvergentni]

[konvergentni]

[konvergentni]

[konvergentni]

EeN0O<a<l1
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0 1 2
Z (1 : nz) [konvergentni]
n

n=0
>k |
onvergentni
n=1 \/ﬁ
oo . T )
sin o2 [konvergentni]
n=1
o . ,
Z sin — [divergentni]
n
n=1

1 1
Z —sin — [konvergentni]

- 1
Z oS (—) [divergentni]
n

=~ 1
Z —— [konvergentni
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1
Z(—l)”“— [konvergentni]
n
n=1
Z j_ 1 [divergentni]
n
n=1

Z 2% [konvergentni]

n=1
Z (—1)"*t o [konvergentni]
— (n+1)!

=1
Z = [divergentni]
n

i < n+2—2vn+1+ \/_> [konvergentni]

n=1

Z e”V"  [konvergentni]
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o0 n 1
Z <2> ot [divergentni]
e/ nl

Rozhodnéte o konvergenci fady

=~ 1
Z n(n+1)

n=1

Kolik ¢lenti fady je nutno sec¢ist, aby chyba byla mensf nez 1073,

Rozhodnéte o konvergenci fady

1
>

n=2

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensi nez 1072,

Rozhodnéte o konvergenci rady

= 1
;nhfn

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensi nez 107!,

Rozhodnéte o konvergenci rady

Z 1052n

n=2

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mens{ nez 1072,

[n > el?]
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Rozhodnéte o konvergenci fady

1
Zl+n2

n=1

Kolik ¢lenti fady je nutno secist, aby chyba byla mensi nez 1073,

i (3n7;§1>"

n=1

Rozhodnéte o konvergenci rady

Kolik ¢lent fady je nutno secist, aby chyba byla mensf nez 1073. [n = 9]

> (5)

n=1

Rozhodnéte o konvergenci fady

Kolik ¢lenu fady je nutno secist, aby chyba byla mensf nez 1072 [n = 9]

Rozhodnéte o konvergenci rady

n
an?
n=1 ¢
Kolik ¢lent fady je nutno secist, aby chyba byla mensf nez 1073. ||

Urcte soucet tady
oo

1
Zl+n2

n=1
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aby chyba byla mensi nez 1072. ||

Priklad . Urcete Cauchyuv soucin rad

Vysledek

Priklad . Urcete Cauchyuv souc¢in rad

0o
>k,
k=0

Vysledek

WK
| 8
|

[e's)
E : nq2n—2
n=0

LITERATURA
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Vysledek:

Vysledek:

Vysledek:

Vysledek:

x e (—1,1)

x € (—00,00)

x € (—00,0)

=
~—

S (—OO, —35

Funkéni rady

> s
E 2" sin —
2n

n=1

[e9)

. X
Z S 2n+1
n=0

>(1)

)

3
—
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Visledek: z € (145 1+V5>

2 0 2

Vysledek: x € (—%,

)

W=

Vysledek z € (—2,2)

Dokzte, ze tada

konverguje stejnomérné na [0, 0o).

Dokzte, ze rada

LITERATURA
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konverguje stejnomérné na [—b,b], V0 < b < 1.

Dokzte, ze rada

oo

2: 2 X
n- s 2n+1

n=1

konverguje stejnomérné na [—%, %}

Dokazte, ze tada

SHE
n+sinx

n=2

konverguje stejnomérné na (—oo, 00).

Dokazte, ze fada

oo .
Z SN T
n3/2

n=1

konverguje stejnomérné na (—oo, 00).

Dokazte, ze tada

konverguje stejnomérné na (—oo, 00) za predpokladu, ze >~ | a, konverguje absolutné.

[e.9]

E ap Sinnx

n=1
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Dokazte, ze fada
o0
E Qy, COS NI
n=1

konverguje stejnomeérné na (—oo, 00) za predpokladu, ze >~ | a, konverguje absolutné.

Urcete obor konvergence a obor stejnomérné konvergence rad:

%)
§ :efmc
n=1

Vysledek: konverguje na (0, 00), konverguje stejnomérné na [a, c0), Va > 0

Z In" x
n=1
Vysledek: konverguje na (1,e), konverguje stejnomérné na [a,b], Vi <a<b<e

[e%S)
nr
ene
n=1

Vysledek: konverguje na [0, 00), konverguje stejnomérné na [a, o0), Va > 0

= 1
2 e

n=1
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Vysledek: konverguje stejnomérné na (—oo, 00)

> x
; 1+ n*a?

Vysledek: konverguje stejnomérné na (—oo, 00)

ZxQ —nx
Vysledek: konverguje na [0, c0), konverguje steJnomerné na [a,o0), Va >0

Znn4—1

n=1

Vysledek:

cosnx

NE
B

—_

~— 3
Il

Vysledek: konverguje stejnomérné na (—oo, 0o

Urcete obor stejnomérné konvergence rad:

oo

s
2

n=1
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Vysledek: (—o0,00)
Urcete obor stejnomérné konvergence rad:

arctg ———
822 43

n=1

Vysledek: (—o0, 00)

)
§ :e—nzm
n=1

Vysledek: konverguje na (0, c0), konverguje stejnomérné na [a,o0), Va > 0

o

Z(ln x)"

n=1

Vysledek: konverguje na (é)e)

nx

ene
n=1

Vysledek: konverguje na (0, c0), konverguje stejnomérné na [a,o0), Va > 0
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i sin nx
nn
Vysledek: (—o0, c0)

Urcete polomér konvergence fady

Vysledek: o = e

Urcete polomér konvergence rady

Vysledek: o = 0o

Urcete polomér a obor konvergence fady

Zznl— e —1"

n=1
Vysledek: o = 1, obor konvergence [0, 2)

Urcete polomér a obor konvergence fady

o 1 .
;n+\/ﬁ$
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Vysledek: o = 1, obor konvergence [—1,1)

Urcete polomér a obor konvergence rady
o0

Z 4nx2n

n=0
Vysledek: o = 1/2, obor konvergence (—1/2,1/2)

Urcete polomér a obor konvergence fady
(o9}
n L3 1
E x" sin —
n
n=1

Vysledek: o = 1, obor konvergence [—1,1)

Urcete polomér a obor konvergence fady

Vysledek: o = 2, obor konvergence (-5, —1)

Urcete polomér a obor konvergence fady

Vysledek: o = 1, obor konvergence [0, 2)

LITERATURA
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Urcete soucet tady

Vysledek 2(1 ) + + :C + 5 ln(l — ).

Urcete soucet rady

> (@2n+1)
n=0
Vysledek 7.
Urcete soucet fady
S
n=1

Je ddna tada

(a) Urcete obor konvergence tady.

(b) Urcete soucet fady.

Vysledek:
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(a) [-1,1)
(b) _z+In(1-x)

T2

Je dana tfada

(a) Urcete obor konvergence fady.
(b) Urcete soucet rady.

Vysledek:
(a) (=1,1)

() 7

LITERATURA

Rozvinite do Taylorovy fady o stiedu ¢ = 0 funkei f(z) = arctgx a urcete obor konvergence této fady.

Vysledek: xz € [—1,1]

Rozviiite do Taylorovy fady o stiedu ¢ = 0 funkci f(z) = In(4 — 2?) a urcete obor konvergence této

rady.
Vysledek: f(z) =2In2— 32, =0

x € (—2,2).
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1

Rozvinte do Taylorovy fady o stiedu ¢ = 0 funkci f(x) = 0 a urcete obor konvergence této

(1-z)(1+22)
rady.
Visledek: f(x) = § 5530, (14 4(-1)") o, 7 € (~4.1]
Rozvinite do Taylorovy fady o stiredu ¢ = 0 funkei f(x) = (e TgE +x)z1 37 & urCete obor konvergence této

rady.

Vysledek: f(z) =132 (=1)"(3" = 1)2", z € (-1, 3]

Odvod'te rozvoj funkce f(z) = In(1 + x) v nekoneénou radu na zdkladé vztahu f'(z) = ——.
Vysledek: Y7 (—=1)"ML 2 € (—1,1]
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Fourierovy rady

Priklad . Napiste Fourierovu fadu funkce

x xel0,1/2],
flz) =
0 ze(1/2,1]

a nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetifete konvergenci této fady na R.

Vysledek:

1/2
1
a0—2/ xda:zzl
0
1/2 i
coskmr—1 (=1)F—1
=2 2k dxr = = k=1,2,...
ay /xcos( nx) dz YRR SYEroE .2,
0

1/2
, coskm  (—1)kH!
by =2 2kmx dr = — = k=1,2,...
K /a:sm mx dx T Sy 2,
0

FMH

1 1 —1
+ o Z - [ cos(2kmz) + (—1)"*! sin(2k7 )
k=1



LITERATURA

Priklad . Urcete v intervalu [—m, 7] Fourierovu fadu funkce

x|
flw) =5
nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.
Vysledek:
o0 -1 k 1 -1 k+1
flx) ~ % + ; {% cos(kx) + ( k): sin(kx)

Priklad . Urcete v intervalu [—1, 1] Fourierovu fadu funkce

r+1 ze€l[-1,0),
fx) =
r—1 z€]0,1]

nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.

Vysledek: a,, =0 pron=20,1,2,...

flx) ~ —% Z % sin(nmx)

Priklad . Urcete v intervalu [—m, 7] Fourierovu fadu funkce
0 ze€[-m0,

fz) =
1 ze (0,7
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nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.

Vysledek: ag =1, a, =0pron=1,2,...

1 I 1-(-1 2
z)N§+;; (n S sin(nz) ——1—;;2 sm2n+1)
Priklad . Urcete v intervalu [—m, 7] Fourierovu fadu funkce
f(x) = ||

nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.
Vysledek: b, =0 pron=1,2,...

2 e (—=1)" — 4 &
T) ~ g - nEZI ( 312 cos(nzr) = — — - nE (o0 = Cos(2n — 1)z
Piiklad . Je ddna funkce

flx)y=2-1, x€(0,1]
Urcete kosinovou Fourierovu fadu této funkce, nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a
vysetiete konvergenci této fady na R.
Vysledek: b, =0 pron=1,2,...
I 2 (-)"—1
flx) ~—=+ = =1 -1 cos(nmz) = —

2 72 n?
n=1

o0

4 1

1
5 7T2 2 m COS(2n — 1)71'1’
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Dvojné integraly

// xy cos(x + y) dedy
M

Priklad . Vypoctéte integral

kde M = {[z,y] € R?: [0,%] x [0,7]}.
Reseni. []
Priklad . Vypoctéte integral

/ / e dxdy

kde M = {[z,y] € R*: (0,%) x (0,7)}.

Regeni. []
// 23y cos(zy?) dady

Priklad . Vypoctéte integral
M

kde M = {[z,y] € R*: [0,2] x [0,%]}.
Reseni. ]

Priklad . Vypoctéte integral

/ / zy?e™ dudy

M
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kde M = {[z,y] € R*: [0,2] x [0,1]}.
Regeni. 2

Priklad . Vypoctéte integral
/ / z2e™ dxdy
M

kde M = {[z,y] e R* : 2 > 0,y > 0,y < —x + 1}.

// v dxdy

M

Reseni.

Priklad . Vypoctéte integral

kde M = {[z,y] e R*: 2> 0,y > 1,y < 2,y > \/T}.

Resgeni. €2 — %

Priklad . Vypoctéte integral

/ / ©(y + sin(ry)) dedy

kde M = {[z,y] e R* : 2 > 0,y > 0,y < —x + 1}.

Reseni.
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1_ 2 _ 2,2
// 128 Y edy
1+ 22+ 92
M

kde M = {[z,y] e R? : 2 > 0,y > 0,2% + y*> < 1}.

// (1 —y)dzxdy

Regenf. - — =
kde M = {[z,y] e R* : 2> + > < 1,y > 0,y < =}

8 4
V2 1
// (2% +y) dady

Reseni. Y2 — =
M

Priklad . Vypoctéte integral

Priklad . Vypoctéte integral

6 16
Priklad . Vypoctéte integral

kde M = {[z,y] e R? 1 y > 22,y < 1}.
Resen.

Priklad . Vypoctéte integral

/ / xy dxdy

M
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kde M ={[z,y] e R* :y <Inl y<1l,y>0,0<z <1}
Resent.
Priklad . Vypoctéte integral

[ s

M
kde M = {[z,y] e R*: y < 1,y > |z|}.

Resent.

Priklad . Vypoctéte integral

// v dxdy

M

kde M = {[z,y] e R*: 2> 0,y > 1,y < 2,y > \/T}.

Resgeni. €2 — %

Priklad . Vypoctéte integral

// (2° + y°) dady

M
kde M = {[z,y] € R?* : 2? + y* < a*}.

Resgeni. %7m4

LITERATURA
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Priklad . Vypoctéte integral
// (2% + 312)e5”’2+y2 dxdy
M

kde M = {[z,y] e R?: 2 <y < V32,0 < 22 + ¢ < 1}.
Resent. o
Priklad . Vypoctéte integral
1
// i
M
kde M = {[z,y] e R® : 2 > 0,y > x, 22 + > < 1}.
Reseni. im(2 — V/3)
Priklad . Vypoctéte integral
/ V@ =2 g dudy
M
kde M = {[z,y] € R* : 2® + y* < ax}, a > 0.

Resent. % (7r — %‘)
Priklad . Vypoctéte integral

/ |z| dxdy
M
kde M = {[z,y] € R?: 2? < y,42* + y? < 12}.

125



126

Reseni. 44/3 — 10
Priklad . Vypoctéte integral

Yy
// PN dxdy

M
kde M = {[z,y] e R*: 1 <z < y,y* < 2z}.

Resenf. 1(5In2—3In3)
Priklad . Vypoctéte integral
In(z? + y
/ / gy W
kdeM:{[:v,y]€R2:$<y<\/§x,1<x +y* < 4}.
Regeni. L7In®2
2
x
/ — dxdy
Y
M

kde M = {[z,y] e R* 1y > Ly < 4,z < 3}.

1225
[ o s
M

Priklad . Vypoctéte integral

Reseni. -

Priklad . Vypoctéte integral

LITERATURA
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kde M = {[z,y] € R?* : 2? + y* < a*}.

Reseni. 4

1
2@

Priklad . Vypoctéte integral
// In(1 + 22 + 3?) dady
D

je-li D = {[z,y] € R?: 2? +y* < 16,2 > 0,y > 0}.
Resenf. T(171n17 — 16)
Priklad . Vypoctéte integral

// V2 —a? —y?dedy
D

jeli D ={[zr,y] e R*: 2? + ¢y <rz}, r > 0.

// arctg <%> dzxdy
D

Reseni.

Priklad . Vypoctéte integral

je-liD:{[x,y]€R2:1<$2+y2<9,%§x<y<\/§$},T>0-

~ o , 2
Reseni. %
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Priklad . Vypoctéte integral

22 2
1—§—ﬁdxdy

je—liD:{[x,y]€R2:2—2+g—§<1},kdea>0,b>0;

Resent. %ﬂab

Pitfklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢ésti roviny ohrani¢ené kiivkami (x—a)?+y? = a?,
2+ (y —a)? = d®

Resent.

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢ésti roviny ohranicené kiivkou z* + y* = (2% +
y?).

Resent. %ﬁmZ

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah Edsti roviny ohranicené kiivkou z? + 3% = b,
tecnou k této kiivce v bodé A = [1, 2] a piimkou y = 0.

Resent.

Priklad .  Pomoci  dvojného  integrdlu  vypoctéte  obsah  casti  roviny = =
{[z,y] eR? 1y > y<2,x>0,y<z+1}

Reseni.
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Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢ésti roviny ohranicené kiivkami y = 4, y = 27,
y =272,

Regeni. 12 — -2 m?

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypocététe obsah mnoziny

Q:{[x,y]eRQ: 2+ y?—6y <0, 22 +9y*—2y >0, x<y<\/§x}.

Resen. %7? —2V3+4m?

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah mnoziny
A= {[x,y] eR?: zy<a® 2’ >ay,y<2a,x> 0}, a > 0.

Reseni. pi(A) = a* (2 +1n2) m?

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypocététe obsah mnoziny
A:{[x,y] ERQ:(m—1)3<y<x2+1,0<x<3—y}

Reseni.

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami z = 4 —y2, y = %xz,

z=0.
256 , 3

Reseni. Zm
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Piiklad . Pomoci dvojného integrdlu vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami y = 2%, x = 12,
2=12+4+y—2a?% 2=0.

S asan? 54l 3

Reseni. 35m

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa

0= {[x,y,z] ER?: 2> 2% +97),2 < 1—\/x2+y2}

Reseni. 45—87r m?>

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa
K = {[:B,y,z] cR®: [z, €Q0<2z< :B2+y2}

kde Q = {[z,y] e R*: 2? < y < /x}.
Regeni. £ m?

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa

Q= {[:z:,y,z] ERY: 2>0,z< 2 +9% 2 +y* > 2, 2% + ¢ <2x}

Reseni. g—gw m3

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa

0= {[x,y,z] ER?: 2> 2% +97), 2z < 1—\/:E2+y2}
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Reseni. 4%7T m>

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa

1
Q:{[a:,y,z]ER3:O<z<4—y2, y>§$2}

Reseni. 26 m?

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah édsti plochy f(z,y) = (2* —y?) vytaté plochami
r—y=lLzrz—y=—lLz+y=12+y=—1

Reseni.

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoététe obsah ¢asti plochy z = 22 +y?, kde 0 < 2 < a, a > 0.
Regent. Z [(1 + 4a)v/1+4a — 1] m?

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢asti plochy x? + 22 = 1 ohrani¢ené plochami
y=0,2=0,r4+y=2.

Reseni. 2 m?

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢asti plochy

2
S:{[x,y,z]€R3: z:\/4—x2—y2,%+y2<1,—1<x<1}.

Regeni. %7? m2
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Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢asti plochy
S={[z,y,z] eR*: 62 +3y+22=12, >0,y >0,z >0}

Reseni.

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢asti plochy
S={[z,y,z] e R*: 2® +y* = 2z,2° + y* < 1}

Reseni.

Krivkové integraly

Priklad 5.2.19 Vypoctéte

/ xy? ds,

Y

kde je kiivka v C R? ddna rovnici 22 + % = az, a > 0.
S uan mat
Reseni. T
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Priklad 5.2.20 Vypoctéte

z
/ ds,
/ 12 + y2 + 22
N
kde je kiivka v C R® ddna parametrickymi rovnicemi = acost, y = asint, z = bt, t € [0,27], a > 0,
b> 0.
Regenf. Y (Va2 4 472% — a)

Priklad 5.2.21 Vypoctéte

/ xy ds,

S
kde kiivka v C R? je prusecik ploch 22 + 3?2+ 22 —a? =0, 22+ 19> —ay =0,z >0,y >0, 2 > 0, a > 0.
2(14v2) 3

Reseni. - —a

Vypocitejte kiivkové integraly po dané krivce ~:

1.

kde v je usecka AB, A =10,-2|, B =[4,0];
[\/51112]
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2.
/ z? ds
Y
kde v je oblouk AB kfivky dané rovnici y = Inx pro A = [2,In2], B = [1,0]; [% (5\/5 — 2\/5)]
3.
/ (x—y)ds
Y
kde v je kruznice 2% + y*> —ax = 0, a > 0; [%mﬁ]
4.
/(m2 + 9% 4 2?) ds
N
kde v je oblouk sroubovice x = acost, y = asint, z = at, t € [0,27], a > 0; %ﬁwa?’(ém? + 3)]
D.

/zds

Y

kde 7 je kiivka o = tcost, y =tsint, z=t, t € [0,v/2]. [%(4— \/5)]
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Priklad 5.2.22 Vypoctéte délku kiivky urc¢ené prusecnici ploch o rovnicich

. T 1. 2—-x
y=2arcsin—, z=—In
2 2 24z

od bodu A =[0,0,0] do bodu B = [1,7/3, —1n3/2].

Reseni. 1 + %1113 m

Piiklad 5.2.23 Vypoctéte obsah ¢dsti valcové plochy @ s fidici kiivkou v C R? danou rovnici y = In z,

x € [1,+/€] v roviné z = 0 a tvoricimi primkami rovnobéznymi s osou z a vymezenymi plochami: z = 0,
2

z=x°.

Resent. (L +e)?? = 2%2) m?

Priklad 5.2.24 Vypoctéte
I= / y? de + (1 +32) dy,
Y

kde v je ¢dst elipsy 422 + y? = 16, lezici v prvnim kvadrantu a orientovana od bodu A = [2,0] do bodu
B =10,4].
64

Regeni. 10m — 3
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Priklad 5.2.25 Vypoctéte

I:/ e dw—(x—|—2z)dy+ dz,
vy
kde ~y je tsecka s pocateénim bodem A = [3,2,1] a s koncovym bodem B = [1, 1, 2].
Reseni. 4 — 2arctg 1 + In 10

Priklad 5.2.26 Vypoctéte praci silového pole pfi pohybu hmotného bodu po prunikové kiivce v =
{[z,y,2] e R* : 22 +y* = 1,2 = 1 + 3*} od bodu A = [2,2,4] presbodB—[‘f,\/Tﬁ,%] do bodu
C = 10,1,2]. Silové pole pusobi v kazdém bodé silou, kterd smétuje kolmo k roviné zz a velikost této
sily je rovna pfevracené hodnoté vzdalenosti bodu od roviny zy.

Resent. —7 +arctg %
Vypocitejte kiivkové integraly po dané kiivce v (uvazujeme pravotocivy souradnicovy systém):

1. [ ydz+ zdy, kde 7 je orientovand ¢tvrtkruznice 7(t) = a cos ti + asintj,

2

0 <t <7/2akdebod A = [a,0] je dany jako pocatecni bod, a > 0 konstanta; [0]

2. [ rdeiydytzdz __ kde v je orientovand tsecka AB, s pocateénim bodem A = [1,1,1] a kon-
\/12+y2+z27x7y+2z

covym bodem B = [4,4,4]; [3\/5]
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3. [(2*+y?) dx + (2* — y?) dy, kde v je orientovand kiivka y =1 — |1 — z| pro 0 < z < 2, pocétecni

0!
bod A = [2,0]; [—3]
4. [ yzdx + zzdy + xy dz, kde 7 je oblouk AB Sroubovice
ol
F(t) = acosti + asint] + bt/2rk
(orientovany) od bodu A = [a,0,0] do B = [a,0,b], a, b > 0 konstanty. [0]

V kazdém bodé silového pole v R? (resp. R?) pusobi sila F(F’) Vypocitejte praci A tohoto pole pii

pohybu hmotného bodu po orientované kiivce ~:
1. F = xy - i+ (x+vy) -;’, ~ je oblouk AB kiivky 7 dané rovnici y = arctgz od bodu A = [1,7] do
bodu B = [0,7]; [3% (16 — 87 — 72) —1n2]
2. Z?(f’) = yi+ 2] +yzk, v : 7(t) = (cost,sint,ct) orientované souhlasné s danym parametrickym
vyjadienim pro t € [0, 7], ¢ > 0. [g (2¢* — 4c — 1)]

Priklad 5.2.27 Uzitim Greenovy véty vypoctéte

I:/(a:Qy—x) dx — (:Ey2+y) dy,

v
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kde v je kiivka o rovnici 2% + y? = 2y, orientovand ve sméru pohybu hodinovych rucicek.

Resen. %7?

Piiklad 5.2.28 Vypoctéte obsah elipsy.

Regeni. mab m?

Priklad 5.2.29 Uzitim Greenovy véty vypoctéte obsah mnoziny 2 C R?, kde 2 je ohranic¢end obloukem
hyperboly o parametrickych rovnicich

x=acosht, y=bsinht, € (—o0,00), a,b>0,

osou x a spojnici po¢atku souradné soustavy s bodem A = [xg, yo] hyperboly, kde x¢ > 0, yo > 0.
Resenf. € 1n (2 4 L) m?

Ovérte, ze jsou splnény podminky pro uziti Greenovy véty, a uzijte ji k vypoctu nasledujicich integréli:

1. f7 (x + y)?dx — (x + y)?dy, kde v je kladné orientovany obvod trojihelnika OAB s vrcholy
0=[0,0], 4=[1,0,, B=,1] —4/3]

2. f7 (x +y)dx + (z — y) dy, kde ~ je elipsa z—j + Z—j = 1 orientovand kladné. [—27mab]
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A= [950; yo]

V3
V2

Obrazek 5.8: K Piikladu 5.2.28
Aplikaci Greenovy véty vypoctéte obsah rovinného obrazce

A={[z,y] eR*: 2* <y <z}.

139
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