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1 Uvod

1.1 Cile modulu

Prostudovanim kapitoly Krivkouvy integral ve skaldrnim poli byste méli ziskat ndsledu-
jici védomosti a dovednosti:

o Umét vysvetlit integralni soucet pro kiivkovy integral ve skaldrnim poli na
zakladé tlohy na stanoveni hmotnosti oblouku. Znat vlastnosti kfivkového
integralu a vztahy pro vypocet kiivkovych integralu po oblouku v roviné i
v prostoru;

Porozumét vztahtim pro geometrické a technické aplikace kiivkového integralu
ve skaldrnim poli na zakladé piislusnych integralnich souctu. Jde zejména

hmotného oblouku;

Nasledujici odstavce vés predbézné seznami s obsahem této kapitoly Krivkovy in-
tegrdl ve vektorovém poli a prestavi vam studijni cile, kterych mate dosahnout:

e Seznamit se s integralnimi soucty pro kiivkovy integrél ve vektorovém poli,
které dostaneme pii feseni tlohy o nalezeni préce silového pole po oriento-
vaném oblouku. Tyto dvahy vyusti v definici kiivkového integrdlu ve vek-
torovém poli. Je tfeba znét jeho vlastnosti a vztahy pro vypocet v rovinném i
prostorovém vektorovém poli.

Seznédmit se s Greenovou vétou, kterd umoznuje prevést kiivkovy integral
v rovinném vektorovém poli na dvojny integrél. Je zapotiebi znat detailné
vsechny predpoklady pro jeji pouziti a umét ji aplikovat pii feseni praktickych
tdloh. Jednoduchou tvahou se presvédéite o spravnosti vztahu pro vypocet
obsahu rovinné oblasti uzitim kiivkového integrélu.

Zéaverecny odstavec je vénovan nezavislosti kiivkového integralu na integracni
cesté. Dozvite se o ruznych druzich vektorovych poli, o jejich charakterizaci
a vzajemnych vztazich. Naucite se zjisfovat, zda je pole nevirové, uréovat po-
tencidl a jeho uzitim vypocitat zadany kiivkovy integral.

1.2 Pozadované znalosti

Pro zvlddnuti kiivkovych integralu je nezbytné dobte zvlddnout problematiku kapi-
toly Dvogny integrdl modulu Dvojny a trojny integrdl a umét rovnice a grafy zaklad-
nich kiivek v prostoru R3.
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1.3 Doba potfebna ke studiu

Priblizné 1ze odhadnout potfebnou dobu ke studiu kiivkového integralu na 25 hodin.
Pro ziskan{ zkuSenosti a zruénosti ve vypoctu bude jesté ziejmeé zapotiebi dalsi ¢as
zavisly na dosavadni pocetni praxi studenta.

1.4 Klicova slova

Kfivkov{/ intogrél ve skalérm’m poli Afikladm' vh@tno@ti ki‘i»kovo’ho in‘rogrélu ve

krivkovy 1ntegral ve Vektorovem poh, préace v silovém poh, zéakladni vlastnosti knvkof
vého integralu ve vektorovém poli, Greenova véta, nezdvislost kiivkového integralu
na integracni cesté, potencialni vektorové pole, potencial, jednoduse souvisla oblast,
plosné jednoduse souvisld oblast.

2 Krivkovy integral ve skalarnim poli

2.1 Zavedeni pojmu, zakladni vlastnosti kiivkového integralu
ve skalarnim poli

Pravodce studiem
Pred studiem této kapitoly je nutné si zopakovat zakladni pojmy z teorie kiivek
— viz Modul Ur¢ity integrdl, Dodatek A.

Necht je dan oblouk v C R?, ktery md parametrické rovnice
y =),
V kazdém bodé M krivky v zndme hustotu o(M). Chceme zndt hmotnost celé kiivky.
Na oblouku A;A;4; si zvolime libovolny bod M; = [&;,n;] a vypocteme o(&,m:) =
o(M;). Predpoklddejme, ze ta stejnd hustota je v kazdém bodé oblouku A;A;.
Oznac¢me As; délku oblouku A;A; ;1. Hmotnost tohoto oblouku A;A;;; bude tedy
déna ptiblizné vztahem

x = (), t € (a,b).

Am; = o(M;)As;.

Celkem dostavame

n n
— ZAm[ = ZQ(AL-) As;
i=1 i=1
Toto ¢islo jisté neudava hmotnost kiivky « presné, ale piiblizné. Polozme
v, = max {Asy, Ass, ..., Asy}

a prejdeme-li ve vyrazu m, k limité, tj. bude-li existovat limita

pak tuto limitu nazveme hmotnost drétu ve tvaru kiivky v a budeme znacit m.
V nasi tvaze, ale muzeme misto hustoty ¢ uvazovat libovolnou spojitou funkei
f na oblouku ~. Integrdlni soucet bude mit tvar

Z F (M) Asi =37 f (&) Asi.
i=1 i=1

Definice 2.1. Jestlize existuje kone¢nd limita integrdlniho soué¢tu
lim S, = JE&;f(fiﬂh) As;,

kterd nezavisi jak na zpusobu délen{ kiivky v, tak na vybéru bodu M; = [&;, n;]

na obloucich AI/A: 1, pak tuto limitu znac¢ime
wf (M)s=1vf (z,y)s.

a nazveme ji krivkovym integrdlem funkce f pres krivku 7.

Véta‘ 2.1. Necht oblouk v je ddn parametrickiymi rovnicemi
€ (a,b)

a funkcee f(z,y) je spojitd na oblouku ~. Pak plati
b )
[rands= [ ) ds= [ fe®).0 @) 0 +0 @)

Poznamka 2.1. Je-li ddna kiivka predpisem y = g(z), = € (a,b) a derivace ¢’ je
spojitd na (a, b), pak plati

/fxy

Je-li déna kiivka predpisem = = h(y), y € (¢, d) a derivace b’ je spojitd na (c,d),
pak plati

/ F g @)1+ (g/@) da.

[ f@wds= [ 70w V1+ @) dy

Piiklad 2.1. Vypoctéte

oo B )
.}JTOZ;QQ/II)AS“ 1= / zy’ ds,
5 6
kde je kiivka v C R? déna rovnici 2% + y* = az, a > 0.
Reseni: .« a a Priklad 2.3. Vypoctéte E
x:§+§cost, y:§sint, € (0,2m) I:/xyds,
@3 2T kde kitvka v C R? je priiseéik ploch 2% +y? + 22 —a? =0, 22 + y* —ay =0, z > 0,
I = 5 / (1 + cost) sin® tw/ sin® ¢ + Zcosztdt y>02>0 a>0.
0 Resent: .
A ot 2 e=g sin2t, y=asin’t, z=uacost, te(0,7/2),
= —6/ (sm t + costsin® t =1 sm 2tdt + / costsin®t dt )
0 o(t) =acos2t, P(t) =asin2t, x(t)=—asint.
1 2
= a—6 (5 f— —qln 2t] + sm t ) Odtud
/2 ;
i . ) 1+sin’t =u t=0/m/2
_ 3 i3/ G2 _
I = a / costsin”ty/1 + sin tdt_’Qsintcostdt:du u=1J2
‘Véta‘ 2.2. Necht oblouk v je ddn parametrickymi rovnicemi
_— 3 2 3 2 92(1443
a a’ (2 50 2 4 + .
r=9(t), y=9F), z=x(t) te(ab) = 5/ u—1)Vudu == [g“w - g“j/ZL = %”3

a funkce f(z,y,z) je spojitd na oblouku ~. Pak plati

/f(]\l) ds = /f(w,y,z) ds

G2 () + 02 () + X2 (1) dt.

Piiklad 2.2. Vypoctéte

. z
]:/7(1
] Vat 4 y? + 22 g

kde je kiivka v C R® déna parametrickymi rovnicemi = = acost, y = asint, z = bt,
€(0,2m),a>0,b>0.
Resem

V&2 () + 02 (1) + X2 (1) = Va2sin? t + a? cost + b = Va2 + 2

27 2m
I = Wi / _ ! dt = Wa 1 12 /
Va /

t
—dt
sin?t + a2 cos? t + b2t2 Va? + b*t?

2 2
\CRL Y

- b\/a2+bl[ \/a1+b1t2] =Y

1

Véta| 2.3. (Zdkladni vlastnosti kiivkového integrdlu ve skaldrnim poli)
(a) Linearita. Necht v C R™ (n = 2,3) je oblouk a funkce f a g jsou spojité na
oblouku ~. Pak plati
/(c1 f+eg)(M)ds = / F(M)ds + cz/ g(M)ds,
bl kl kil
kde ¢, a co jsou libovolné redlné konstanty.

(b) Aditivita. Necht v C R" (n =
obloukii v1, 2 a funkce f je spojitd na krivce . Pak plati

2,3) je krivka, kterd je sjednocenim dvou

/ F(M)ds = / F(M)ds + / F(M) ds
¥ ki Y2
Cviceni 2.1. Vypocitejte kiivkové integraly po dané kiivce 7:
1
1. / —— ds, kde 7 je usecka AB, A =[0,-2], B = [4,0]; [\/Bln 2}
yr—y
2. / 2% ds, kde 7 je oblouk AB kfivky dané rovnici y = Inz pro A = [2,In2], B = [1,0];
hl

(5203

3. / (x —y) ds, kde 7 je kruznice 2% 4+ y?> —ax = 0, a > 0;
Jy




4. /(12 + 9%+ 2%) ds, kde v je oblouk sroubovice & = acost, y = asint, z = at,
-

€(0,2m), a>0; [Mwa (472 4 3)}

5. /zds, kde v je kiivka = = tcost, y = tsint, z =t, t € (0,v/2).
y

[2a-vD)

2.2 Geometrické a fyzikdalni aplikace ktivkového integralu
ve skalarni poli

(a) Délka kiivky

L:/ ds.

5

Piiklad 2.4. Vypoctéte délku kiivky urcéené prusecnici ploch o rovnicich

.z
Y= Qarcsm? z==In

od bodu A = [0,0,0] do bodu B = [1,7/3, —In3/2].

ResSeni: Pii uziti prirozené parametrizace dostaneme

. > aresin ! 12—t
r=1i, = zarcsm —, Z=—-In—
o 2 224t
P=1, g2 i 2
TR YT T e

Odtud
1 4 1 2 _
L= / 0/ +mdt:b/;7

1
1 1, (t+27" 1
- Sy | d= |t 5| =1+5m3m].
0/< 2(t72)+2(r,+2)> [*2%72“0 + 5 n3[m]

=

Obsah ¢asti valcové plochy @ s fidicf kiivkou v C R?, v : (a,b) — R? v roviné
z = 0 a tvoricimi pfimkami rovnobéznymi s osou z a vymezenymi plochami
z=g(r.y), z= f(z,y), 9(z,y) < f(z,y) pro kazdé [v,y] € 7.

P = [1fa.9) = gla.y) ds.

Piiklad 2.5. Vypoététe obsah ¢asti valcové plochy @ s ifdici kiivkou v C R?
danou rovnici y = Inz, z € [1,y/e] v roviné z = 0 a tvorfcimi prlmkdml
rovnobéznymi s osou z a vymezenymi plochami: z = 0, z = 22,

Reseni:
v 1
P = /[f(:z@y)—g(;tm)] ds:/wzds:/tﬂ 1+§dt
v ol 1
Ve Vite
1+t =u? t=1le )
V 2 =
tW1+tide= ‘tdt—udu u=2[VI+te \l wdu
3

Il
ol = =

(1 + 0y = 2%2) [m?).

—
o

Hmotnost dratu ve tvaru kiivky.

/ o(z,y,2)d

J
s linedrn{ hustotou o (z,y, 2) [kg-m™].

Piiklad 2.6. Vypoctéte hmotnost homogenniho dratu ve tvaru kiivky v C
R® s parametrickymi rovnicemi z = tcost, y = tsint, z = ¢, t € (0,27) a
konstantn{ linedrni hustotou o (z,y,2) = o [kg - m™!].

Reseni:
2m
m = /g(m,y,z)ds:g/ds:g/\/2+t2dt
5 ¥ 0

2n/V2
=20 / V1+udu

t=+2u t =027
=V2du u=027/V2

— g{u\/l+u2+ln(u+\/l+ )}27{/[

= o(2viTee en (2 viTER)) o

V2 V2

d) Statickyj moment hmotného drétu ve tvaru kiivky v C R? vzhledem k pifmce p.
Y Y I P

Sp = / d([z,y],p) - o(z,y)ds,

Y

10

kde d([z, y],p) je orientovand vzddlenost bodu [z, y] od piimky p.

Specidlni piipad vzhledem k soufadnicovym osdm x a y.

Sy = / z - o(z,y)ds.

~

Sx:/ y-o(z,y)ds,
4

(e) Statické momenty hmotného dratu ve tvaru kitvky v C R® vzhledem k roviné 7.
S, = [ d(w.y.2.7) - elw,y. ) ds.
hd
kde d([z,y, z], ) je orientovand vzdalenost bodu [z,y, z] od roviny 7.

Specidlni pripad vzhledem k soufadnicovym rovindm xy, zz a yz.

Say :/ z-o(x,y,z)ds, Se. / y-o(z,y,z Sy: = / z - o(x,y,z)ds.

Y Y

(f) Tezisté hmotného dratu ve tvaru kiivky v C R? a v C R3.
B [Sy Sm]
T lmm]”

Piiklad 2.7. Vypoététe t6zisté homogenntho drétu ve tvaru kiivky v € R?
s parametrickymi rovnicemi z = t—sint, y = 1—cost, z = 4 cos(t/2), t € (0,7)
a konstantnf linedrni hustotou o (z,y,2) = o [kg - m™1].

m’m’ m

Reseni:

m = /Q(I,y,Z)dS:

= Qﬁg/sin%dt —4v/2p [cosf
0

Q/ ds:QQ/ V1 —costdt
5 0

2

= 4v2p [kg],

Sy = /1,(_7(73/ z)ds = p/ rds = 2\/50/ (t —sint) sin%dt

v Y

t t 1 .377 16
2v/20 [—Zt cos 5 + 3sin 5T 3 sin 51‘] = \[ o [kg-m],

.t
Sez = !yp(z,y,z)ds:gl/yds:?\/ﬁg/ (1fcost)sm§dt

b
= 2v/2 [—3(:03 t + 1cos éf] = 167\[(7 [kg - m],
2 3 2 Jo

o = [ zole.y.2)ds = —8V2 L
Say ’y/ zo(x,y,z)ds /zds 8 o/sm cos o dt

¥

= 4\/59/ sintdt = —4v/2p [cost]] = 8V20 [kg - m],
0

-

m’' m’ m

(g) Moment setrvacnosti hmotného dratu ve tvaru kiivky v C R?, v C R® vzhle-
dem k pifmce p C R?, resp. p C R3.

1= [ @(la.y).p) - ole.y) ds.

kde d([z,y],p) je vzdalenost bodu [z,y] od pifmky p C R resp. d([z,y, z],p)
je vzdélenost bodu [z,y, 2] od pifmky p C R3.

— [ (.2 ) olwp.2) ds,

Specialni piipad vzhledem k soufadnicovym osdm z a y.
I = / v oolwy)ds, I, = / a* - o(w,y) ds.
B! ¥

Specidlni piipad vzhledem k souradnicovym osam z, y a 2.

I, = i+ 22) o,y 2)ds, I, = 22+ 2%) - o(x,y, 2) ds,
[+ =] )

I. = / (1E2 + y'z) o(x,y, z)ds.

v

Cviceni 2.2. Uzitim kiivkového integrilu ve skaldrnim poli vypoctéte:
1. Délku kiivky 7 : 7= acost-i+asint-j+ovt- k pro t € (0,%), a,v>0; [ Va2 +v2}

2. Obsah ¢ésti vélcové plochy @ : 42 4+ 9y? = 36 pro y > 0 s fidici kiivkou
v roviné z = 0 a tvoficimi pfimkami rovnobéznymi s osou z a vymezenymi plochami
7]

z2=0, z=—wzy; 5

w

. Hmotnost konicka sroubovice
v ={lx,y,2] € R}z =tcost, y=tsint,z=t, t € (0,27)},
5 (v3T-3)

= [z, yr] homogeniho oblouku cykloidy

je-li hustota krivky o(z,y, z) = 2;

v 7(t) = a(t —sint)i + a(1 — cost)], t € (0,27),

kde a > 0 je konstanta, je-li hustota kiivky o(7(t)) = k. [T = [ma, 4a/3]}




3 Krivkovy integral ve vektorovém poli

3.1 Zavedeni pojmu, zdkladni vlastnosti kfivkového integralu
ve skalarnim poli

Ve fyzice a v technickych aplikacich se ¢asto setkdvdme s ruznymi druhy rovinnych
nebo prostorovych vektorovych poli — silové pole, pole rychlosti édstic proudici nestla-
citelné kapaliny, pole magnetické a elektrické intenzity.
Z matematického hlediska jde vlastné o zobrazeni, které bodum prifazuje vektory.

Vektorové pole je zobrazeni

f - QRr",

kde © C R™ je oteviend mnozina. V technické praxi je nejcastéjsi pouziti pron = 2, 3.
V tomto piipadé budeme jednoduse psét

flay) = (P@y), Q@)  fla,y.2) = (P,y.2),Q.v,

kde P, @, R jsou slozky (komponcntv) vektorové funkce f

Rikdme, ze vektorové pole f Je spojité vektorové pole, nebo strucnéji je tridy C
na ©, kdyz vechny slozky jsou spojité na Q. Rikdme, ze vektorové pole f je tiidy Ot
na €, kdyz vSechny slozky tohoto pole majf spojité viechny prvni parcidlni derivace
na mnoziné 2.

Uvazujeme-li orientovany oblouk 7 : (a, b) — R?(resp.R3), pak mizeme v kazdém
bodé M =T(t), t € (a,b) oblouku ~y uréit jednotkovy teény vektor vztahem

()
It

2). R(z,y.2)).

M) =

Meéjme nyni spojité vektorové silové pole f na oblouku v a hledejme préci, ktera
se vykond v zadaném vektorovém poli, pohybuje-li se hmotny bod po oblouku vy
ve smeéru jeho orientace. Rozdélime-li oblouk v na dostatetné malé oblouky v;, 7 =
1,...,n muzeme vektor sily f na oblouku v; aproximovat konstantnim vektorem
f( M;). Z fyziky je zndmo, ze absolutni hodnota prace W; je pak rovna sou¢inu
velikosti tecné slozky j, sily f(Ml) a délky drdhy As;, coz je délka oblouku ~;.
Protoze |f(]\f’flﬂ) . f(AL)| = Hf;(A[L)H pak prace W je piiblizné rovna

szf

coz je mozno interpretovat jako integralni soucet pro kiivkovy integral

/ f ids.

V aplikacich se ¢asto tento integral oznacuje

1;)Asi,

Definice 3.1. Necht F je spojité vektorové pole na orientovaném oblouku 7.
Krivkovgm integrdlem ve vektorovém poli f (kiivkovym integralem druhého
druhu) pres kiivku 7 nazyvdme integrdl tvaru

/f-d;:/f-f?ds.

Jeli I' : (a,b) — 7, parametrizace orientovaného oblouku ~ (tj. parametrizace
oblouku souhlasi s jeho orientaci), pak plati

Frd Iﬂ I'(t)
/ft - [ fwe M“wwm

= [ Fww) -t

= [ [P, vt x@) ¢ +

a

Mnohdy se pouziva oznaceni

/ fotds = / P(z,y,2)dz + Q(z,y,2) dy + R(x,y, z) dz,
Y il

které se po dosazeni z parametrickych rovnic oblouku « pievede na vyse uvedeny

tvar.

Poznamka 3.1. Je-li déna kiivka predpisem y = g(z), = € {(a,b) a g je spojitd na
(a,b), pak plati

/ P(t.g(t)) dt.

/ P(z,y) dz =

Je-li déna kiivka predpisem z = h(y), y € (¢, d) a h je spojitd na (c, d), pak plati

/Qmwwzfmmmaw

Piiklad 3.1. Vypoctéte

I= / vy de + 2(1 +y?) dy,

5

kde 7 je ¢ast elipsy 422 4+ y? = 16, lezici v prvnim kvadrantu a orientovand od bodu

Q (p(1), 9(8), X (1) $:(1) + R (s2(t), (1), x(1)) X()] dt.

S

A =2,0] do bodu B = [0,4].
13 14
Reseni: Parametrické rovnice jsou: Kiivku v lze parametrizovat napt. takto: ['(t) = (cost,sint, 1 + sin®t), ¢t € (£, Z).
- Pak dostdvame
r=2cost, y=4sint, te(0,5).
2 wo— / cost g — sint =u t=7%%
Odtud - J 1+sin?t | costdt =du u:%\l

/2
I = /(—32sm3t+8ms2t(1+16sin2t)) dt
0

2

=

=38 (—4 sin®t 4 cos? t 4+ 16 sin® cos® t) dt

64
3

— e—,

OJ\»J;

1 1 512
cos’ 1‘+4(‘0sf+1%1n2f—§<;m4f+21‘] =107 —

Priklad 3.2. Vypoctéte

[:/
x+
5

kde 7 je usecka s pocdtetnim bodem A = [3,2,1] a s koncovym bodem B = [1,1,2].
Reseni: Parametrické rovnice dsecky jsou:

sdz — (2 +22)dy + Yz,

x=3-2t, y=2—-t, z=1+t t€{0,1).
Odtud
1
2
— ) dt
0/ (f2+4 ot 1+t>
) t 1
{ln (t*+4) 72arctg2 +4t+3In|t+1] 7472arctg§ +1In 10.
Piiklad 3.3. Vypoctéte préci silového pole pfi pohybu hmotného bodu po prunikové

kiivee v = {[z,y,2] € R? : 2% + 3> = 1,2 = 1 + ¢} od bodu A = [*2
bod B = [‘{, {, 3] do bodu C = [0,1,2]. Silové pole pusobi v kazdém bodé silou,
ktera smeétuje kolmo k roviné xz a velikost této sily je rovna pievrdacené hodnoté
vzdalenosti bodu od roviny zy.

Resent: Sflu F = (f1, f2, f3) mizeme vyjadiit ve tvaru

53] pies

. = - 1 Y
F=|F| -Fp==-(0,-2,
I1Fl-Fo= £ - 0.~ 2.0

“

5

/ ! du [arctg ul} T4 arct L
= — | ——du=—|ar =—— ctg -
1+ a2 BTy &2

Véta 3.1. (Zdkladni vlastnosti kiivkového integrdlu ve vektorovém poli)

(a) Linearita. Necht v C R™ (n = 2,3) je orientovany oblouk a f a § jsou spojitd
vektorovd pole na oblouku . Pak plati

/((1f+c2(1) ds*(l/f ds+c2/q ds,

v vy

kde ¢1 a ¢y jsou libovolné redlné konstanty.

(b) Aditivita. Necht v C R" (n = 2,3) je kiivka, kterd je sjednocem’m dvou
orientovanych oblouki 71, 2 a f je spojitd vektorové pole na krivce vy. Pak

plati B . .
Wl/f-dszy[f<ds+ﬂ[f-ds‘

Cviceni 3.1. Vypocitejte kiivkové integraly po dané kiivce v (uvazujeme pravotoéivy
soufadnicovy systém):

1. / ydz + xdy, kde v je orientovana ¢tvrtkruznice 7(t) = acost - i+asint j

0<t<n/2akde bod A = [a,0] je dany jako pocatecni bod, a > 0 konstanta; [O}
rdz + ydy + zdz

b [y
Jy VR oy 22— —y+22
dem A =

, kde 7 je orientovand usecka AB, s pocatecnim bo-

[3v3]

[1,1,1] a koncovym bodem B = [4,4,4];

3. / (2® +y*)dz + (2% —y*) dy, kde 7 je orientovans kiivka y = 1 — |1 —z| pro
Jy

0 <z < 2, pocdtecni bod A = [2,0]; [7 %}

4. / yzdx + zzdy + zydz , kde v je oblouk AB §roubovice

F(t) = acost-i+asint-j+bt/2m -k

(orientovany) od bodu A = [a,0,0] do B = [a,0,b], a,b > 0 konstanty. [O}




Cviéeni 3.2. V kazdém bodé silového pole v R? (resp. R3) piisobf sila T (7). Vypoéitejte
praci A tohoto pole pfi pohybu hmotného bodu po orientované kiivce ~y:

1. F= xy i+ (o + y) ;« v je oblouk AB krivky v dané rovnici y = arctg od bodu

A=[1,7]do bodu B =[0,7]; [ (16 — 87— 7%) —n2)]

2. f'(r”) = yi+ 2] +yzk, v :

parametrickym vyjadrenim pro ¢t € (0, ), ¢ > 0.

7(t) = (cost,sint, ct) orientované souhlasné s danym
[z -4c-1)]

3.2 Greenova véta

Oblast  C R? se nazyva jednoduse souvisld v R?, jestlize s kazdou kruznici, kterd
je obsazena v € je také vnittek kruznice obsazen v 2. Mezikruzi neni jednoduse
souvisld mnozina v R?.

3.2. (Greenova véta) Necht Q C R? je oteviend, ohranicend mmoZina,
Jejiz hranict je jedind kladné orientovand jednoduchd uzavrend krivka ~y. Dile necht
f (P, Q) je spajité vektorové pole na QX a OP/dy, 0Q/0x jsou spojité funkce na €.

Pak plati
[ few

[ (G
/ P(x,y)dz + Q(z,y) dy.

- (?)—P (z, 1/)) dady

Diikaz. Dikaz provedeme pouze pro oblast prvniho druhu
{le.y] €R?: a <z <b, g(a) <y < Cla)},

kde funkce g a G jsou spojité na (a,b) (viz obrdzek).
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C('B) b G
ry)dy dz—/[P(z,y)} dz

g()

//%(Iy) dedy = j
g

b
/
Posledni integraly muzeme vyjadiit podle Pozndmky 3.1 ndsledovné

jF(m,G(z)) dz =
/bP(x,g(z)) dr =

Vzhledem k pfedeslému muzeme psat
P

[ @y aray = [ Payyae— [ Py)as

o Y e s

= 7/ P(z,y)de — / P(z,y)dx

cD

a

P(z,G(x)) = P(w,g(z))

[ Penas

DC

/ P(z,y)dz.

= - / P(z,y)de — / P(z,y)dz — / P(z,y)dz — / P(z,y)dz
AB BC

cp DA

= 7/ P(z,y)dx

nebot integraly po tiseckich BC' a DA jsou nulové. Miizeme-li nds integraén{ obor
rozlozit na konec¢né sjednoceni oblasti prvniho druhu, plati predesld rovnice na kazdé
takové oblasti a ze zdkladnich vlastnosti dvojnych a kiivkovych integrélu plyne
zédand rovnice na celé oblasti.

Analogicky se dokaze platnost rovnice

//%(m’y) dedy = / Q(z,y) dy,
@ vy

kde Q je oblast druhého druhu.

Nakonec muzeme-li nés integracni obor rozlozit na konecné sjednocent oblasti prvniho
druhu a soucasné na sjednoceni koneéného poctu oblasti druhého druhu, se¢teme
predeslé rovnice a dostaneme zddany vzorec.

Priklad 3.4. Uzitim Greenovy véty vypoctéte

I= / (zzy - z) do — (xyz + 1/) dy,
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kde v je kiivka o rovnici 2% + y* = 2y, orientovana ve sméru pohybu hodinovych
rucicek.
Reseni: Krivka v je zdporné orientovana hranice jednoduse souvislé oblasti

Q= {[z,y] e R*: 2® + ¢ < 2y}.

Vektorové pole f = (P, Q) je tiidy C' v R? a tedy dle Greenovy véty plati

// (g—? - g—f) dady.

/Pzz/ Ydz + Q(z,y)d

Odtud dostdvame
- //(—g/2 —2?) dady = / (2% + y?) dady.
o o

Na posledni dvojny integral pouzijeme transformace do poldrnich souradnic

z=rcost = (rt),
y=rsint = (r,t).

s jakobidnem J(r,t) = r. Vzor mnoziny { je mnozina

QO ={rt]eR®:0<t<m 0<r<2sint}

n /2sint n
1
/( / ddt) dr *4/\111 tdt = /[1 72c052t+§(1+(:os4t) dt
0 0

0
1 T3
= |t— 2t + —t + —sindt| = —m.
[ sin 2t + +8€1n} 271'

~
Il

Aplikace Greenovy véty. Obsah rovinné oblasti splujici prfedpoklady Greenovy
vety.

1
= 5/ rdy —ydaz.
v
Diikaz. Polozime-li v Greenové vété

Py =g Q)=

dostaneme pozadovany vysledek.

Piiklad 3.5. Vypoctéte obsah elipsy.
Reseni: Zvolime-li parametrizaci
xr =acos t,

y = bsin ¢, € (0,2m),

&= —asint, Y=bcost,

dostaneme

P 2
1 1 5 1 i 5
= 5/ zdy —yde = 50/ (ub cos? t + absin? t) dt = gabu/ dt = mab [m?).
el

Pi#iklad 3.6. Uzitim Greenovy véty vypoctéte obsah mnoziny € C R2 kde ) je
ohranicend obloukem hyperboly o parametrickych rovnicich

z=acosht, y=bsinht, ¢€(—00,00), a,b>0,

osou x a spojnici poc¢atku soutadné soustavy s bodem A =
zo >0, yo > 0.

[0, yo] hyperboly, kde

A= [-l'n- f/n:

Reseni: Plati

1
P= —/ rdy — ydz,
2
99
kde 09 je kladné orientovana hranice oblasti 2, tvorend kiivkami vy, yo, 3. Odtud

/Idy ydx—/ rdy — ydz+/ zdyfyder/Idy yda.
293 it

Parametrické rovnice postupné jsou:

M:y=0, x=t, €(0,a)
79 x=acosht, y=bsinht, t€ (0,t)
Y31 T =t, y = kt, te <w070>’

kde k = yo/x0. Je vidét, ze

/Idy ydzf/ rdy —ydr =0.

7 3




Déle t t
L b - )
5/ rdy —yde = %/ (coshzt 7sinh2t) dt = %/ df = %iu
72 0 3
Pro parametr ¢, bodu A plati
coshty+sinhty=e = 24 %0 1 (@Jr@)
a b @ b

a celkem

_ab To Yo 5
P= 21n<a * b) )

Cviceni 3.3. Ovéite, ze jsou splnény podminky pro uziti Greenovy véty, a uzijte ji
k vypoctu nésledujicich integralu:

1. / (x+y)?dz — (z +y)?dy, kde 7 je kladné orientovany obvod trojihelnika O AB
v
s vrcholy O = [0,0], A = [1,0], B = [0,1]; [—4/3]

2. / (z+y)dz — (z —y) dy, kde ~ je elipsa ;%2 + }J); =1 orientovand kladné. [—27rab)]
vy

Cviceni 3.4. Aplikaci Greenovy véty vypoctéte obsah rovinného obrazce
A:{[z,y]eRz: z2§y§z}.

1/6]

3.3 Nezavislost kfivkového integralu na integracni cesté

V tomto odstavci budeme oblasti v R™ (n = 2,3) rozumét otevienou podmnozinu
v R" (n = 2,3), ve které muzeme kazdé dva ruzné body lezici v této mnoziné spojit
jednoduchou kfivkou, lezici v této mnoziné.

Rekneme, 7e spojité vektorové pole fv oblasti Q C R™ (n = 2,3) nezdvisi na
integraénid cesté, jestlize pro libovolné orientované kiivky 71, 7o lezici v Q se stejnym
pocatecnim bodem A a koncovym bodem B, plati

/f-d;:/f-d.;.
m 72
Pak také piseme

f-ds

E—y
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Nechf f = (P,Q) (f = (P,Q.R)) je spojité vektorové pole na oblasti Q C R?
(2 c R?). Rekneme, ze vektorové pole je potencidlni na €, jestlize existuje funkce
V e CY(Q) tak, ze

vV =f
pro kazdé [z,y] € Q ([z,y, 2] € Q). Kazdou takovou funkci V nazyvame potencidlem
vektorového pole /‘7 na .

Véta‘ 3.3. Necht vektorové pole f = (P,Q) je tridy C' na jednoduse souvislé
oblasti Q@ C R2. Pak toto pole je potencidlni tehdy a jen tehdy, kdyz

) P
(72 (z,y) = e (2,y)

pro kaZdé [x,y] € Q.
Rotaci vektorového pole f(z, y,2) = (P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(z,y, z)) definujeme po-
moci formélniho determinantu

rot f(x,y,z) =

(S

i E
2 2
dx z
Pz,y,2) Qlw,y,2) R(z,y,2)

_ (9B _9Q\- (0P OR\- (0Q 0P\,
B (6;1/ 8z>1+<3z 6w>‘]+(8w (?y)k'

Q|
<

Oblast @ C R? se nazyvd jednoduse souvisld v R, jestlize s kazdou kulovou plo-
chou, kterd je obsazena v Q je také vnittek kulové plochy obsazen v Q. Koule,
trojrozmeérny interval jsou jednoduse souvislé mnoziny, ale mezisféra nenf jednoduse
souvisla mnozina v R,

Oblast 2 C R se nazyva plosné jednoduse souvisld v R3, jestlize ke kazdé jednoduché
uzaviené kiivce, kterd je obsazena v ) existuje hladkd plocha, kterd sama sebe
neprotina takovd, ze S C Q a jejiz okraj je tato kiivka.

Mnozina R® \ {[z,y,2] € R® : = y = 0} je jednoduse souvisld, ale nenf plosné
jednoduse souvisla.

Véta| 3.4. Necht vektorové pole f = (P,Q,R) je tridy C' na plosné jednoduse
souvislé oblasti Q C R®. Pak toto pole je potencidlni tehdy a jen tehdy, kdyz

rot f(z,y,2) = (0,0,0)
pro kaZdé [x,y, z] € Q.

Véta| 3.5. Nechf f = (P,Q) je tridy C' v jednoduse souvislé oblasti Q C R2.
Krivkovy integrdl

[ fla-ds= [ Pla.y)de+Q(w.y)dy,

J

5
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kde v C Q nezdvisi na integracni cesté AB v oblasti Q tehdy a jen tehdy, kdyz
vektorové pole f je na Q2 potencidlni. Je-li V' jeho potencidl na Q, pak plati

[Py do+Qay) dy = V(B) - V(A).
A

Piiklad 3.7. Dokazte, ze integral

B ¥ 1 1 2?
7 __Z)dx —— | dy
A(z—yf ) *(y (a:—yf) !

z bodu A = [1,2] do bodu B = [2,6] nezdvisi na integracni cesté a urcete jeho
hodnotu. .
Reseni: Vektorové pole f = (P,Q) je v oblasti Q = {[z,y] € R? : y >z > 0} ti{dy
C". Pro funkce P, Q plat{

oP ) 0Q (@.9) 2xy

— (r,y) = = (2,y) = ——

8y Y ox y (1 — y)z

pro kazdé [z,y] € Q. Vektorové pole f je tedy v jednoduse souvislé oblasti £ po-
tencidlni a zadany integrdl tedy nezavisi na integraéni cesté. Pro potencial V' plati

aV oV
s ?y(zwy) =Q(z,y)

pro kazdé [z,y] € Q. Integraci prvni rovnice podle proménné z méme

(z,y) =P (2.y),

V(z,y) = / ((Liiz/)z — %) dz + g(y) = y{iz —Inz + g(y).

7 rovnice av
@ =Q(z,y)
plyne
2 2
/ y —2zy 1 T
g () + =--
W ) Ty
a po lprave
1
"(y) = —1+—-.
g () +3
Integraci predeslé rovnice dostavame
gy)=-y+Ilny+ec, ceR

Celkem -
V(x,y) = o +lng+c, ceR.
y—x z

Hodnota integrélu je
3
V(B)-V(A) =2+ lna

Véta‘ 3.6. Necht f = (P,Q,R) je tridy C v plosné jednoduse souvislé oblasti
Q C R%. Krivkovy integrdl

/ fla,y,2)-ds= / P(x,y,z)de + Q(x,y,z) dy + R(x,y, z) dz,
kit kt

kde v C §Q nezdvisi na integracni cest¢ AB na oblasti 2 tehdy a jen tehdy, kdyz
vektorové pole f je potencidlni na Q . Je-li V' jeho potencidl na 2, pak plati

B
/P (z,y,2) de+ Q (z,y,2) dy + R (x,y,2) dz = V(B) — V(A).
A
Piiklad 3.8. Dokazte, Ze integral
B
/yz dz +2zzdy + oy dz
A

z bodu A = [1,2,3] do bodu B = [3,2,1] nezdvisi na integracni cesté a uréete jeho
hodnotu.

Reseni: Vektorove pole f(z,y,z) = (P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(z,y, 2)) = (yz,xz, xy)
je tifdy C" na plosné jednoduse souvislé oblasti Q = R?. Pro funkce P, Q, R plati

OR 2Q .
(Ty(%y,z)*a(z,y,Z) = z-z=0,
OR oP
E(A%yﬁz)—g(hy,l) = y-y=0,
oQ

oP
%(l/yyﬁz)—afy(lw%ﬁ = z-2z2=0

pro kazdé [z,y, 2] € Q. Vektorové pole fﬂjc tedy na 2 potencidlni a existuje potencidl
V tak, ze

6—‘/(717)772 6—V(r z) =z O—V(lz 2) =1y
o @wA=vn oy =az 5, (@v2) =y

pro kazdé [z,y, z] € Q. Integraci prvni rovnice podle proménné 2 mame

V(a,y,2) = /yz dz + g(y, 2) = zyz + g(y, 2),

v 9 gy,
B oy (zyz +9(y.2)) = vz + ggz 2
Z predeslého a vyuzitim druhé rovnice mame
9g(y, =
Tz + 9(v.2) =xz

dy




a tedy

Jg(y, 2)
Jdy

Integraci této rovnice podle proménné y méme
9(.2) = [0y +hz) = h(z),

V(z,y,2) = zyz + h(z).

=0.

Vyuzitim tfeti rovnice dostavame

v a
(xyz + h(2)) = 2y + I/ (2) = zy.
9z 0z
Z predeslého mame
W(z)=0 = h(z)=c, c€eR
a zavérem
V(z,y,z) =xyz+c, ceR.

Hodnota integrélu je

V(B)=V(A)=6+c—6—c=0.

Priklad 3.9. Dokazte, ze integral

B

/J?d(L‘ +y?dy — 24 dz

A
zbodu A = [1,1,1] do bodu B = [1, 1, —1] nezévisi na integraéni cesté a urcete jeho
hodnotu.

Reseni: Vektorové pole f(z,y,2) = (P(x,y, 2), Q(x,y, 2), R(z,y, 2)) = (x, % —2°)
je tifdy C! na plosné jednoduse souvislé oblasti 2 = R3. Pro funkce P, @, R plati

OR 0Q B -~

F(r,yz)fg(z,yj) =0-0=0,
JIP

9 @2 = oo (Ty,2) =0-0=0,

0Q oP P

E(Lysz)*aiy(l‘yw) =0-0=0

pro kazdé [z, y, 2] € Q. Vektorové pole fjc tedy na €2 potencidlni a existuje potencidl
V tak, ze

ov . ov N oV 3

- =g, — =2 =z
or ’ dy Y 0z
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pro kazdé [z,y, z] € Q. Integraci prvnf rovnice podlo promeénné z dostavame
V(o) = [wdetgly,2) = 0% + 900, 2),

av. 9 (172+g(J, )>:8g(y,z)A

oy oy dy
7 predeslého a vyuzitim druhé rovnice mame
99(v.2) _ 2
Jy ’

Integraci predeslé rovnice podle y mame
. 1
9(0.2) = [ v dy+h(z) = 3u° + h(2),

1 1
V(z,y,2) = 5.752 + §y“ + h(2).

(2)—‘2/ daz (11 + ;y +h(z )) = N'(z).
Z predeslého a vyuzitim tieti rovnice dostaneme
W(z)=-2" = h(z)= 7iz4 +c¢, c€eR
a potencidl ma tvar
V(z,y,2) = %Tz + %yq ——2'4e ceR

Hodnota integrélu je

Cvigeni 3.5. Ovéite, ze dany integral nezavisi na integracni cesté v Q C R? (resp. Q C
R3) a vypoététe jeho hodnotu od bodu A do bodu B:

1
1/ vde + ydy (9 _g), B =1,0]
8

e Faa [ﬁmo}

(-3

Cviceni 3.6. Ovéfte, ze prace v silovém poli T nezévisi na integraéni cesté v R? (resp.
v R?), urcete potencidl 7(F) tohoto silového pole a vypoctéte praci A od bodu M do
bodu N.

1. 7(11/) =

2. /zdz +ydy + (z+y—1)dz, A=[2,3,4], B=[1,1,1];

(zcos2y+1)-7—a?sin2y-j, M = [0, -3, N=[5,7;
[V(z,y) = 51 cos2y+ax+c; W= %7\'(#+4)}

2. F(M)=(@+y2) i+ @ +22)-J+ (2 +ay) -k M=[1,-2,3], N=[2,3,4].
{V(zyz) %(ﬂf +y3 4+ 2% +ayz + VV:%}
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4 Kontrolni otazky, autotest

Otéazky pro vés:

Napiste integralni soucet, ktery vyjadiuje aproximaci hmotnosti oblou-ku.

Kdy nazveme limitu integralnich soucti kiivkovym integralem ve skald-rnim
poli?

Uvedte vztahy pro vipocet kiivkového integralu v rovinném a prostorovém
skalarnim poli.

Jaké znéte zdkladni vlastnosti kiivkového integralu ve skalarnim poli?

Vysvétlete vztahy pro vypocet zdkladnich geometrickych a technickych ap-
likaci kiivkového integralu ve skalarnim poli.

Jaky tvar ma integralni soucet pro vypocet prace v silovém poli?

Zapiste vztahy pro vypocet kiivkového integralu ve vektorovém poli v roviné
a v prostoru.

Uved'te zdkladn{ vlastnosti kiivkového integralu ve vektorovém poli.

Zformulujte Greenovu vétu.

Uzitfm Greenovy véty odvodte vatah pro vypocet plogného obsahu rovinné
oblasti.

Kdy fekneme, ze kiivkovy integrdl nezavisi na integracni cesté?

Jak definujeme potencidl vektorového pole?

Co je jednoduse souvisla oblast v R??

Co staci k tomu, aby rovinné vektorové pole na jednoduse souvislé oblasti bylo
potencidlni? Jak se zméni tyto podminky v piipadé prostorového vektorového
pole?

Popiste postup pii vypoctu potencidlu v piipadé rovinného a prostorového
vektorového pole.

Jak se vypocita kiivkovy integral nezavisly na integracni cesté, zndme-li po-
tencidl?

Autotest

Vzorové zadani kontrolniho testu.

Matematika, 2. semestr Zpracoval:
Test ¢. 4 JMENO: L.

Adresa: ..o

A. Vypoctéte kiivkové integrdly 1. druhu po dané kiivee v:

1) / (x +y)ds, kde v je obvod trojuhelnika s vrcholy A = [1,—1], B = [2,—1]
Jy
aC=[1,0];

2
2) L ((TZZTJZ) ds, kde v je oblouk sroubovice @ = acost, y = asint, z = at,

te (0,27), a > 0;

3) /Jyds kde'yjeehpsa—-o— 711)1'0w20,y20, a,b > 0.

b2

B. Vypoctéte kiivkové integrdly 2 druhu po dané kiivee v:

4) / zdz + ydy + (z+y—1)dz , kde v je orientovand dsecka A = [1,1,1],
Y

B =[2,3,4];

5) / (y* — 2?)dz + (27 + y*) dy, kde 7 je orientovand kiivka x + |y — 1| = 1 pro
Jy
0 <y <2 s koncovym bodem B = [0, 2];

6) / ryda + y*dy, kde 7 je oblouk AB kiivky y = arctgz od bodu A = [1,7]
Jy
do bodu B = [0,7].

C. Overte, ze dany integral nezavisi na integracni cesté a vypoctéte jeho hodnou
od bodu A do bodu B:
dy, A=

7) 4/W<177y2‘dx+ 0,0, B=[L1];

2y
1+x)? 1+z

8) / z22de + P dy + 2°2dz, A=[-1,1,2], B =[—4,2,—1].
D. Oveétte, Ze jsou splnény podminky pro uziti Greenovy véty a uzijte ji k vypoctu

integralu:




L=}

) / (x4 y)*de — (x +y)*dy, kde v je kladné orientovany obvod trojihelnika 5 StUdl.]ni prameny.
o

ABC, A=[0,0], B=[1,0]a C = [0,1];

[1] Brabec, J., Hruza, B.: Matematickd analjza 11., SNTL, Praha 1986.

10) / (zy +2+y)de + (zy+ x —y)dy, kde 7 je kladné orientovand kruznice

1., 0 konstant [2] Drébek, P., Mika, S.: Matematickd analjza 11., FAV, Plzeii 1997, 2. vydani.

Tt +y =ar,a> onstanta.

[3] Fichténgole G.M.: Kurs diferencialnovo i integralnovo iscislenija 111., Nauka,
E. Vypoctéte délku kiivky 7, je-li: Moskva 1966, 4. vydani.

11) y: 7(t) = acosti+vtj +asintk, 0 <t <7/4, a,v > 0 konstanty. [4] Rektorys, K. a kol.: Prehled uzité matematiky 1., Prometheus, Praha 1995, 6.
F. Vypoctéte obsah rovinného obrazce A, je-li prepracované vydani.

12) A = {[17!/] ER?: 32447 <12, <2y < 3\,{/}‘ [5] Skrések, J., Tichy, Z.: Zdklady aplikované matematiky 11., SNTL, Praha 1986.

G. Vypotéte hmotnost krivky 7, je-li hustota kivky o(f): [6] Zenisek, A.: Kriwkovy a plosny integrdl, PC-DIR, Brno 1997.
13) v: y= Va3 pro 0 <z <4/9, o(z,y) = .

H. V kazdém bodé silového pole v R? piisobi sila ?(F) Vypoéitejte praci tohoto
pole pii pohybu hmotného bodu po orientované kiivce ~:

14) ~ : #(t) = (cost, sint, ct) orientované souhlasné s danym parametrickym
vyjadinim pro ¢ € (0, 7); bal M=y- i+z-j+yz-k

pi. 11213 [4 12| 13] 14| Y| opravil(a)

—_
—_
—
ot
= E=2]
=~
| oo
—| o
= =
1S
JUy|
=
—-
—_
—_
—
.

max. bodu

z{s. bodu

29 30
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Kapitola 1

Dvojny integral

1.1 Vypocet dvojného integralu bez transformace

Piiklad 1: Vypodcitejte integral [ fD (z+y) dzdy, kde integracni obor D je dén vztahy

0<z<41-320<y<Ll

Reseni: Integracni obor je oblast druhého druhu. Funkce f(z,y) = « +y je na D
spojita a ohranicena. Dvojny integral existuje. Podle Fubiniho véty prevedeme vypo-
Cet dvojného integralu na vypocet dvojnasobného integralu. Pfitom nejprve budeme
integrovat podle proménné x, potom podle proménné y.

—2
1-y’ 1 2

// (@+y)dedy = U/l 0/‘(l‘+y)dr dy:/[%xz+:vy]oliy dy

D 0

1
1 1 1"
/(5(1*y2)+y\/17y2) dy =3 [yfgy‘*]
0

0
1 _ ) 0
: t=vi-y y|t | 4 , . 2
yVil—-y?dy=|t=1—-y* 0|1 |=-— [d==
. 110 3 . 3
0 1

+

tdt = —ydy

Priklad 2: Vypoditejte integral [ [, y” dzdy, kde D = (1,2) x (0,1).

Reseni: Integraéni obor je ¢tverec - viz Obrazek 1.1. Jedna se o oblast, ktera je
prvniho i druhého druhu. Funkce f(z,y) = y* je na D spojitd a ohrani¢end. Dvojny
integrél existuje. Podle Fubiniho véty pfevedeme vypocet dvojného integralu na vy-
pocet dvojnasobného integralu. P¥itom nezavisi na poradi integrace. Vypocet nejprve
provedeme za predpokladu, ze je D oblast 1. druhu.

Dvojny integral

0 1 2 x
Obrézek 1.1: D = (1,2) x (0,1)

2 /1 2 2
r » r [yt 171 1
// y drdy = / / y'dy | de = / [m]odm = de
1 \0 1 1

D

Injz+1 2zlné.
[ P

Pfi vypoctu pomoci oblasti 2. druhu dostaneme

1 2 Lo a2 L,

//ym(ixdy:/ /y’dx dy:/{L} dy:/y _ydy.
Iny], Iny

D 0 \1 0 0

Tento integral ale nelze vyfesit pomoci tabulkovych integraltl. Z teoretického hlediska
tedy sice nezéviselo na poradi integrace, z praktického hlediska ano.

Priklad 3: Vypoditejte integral [ [,y dady, je-li integraéni obor D vymezen nerov-
nicemi: y — 22 —2>0,y —2 —4 <0.

ResSeni: Integracni obor je - viz Obrazek 1.2 - oblast prvnfho druhu. Funkee f(z,y) =
y je na D spojita a ohranic¢end. Dvojny integral existuje. Podle Fubiniho véty pfeve-
deme vypocet dvojného integralu na vypocet dvojnasobného integralu. Nejpve bu-
deme integrovat podle proménné y, potom podle z. Krajni meze x— ové soufad-
nice oblasti ziskdme jako z—ové soufadnice priiseciku paraboly a pifmky. Resime
rovnici 22 +2 = o + 4, odtud 2* — 2z — 2 = 0, tedy ; = —1, 25 = 2. Tedy
D={[z,y] €Ey; -1 <a<2 22 +2<y<az+4}.

// ydzdy
D

2 44

2
1 [ oyata
ydy | dv = 5/ [y 2pp dz
S1 \a242 51
2

2
/ ((z+4)? = (2*+2)*) do = %/ (—a* = 32% + 8z +12) do = 85—1
21

-1

1
2

1.1 Vypocet dvojného integralu bez transformace

Dvojny integral

Y

y=x+4
! y:x2+2
ST 2 x

Obrazek 1.2: D: y—2?—2>0,y—2—-4<0

Piiklad 4: Vypocitejte integral [ fD xy? dady, je-li integra¢ni obor D uréen nerovni-
cemi 2? +y? <4, y+a—-2>0.

ReSeni: Integracni obor je ohrani¢en pfimkou a kruznici - viz Obrézek 1.3. Jedna
se o oblast, kterd je prvniho i druhého druhu. Funkee f(z,y) = zy? je na oblasti D
spojité a ohranicend. Dvojny integral existuje. Podle Fubiniho véty pfevedeme vypocet
dvojného integrélu na vypocet dvojnasobného integralu. Pfitom nezavisi na potadi
integrace. Vypocet nejprve provedeme za predpokladu, Ze je D oblast 1. druhu. Tedy

1):{[J;‘y]EE2; 0§x§2,271§y§\/4712}.

Potom
2 [ Vaa? 2 L Vi
// zytdedy = / / zy?dy | de = / |:§Ly3]
D 0 2% 0 e

2

= /%\/(4*I2)3d1*/%(2*:1)‘)311?6:g.
0

0

Prvni z integrala fesime substituci ¢ = v/4 — 22, druhy pomoci algebraickych aprav
nebo substituci t =2 — x.

Zvolime-li oblast druhého druhu, tj. D = {[xy] €EEy; 0<y<22—y<az<\4- yQ}-,

-2

Obrazek 1.3: D: 2?2 +y? <4, y+a2—-2>0

dostaneme:
' ) 4-y? 4 2 1 m

// xytdedy = / / xy?dx | dy :/[—af,?y?} dy
0 2 2-y

D 2%y 0

2 2
= 7/1/2(4—1/2—(2—1/)2) dy:/(%ﬁ—y‘*) do =

0 0

Vidime, Ze vypocet tohoto dvojného integralu pomoci oblasti druhého druhu je jedno-
dussi.

Piiklad 5: Vypodtéte integral [ fD 22ye™dzdy, kde integratni obor D je obdélnik
dany nerovnicemi: 0 <z <1, 0 <y < 2.

Reseni: Mnozina D je oblast prvniho i druhého druhu. Funkce f(z,y) = 2°ye™ je na
oblasti D spojita a ohrani¢end. Oblast D budeme uvazovat jako oblast prvniho druhu.




1.1 Vypocet dvojného integralu bez transformace 9 10 Dvojny integral
Aplikujeme Fubiniho vétu.
.
/ / cos—dxdy =
Y
D
1
22008 dedy  — 7977] ?
D 0
1 2 1 -
: 2 3 3 z
_ v @ _ 1 2 3
= / [zye "} - / ze™dy = / [e™(zy — 1)]; dz B e — | €= o = siny
0 0 0 N ysmydy = =1, wv=-—cosy
1 et
= /((21371)0”+1) dv = [we™ 027+z];:2. -3
0 = [UCOSU]7$+/COS1de—’T*1
Piiklad 7: Vypocitejte integral [ fD " Y dxdy, je-li oblast D ohranic¢ena trojihelni-
Priklad 6: Vypoditejte integrdl [ [}, cos ¥ dudy, kde integracni obor D je uréen ne- kem s vrcholy A =[0,0], B=[1,1] C' =11,2].
rovnicemi: x > —y*, —1 <y < —F, 2 <0. Reseni: Integracni obor je oblast prvniho druhu, ktera je ohranicena t¥emi piimkami
- viz Obrazek 1.5. Funkce f(z,y) = e" ¥ je na oblasti D spojitd a ohrani¢end. Dvojny
_ . . » o o i integral existuje. Podle Fubiniho véty pfevedeme dvojny integral na dvojnasobny. Nej-
ReSeni: Integracni obor je ohranicen parab.olou a tfemi piimkami - viz Obrazek 1.4. prve budeme integrovat podle proménné y, potom podle .
Jedn4 se o oblast druhého druhu. Funkee f(z,y) = cos% je na oblasti D spojita a
ohrani¢ena. Dvojny integréal existuje. Podle Fubiniho véty prevedeme vypocet dvoj-
ného integralu na vypocet dvojnasobného integralu. Nejprve budeme integrovat podle Y y=2x
proménné z, potom podle y. Tedy
2 Y=x
y 1
x=-y
0 1 x
. o Obrézek 1.5: D: A=[0,0], B=1[1,1] C = 1,2
-xl2 1 /20
// " Vdxdy = / /e’fy dy | dz =
- J J o\
D 0 \z
1/
= - dt | de=— ! de = l—e™)do=e"
Obréazek 1.4: D : z > —y? —mT<y< -3, <0 / /e x /[e}o = /( € ) r=e
0 \0 0
1.1 Vypocet dvojného integralu bez transformace 11 12 Dvojny integral
Piiklad 8: Vypoditejte mtegral ffD 2 dxdy, kde mnozma D je omezena rovinna T =3-2y 20. D: y>arctge > 5, y< §

oblast ohranic¢end kiivkami: y = £, y =2z, y = 24, T=3

Reseni: Integracni obor D je ohranlcen tremi pnmkann a jednou vétvi hyperboly -
viz Obrazek 1.6. Je ziejmé, Zze obor D neni oblast prvniho ani druhého druhu. Lze
jej ale rozdélit na dvé oblasti prvniho druhu D; a D, tak, ze D; U Dy = D. Funkce
f(z,y) = £ je na D spojita a ohranicena. Dvojny integrél existuje. Pfevedeme jej na
soucet dvou integralii. Dostaneme:

0o 121 2 x

Obrazek 1.6: D: y =% y =2z, t/:2 r=1

1

2 2
//gd.LdLj = / /yd’y d(L‘+/ /
3

1 z
D 3 3

2 2
"1 g2 15 (2 81
/Z[y]% dzf/gzd.rﬁ»/(lfsfg) dm7a4
1 1 1
3

&\\
.
=
Il

no

ze"‘
=
L}
s
I
)

Piiklad 1.1.1: Prevedte [ fn 1 dzdy na dvojnasobny (pokud to lze) nebo na soudet
dvojnasobnych integrali. Mnozina D je omezena oblast v roviné ohrani¢ena kiivkami
nebo uréend nerovnicemi.

1.D:zx=1y=z9y=2x 9. D:y<a?y<-a+2,y>0
2D:y:5¢y:3m,y:ér 10. D: y>2%, y<—a+2,5>0
3D:I+y:1,y:-r,y:%z 1. D: y< 27, 4> <=z

4. D:z=1lax=2y—z=5y=3 12. D: y<ux y>a?

5 D:aw<y y<l, x>0 13.D:L:1Hz::2,y:x:y:£
6. D: fo] <y, y<2 4. D:y=0y=10=5
7.D:y=2’4+1,y=2-1,0<2<1 r=3-2y

8. D:y=ux,1<x<3 15. D: y=0,y=1, y=/x,

16. D: 2 —9*>=0, 22 +y =0,
17.D: <y, <=x

18 D:y>a® y<V8r,y>-20+3 92 D y=sinz, y=cosz, y =0,
19. D: y>a% y<2-—2a? 0<z<73

x 1 (VI
(ledy) dxz{(f 1d;1:> dy

21. D:y>1—z, y>Inz, y<2

Vysledky:

ot
C—r

y
H 1/ VEr 2 [ VEz
6. J|. 1d1') dy 18 f Ldy | de+ [ ( [ 1dy)de
0 \-y % 2743 1\ a2
L (241 2 (v N
7. f( 1dl/> dzx =[| J ldz | dy+[ ldz | dy
0 \z—1 1o\g 2\
s
3 (Ve 2
8. j'(]’ 1[1;/) d T
I\ w. | [ 1
1 /2y G/ =
9. [ [ 1dv|dy 20 [ [ 1dy
0 \vy 1 \arctga

jl_ 2 [ ev
10. ldzx | dy
0\ 22 0[ <l—[y > )
I/ -2 0 7z amow
1. [| [ ldy|de= f ldz |dy 22, |
0o\ vz 21 0 arcsm y




1.1 Vypocet dvojného integralu bez transformace 13 14 Dvojny integral
Priklad 1.1.2:  Vypodtéte nasledujici [ [}, f(z,y)dzdy, je-li oblast D dana nerovni- Priklad 1.1.3: Vypoététe nésledujici integraly [[ f(z,y)dzdy, je-li D omezena
cemi: L o o . D
rovinnd oblast ohranic¢ena danymi kiivkami:
L. 2?4+ 2y)dedy, D:0<z<1,0<y<2 a4
£f(r+y)7y Osesll0sys (5] 1 [[(z—y)dady, D:y=0,y=z, z+y=2 H
D
a2 . L -
2. éfrygdmdy, D:0=<2x<1,0<y<1 [12} 2. [[cos(z+y)dady, D:x =0, y=m y==x [-2]
D
B f p——; :3<a< <y< 2 .
3 £f(z+y)zd1dy, D:3<z<4,1<y<2 [lnm} 3. ffy%(izdy,D:x:Ly:&y:x [%}
D
. o , 1<y<2,0<z< L
4 £f€ dedy, D:lsy<2 0szsing [2] 4. ffsinyzdxdjﬁD:yz&yz&r,yzém [%sing}
D
2
. z X cl1<a<2 <y< 9 e - ’
5 £fyzdxdy, D:1<x<2 <y<uz (3] 5. [f (22 +y)dedy, Diy=22 y? =z (2]
D
6. Hdrdy, D: 0<x<1,0<y<2 o —1) (e —1
{Je vy, STs SYs =1 ) 6. [[wdedy, D:x =0, y=3—2"+2z, y=13z [X]
D
7. sin(2z +y)dedy, D:0<z<m I<y<nm 0
£f ( y) dady A=y ) 7. [[ydady, D:y+2—-4=0,22—y+2=0 [%]
D
8. [[a*dxdy, D:0<y<Z cosy<a<l 15716 - '
{)j 2 [ 150 ] 8. [[aydady, D:ay=1,2y+22—-5=0 [%271112}
D
9. [ [*sin’pdpde, D:0<o<3cosp, —3<p<E 2] ‘
D : : 9. ff%dmdy,D:mzZ,y:mtmyzl [g}
D
10. [f a?ycos (zy?)dady, D:0<a <% 0<y<2 -z] )
D 10. [[evdady, D:y=1,y=2 2=0, v =y [e* - 2]
D
11. [[/1—22—y?dedy, D:0<2<1 0<y<V1-—2a? [%]
D 1. [f dedy, D:x+y—4=0,z+y—12=0, y* =2 62]
D
12. [ Qe —y+3)dedy, D:0<z<4,0<y<mz y<? 24+ 121n2]
D 12. [[ (z+y+10)dedy, D:a?+y> =4 [407]
. , D
13. [[ |z —1|dedy, D:a*>—y—-1<0,z2—y+1>0 [E]
D 13. [f xydzdy, D :y >0, (1’—2)2-%—7./2:1 [%}
D
4. [[ |a|dedy, D:y<3%, y>—x, y>arctge [w]
D 3 162 4. [f (@®+y)dedy, D:y=13a, y=22, 2y =2, >0 (4]
, D
15. |z +y—2ldedy, D:y>ai, y<2—a? 8
{Jf H 15. [[[(x—=1)yldedy, D: 2 =0, y=—-x+2, y=—1 Al
D
16. [ ly—a?|dedy, D:z>0,0<y<1, y>la [252] .
{,‘[ ly = 2| dudy, r=BUsys Y=y 5 16. jf%dxdy,D:x:2+siny71':(),;L/:[)7y:27r [%"]
D
17. —x|ldedy, D:x<2 y<dr,y<i y>2 4
gly ol dady, TERYSAYS Y=g [i2] 17. [[ |zle¥ dady, D:y=2a? y==x [32]
D
- . . 3e2-11
18. ylyw\dldy, D:2>0,y>0, ne<y<l [ = } 8. {]f\yfﬂdmdy,D:y:ﬁ,y:()tm:lpromzo (1]
1.2 Transformace dvojného integralu 15 16 Dvojny integral
19. {)f ly — 2?|dzdy, D :y =z, y=a*prox >0 ] Piiklad 2: Vypodtéte integral {)f dzdy, kde mnozina
20. J)] ly —2?|dady, D:y=2—x, y=0proz >0 [7“2{20’738] D={[r,y] € Ba; 2>+’ <y, 2 <y}.

1.2 Transformace dvojného integralu

Piiklad 1: Vypoctéte integral [[ e~ ~¥" dudy, kde mnozina
D
D={l[r,y] € Ex; 2’ +y* <1, 2<0, y<0}.
Reseni: Funkce f(z,y) = e~ je na oblasti D spojita a ohranifend. Dvojny in-
tegral existuje. Mnozina D je vyse¢ kruhu se stfedem v pocatku souradného systému
- viz Obréazek 1.7. Vypocet provedeme transformaci dvojného integralu do polarnich

soufadnic:

1y

Obrazek 1.7: D = { [z,y] € Eg; 22 +4* <1, 2 <0, y <0}

T = pcosp D*: 0<p<1
y = osing T<p<ir
[J]=¢
Potom
. 1 [ 3 1
//e P dedy = //e "29d9d¢:/ /ge Cdp dg:/ge @ [g]E"dp
D D+ 0\ 0
1 -1
5 0 t
-~ 1 T t=—0? T :
= §7r/gc do = di = —20dp 0 0f(=—[edt
0 1]-1 0

1
N
P
=
|
,D\
L
=

Reseni: Funkce f(z,y) = 1 je na oblasti D spojitéd a ohranicena. Dvojny integral
existuje. Mnozina D je znazornéna na Obrazku 1.8. Vypocet provedeme transformaci
dvojného integralu do polarnich soufadnic:

Obrézek 1.8: D ={ [z,y] € Eg; 2> +y> <y, v <y}

T = pcosy D*: 0<p<sing

y = psing T<e<m

[l =e
Potom

7 /sing L7 L
// dzdy = //gd@d;p:/ /gdg d;,o:i/sinza;dxpzi/(lfcosm) dp
D b FEA T T
1 1. 7 1
= Z[4p7§:.1112p]1716(37r+2).
1

Piiklad 1.2.1: Vyjadiete dvojny integral pouzitim transformace do polarnich sou-
fadnic:

1 [ f(z,y)dzdy, D = {[z,y] € Eo; 2° +y* <3}
D

2. [[ f(z,y)dady, D ={[z,y] € By; 2® +y* <aa}, jelia) a=4, b)a=—4
D

3. [[ f(z,y)dedy, D={[z,y] € Es; 22+ 4> < by}, jelia) b=2, b) b= -2
D




1.2 Transformace dvojného integralu 17 18 Dvojny integral
4. [[ f(z,y)dady, D ={[z,y] €Ep; 2 +y* <16, 2® +y* > 1,y>w, y> -z} 5 [f eV dady, D = {[x,y] € Ey; 1 <a2+3> <9, y >0}
D D
5. [[ f(z,y)dzdy, kde D je omezena oblast v roviné ohranic¢end rovinnymi kiiv- 6. [[ (2?+y*)dady, D= {[z,y] € By; 1 <2’ +y* <4, y>|z|}
D D
kami: 22 +y* =4z, 2’ +y* =8z, y=1x, y =22
) 7. [f VA—a? =P dady, D= {[x,y] € By; 2> +y* <2y, x>0}
6. jj f(z,y) dedy, kde D je vnitini ¢ast pravé smycky Bernoulliovy lemniskaty D
D
(@ + 92’ =a®(@®—y?), a>0 8. [[ siny/22 +y2dady, D = {[v,y] € By; 72 <2 +y2 < 4n?, y > 0}
» = D
9. f l“f;:jj daxdy, D = {[z,y] € Es; 1 < 2%+ <e?}
Vysledky:
I 10. {)j lzy|dedy, D = {[z,y] € Ey; 2? +y* — 2y < 0}
L[| [ f(pcosy, osing)pdp | dp ) o
0 \o 11. [ |z|dzdy, D = {[z,y] € Es; 2%+ y* < ay, a > 0}
D
I /dcosyp 3 dcosyp o ) )
2.a) [ ( [ f(ocose, gsm,,)pdp) b) [ ( [ f(ocose, gsnup)pdp) dp 12. [[ |yl dady, D = {[z,y] € Eg; 2* +¢* + 2z — 6y + 6 < 0}
A 9 D
2 2
). o /2ume 13. [f |a|dzdy, D ={lw.y] € Ey; 2 +¢* —4y <0< 2’ +y* — 2y, y < —u }
r [2sing . sin ) e
3. a) f< | Flecose, gsmw)pdp> de, b) [ ( [ flecose, ysmso)pdp> dy -
0 0 T\ 0 14. [[ |yl dzdy, D ={[z,y] € Eo; 2* +¢* — 20 >0, 2® + y*> — 4o < 0}
D
o : :
4. f (ff(gcosv, gsiw)pdp> dy 15. [[ |z|dzdy, D = {[z,y] € Es; 2 +¢* < ay, y+ V32 >0, a >0}
s 1 D
i
arctg? [ 8cose 16. {)j |z|y? dady, D = {[z,y] € Eo; 1 <a?+y* <4, 2 <y <0}
5. [ | [ [flecosy, esing)odo|de
= \dcosp
f’% a\/i?slo/( AP Vysledky:
6. ocosp, psing) o do | dp
it 0 1. [37] 9. [ 27]
2. [3(17In17 - 16)] 10. [4]
Priklad 1.2.2: Vypoctéte integraly s pouzitim transformace do polarnich soufadnic: 3. (97 —12] 11. [%}
L [f («* +y?) dady, D ={[v,y] € Byya® +y* <2, 220, y > 0} 1 [%’] 12. [127]
D
112
4 V1622 5 [ lw(efl _ ef‘?} 13. [T}
2. [[ [ In(l+a?+y?)dyldx 2 14, 2]
P 6 [ 4 B
o G D D a’
3. {}j V9 — a2 —y2dady, D = {[z,y] € Ey; 2? +y* < 3x,} 7. [ Sr—1] 15. [2]392]
4. [[ arctg Ldwdy, D ={[z,y] € By; 2®+y* > 1, 2®+3> <9, y > & — y < xV3} 8. [ =37 16. [%})/E]
D
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Piiklad 1.2.3: Vypoététe dvojny integral pomoci transformace do zobecnénych po-
larnich soufadnic

1. J)fﬂl*ﬁ*%dwd;{/, D:{[z,y]EEz;xZ+%§1}

2. [[ aydrdy, D ={[z,y] € B % + 3> <1, x>0, y >0}
D

3. [f (92% + 4y? + 4) dzdy, D = {[z,y] € E;92% + 4y> < 36}
D

4. éf || dady, D = {[z,y] € Es; & + %Sl,ng,xZO}

Vysledky:
L [%] 3. [1327]
2 [3] e

Priklad 1.2.4: Vyjadiete Uu f(z,y) dedy pouzitim vhodné transformace a nasledné
vypocitejte pro zadanou funkci. D je omezena rovinnd oblast, ohrani¢end kiivkami
nebo uréené nerovnicemi.

L [f f(z,y)dedy, f(z,y)=z+y, D: 0<2<4,22<y<3z
D
(Névod: Uzijte transformaéni rovnice: u =z, v =y — 2x.)
2. [[ f(z,y)dady, f(z,y) = (—y)?, D: 0<2<2 1-a<y<2-—uz,
)20
(Navod: Uzijte transformacni rovnice: u =z +y, v=xz —y.)
3. [ f(z,y)dudy, f(z',y):(x—’y)z, D:=0<z2<2 1l-2<y<2-=x
D
(Navod: Uzijte transforma¢ni rovnice: u =z, v =z + y.)
4. [f f(z,y)dady, f(z,y)=1, D: ay=13% ay=2, 2y=ua, y=2x,
D

prox >0, y >0

(Névod: Uzijte transformaéni rovnice: u = zy, y = vz.)

ot

[ Py dedy, zy=1, D: y* =, y* =2z, xy =2
D
(Névod: Uzijte transformacni rovnice: u = zy, y* = vz.)
6. fff(1 y)dady, f(v,y) =1, D: > =a, )2 =8z, y=2a> y=2

(Névod: Uzijte transformaéni rovnice: 2% = uy, y* = vx.)

2

7. ff f@y)dady, [(a.y) =1, D: b+ vi<a

,a>0

(Navod: Uzijte transformacni rovnice: & = gcos® ¢, y = osin® ¢.)

Vysledky:
4 u
L[ £ (u, v+2u) dvldu (2]
00

2 4T o) )
3. sz(u v — u) dv]du ¥]
4. 2 f(VE V) 3 Finduldv 22

1/2 1/2

5. lfz[lf f(\/j m) ok duldo Lin2]

8 8
6. [I]f (\a/uzv., \3/u1,'2) 1+ du]dv (2]
11
a 2m
7. 3 [[f f (ocos® o, osin®¢) pcos® ¢ sin®p dy]do [2na?)
00

1.3 Geometrické aplikace dvojného integralu

A C E; je elementarni oblast prvniho nebo druhého druhu.

O = [[dxdy [m?* - obsah rovinné oblasti A
A

V= j] (f(z,y) — g(x,y)) dzdy [m®] — objem valcového télesa

W={lz.,y,2l €Es: [z,9] € A g(z,y) < 2 < fla,9)}

S=[f \/1 + (i) + (f;(x‘y))zdmdy [m?] — obsah &4sti plochy
A

S={[z,y,z] € Ez: z= f(z,y),[z,y] € A}

Poznamka: Doplitte piislusné jednotky v zadani a vysledcich.
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Piiklad 1.3.1:  Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce A ohrani¢eného kiiv- 4. A={[z,y] € Eg; >0, arctgz <y <1}
kami:
5. A={[z,y] € Ey; y<1l,y<z—1, y>Inz}
_ —9 g1 _
Laoty=1oty=2y=30y=20 6. A={[r,y] € Eg; 2® +1> <4, 2 +y>2}
2. y=cosz, 0<ax<Z y=0
y=cosz, 0<ax <7,y 7.14:{[1‘1/]EEQ;%Jr{TZSLi«F%EI}
3.y=4,y=2", y=2"" 2
8. A={[r.y] € Ep; y<arcsinz, y>%,y<3}
4. y=2a% y=4—2° ) )
9. A={[z,y] € Eg; (y+3)" <3¢ -2, y+1+2><0}
5.y=-2,y=z+2,y=2 =z
10 A={[z,y] € By; y<1—u, y<e”, y>0}
6. y=a% y= 1z
1. A={[z,y] € By 2>1, 5 <y< %}
T.oay=4,22=2y, y=4, =0
12. A={[z,y] € Eg; <0, ¥ <y<e’}
8. y=1 y=4dx, y=8apiimkouy =0
B 13 A={[z,y] € By; 2>0, - <y<
9. 2?+y?=da, 2’ +y* =22, y=1x,y=0 .
4. A={[z,y] € Eo; y<—2% y<a®-2,3x+2y+9>0}
10. 224+ y* =4da, 2> +y* =8z, y=22, y=x 5
15. A={[z,y] € Eg; y<a’+1,y>(x—-1)7°,y<-a+3, >0}
1. (z— 1)+ =122+ (y—1)* =1
( yry W=D 16. A={[z,y] € Eg; 20 —y—4<0, y* >4z, y+ [z <0}
12. A omezeny obrazec ohrani¢eny kiivkou % +y* = 5 a te¢nou k této kfivce v bodé
A=11,2]
Vysledky:
Vysledky: ,
1. [g (1+ﬁ)} 6. [r—2] 12. [2]
L [3] 7. [4(2+1n2)] .
2. [¢] 7. [3(m-2)] 13. 2]
b - 12
2. 1) 8. [¥ —1n4] ' 8 [wﬁfﬂ
p 3. [19 : 3 34
3. [12- 4] 9. 3(r+2)] 3 (3] 0 1] 1. [§]
4 {%\/ﬁ] 10. [12arctg 2 + 6 sin 2arctg 2 — 37 — 6] 4 [ln VIttg 1] 10' [z] 15. [4]
- L2
11. (2 -1
5 [ 51 5 (2] . [ 10. [2
6. [1] 12. {5 — 3 arcsin %}
Priklad 1.3.3: Vypoctéte objem télesa W ohrani¢eného plochami:
Priklad 1.3.2: Vypoctéte obsah rovinného obrazce A: 1 63— Oy+52=0,30—2y=0,dv—y=0z+y="5 2=0
1L A={[z,y] € Eg; y< —2®, y<22®, y>a® -1} 2.x4+y+2=6,3r+2y=12, y=0, 2=0
2. A={[x,y] € By; 9(y+2)>(x—1)° 2 —y—3>0, x>0} 3.2=0,y=0,2=0, z=m, y=m, z=sin’x sin’y
3. A={[x,y] € Eg; y>2a% y <8z, y>—22+3} 4 z=2*+y*, 2+y=12=0,y=0,2=0
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5. z2=20%4+y*+ 1, o+y=1,2=0,y=0 2=0
6. y=a®, x+y+z=4,y=12=0
7.22=6-5y, 4> =2, 0<2<9

8 22=y, 2°=4-3y, 2=0,2=9

9. y=a® x=y% 2=124+y—2% 2=0

10 z2=2>—4? y>0,2>0, <1

11 224+ 22=16, y=0, 2 =0, y =z, 2 >0

120 y=a% P =2, z=2%—¢*

13. 2 =4 —a® —¢? 22 =24 2% +9?

16. 202 +2y2 — 22 =0, 22 +¢? — 22 = —4

17. 22+ y? = a?, 2® + 2 + 22 = da?

18. 22 +y? —2ar =0, 22+ y*> + 22 =4a% a >0

19. 22 +y? =22, 22+ 92 =22 2>0

20. z =4 —1? y:§‘ z2=0

2L a2+ P+ 22 =1, 2’ + 2+ 22 =16, 22 =2 +y% 2 >0

22, a2+ 2+ 22 =4, 2’ +y* =32

23 z=a+y? Al +yi=un, 2P +yP =22, 2=0

2. z=uxy, P +y* =2z, 2>0

25 z=—y z=—2 pro —z<y<0,z<1

26. 22+ % 4
2

27 L2 2 Ry 2

Vysledky:
1 [Y4] 5|

2. [4] 4. [3] 6. [$]

7. [%] 14. [87] 2L 217 (2 - V2)]
8. [16] 15. [%* (2v2-1)] 22. [Lz]
9. [39] 16. [ (V2 -1)] 23. [L1]
0. 3] w [ E-E]
1. [§] 18, 152 (n - )] 2. [Z]
12. [] 19. [2] 26. [167]
13. [3n] 20. [2¢] 27. [47 (2 - V2)]

Piiklad 1.3.4: Vypoctéte obsah plochy S, je-li:
1. S={|z,y,2] € E3; 60 +3y+22=12, 2>0,y>0, 2>0}
2. S={[z,y,2] € Eg; 24+y+2—4=0,0=0,2=2,y=0,y=2}
3. S={[r,y,2] € Eg; 22=22y, 2>0,2<3,y>0,y<6,2>0}
>3 r<2v2, }

T, Y
. S={[r,y,2] € Eg; 2?2 +22=1,y>0,2>0, z2+y<2}

o
INA

4. S={[z,y,2] € Eg; 2z =2% y<2

o

6. S={[z,y.2] € Eg; 22+ ¢y =2z, 2+ <1}

7.8 ={lr.y.2] € Es; z=ay, 2* +¢* <’}

8. S={[r,y,2] € Eg; 1 +22=2% 2?2 +y*<a®}

9. S={[r,y.2] € By T+ ¥ =2, 2 4 ¥ <1}

10. S={[r,y,2] € Eg; 2> +y>+22=4, 2> +y*<1, 2>0}
11 S ={[z,y,2] € Eg; 2=+/4d—a% —¢?, 302 +3> < 2%}
12. S ={[z,y,z] € Eg; 1‘2+y2+22:94%+%§1}
m, 22+y?—2<0}
14. S={[z,y,2] € Eg; 2=/a2+¢2 2 +y* <2z}

15. S={[z,y,2] € Eg; y*+2*=2ax, y* <ax,x<a,a > 0}
z= 22+ 22 <2y}

17. S ={[x,y,2] € Eg; 2> =4z, y* <da, <1}

13. S={[z,y,2] € Eg; =

16. S ={[z,y,2] € Es;
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18. S={[r,y,2] € Eg; a2 +22=1, 22 +y*<1} Poznamka: Dopliite piisluiné jednotky v zadani a vysledcich.
19. 5= {[z,1 Eg; 2= -2 42, 2 <y<z, >0
{lr,y2] € Bs; 2 7+ Fsyse o20} Priklad 1.4.1: Vypoctéte hmotnost rovinného obrazce A, je-li o (z,y) plosnd hus-
20. S={[z,y,2] € Bg; z=-2% 23<y<0,2>-1} tota:
_ R 2 .
2L S={[r,y,2] € By; z=4-2% 0<y<2, 220} 1. A je omezena rovinna oblast ohranicena kiivkami: y = e, y = ™%,
22. S={[z,y,2] € Bg; 2=2—(2"+¢?),0<y<z, 2>0} y=4; o(z,y) =k
R 2. A je omezena rovinnd oblast ohrani¢end kiivkami: y = 27, y = 272,
Vysledky:
s=1 o (o) =k
1. [14] 9. [27ab (V8 —1 16. [7v/2
s [Gmab (VB —1)] (V2] 3. A={loy] € B y<ab, y=dr ks o(wy) = e
2. [4Vv3 _ 17. [16 1
- 10. [47 (2 - V3)] 7 [3 (vB-1)] 4. A={lr,y] € BE; 0<2 <3 0<y<sin2z}; o(z,y) =a?
3. 136
[13] 1. [47 (2= V3)] 18 18] 5. A={lr,y) € By y<2 y<io—y<l}oley) =le—1|
4. 13 47 ’
5 o 12. [72arcsin 2] 19. [§] 6. A={[r,9] € By y<e®, y>e’, y<e™ )} o(wy) =yl
. [2m
6. [2n (VE—1)] 13. [r—2] 20. [10‘/51;0 1] T.A={lz,y) € Eg; 2+ — 40 <0, 22+ y*—22 >0, y<z }; o (2,y) = |z]
; _ 8. A={[r,y] € By; 2* <y, <a }; o(2,y) = |y — x|
n [ (avat )] 1 (Ve a1, [5]
P wa? G 37 L
8. [2ma?] 15. [T (3v3— 1)} 22. [&] Vysledky:
L [k (-3 +12m2)] 4_P%j] 7. [5 (97 + 8)]
) . o s . ) 51 21-10In2 8. [2
1.4 Fyzikalni aplikace dvojného integralu 2. [F(Ema)] 5 [Hgne] (]
3. [ -2 6. [2m2"—e2"+1}
A C E; je elementéarni oblast prvniho nebo druhého druhu. Tenka rovinna deska ¢ 8
A mé plognou hustotu o(z,y) [kg-m™2.
m = [[o(z,y)dzdy [kg] — hmotnost desky A ; L
\ Piiklad 1.4.2: Vypoctéte staticky moment S, vzhledem k ose x, resp. S, vzhledem
L, k ose y rovinného obrazce A, je-li o (z,y) plosnd hustota:
S, = [[yo(z.y)dzdy [kg-m] - statickj moment desky A vzhledem k ose
4 1. S, S, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kfivkami: y = 5 + 3,
S, = £j¢a(¢q)didu [kg -m] - staticky moment desky A vzhledem k ose y y=2-3 1=0 z=4 o(zy) =1
S, S, 2. S, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y = —1, y = 2,
T = [t,ts], kde t; = =2, ty = = — t&%ists desky A
m m y=z,y=Inwz o(z,y)=k
I, = J4f y?o(z,y)drdy [kg-m? — moment setrvacnosti desky A vzhledem k ose z 3. S, rovinného obrazce A= { [z,y] € Eg; 0< y < |sinz|, 0<z <7 };
I, = [[2*0(x,y)dzdy [kg-m?] — moment setrvacnosti desky A vzhledem k ose y 7 (@,y) = |cosz|
4 4. S, rovinného obrazce A= { [z,y] € BEy; y<z, y<L y>i}io(x,y) =2
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5. S, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y = z, x = y?; Vysledky:
o (z,y) =~
(@9) =75 1 [S, =24, S, = 48] 7. [Sy —k (1 _ %)} 13. [S. =]
6. S, rovinného obrazce A= { [z,y] € Ea; >0,y >0, naz<y<1}; 9 [Sﬁzk(02+§73)} X [S o s :M] 14. [é}:%]
o(z,y) =y ¢ - Pz » Py =5 .
R N o 3. [S.=1] (i) 15 [8: = 3]
7. S, omezeného rovinného obrazce ohraniceného kiivkou y = sinz a tiseckou spo- 3 9 [SL = ] )
jujici body [0, 0], [g 1] s o(z,y) =k 4. [Sy _ _g + ln2] 16. [Sy = i]
8. S,, S, omezeného rovinného obrazce ohraniceného kiivkami: y? = 4o + 4, 5 [S 574\/5] 10. [ST = %} 17. [S,, = % (\/5 - \/§)]
y'=-2w+4;0(z,y) =1 e 11. [S, = %] 18. [s, = -]
9. S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Ep; 1 <2?+y? <4, y>uz,y>0} 6. [Sy = 2657;1] 12. [Sr = 215;6 (4\/5 - 1)] 19. [Sy = %7"]

o(wy) =a*
10. S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 1 < $2+% <4, y>0} o(z,y)=2a?
11. S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 1 <22+ % <4,y>0,y>2V3z };
o(zy) =a*
12. S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 4 < $2+% <8 y>0} o(r,y)=2a?
13. S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 22 + 9> <4, 2?2 +y> > 2z, x >0,
Y20} o(my)=x
14. S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Ea; 42 + % <1l x>0,y<0}
o (z,y) = |2yl
15. S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 22 +y* — 22 >0, 22 + 3> — 4z <0,
y20,y<az}o(ry =1

16. S, omezeného rovinného obrazce ohraniceného kiivkami: y =2 —x, y = 2% — 1
proz > 0; o (z,y) =1

17. S, rovinného obrazce A = { [z,y] € Bg; 1 <a?+y2 <4, y> -2, y >3z };
ozy)=1

18. S, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kfivkami: y = ¢*, y = 0 pro
z < —1; o(z,y) = |z|

19. S, rovinného obrazce A ={ [z,y] € Ea; 22 +¢y* <4, 2>0};

o(z,y) =a\/4—a2—y?

1. T rovinného obrazce A = { [z,y] € Ey; % + % <1l 2>0,y>0}
o(xy) =ay
2. T omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y* = 4z, y = x;

o(xy)=1

3. T omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y* = 4z + 4,
y'=-2w+4; 0(z,y) =1

4. T omezeného rovinného obrazce ohraniceného k¥ivkami: y = —z, y = 22 — 2%
oy =1

5. T omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: y = sinz, y = 0,
0<o<fo(ry =1

6. T rovinného obrazce A = { [z,y] € Eo; %: + %j <1, 2>0,y>0}, a>0,
b>0; 0(x,y)=1

7. ap rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 22+ y* <12, 0<z <y}, r>0;
o(zy)=2x

8. yr rovinného obrazce A= { [z,y] € E; 0<a<y<3, y<i}l oy =k

9. T rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 2? +1y* <1, y<az+1,y>0};
o(z,y) =1
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10. @7 rovinného obrazce A = { [v,y] € Eqg; 1 <a?+3y2<4,0<y<z }
o(zy) ==y

11. T omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kfivkami: z = 1, y = 0, y = \/z;
o(@y) =

12. T rovinného obrazce A = { [z,y] € Eqg; >0, y >0, 422 +y*> <4 };
o(vy) ==

13. T rovinného obrazce A ={ [z,y] € Eg; 2> +y*<ay}, a>0; o(z,y) =y

14. T omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: zy = 1, y? = 8z,

=2 0(x,y) =1

14
8. {Ul = 3(1+2]n3)}

5. I,, I, rovinného obrazce A ={ [z,y] € Ey; 2> <y <z }; o(z,y)=k

6. I, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; y < —2?+1, y > 0}; o (z,y) =1

7. I, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kfivkami: y = /z, y = z%;
o(z,y) =1

8. I,. I, omezeného rovinného obrazce ohraniceného kiivkami: zy = a?, 2y = 2a?,
z=2y, 2z=y, x>0, 0(z,y) =1

9. I, rovinného obrazce A = { [z,y] € Ea; 22+ 4> <%, r>0}; o(z,y) =1

10. I, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 1 <a?+y* <4, y >z, y> -z}
o(zy)=y

11. I, rovinného obrazce A = { [z,y] € Ea; % + ”’472 <1, 20 —+3y<0, >0}
o(z,y) = |z|

12. I, rovinného obrazce A ={ [z,y] € Ep; 2? <y <z }; o(z,y) = ﬁ

13. I, omezeného rovinného obrazce ohrani¢en¢ho kfivkami: y = 22, y = x;

o (x,y) = xe¥

Vysledky:

107 = [2=8 1—1n2]
5 T — 7(7\4[ 7(7\2[ } . 12-37) d-m
: 11—V2)’ 82—2
(1=v2)’ 82-v2) 12. 7= [, 9] 1. [I, = 13k] 8. [Lz%ﬂ ]y:%}
6. T=[32 2 . 5mkat
37 sw] 13. T = [07 L;} 2. [Iy = T] 9. [Il = %m"ﬂ
pp = =2 1 8 3. [L=4] _3
Tl IG(Z*ﬁ)} 4. T= [20(77311112)7 8(7—311112)} ’ 10. [IT = ?\/ﬂ
4. 11, = 384
11. [1, —u (1 - i)}
. . DI . 5. [L==% 1,= %] ° T
Priklad 1.4.4: Vypoctéte moment setrvacnosti rovinného obrazce A, je-li o (z,y) T8 W T 20
<14 hustota: _ 3r-13
plosné hustota: 6. [[I = %} 12. []y =Inv2+ T]
1. I, rovinného obrazce A = { [z,y] € Eg; 62 4+y >6, 20 +y <6, y > 0; }; 7. [II = é] 13. []y = ”%4‘]
o(zy) =k
2. I, rovinného obrazce A = { [z,y] € Ea; (z—a)’+y* < d?, a>0}; o(z,y) =k
3. I, omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami: v +y =2, x = 2,
y=2%o0(ry =1
4. I, omezeného rovinného obrazce ohraniceného kiivkami: z = 0, = = 4,
y=5+3 y=5-3 0y =2
32 Trojny integral
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Kapitola 2

Trojny integral

2.1 Vypocet trojného integralu

Piiklad 1: Vypoctéte integral [ [ [ 2% dzdydz, kde mnozina
w

W={[r,y,2] € B3 0<2<20<y<50<z<6-=z}.

Reseni: Mnozina W je oblast prvniho i druhého druhu v Eg - viz Obrazek 2.1. Funkce
f(z,y, 2) = 2% je na oblasti W spojita a ohrani¢ena. Trojny integral existuje. Podle Fu-
biniho véty pfevedeme vypocet trojného integralu na vypocet trojnasobného integralu.
Vypocet provedeme za predpokladu, Ze W je oblast prvniho druhu.

X

Obrazek 2.1: W = {[z,y,2] € E3;0<2<2, 0<y<5 0<z<6—uz}

6—x

2 2
z2dz | dy | de = — dy | dx
3 1o
0 0 \0
5 2
Jo-atan) =g [0y
0 0

Y (R IEL

///zzdmdydz =

w

|
o

Piiklad 2.1.1:  Pievedte trojny integrél [ [ [ dzdydz na trojnésobny (pokud to lze)

nebo na soucet trojnasobnych integralt. Mnozina W je omezena oblast v prostoru Eg
ohranicena plochami nebo uréend nerovnicemi.

1. W:z>0,y>1,2>0,2:2<2-2x—y

2. W:ix>0,y>0,2>20,y<1l—z, z<z+y
3W:0<2<2,0<y<2,2>20,2<1-y, 2<y—1
4. W:r>0,22<y<1,2<6

5 W:iz=0,2z=3(1-9%), y=|z|

6. W:y=0,2=020+2=% y=z

T Wz

v

e’ z2<e, 0<y<4, >0
8 W:z>—a? 2< -9, <1, —2<y<0

9. W:2>0 2<4—y% >0, y>Inz, y>0

Vysledky:

=
==l

o
O

(T d;) dy) dw+z (2' <T dz) d;y) dx
f d;) dy) do

Bl
=
[T,
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1y [30-7) 5. [0] 7. [E(e -t — e+ 1))
5 dz | dz | dy
AN 6. [0
5 (V5= o
6. [ [ [ dz) dy] da Piiklad 2.1.3: Vypoctéte nésledujici integraly [ [ [ f (z,y,2) dedydz. Mnozina W
0o \o \ 0 W
je omezend oblast v prostoru Eg ohrani¢end plochami nebo uréend nerovnicemi.
1/4 /e
7. Of(of Q dZ> dy> dz 1. ff%mdzdydz, W:ie=0y=0 2=0 z+y+z=1
1 o[-y 0 1 [y L e Aedads TV - . -
N f<_{ ( d) dy> e | (_{ <,f dz) dz) » 2. jjv{rzdldyd/,, W:z>0,y>0 220 c4+2+2<1
0 \—z \—az2 =1 \~y \—22
) 3. [ [ [zduedydz, W:22>0,y>0, 2>0, z+y+2<1
2 fev [4—y W
9f<f<f dz)dz)dy )
o \o \ o 4.fféﬁdmdydz#W:xEO,yZO,zZO‘,xﬁ»erzgl
5 [ [ [(z+1 dedydz, W:z>0,y>0, 2>0, 41 <4
Piiklad 2.1.2: Vypoctéte nésledujici integraly. Mnozina W je omezena oblast v / j»{ (@ 4y +2) dadydz, 220 y20 220 s+y+zs
prostoru E3 ohrani¢ena plochami nebo uréena nerovnicemi. )
6. [[[(2w—y+32)" dedydz, W :2>0,y>0, 2>0, s+y+2<1
L [[[(x+y) dedydz, W:0<2<1,0<y<20<2<3 w
w 7. j]jryzduludz, W:x>0,y>0,2>0, z+y+2<1
2. [[[(x+y+z)dedydz, W:0<2<3, 0<y<20<z<1 w
w 8. [ [ [aydedydz, W:0<2<1,0<y<1,0<z<az+y 2<2-z—y
3. [ [ [#Prdtdrdz, W ={[t,r,2] €E3; 0<t <7, 0<r<a, w
W C 2,3 ; , .
9. Py dedydz, W:z=ay, y=xz,y=1, 2=0
0<z2<b} a,b>0 ffl{
7. o . s p . 2, .2
4. ff‘{mdxdydz‘ W:0<2x<1,0<y<1,0<z2<1 10. ff[{xdxdydz, W:z>0,y>0,24+y<1,0<z<a?+y>+1
5. [ [ [ o*singpcospdodedz, je-li W ={[o,p,2] € Es; 0< p<a, 1L [ [ [evdedydz, W:0<y<3, a2<z2<4
W W
0<p<2m, *%SZS%} 12. [ [ [ dedydz, W:2>0,y>0,2>0,2<1—2% z+y<1ly<2z
W
6. (2%zcosz) dedydz, W:0<z<2m 0<y<2 i<z2<1
ffuf 2 13. [ [ [162%yzdadydz, W iz =1, y=0,y=—z, 2=0, z2=—y°
W
7. [ [ [ (2e%%2) dadydz, W :0<2 <1, 0<y<1,0<z<1
W 4. [ [ [ycos(z+z)dadydz, W :y =0, 2=0, y=yz, 2 +2=13
W
Vysledky: 15. [ [w{ ayzdrdydz, Wy > 22 o> y? 2>0, z<ay
1. [9] 3. [éfrai’b“} 16. [ [Wf drdydz, W:z=9?, y=2, y=2—-2,y=0, 2=0, 2 = *%.T +6
2. [18] 4. [E(31+12v2-27V3)]
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Vysledky: T = pCOSpCosy A: 0<p<1
y = osingpcosy T1<¢<3
L [3(=5+Wn2)] 9 z = psinvy 0<y<Z

le 8|

=) 10.

«lg 3

] 11 [2(e* - 1))

sl
3

ot
W
L)
—

C2 EC OC T of oF 9 &0
=

6. 3] 4. [ (@2 —-38)]
7. [l 15 [5q]
8. [x] 16. 3]

2.2 Transformace trojného integralu
Piiklad 1: Vypoditejte integral [ [ [ /2 + y? + 22 dzdydz, kde mnozina
W
W:{[x.,y.,z] €EB30<a<y 2>0 2>+ +22< 1}.

ReSeni: Mnozina W je 1 /16 koule lezici v 1. oktantu, jeji kolmy pramét do roviny
z = 0 je na Obrazku 2.2. Funkce f(z,y,z) = /x> +y? + 22 je na oblasti W spo-
jitd a ohraniCend. Trojny integral tedy existuje. K feSeni pouzijeme transformaci do
stérickych soufadnic.

y2+x2:1

Obrézek 2.2: W = {[z,y,2] € E3; 0<z <y, 2>0, 22 +y*+22< 1}

7] = ¢® cosy

Potom

/// Va4 y? + 22 dedydz
W

= /// \/gz cos? p cos?y + 02 sin® p cos? v + o? sin® v o? cosy do dip dy
A

1 2 2
= ///g'zcos’ydgd@d‘y:/ / /gzcosq/dq/ dy | do
A 0

Piiklad 2: Vypoctéte integral [ [ [(z + y) dvdydz, kde mnozina
W
W={[r,y.2] € Es;0<z<y* 2> +y* <1, y>0}.

ReSeni: Mnozina W je valcové téleso, jehoz tvoFici pifmky jsou rovnob&zné s osou
2z, a jehoz kolmy primét do roviny (z,y) je horni polovina kruhu ohrani¢end kruznici
se stfedem v pocatku a polomérem jedna. Téleso je zdola ohraniceno rovinou z = 0
a shora parabolickym valcem z = y?, ktery ma povriky rovnobézné s osou x. Funkce
f(z,y,2) = x4+ y je na oblasti W spojita a ohranicena. Trojny integral existuje. K
vypoctu trojného integralu pouzijeme transformaci do cylindrickych souradnic:

T = pcosy A: 0<p<1
y = osing 0<ep<m
2=z ()Szggzsm?;p
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Potom 8. W: + +16711>0 y>0,2>0
///(1 +y)dedydz = / /92 (cosp +sing) dodpdz
w Vysledky:
1 T o*sin o
5 .
= 08 sing) dz | de | d,
/ / /) ¢ (cosp +sinp) dz | dip | de 1 [ [ [ f(ecose,osing,z) ododpdz =
0 \0 0 A
7 L (2 (6-pcosp—gsing
- / / (cos o +sing) [2]8 ¢ dy | do =/1/ S [flecosp,osing,z) odz | dp | do
2 \J 0 \o 0
P
1 [2n
= / (/ 0" (sin® p cos p + sin® psin ) do | dy 2. [ [ [ f(ocosep,osing,z) pdodpdz = [ ( ( I f(ocosp, psing, 2) ,gdz) dp) do
o \o A 0 \0
™ A1
.9 Lo =
= | (sin® pcos + sin® psin ) dp 1 5 o
/[5]0 3. [ [ [ f(ocosg,osing, 2) pdodedz = [ | [ ff(gcospjgsinsp,z) gdz) dyo | do
. A 0 \0 \0
1
= g/ (sin® ¢ cos ¢ + sin® psin @) dp Bl E [
0 4. [ [ [ f(ocosep,osing,z) pdodpdz = [ ( J ( I f(ocosg, psing, 2) de) d,o) do
x A 0 =\ 0
1 . 1 [ .. 4 ‘
= g/sinztpcos;odtp+g/sinzpsinwdpzﬁ. y lp
0 0 m
5. [ [ [ f(ecosp, osing,2) ododpdz = ( ff(pcosso,asimw) gd2> d@) de
Oba urdité integraly Fesime goniometrickou substituci. Pfi vypoctu prvniho integralu A
zavedem substituci ¢t = sin ¢, pii vypoctu druhého substituci ¢ = cos .
6. [ [ [ [f(ocosgcosy,osingcosy,psiny) o cosydodpdy =
A
Piiklad 2.2.1: Pievedte trojny integral [ [ f f (2,9, 2) dvdydz na trojnasobny (po- Vo [E
— . ~ inw sin ) 0% ~ d~ 8
kud to lze) nebo na soudet trojnésobnych mtcglalu s pouzitim transformace do cylin- - Of <0f (! f(ecospcosy, gsing cosy, gsiny) ¢” cosy d /> dp) do
drickych nebo sférickych souradnic. Mnozina W je omezend oblast v prostoru E3 ohra- ¢
ni¢end plochami nebo urcend nerovnicemi. 7 f f f F (0cos ¢ cos 7, osin g cos v, osiny) o? cos dodipdy —
A
1L Wi+ <1, 2+y+2<6,2>0
5x
2 [
2. Wial+y?<1, 22 4+y*—2-1<0, 2<6 = <f (j £ (ocospcosy, osin g cosy, psiny) o? cosy dq) dga) do
A%
3W 492 <1, 2 <22+ 42, 2>0,2>0,y >0
4. Wiy<z y>-z 2-3<—(2+9%),2>0 8. [ f{ f (20 cos ¢ cosy, 3gsin ¢ cos 7y, 4gsin~y) 240° cos v dodpdy =
5. W:a? 447 —4y <0, 0< 2 < /2% + 2 1503
=[|J{Jf(2ocospcosy,3osinpcosy,4osiny)240? cosydy | dy | do
6. W:ia?+y?+22<4, 2> 4+9*><32%, 2>0 0 \0 \0
TW:l1<2?+y?+22<4, 2<y, 2>0
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Piiklad 2.2.2: Vypoététe nasledujici integraly [ [ [ f (z,y,z) dedydz. Mnozina W Vysledky:
W
je omezend oblast v prostoru Ej ohrani¢ena plochami nebo uréena nerovnicemi. K 1. [40967] 9. [; ﬂ,}
vypoctu pouzijte transformace do cylindrickych nebo sférickjch souradnic. 8
o , 2. [§7] 10 [f5mr?]
L [ [ [y dadydz, W :2? +y* <16, 2> 0, 2 <4
W 3. (0] 11. UTJ
2. [ [ [@*+y?) dadydz, W :22 > 2% +y?, 2 <2 4 [16+s\/§+97} 12. [Lr]
W : 6 - 16
30 J [ it dudyds, Wt 4y < 42 <16 5. [8] 13. [—5p)
6. [%7] 14. [0]
4. [ [ [ dedydz, W:2>0,y> -z, 2?2 +y* <4, 0<z2<z+1
i 7. [7] 15. [3n]
5. [ [ [2va2+y?dadydz, Wiy >0, 220, 2<3, 2? + 3> < 2z 8. [327] 16. [érabc}
w g

6. ff“f 322 dadydz, Wia?+y? <z, 2 <2— (22 +y?)
7. [ [ [zdadydz, W22 >4 (2% +y?), 2 <2
w
8. [ [ [ydadydz, W:2>0, y<4, y>Va>+22
W
9. ff‘{ydxdydz, Wiy>vVa2+22, y<1,2>0
10. [f [(@* +y?) dadydz, W:2>0, a?+y* + 22 <r?
W
11. ffy{xyzdl‘dydz, W:x>0y>02>0 22 +¢y>+22<1
12, [ [ [/22 T2+ 22dedydz, W:0<z <y, 2>0, 2> +y° + 22 <1
W
13. ff‘{mzyzdxdydz, W:z>0y>0,2<0, 422 +y? +22<1
4. [ [ [oydedydz, W:a?+ 92+ 22— 42 <0, 2> /a2 + 42
w
15. ff‘{zdxdydz,w ca? 2 <2z, 24yt + 22 <3

16. [ [ [ (5 +%+5) dedyds, Wi 5+ 5+ 5 <1 abe>0
w
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2.3 Geometrické a fyzikalni aplikace trojného inte- 4 W: P+ P<laty+2<6,220
gralu 5W: a4y <1, 220 oty +i<l
v 2 _
W C Ej je elementarni oblast prvniho, druhého nebo tietiho druhu. Téleso W ma 6.W:0<z<2%0sy<3 —1<sz<l
objemovou hustotu o(z,y, z) [kg - m™) TW:0<2<9, y>a?, a2 <43y
V = [[[ dvdydz [m?] — objem télesa TV 8. W:z2<1, 2>Va2, 0<y<1
W
m = [[[o(z,y,z)dzdydz [kg] — hmotnost t&lesa W 9. Wiy Ve y<2Vya, 220, 04254
" 10 We z<y?+1, 2> 2% 22+ 42 <1L,y> -2, 2>0
Say = zo(z,y, z)drdydz [kg-m] — staticky moment télesa W vzhledem k ro-
v {ﬂ ( ) [ ] 1L W: 2:>a2% 492 y+2<4
viné (z,y)
122W: z<a?+¢y% 220, y>1, y<2z, y<6-=z
Sez = [[[yo(x,y, z)dzdydz [kg - m] — staticky moment télesa W vzhledem k ro-
w 13.W:z>22+9% 2<y
viné (z,z) 2
M W: Lz <a o<l
Sy. = [[[ wo(z,y, z)dzdydz [kg-m] — staticky moment télesa W vzhledem k ro- o 4= -
V;;;é (2.2) 15, W: z>a?+y% z2<a?+ 2% y>a2, y<2z, y<1
S 16. W:y>a, o>y% 2> +y?% 2 <2(2? +47)
T = [t1, t2, 3], =" t&ziste télesa W
m 17 W: 2?2 +92+2y<0,0< 2 < /a2 +42
I, = {ff(yQ +2%)o(z,y, 2)dzdydz [kg-m? — moment setrvacnosti télesa W 18 W 2> a2 142, 22 < a? 4y
vzhledem k ose = 19. W: 2<6—a—y% 2> /a2 + o2
I,= {Jf(zQ +2%)o(z,y, z)dzdydz [kg-m? — moment setrva¢nosti télesa W 2. W: 220, <z +2y, e +y2 <2z, 22 +y° <2
vzhledem k ose y 21 W a2 492 +22 <4, 22+ <1
L = [[[(2* 4+ y*)o(z,y, z)dxdydz [kg-m?] — moment setrvacnosti télesa W 22 W: a2+ 2 +22<9, a2 +y? >4
W
vzhledem k ose z 23. W a?+y? +22 <2z, 22+ y? > 22
24 W a4y +22<4, 224y + (2 —2)° <4
Poznamka: Doplite piislusné jednotky v zadani a vysledcich. 25. W - % + % + % <1,0<z< %y
Piiklad 2.3.1: Vypoctéte objem télesa W uréeného nerovnicemi nebo ohraniceného
plochami: Vysledky:
LW:2=0y=02=020+2y+z-6=0 L [9] 4. [67] 7. [16]
2. W:2=0,y=02=0,2/3+y+2/6=1 2. [3] 5. [%oﬂ} 8. [%]
3.W:2=0,y=0,2=02=3y=3 c+y+z=4 3. 3 6. [1] 9. [
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10. [27] 16. [2] 22 [waﬂ
11, [8x] 17. [%]

12, 3] 18. [3n] 2. [37]
13 [357] 19. %] 24. [124]
14. [37] 20. [2 (7 —2)]

15. [ 21 [4r (8 - 3v3)] 25 [%]

Priklad 2.3.2: Vypoctéte hmotnost télesa W uréeného nerovnicemi nebo ohranice-
ného plochami, je-li o (z,y, z) hustota télesa:

1L.W:0<2<1,0<y<1,2>0,24+2+y<20(z,y,2) =k, k>0
2. W:y>0,y<lnz, 2>0,y+2<1; o(x,y,2) =k, k>0
3W:iy>|z], 2>0, 2<3(1—¢%); o(z,y,2) =k, k>0

4. W:a<l,y>0,y<wz 2<0, 2> 9% o(v,9,2) =k, k>0
5. Wi a?+y?<1,2—-y<0,0<a<y; o(z,y.2)=k, k>0

6. W:a?+9?<1,0<z2<¢*, y>0; 0(z,y,2) =k, k>0

T W a?+y? <2, 2?2 +y?>22, 2>0; o (2,y,2) =k, k>0

8. W:y>0,y>—w, 2<0, 2> +1?+22< 1, 0(2,y,2) =k, k>0
9. Wi 1<a?+y?+22<4,y<0; 0(z,y,2) =k, k>0

10. We 220,920 22 +92+22<1, 2> /a2 +y% o(2,9,2) =1
11 We a2+ 92+ 22 <22, 2+ 2 <23 o (2,9,2) =k, k>0

120 We a4+ 92 +22—2<0, 2 < Va?+12 y < 0; o (2,9,2) = |2

Vsledky:
1 [K] 5. [ 2] 9. [Hzg)
2. [k(2-3)] 6. [zk] 10. [ (2-v2)]
3. [34] 7. [k 11, [kr)
4. [5H] 8. [5#] 12 [55]

Priklad 2.3.3: Vypoctéte statické momenty télesa W vzhledem k soufadnym ro-
vindm, je-li o (z,y, z) hustota. Téleso W je urfené nerovnicemi nebo ohranic¢ené plo-
chami.

1Sy, Wiy>0,2>0,y<1-2% 2+2<2 o(x,y,2)=k k>0
2.8, W: z<e", y<l—-z,2>0,y>0; 2>0; o(z,y,2) =k, k>0

3. Suy, Wt 0§z§m4y§4;o(z4y,z):k, k>0

4o Spyy W 2222+ 92 2<3, y > |z]; o (z,y,2) =y

5. Spsy Wi a2 +922>1, 1<2<5—a22—y% y>|af; o(z,y,2) = |y

6. Spoy W: 22 4+92> 2, 2 +92+y <0, 2>0; 0(x,y,2) =k, k>0
TSy Wi a2 +y2 =40 <0, 22 +4y2—22>0, y > 0; o (z,y,2) =k, k>0
8. Sy, Wi 2 +y2+22<r%, 2>0,y>0, 2>0; 0(z,9.2) =1

9. Sps, Wi 0<a<y, 2®+12+22< 4 0(2,y,2) =k

10. Sy, Wi d< 2 +42+22<9,2<0,y<0, 2<0; o (2,y,2) = |y|

11 Spy, W 2?2+ 92422 <9, 2 < \/m 0<z<y; o(x,y,2)=y

12. Sy, Wi a2 +y? + 22— 42 <0, zZ\/xZTyz, 2<0,y>0; o(z,y,2)=y

13. Sgy, W %2+#+z2§1; o(x,y,2) =k, k>0

2

4 S, Wi 24242 <1 0<a<y; o(r,y2) =2
Vysledky:

L [Suy = $K] 8. [Syz = %]

2. [S,. =k (3—¢)] 0. [S.. = krv3]

5 [ =54 10. [S,. = —1]

4 [0 =24] 11 [S,, = -3

5. [, = 222 12, [S, = — ]

6. [Suz = Zk] 13. [Sy = 0]

7. [Sex = Lk 14. [S,. =7 (6v3 - 3V6)]
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Piiklad 2.3.4: Vypoctéte soufadnice (soufadnici) téZisté 7" télesa W, je-li o (2, y, z)
hustota. T¢leso W je urc¢ené nerovnicemi nebo ohrani¢ené plochami.

LT, W:0<2<2,0<y<4,2>0,c+y+2<8 o(x,y,2)=k k>0
22T, W:2>0,2>0,1<y<3 2+2:<3;0(z,y,2)=1

3o2p, Wi y<0,2>0,y>>2z, 22 +y* <2 0(2,y,2) =k, k>0

6. L, W: y>Va?+2%, y<20>0,2>00(x,y,2) =y

7oL, W a?+ 92+ 22 <12 o(z,y,2) je pfimo Gtmérna vzdélenosti bodu télesa
od stiedu koule

8. L, W: a?+y?+22<2z, 2>+ 42 < 2% o (v,y,2) = ||

9. I, W: %2+% <2, 0<z<0(z,y,2)=1

4. T, W:y>Ve,y<2yz, a+2<1,2>0; o(z,y,2) =k, k>0 10. I, W %+%+§S 1 0(x,y,2) =1

5. T, W: 2>0, y>4a? 2<3(d—y); o(x,y,2) =k k>0

6. T, W: 2<4, 2>4*+y%); o(z,y,2) =k, k>0 Vysledky:

7T, W: 2> 2 492, 2< 1 0(x,y,2) =k, k>0 L[L= 2%81\"} 6. [, = %ﬂ

8T, W:0<y<1,0<2<(2—a);0(my2)=kk>0 2 [1=7] 7. [ = gmrk]

9.7, W: o +y?+22<3a® 22 +y? <2az, a>0; o(z,y,2) =k, k>0 8- [z = 48k, . = 24] 5 [Iz - %l]

0.7, W: a?+12+22<9, 2> /a2 +y% o(r,y,2) =k, k>0 4. [I: = jmak] 0. [I: =%l

5. [L = &rk] 10. [ =1,=%r, I = 7]

Vysledky

LT=[# 235 7. T =10,0,3]

2. T=[11 3] 8. T=[02 4]

3. 2r=1%

LT[ o 7= [0.0.5%5]

5. 7= 0.2.1]

6. T=1[0,0,5] 10. T [0,0 (2jﬁ)]
Piiklad 2.3.5: Vypoctéte moment setrvacnosti télesa W, je-li o (z,y, z) hustota.
Téleso W je urcené nerovnicemi nebo ohranic¢ené plochami.

LLW:2<—a% 2>-4,0<y<2 0(x,y,2) =k, k>0

2. L, W: a2+ y?<2<1; 0(z,y,2) =

3oL, L, W:a?+y?<4,0<2<3;0(z,y,2) =k, k>0

4. L, W: 2?+4?<22,0<2<a,y>0;0(2,9,2) =k, k>0

5. L, W: 2>3 a2 +y% 2<3 o(2,5,2) =k, k>0
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Kapitola 3

Krivkovy integral

3.1 Vypocet kiivkového integralu
Piiklad 3.1.1: Vypoctéte kiivkové integrély 1. druhu po dané kiivee v:
L ﬁds, kde 7 je tisecka AB, A= [0,-2], B =[4,0]
2. jA xds, kde 7 je oblouk paraboly y = 2?2, A =[2,4], B=[1,1]
3. [, (z +y)ds, kde 7 je obvod trojihelniku s vrcholy A = [1, 1], B = [2,~1],
C=[1,0]
4. j z%yds, kde  je oblouk kruznice #(t) = (acost, asint), t € (0,%).
a >0, a > 0 konstanta
5 [, V72 + 42 ds, kde 7 je kruznice 2% + y* — az =0, a > 0
6. [, 2% ds, kde 7y je oblouk AB kiivky y = Inz, A=[2,In2], B =[1,0]

7. [ (2% +y* + 2?) ds, kde 7 je oblouk roubovice = = acost, y = asint, z = at;
€ (0,27), a >0

8. fw zy ds, kde 7 je obvod obdélniku uréeny kiivkami z =0, x =4, y =0, y =2
9. jﬂ{ (1’4/3 +y*3) ds, kde ~ je asteroida z%/® +y*3 = a*? a4 >0
10. ﬁ 2y ds, kde v je ¢ast cykloidy = = a(t — sint), y = a(l — cost),
€(0,27), a>0
11. fﬂ{ (2% 4 y?) ds, kde 7 je kiivka = = a(cost + tsint), y = a(sint — ¢ cost),
€(0,2m), a >0

—_

2. [, zds, kde 7 je kiivka & = tcost, y = tsint, z = ¢, € (0, V2).

13. L ﬁ ds, kde =y je oblouk Sroubovice z = acost, y = asint, z = at,

te(0,2m), a>0

14. [ /1622 + y2ds, kde 7 je elipsa 2 + & =1, t € (0, 27)

15. -[w (22— \/m) ds, kde 7 je prvni zavit Sroubovice x = tcost, y = tsint,
z=t,te(0,2m)

16. f7 (r — y) ds, kde v je kruznice 2? +y> —ax =0, a > 0

17. f; zyds,kdewjeelipsa§+bz =lprox>0,y>0,ab>0

18. -[7 2(z — y*)zy ds, kde 7 je pronikova kiivka ploch 2? + y* = 1, z = 2% pro
y>0,y>—x

19. [ /22 +y?ds, kde 7y je kruznice 2 + y* — 4z = 0

20. -[7 |z(y — 1)| ds, kde 7 je pronikova kiivka ploch 2 + y? — 2y = 0, z = 2% +

proy >1

21. [, yds, kde v je pronikové kiivka ploch 2° + y* = 2%, #* +y> =az, a > 0 v L.
oktanté

Vysledky:

1. [V5n2] 11. [2n%a®(1 4 27?)]

2. [ (V7 - 5v5)] 12. [+44]

3. [1+v2) 13. [22r%)

4. [ﬂ 14. [107]

5 207 15, [2A(/Er 17 - 1)

6. [1(5v5 —2v2)] 16. 7]

[ o) o [

8 [24 18. [L(VB—1)]

9. [4“% 19. [32]

10. [4rva] 20. [1(5V5 —1)]
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21. {%(2\/5 — 1)] 13. f7 ydx + z dy, kde v je oblouk ABC kivky %2+% =1odbodu A =[0,y4 < 0]
do bodu C = [1,y¢ > 0], je-li B = [v/2,0]
PﬁkladA3:1.2: Vy'poét,éte kf[ivkové integraly 2. druhu po dané k¥ivce v (uvazujme 14, ], ydz + zdy + xdz, kde 7 je oblouk ABC na pronikové kiivce ploch = = zy,
pravotodivy soufadnicovy systém): 22+ 12 =1 od bodu A = [1,?,7] do bodu C = [1,?,7], jeli B =[?,1,7]
1. [ ydx + xdy, kde v je orientovan a ¢tvrtkruznice #(t) = (acost, asint),
7 15. [ wdz — 12ydy + 18dz, kde 7 je oblouk AB na pronikové kfivce ploch z+y—1
0<t<7/2aA=][a,0]je pocatetni bod, a > 0 v
=0, 92% + 4y® — 362 = 0 od bodu A = [1,7,7] do bodu B = [?,1,7]
2. [ xdx + ydy + (z+y — 1)dz, kde 7 je orientovana tsecka AB, A[1,1,1],
= __edetydytzds / ie ori 4 lised — —
B =[2,3,4] 16. . PR m— kde v je orientovana tisecka AB, A = [1,1,1], B = [4,4,4]

3. [ (@*+y*)dz + (2* — y?) dy, kde v je orientovana kfivka y = 1 — |1 — | pro . o ) , )
0'< 2 < 2, potateéni bod A — [2,0] 17. f7 xdr + ydy + yzdz, kde v je pronikova kiivka ploch 2% +4y* = z, (v —2)*+

4y* = 4 orient 4 souhlasné s obloukem ABC C v, kde A =[0,0,0,],

4. f yzdx + xz dy + xy dz, kde 7 je oblouk AB Sroubovice 7(t) = (acost, asint, bt/2m) Y onentovana souiiasne s oblouken 7 Kee [0.0,0.]
(orientovany) od bodu A = [a,0,0] do B = [a,0,b], a,b > 0 konstanty B=[zp>0,y5>0,25>0], C=lzc>0,01tc>0]

5. fﬂ{ (2a — y) dz + x dy, kde 7 je oblouk cykloidy orientovany souhlasné s danym 18. f7 y2dr + 22dy + 2% dz, kde + je oblouk ABC na pronikové kiivee ploch 22 +
parametrickym vyjadienim pro x = a(t —sint), y = a(1 — cost), t € (0,2m), P2 =a by =az, 220, a>0odbodu A = [0, 7] do bodu
a>0 C=100,7,7],je-li B= [z > 0,yp > 0,25 > 0]

6. _ﬁ{ y*dr — 2?dy po Evrtkruznici (orientované) od bodu A = [1,0] do bodu
B=10,1]

Vysledky:
7. jﬂ{ MHA dz + \THM dy, kde v je orientovany obvod ¢tverce ABCD, A =[1,0], \
B=100,1, C=[-1,0, D=[0,~1] 1. [0] 10. [~4a%]

8. [ (2% —2zy)dx + (y* — 2zy) dy, kde 7 je orientovany oblouk AB paraboly 2. [13] 11. [0]

y = 2% od bodu A = [~1,1] do bodu B = [1, 1] 3. [-3] 12, [— 5 (n® + 487 — 96)]

9. fw‘ (z 4+ y)dz + (x — y) dy, kde v je orientovany oblouk ABC elipsy ij + %: =1, 4. [0] 13. [\/ﬂ

=10,b], B= [z >0,y > 0], C =[a,0], a,b>0 5. [~2ra?] 14. [4 6;7,}
10. f 2(2? + y?) dx + (2y — 8) dy, kde 7 je orientovand ¢ast kruznice 7(t) = (acost,asint), 6. [-2] 15. [—9]
-3 -
0<t<m A=la,0] je po¢atecni bod, a >0
7. (0] 16. [3v/3]
11 [ (2® +y*) dx + (2® — y?) dy, kde 7 je obvod trojihelniku s vrcholy A = [0,0], “
8. |- 17. [64
B =11,0], C =[0,1] orientovany kladné (=] [64]
0. [#] 15, -]
12. [ xzydz + y*dy, kde 7 je oblouk AB k¥ivky y = arctan z od bodu 4 = [1,7] L2 ’ 4
do bodu B = (0,7
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Priklad 3.1.3:

Ovéite, ze dany integral nezévisi na integracni cesté v Eo[Ej3] even-

tualné v Q C E, [Q C E3] a vypoététe jeho hodnotu od bodu A do bodu B:

'f”(\/ﬂT+y)dz+(\/ﬂTﬂ+

1-y?
(E=SE > dr +

dy, A=10,0), B=111]

I, i
[, Znd 4~ (22,q], B = [0

[, 2y —6xy®) dz + (22 — 92°y*) dy, A=[0,0], B =[2,2]
I,

2(1+r)2 dr + ¥ dy v oblasti = {[z,y] € Eg; x < —1}, eventudlné

Qo = {[z,y) € Eg; 2 > —1}, A=[0,0], B=11,1]

x)dy v oblasti Q = E, — {[0,0]}, A= [3,4],

B =512

-, T dr + 2ty dy v oblasti ; = {[x,y] € Ea; y > —x}, eventualné

(a+y)?

Q ={[z,y] € Eq; y < —2x}, A=[1,1], B=[3,2]
7. [, (Qey? 4307 + 5+ %) dr + (227 + 3y° +77y—3)rlyvoblast1
Q; (i =1,2,3,4) C Ey neobsahujici piimky 2 =0ay =0, A=[2,1], B=[1,2]
8. jﬂ{ zdr + ydy + (x+y—1)dz, A=[2,3,4], B=[1,1,1]
9. fw x22de + Y dy + 2?zdz, A=[-1,1,2], B =[-4,2,-1]
10. [, %\/%’"d v oblasti Q = Eg — {[0,0,0]}, A =1[0,0,1], B =[0,2,0]
Vysledky:
L [LV(y) = ] 6. [n§ — ]
2. [~4n40] T[4
3. [~88] 8. [-13]
" [% Vie,y) = 2(1“) +c] 9 [ Vi, z) =22 4 % +c}
5. [56] 10. [L Vi(z,y,2) 22 +y? + 24 +c]

Priklad 3.1.4: Ovéite, Ze jsou splnény podminky pro uziti Greenovy véty a uZzijte

ji k vypoétu nasledujicich integralii:

1. f_/ (z +y)*dz — (z+y)?dy, kde 7 je trojihelnik s vrcholy O = [0,0],
A =[1,0], B =0,1] orientovany kladné
2. f,y (z +y)*dx — (2 — y)*dy, kde 7 je uzaviend zdporné orientovana kiivka tvo-
fend sinusoidou y = sinz a tseCkou naose r pro 0 <z <7
3. [, (@® —y*)do + (2* +y%) dy, kde v je uzaviend zaporné orientovani kiivka
tvofend pilkruznici y = v/r2 — 22 a tseCkou na ose x
4. j’ (z +y)de — (z —y)dy, kde 7 je elipsa %5 -+ zz = 1 orientovand kladng
5. f,y %arctan%dm + %arctanidy, kde 7 je hranice oblasti Q = {[z,y] € Eq;
1< a? +y? <4, x <y < 2/3)} orientovana kladné
6. 6 f_/ (322 cosy — y*) da + (2° — 22% siny) dy, kde v je kladné orientovana kruz-
nice 22 +y? =1
7. fw (zy + 2?) dz + x*ydy, kde 7 je kladng orientovana hranice oblasti
Q={(z,y) €eEy;0<z<y<1}
8. [, ydr — Ldy, kde v je trojahelnik s vrcholy A = [1,1], B =[2,1], C = [2,2]
orientovany kladné
9. j’ (zy +x +y)de + (zy + x — y) dy, kde v je kladné orientovana kruznice
22+y*=ar, a>0
10. Vypoctéte rozdil integrald I, — Ip, je-li I = [, (¢ +y)*dz — (z —y)*dy, kde
v je orientovana tsecka AB, I, = fw (z+y)*dz — (z—y)?dy, kde 7, je
orientovany oblouk AB paraboly y = 2%, A =[0,0], B =[1,1]
Vysledky:
) 5. (34 o [=]
3r
2. [4n] 6. [¥] 10. [1]
3. [=5r°] 7. (4]
1
4. [—2mab] 8. [3]
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3.2 Geometrické a fyzikalni aplikace k¥ivkového in-
4 I = [ds [m] — délka k¥ivky kiivky vy
tegralu 5
_ T R P ) e L R
Hmotny drat ve tvaru rovinné kfivky 7 s linedrni hustotou o(z,y) kg -m™! 0= f I/ (z,y)l ds [m?] — obsah Easti vilcové plochy s Fidici kiivkon 7 v rovin
_ 7 = 0, tvoficimi pfimkami rovnobéznymi s osou z a vymezené plochami z =
m = [o(x,y)ds [kg] — hmotnost dratu ~ 0, z = f(z,y)
Y
p=1 — h innél e ohranicenéhs Te! kiiv-
S, = [ yo(,y) ds [kg-m] - statick§ moment drétu  vzhledem k ose 3 fxdy ydz [m?] — obsah rovinného obrazce ohrani¢eného uzavienou kiiv-
v kou ~ (plyne z Greenovy véty - kiivka musi spliiovat jeji piedpoklady)
Sy = [ao(z,y)ds [kg-m] — staticky moment dratu v vzhledem k ose y
B!
A= [ P(z,y)dz + Q(z,y) dy [J] - prace silového pole
= [ —] — tézisté dratu 5
7(’[‘, y) = (P(z,,y),Q(z,y)) pfi pohybu hmotného bodu po orientované ro-
= [y*o(z,y)ds [kg-m?] — moment setrvacnosti dratu y vzhledem k ose x vinné kiivee
5
= [2%0(x,y)ds [kg-m?* — moment setrvacnosti drdtu v vzhledem k ose y A= {P(I‘ Y, 2)dz + Q(w,y, 2)dy + R(z,y,2)dz [J] = préace silového  pole
! ?(I,y, z) = (P(z,,y,2),Q(z,y,2), R(z,y, z)) pfi pohybu hmotného bodu
Hmotny drat ve tvaru prostorové kiivky v s linearni hustotou o(z,y, z) [kg-m™] po orientované prostorové kiivee
m= [o(x,y,z)ds [kg] — hmotnost drétu ~
K L, R L. Poznamka: Dopliite piislusné jednotky v zadani a vysledcich.
Say = f zo(x,y, z)ds ;[kg - m] - staticky moment dratu v vzhledem k roving (z, y)
Sez = fya x,y,z)ds ;[kg-m] — staticky moment drétu y vzhledem k roviné (z, z) Piiklad 3.2.1: Vypottéte délku kiivky 7, je-li 7:
2l
Sy: = [zo(z,y,2)ds ; kg - — staticky t drat hledem k roviné (y, . - - >
v f @0 (2,9, 2) ds 3[kg -m] - statick§ moment drétu y vahledem k roviné (y, 2) 1. ¥=acosti+asintj + vtk pro t € [0, 3], a, v > 0 konstanty
Sﬂ, Saz Say sists d )
m’  m ' m| teziste drdtu 2. Cst kiivky na pronikové kfivce ploch y = 22, 2z = %:1:5/2 pro0<z<1
I, = f(?/ +22)o(x,y, 2)ds ; [kg-m? — moment setrvacnosti dratu v vzhledem
3. c¢ast kiivky na pronikové kiivce ploch z = —¢*, z+y=1proz >0, y >0
k ose T
I, = [(a® + 2%)o(x,y, 2) ds ; [kg - m?] — moment setrvacnosti dratu 7y vzhledem
"k ose y Vysledky:
.= [(z* + y*)o(z,y,2) ds ;[kg - m?] — moment setrvacnosti drétu v vzhledem
J L (VT
k ose z
2. 2]
3. [V T2 -v3-2v2+V2In (Ve +2 - vV2)(V3+v2))]
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Priklad 3.2.2:

z =0, tvoficimi pfimkami rovnobéZnymi s osou z

Vypoctéte obsah ¢asti valcové plochy @ s Fidici kiivkou v v roviné
a ohranicené plochami:

1. @ : 2% 4 y* = a® ohranifené rovinami z = 0, z = mx, a, m > 0 konstanty

2. ®: 2% + y? = r? vymezené plochami z = r + rTZ z =10, r > 0 konstanta
3. &: y—arctgz =0 pro 0 <z < 1 vymezené plochami z = 0, z = V! + 222 + 2
4. ®: y=Inz pro |y| < 2 vymezené plochami z = 0, z = 22
5. & : 22 +y? = 1 vymezené plochami z = 2%, 2 = 2 + y?
6. ®: e” —y=0prox <1 vymezené plochami z = 0, z = *
7. ®: 42% +8y* =1 pro x > 0, y > 0 vymezené plochami z = 0, z = zy
8. ®: 42? + 9y* = 36 pro y > 0 vymezené plochami z = 0, z = —xy
9. ®:y—1Inz=0prol<ua<e? vymezené plochami z = 0, z = z?
10. @ : 7(t) = (cos®t,sint?) pro ¢t € (0, Z) (v je Cast asteroidy) vymezené plochami

11. @ = {[z,y] € Eg; = cost +tsint, y =sint —tcost, ¢t € (0,2m)} (v je kruhova
R =a?

12. & y—\/zf*:()pro()gl'g%vymezené plochami z = 22 + 1, 2 = —x

evolventa) vymezené plochami z =

Vysledky:
L [2am] 6. [JV@+17 -1
2. [37r?] 7. [&(vV8-1)]
3. [*57] 8 %]
4 [$FHVE+T] 9. @ﬂﬁ]
5. [4n] 10. [2]

—

L [2# +drt 7””;”2)3}

12. U%) <24(27 1) +22(2J 1) Jr61(23 1))7&02}

Priklad 3.2.3: Vypoctéte obsah rovinného obrazce A, je-li:
1. A={[z,y] €Eg; 2 <y <a}
2. A={[z,y] € Bg; 2 >0, e" <y < e}
3. A={[r.y) €Ex S+ % <1, y< e, y>0;a,b>0}
4. A={[z,y] € Ey; "T+§§ 1, y< %z y > %I}
5. A={[z,y] € Ep; y < arcsinz, y > ‘7 y<73}
6. A={[z,y] €Ep; y>Inz, —o+1<y<1}
a(cos 7 + sin®t7), t € (0,27), a > 0

7. A je vymezen asteroidou 7 : 7(t) =

8. A je vymezen kardioidou 7 : 7(t) = (2acost — acos 2t)f+ (2asint — asin 27.‘)]'),

te(0,2m), a>0

Vysledky:
1[5 5. [25~]
2. [(r = 1)e™ +1] 6. [252]
3 %] 7. [Zar]
4 [?r] 8. [67a?]

Pfiklad 3.2.4: Vypoctéte hmotnost kiivky 7, je-li hustota kiivky o(7):

1L y:y=vValpro0<z<i 5 olry) =2

2. asteroida v = {[z,y] € Ea; 7 = acos’t, y = asin®t, t € (0, 7), a > 0},
(7 (t)) = sin?¢| cos t|
PR

3.y 5+ =1proy >0, o(z,y) =|aly

4. Sroubovice v = {[z,y, 2] € Eg; x = atcost, y = atsint, z = vt, t € (0,27),
a,v >0}, o(z,y,2) =2
5. 7= c’(costhr sintj + l:) prot <0, o(z,y,2) ==z

6. 7 je pronikova kiivka ploch 22 +y*+2% = 1, z+y+2 =0, o(z,y,z) = ka?, k>0
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7.y F=alti + 2] + ‘Jk-) te(0,1), a>0, o(z,y.2) = /2 Vysledky:
8 Lo . s 9 9 _ o 5 25V5+1 391V17+1
. 7y je ¢ast pronikové kiivky ploch 2* +y? — 2y =0, z = 2 + y* pro 1 120 5. 480
y21, o(xy,2) = lz@y— 1) 9 [ }
s L s s oL 6. [2(v8-1
9. v je ¢ast pronikové kiivky ploch 2?2 + y? = 2%, 22 + y®> = az v 1. oktantu, 5. [~ [3(\[ )]
a>0, o(z,y,2)=y 3
Ta 2v2-1
i (VT m [
Vysledky:
1. [%(ﬁJr 1)) 3. [ﬁ(27 — 5f)] Priklad 3.2.6: Vypoctéte soufadnice (soufadnici) t&Zisté 7' = (27, yr], eventudlné
9 [ua] T = [x7,yr, zr] kFivky 7, je-li o(F) hustota kiivky ~:
ST
1. oy kiivky y: 2?2+ =a?prox <0, y >0, a >0, o(z,y, 2) = |z|y?
N {T(\/(a2(4ﬂ'2+1)+v2)3—\/(a2+v2)3)] T kiivky 7y y prox <0,y > s o(2,y,2) = |zly
2. yp kFivky v : 7(t) = a(t — sint)i + a(1 — cost)], ¢ € (0,27), a > 0, o(F(t)) =
5. [£] 8. [22=1] [sint|
6. [%} 3. T homogenniho oblouku cykloidy v : 7(t) = a(t — sin 7‘,)7?+ a(1l — cos t)ﬁ
7 Lu,b((j\[ 243 fﬂ ) [7 2v2 — 1)] te(0,2m), a>0, o(f(t) =k, k>0
4. T kiivky v : 7(t) = a(cos® 7 +sin®t7), t € (0,2), a > 0, o(F(t)) =k, k>0
Priklad 3.2.5: Hustota kfivky 7 je o(7). Vypoctéte staticky moment: 5. yr kiivky 7 : 7(t) = a(cos ti+sin t]'+tl?) prot € (0,27), a > 0, o(z,y,2) = rzz:yz
¥i Ny = 12 le-1i = - > -,
1. vzhledem k ose y kiivky v :y = 2? pro x € (0,1), je-li o(z,y) =y 6. wr Kivky v : () = ¢ (cos t7 + sint] + F), ¢ € (—00,0), o(z,y,7) =
2. vzhl k os kitvky v : 22 + 9 = a?, X 1 , je-li . ~ - Lz R
vzhledem k ose z kiivky 7 : % +y @, a>0prox >0 y>0 jeli 7. T kiivky v : 7(t) = (acosti + asintj + vk) pro t € (0,%), a,v >0, o(z,y,2) =
o(x,y) =y win? L
in® arccos £
3. vzhledem k piimce 2 = 0 kiivky 7 : 7 = cos®ti + sin®tj pro ¢t € (Z,7), je-li - -
que e . ];rlmce o Tivky 7 @ 7= cosTi o siniy pro (5:m), Jecli 8. homogenniho oblouku 7 : 7(t) = e'(costi +sintj + k), t € (—00,0), o(z,y,2) =
o(r(t)) = sin*t
k, k>0
4. vzhledem k roving y = 0 kiivky v : 7= acosti + asintj + vtk pro t € 0,%),
v vine y VYT J P 0.3, 9. poloviny homogenniho zévitu sroubovice v : 7(t) = (acost,asint, bt) pro
a,v >0, je-li o(z,y,2) = sin® arccos & .
“ t € (0,7, o(z,y,2) =k, a,b,k > 0 jsou konstanty
5. vzhledem k roving o = 0 kiivky v : 7= ti + tj + vtk pro t € (0,2), je-li hustota
o(z,y,2) = |z
( )= Vysledky:
6. vzhledem k roviné y = 0 kfivky ~, kde ~ je ¢ast kfivky na pronikové kiivce ploch . o
) N I 1. [_m} 4|7 = [540 4(1-)7r—16)a1r]
2?4+ y?=1,proy >0, z = —ux, je-li hustota o(z,y,z) = |z] 16 w0 Tom
- - 2. [Ga
7. vzhledem k roving z = 0 k¥ivky « : 7 = costi+sintj+e'k pro ¢t < 1, je-li hustota [ ° }
o(z,y,2) ==z 3. [T = [ra, 1d]] 5. [—32]
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6. [3] 8 (1= 4]
7. [T =0 % %]

Priklad 3.2.7: V kazdém bodé silového pole v E, ptisobi sila F(7) Vypocitejte

praci A tohoto pole pii pohybu hmotného bodu po orientované kiivce v:

1. 7 je orientovana tsecka M N lezicina piimcey = x, M =[0,7], N = [?,1], F(F) =

(wy,w+y)

2. 7 je oblouk M N na parabole y = 22, (orientovany) od bodu M = [0, 0] do bodu

N =[1,1], F(F) = (zy,z +y)

3. 7 je kladné orientovany obvod trojuhelniku MNP, M = [a,0],
[0,a], a >0, F(7) = (42, (z +)?)

=la,a], P=

4. v: 2?2 +y? = a? a > 0 orientované zaporng, F(7) = (—a?y, zy?)

5. v je oblouk AB kiivky ~ : y = arctgz od bodu A = [1,?] do bodu B = [0, ?];
F(7) = ayi + (z + )]

6. v je kladné orientovand kiivka ohrani¢ujic rovinnou oblast Q = {[z,y] € Ea;
x<e? 0<y<Inz}, F(F)=axy’+22%]

[ Poznamka: K vypoétu prace po uzaviené kiivce v roviné lze uzit Greenovu
vétu.]

7. 7 je oblouk M N kiivky y = Inz od bodu M = [?,1] do bodu N = [1,7?]; F(7) =
Y2+ 2]

8. 7 jekladné onentovana uzavien4 kfivka tvofena oblouky na kiivkach y = 22, y =
Va, F(7) = wyi - yj

9. v je zaporné orientovana kiivka ohrani¢ujici rovinnou oblast Q = {[z, y] € Eq;
>0, e" <y<e), F(F) =zyi +yj

10. 7 je kladné orientovand uzaviend kiivka tvorend z ¢asti lezicich na kfivkach

y=arctgz, y =", v =0; F(7) = xyi + (¢ + )]

11. ~ je zéporné orientovand kiivka ohrani¢ujici rovinny obrazec Q = {[z,y] € Ea;

22492 <ax, y >0}, F(F) = (e"siny — 16y)i + (e cosy — 16)]

12. v je oblouk MN kiivky y = Inw od bodu M = [?,1] do bodu N = [¢2, 7], F(7) =
zyi —Inyj

13. 7 je kladné orientované. kiivka ohrani¢ujici rovinnou oblast Q = {[z,y] € Eq;
€>0,y>0, 5+ 5 <1}, a,b>0 F(7) = (@+y)i+ (5L +o+y)]

14. v je ¢ast kruznice 2% +y? = r? lezici v 1. kvadrantu, 7 > 0; F() m4 konstantni
velikost & a smér kladné osy z

15. 7 je mensi oblouk kiivky &>
N =1[00; F

systému a ma velikost nepfimo imérnou vzdalenosti pusobisté sily od pocatku

+ & b2 =1, a,b > 0 od bodu M = [—a,0] do bodu

(7) v kazdem bodé roviny sméfuje do pocatku soufadnicového

soufadnicového systému
[ Névod: F(r) = \F(f)\FO(F) kde Fo(f) = j‘

neérni vektor s F(7), pitom £ (7) je vhodny Souhlasne kolinedrni vektor s F(7),
" —
zde Fi(F) = XO, X = [z,y], O =[0,0], k je koeficient nepfimé timérnosti.]

je jednotkovy, souhlasné koli-

16. v je oblouk MN paraboly y = 2% + 1 od bodu M = [2,5] do bodu N =
[=1,2]; F(7) v kazdém bodé roviny je rovnob&zny s osou y a sméfuje k bodim
osy x, jeji velikost je rovna pievracené hodnoté ¢tverce vzdalenosti ptlisobisté sily

od osy x
Vysledky:
> 10, [s=tgn
3. [3a"] 11, (2]
4. [754] 12. {%]
5. [16 8r-n? _ | \/ﬂ y [M}
- 15
6. [scrl] .
7. [7—3?63] - [A=7222:2j”
8. [~ 16. []
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Piiklad 3.2.8: V kazdém bodé silového pole v Eg plisobi sila F(7). Vypodcitejte 13. v je pronikova k¥ivka ploch x? + y? = a?, e+7%=1ah>0, v je orientovana
praci tohoto pole pfi pohybu hmotného bodu po orientované kiivce ~: souhlasné s orientaci oblouku MNP C v, kde M = [a,0,0], N = [zx > 0,
1. v : 7(t) = (cost,sint,ct) orientované souhlasné s danym parametrickym vyjad- yn > 0,28 > 0], P = [=a,0,20]; F(7) = (y =2,z =@,z —y)
fenim pro ¢ € (0,7), ¢ > 0; F(7) = (y,2,y2) 14. v je uzaviend kiivka v 1. oktantu tvofena oblouky na plose z = /22 + 32,
2. 7y : 7(t) = (cost,sint,e!) orientované souhlasné s danym parametrickym vyjad- které lezi postupné v rovinich o = 0,y = 1,z = 2,y = 0, 7 je orientovina
Fenim pro t € (0,7); F(7) = (y, 2,y2) souhlasné s orientact oblouku3 ]\L"\'/P C v, kde M =[0,0,?], N=10,1,7], P =
2,1,7); F(7) = (e", (2* +97)2.y2%)
3. 7 je lomend kiivka OM N PO orientovana souhlasné s orientaci jeji casti OMN, . B .
kde O =[0,0,0], M =(0,1,0], N =[1,1,0], P=[1,1,1], F(F) =7 15. v : 7 = acosti + asintj + btk, a,b > 0 od bodu M = [a,0,0] do bodu N =
[—a,0,7b]; F(F) v kazdém bodé Eg sméfuje do pocétku soufadnicového systému
4. 7 je oblouk pronikové kiivky ploch y = /1 7}21 Z= v (Of ientovany) od bodu a jeji velikost je rovna prevracené hodnoté ¢tverce vzdalenosti puisobisté sily od
M =1[2,1,7, dobodu N = [1,7,7); F(7) = yi —xj + 2*y°k poéatku soufadnicového systému
5. v je oblouk MNP pronikové kfivky ploch 2% + ¢y?> = 1, z = —z® od bodu
M =[0,yn <0, zp] dobodu P = [zp <0,0,2p], kde N =[xy < 0,yn >0, Vysledky:
L F — pui 27 e .
2y > 0f; F(7F) = ayi + y*5 + yzk 1 [5(2¢ — 4c — 1)] 0. {lﬁﬁ}
6. v je oblouk MNP pronikové kiivky ploch % +y* =1, 2= —x od bodu M = o [227=sem—5n-
(0,53 > 0, 231] do bodu P = [zp < 0,0, 2p], kde N = [z > 0,y > 0, 2x]; : [ 0 } 10 [’ﬁﬁ;m]
2 — i+ 227 — z2k 3. [0
F(F) = yi+2%j — azk (0] 1 [15?32}
7. 7 je oblouk pronikové kiivky ploch a2 + ¢y* = 22, 2® + y* = ax, a > 0 v prvnim 4. [
38—15¢
oktant® od bodu M = [0,7,7] do bodu N = [¢,2,7); F(7) = 5. 23] 12. [8850]
35
8. v je oblouk pronikové kiivky ploch y = v/3z, z = \/4 — 22 — 4% od bodu A = 6. [21] 13. [—2ma(h + a)]
[2,2,0] do bodu B = [0,?,7], F(¥) = (zy? —y,2) o
7. [a?] 14. [—14]
9. 7 je pronikové k¥ivka ploch z = v/y — 22, y = 4 — 22 od bodu A = [z4 > 0,7,0]
o - o e
do bodu B = [zp < 0,?,0], F(7) = xzi + 2%j + yzk 8. 2] 15. {%]
10. 7 je oblouk M N P pronikové kiivky ploch 2 + y* = 1, 2z = 2? od bodu M =
[zar > 0,0, 2] dobodu P = [zp <0,yp = —xp,2p], kde N =[xy > 0,yn >0, Piiklad 3.2.9: Ovéite, Ze pr ace v silovém poli F/(F) nezavisi na integracni cesté v
zy > 0); F(F) = (y, —x, —yz) E; [E3)], eventudlné v Q C E, [Q C Es], urcete potencial V() tohoto silového pole a
. , ; L, L, vypoctéte praci A od bodu M do bodu N.
11. 7 je tvofena oblouky na kulové plose 2+y>+2% = 1 lezici v rovinach x = 0, y = 0
v 1. oktantu od bodu A = [1,0,0] do bodu B = [0,1,0]; F(7) = (—a%z,zy, xz%) 1. F(f) = (2® —y%,5 — 2xy), M =[1,2], N = [2,3]
12. 7 je uzaviend kiivka tvofena oblouky na plose z = 1 — 2% pro z > 0, z > 0, 2. F(F) = (zcos2y + 1);7 a? sin2yf-, M =10,-3], N =[3,7]
které lezi postupné v rovinich y = 0,z = 0,y = z, 7 je orientovana souhlasné s . .
— y 7 z 7 oap_ ;=
orientaci oblouku MNP C v, kde M = [z) > 0,0,2y > 0], N = [zn >0, 3. F(M) = —mpt el M= [1,1], N =[2,2]
yn > 0,2y > 0], P =[1,yp > 0,0]; F(7) = (z,22,¢e%) 4. F(7) = 2z + 3y)i + (3z — 4y)7, M = [0,0], N = [1,4]
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L F(F) = (1—2zy —y% 1 =22y — %), M =10,2], N =[1,0]

ot

6. F(F) = (@ +2y,), M =19,1], N = [5,5]
TR = (5 — 1l — ), M=[1,2], N=[2,3]
8. F(7) =yav +a¥Inzj, M =[2,1], N =[1,3]
9. F(F) = (a% + y2)i + (y* +22)] + (2 + ay)k, M = [1,-2,3], N = [2,3,4]
10. F(7) = yzi + (24 22)] + (xy — D, M =[0,1,0], N =[-2,0,1]
11. F(7) = 2zyi + (22 — 2)j + (1 — y)k, M =1[0,0,0], N = [1,1,1]
12. F(F) = (x+y2)i + (y+ 22)] + (z + ay)k, M =[1,2,3], N = [0,0,0]
13. F(A) = ai+yj—k M =2,3,4], N=[1,1,1]
14. F(7) = (y2*,22% 22yz), M = [1,1,—-1], N = [-3,4,1]

15. F(F) = 2o+ 25)i+ 757+ F M =[1,2,3], N =[-2,5,—1]

Vysledky:
1. [V:%s—yzl'+5y+c;/1:—%°]
2. {V:%cosz+z+cf;A:@}
3. [SZ =E, - {0,0]},V = —arctgy +¢; A= 0]
4. [V=2+3cy—2y° +¢ A=—19|

5. [z4+y—ay—yPr+c A=—1]

6. [Q(i = 1,2) oblasti v E5 neobsahujici pfimkuy = —z; V = —7Hn lz+y); A=
_2]

7. [Q(i = 1,2,...,6) oblasti v Ep neobsahujici pfimky y = 0,2 = 0,y = a; V =

Lt —y+e A=4+n}

8. [Q={[r,y] €Eg;z >0}; V=aV+¢ A=—1]
x 3 P

9. V=48 42 fayztoA=10

10. [V=ayz+2y—z2+c¢ A=3|

1. [V=a?—yz+z+¢ A=1]
12. [V:Werszrc;A:fB}

2

13. [V:L ;"2 —z+g A:—g}
4. [V=ayz’+¢ A=-13]

15. [€;(i = 1,2) oblasti v E3 neobsahujici rovinu y = —2; V =2? + In|z + y| + 2 +
¢, A=—1]




Priloha A

Tabulkové integraly

L
/x dm:erc (xe R, ne NU{0})
okl
/1 da::ﬁ+c (z€(0,00), a € R, a# —1)
"1
/7 =Injz|+¢ (z € (0,00) nebo z € (—00,0))
z
/ezdn::ez+c (x e R)
/m‘r dr = lfTa +c (x € R, a>0, a+#1 je konstanta)
/sinrdz:—cosz+c (zr € R)
/cosn:dx:sinrJrc (z € R)
1
/#d.’E:*COth‘FC (v € (km,(k+ 1)), ke Z)
sin® z
1
/@daﬁ:tgzi—c (z e ((2k—1)7/2,2k+1)7/2), ke Z)
1
/de—arctgjﬁrc (xeR)
1
/ﬁdw:arcsinw+c (ze(-1,1))
1
/ F2+1d1:111\x+\/12+1\+c (z € R)

: 1
dz =In|z+Va?—1]+¢ (z € (1,00)nebo z € (—00,—1))
‘/‘1»2_1 H
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