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1 Dvojný integrál

1.1 Úvod

1.1.1 Ćıle kapitoly

Tato kapitola Vás seznámı́:

• s konstrukćı Riemannových integrálńıch součt̊u pro funkci dvou proměnných
na dvojrozměrném intervalu a jejich využit́ım pro definici dvojného integrálu.
Je zapotřeb́ı dobře zvládnout Fubiniovu větu, která nám umožńı převádět
dvojné integrály na dvojnásobné. Pro jej́ı použit́ı muśıte umět popsat oblasti
prvńıho a druhého druhu a základńı vlastnosti dvojného integrálu.

• s větou o transformaci dvojného integrálu.
Je zapotřeb́ı ji umět použ́ıt zejména při transformaci do zobecněných polárńıch
souřadnic nebo při transformaci posunut́ı. Pro tyto transformace je také potřeb-
né umět odvodit jakobián.

• se základńımi geometrickými a fyzikálńımi aplikacemi dvojného integrálu.
Měli byste znát vztahy pro výpočet a umět je zd̊uvodnit na základě integrálńıch
součtu a vlastnost́ı dvojných integrál̊u.

1.1.2 Požadované znalosti

Pro zvládnut́ı dvojných integrál̊u je nezbytné dobře zvládnout problematiku modulu
Určitý integrál.

1.1.3 Doba potřebná ke studiu

Přibližně lze odhadnout potřebnou dobu ke studiu dvojného integrálu na 15 hodin.
Pro źıskáńı zkušenost́ı a zručnosti ve výpočtu bude ještě zřejmě zapotřeb́ı daľśı čas
závislý na dosavadńı početńı praxi studenta.

1.1.4 Kĺıčová slova

Děleńı dvojrozměrného intervalu, norma děleńı, Riemann̊uv integrálńı součet, dvojný
Riemann̊uv integrál, funkce integrabilńı na intervalu, dvojnásobný integrál, Fubiniho
věta, oblast prvńıho a druhého druhu v R2, základńı vlastnosti dvojného integrálu,
Jacobiho matice, jakobián, věta o transformaci dvojného integrálu, zobecněné polárńı
souřadnice, geometrické a fyzikálńı aplikace dvojného integrálu.
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1.2 Dvojný integrál na dvojrozměrném intervalu

Uvažujme interval I = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 ⊂ R2 a necht’ Dx
m, resp. Dy

n je děleńı 〈a, b〉,
resp. 〈c, d〉 s dělićımi body a = x0 < x1 < · · · < xm = b a c = y0 < y1 < · · · < yn =
d. Uspořádanou dvojici (Dx

m, D
y
n) (pro stručnost budeme značit tuto dvojici Dmn)

nazýváme děleńım intervalu I (viz Obr.1). Každý interval Iij = 〈xi−1, xi〉×〈yj−1, yj〉,
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n nazýváme částečným intervalem děleńı Dmn. Ř́ıkáme, že
systém interval̊u Iij pokrývá interval I.
Obsah (mı́ru) intervalu Iij definujeme µ(Iij) = (xi−xi−1) · (yj − yj−1), i = 1, . . . ,m,
j = 1, . . . , n . Výraz ν(Dmn) = max {ν(Dx

m), ν(Dy
n)} nazýváme normou děleńı.

Obrázek 1: Děleńı intervalu.

Definice 1.1. Necht’ f je ohraničená funkce na I, Dmn děleńı I s dělićımi body
a = x0 < x1 < · · · < xm = b a c = y0 < y1 < · · · < yn = d. Označme N(Dmn)
množinu všech mn-tic bod̊u Mij ∈ Iij. Č́ıslo

S (f,Dmn, N(Dmn)) =
m∑
i=1

n∑
j=1

f (Mij)µ(Iij)

nazýváme Riemannovým integrálńım součtem funkce f př́ıslušným děleńı Dmn

a mn-tici bod̊u z N(Dmn).

V daľśım se budeme ptát, zda existuje

lim
ν(Dmn)→0

S (f,Dmn, N(Dmn)) .
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Definice 1.2. Řekneme, že funkce f má na I ⊂ R2 dvojný Riemann̊uv integrál
právě tehdy, když existuje konečná limita

lim
ν(Dmn)→0

S (f,Dmn, N(Dmn)) ,

která nezáviśı jak na volbě posloupnosti (Dmn), tak na výběru mn-tic bod̊u z
N(Dmn). Tuto limitu znač́ıme ∫∫

I

f (x, y) dxdy.

Jestliže integrál existuje, řekneme, že funkce f je integrabilńı (integrovatelná)
na intervalu I, a ṕı̌seme f ∈ R(I).

Následuj́ıćı věta nám zaručuje existenci integrálu:

Věta 1.1. Každá funkce spojitá na intervalu I = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 ⊂ R2 je inte-
grovatelná.

Věta 1.2. Necht’ f je integrovatelná na I = 〈a1, b1〉 × 〈a2, b2〉 ⊂ R2.

(a) Jestlǐze pro každé x ∈ 〈a1, b1〉 existuje

J (x) =

b2∫
a2

f (x, y) dy,

pak plat́ı

∫∫
I

f (x, y) dxdy =

b1∫
a1

J (x) dx =

b1∫
a1

 d∫
c

f (x, y) dy

 dx. (1)

(b) Jestlǐze pro každé y ∈ 〈a2, b2〉 existuje

K (y) =

b1∫
a1

f (x, y) dx,

pak plat́ı

∫∫
I

f (x, y) dxdy =

b2∫
a2

K (y) dy =

b2∫
a2

 b1∫
a1

f (x, y) dx

 dy. (2)
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Důkaz. Důkaz provedeme pouze pro funkci spojitou na intervalu I. Z Věty o in-
tegrálech závislých na parametru plyne, že funkce

J (x) =

b2∫
a2

f (x, y) dy

je na intervalu 〈a1, b1〉 spojitá a tedy integrabilńı. Uvažujme děleńı intervalu I =
〈a1, b1〉 × 〈a2, b2〉 uvedené v definici dvojného integrálu. Pak plat́ı

J (ξk) ∆xk =

 b2∫
a2

f (ξk, y) dy

∆xk =

 n∑
l=1

yl∫
yl−1

f (ξk, y) dy

∆xk.

Dle věty o středńı hodnotě pro jednorozměrný integrál lze psát

yl∫
yl−1

f (ξk, y) dy = f (ξk, ηl) ∆yl.

Odtud dostáváme

m∑
k=1

J (ξk) ∆xk =
m∑
k=1

 n∑
l=1

yl∫
yl−1

f (ξk, y) dy

∆xk

=
m∑
k=1

(
n∑
l=1

f (ξk, ηl) ∆yl

)
∆xk =

m∑
k=1

n∑
l=1

f (ξk, ηl)µ (Ikl) ,

a to je integrálńı součet pro ∫∫
I

f(x, y) dxdy.

Poznámka 1.1. Integrály v koncových členech řetězc̊u rovnost́ı (1) a (2) se nazývaj́ı
dvojnásobné.

Př́ıklad 1.1. Vypočtěte integrál
∫∫
I

yexy dxdy na I = 〈0, 1〉 × 〈1, 2〉 ⊂ R2.

Řešeńı: Funkce y exy je spojitá na I a podle Věty 1.1 integrál existuje.

∫∫
I

y exy dxdy =

2∫
1

 1∫
0

y exy dx

 dy =

2∫
1

K (y) dy.

K (y) = y

1∫
0

exy dx = y

[
1

y
exy
]1

0

= ey − 1.

2∫
1

K (y) dy =

2∫
1

(ey − 1) dy = [ey − y]21 = e2 − e− 1.
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Poznámka 1.2. Dá se jednoduše ukázat, že pokud f je integrovatelná funkce typu

f(x, y) = f1(x) · f2(y) pro [x, y] ∈ 〈a1, b1〉 × 〈a2, b2〉,

můžeme v řetězćıch rovnost́ı (1)–(2) dále psát:

∫∫
I

f (x, y) dxdy =

b2∫
a2

K (y) dy =

b2∫
a2

 b1∫
a1

f (x, y) dx

 dy = J1 · J2

a ∫∫
I

f (x, y) dxdy =

b1∫
a1

J (x) dx =

b1∫
a1

 d∫
c

f (x, y) dy

 dx = J1 · J2,

kde

Ji =

bi∫
ai

fi(u) du pro i = 1, 2.

Př́ıklad 1.2. Vypočtěte integrál
∫∫
I

ex+y dxdy na I = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 ⊂ R2.

Řešeńı: Funkce f(x, y) ≡ ex+y = ex · ey je spojitá na I a podle Věty 1.1 integrál
existuje. Ve smyslu předchoźı poznámky pak máme:

∫∫
I

ex · ey dxdy =

1∫
0

 1∫
0

ex · ey dx

 dy

=

 1∫
0

eu du

2

= (e− 1)2.

1.3 Dvojný integrál na oblastech prvńıho a druhého druhu
v R2.

Zavedeme pojem elementárńı oblasti v rovině:
Elementárńı oblast I. druhu v rovině je množina

ΩI =
{
[x, y] ∈ R2 : a < x < b, g(x) < y < G(x)

}
,

kde g a G jsou spojité funkce na intervalu 〈a, b〉 a g(x) ≤ G(x) pro každé x ∈ 〈a, b〉.
Elementárńıoblast II. druhu v rovině je množina

ΩII =
{
[x, y] ∈ R2 : c < y < d, h(y) < x < H(y)

}
,

kde h a H jsou spojité funkce na intervalu 〈c, d〉 a h(y) ≤ H(y) pro každé y ∈ 〈c, d〉.
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Elementárńı oblasti I. a II. druhu v rovině.

Poznámka 1.3. Všude v daľśım textu této kapitoly budeme mı́sto elementárńı oblast
I. nebo II. druhu v rovině zkráceně mluvit o oblasti I. nebo II. druhu.

Cvičeńı 1.1. Zakreslete dané množiny:

1. A =
{
[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y, y ≤ 1

}
;

2. B =
{
[x, y] ∈ R2 : x2 ≤ y ≤ x

}
;

3. Ω =
{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 2x

}
;

4. C =
{
[x, y] ∈ R2 : 1/x < y < 2/x, 2y < x < 3y, x > 0, y > 0

}
;

5. D =
{
[x, y] ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 4, x > 0, y > 0

}
.

Pr̊uvodce studiem
Předchoźı látka je velice d̊uležitá! Nikdy nespočtete dvojný integrál, pokud
nemáte správnou představu o integračńım oboru. Proto byste neměli dále
pokračovat, dokud si určováńı oblast́ı I. a II. druhu řádně neprocvič́ıte.

Věta 1.3. (Fubiniho věta)

(a) Necht’ existuje
∫∫
ΩI

f(x, y) dxdy a pro každé x ∈ 〈a, b〉 necht’ existuje integrál

J (x) =

G(x)∫
g(x)

f (x, y) dy.
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Pak existuje také dvojnásobný integrál

b∫
a

 G(x)∫
g(x)

f (x, y) dy

 dx

a plat́ı rovnosti

∫∫
ΩI

f (x, y) dxdy =

b∫
a

J (x) dx =

b∫
a

 G(x)∫
g(x)

f (x, y) dy

 dx.

(b) Necht’ existuje
∫∫
ΩII

f(x, y) dxdy a pro každé y ∈ 〈c, d〉 existuje integrál

K (y) =

H(y)∫
h(y)

f (x, y) dx.

Pak existuje také dvojnásobný integrál

d∫
c

 H(y)∫
h(y)

f (x, y) dx

 dy

a plat́ı rovnosti

∫∫
ΩII

f (x, y) dxdy =

d∫
c

K (y) dy =

d∫
c

 H(y)∫
h(y)

f (x, y) dx

 dy.

Věta 1.4. Necht’ Ω ⊂ R2 je elementárńı oblast prvńıho nebo druhého druhu a
necht’ funkce f je na Ω spojitá a ohraničená. Pak je funkce f na Ω integrabilńı.

Poznámka 1.4. Integrovatelnost a hodnota dvojného integrálu nezáviśı na chováńı
funkce v konečném počtu bod̊u integračńıho oboru, nebo na sjednoceńı konečného
počtu křivek konečné délky. Je tedy v předešlých větách nepodstatné, jestli integru-
jeme přes otevřený integračńı obor, nebo jestli přidáme k tomuto oboru jakoukoliv
část hranice oboru.

Př́ıklad 1.3. Vypočtěte integrál∫∫
Ω

y

x2 + y2
dxdy,

kde Ω = {[x, y] ∈ R2 : 1 < x < y, y2 < 2x}.
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Řešeńı: Množina Ω je oblast prvńıho druhu v R2 a funkce y/(x2 + y2) je na Ω
spojitá a ohraničená. Podle Věty 1.4 integrál existuje a můžeme na výpočet použ́ıt
Větu 1.3.

2∫
1


√

2x∫
x

y

x2 + y2
dy

 dx =

2∫
1

J (x) dx.

J (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u = x2 + y2

y dy = 1
2
du

y = x..
√

2x
u = 2x2..x2 + 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2

x2+2x∫
2x2

1

u
du

=
[
ln |u|

]x2+2x

2x2

=
1

2

(
ln(x2 + 2x)− ln(2x2)

)
=

1

2
ln
x+ 2

2x
.

2∫
1


√

2x∫
x

y

x2 + y2
dy

 dx =
1

2

2∫
1

[
ln(x+ 2)− ln(2x)

]
dx =

1

2
(5 ln 2− 3 ln 3) .

Věta 1.5. (Základńı vlastnosti dvojného integrálu.) Necht’ Ω, Ω1, Ω2 jsou oblasti
prvńıho nebo druhého druhu a necht’ f , g ∈ R(Ω) (tzn. f a g jsou funkce inte-
grovatelné na Ω). Pak plat́ı:

(a) ∫∫
Ω

(
f(x, y) + g(x, y)

)
dxdy =

∫∫
Ω

f (x, y) dxdy +
∫∫
Ω

g (x, y) dxdy.

(b) ∫∫
Ω

kf (x, y) dxdy = k
∫∫
Ω

f (x, y) dxdy,

kde k ∈ R.

(c) Jestlǐze pro každé [x, y] ∈ Ω plat́ı f (x, y) ≤ g (x, y), pak∫∫
Ω

f (x, y) dxdy ≤
∫∫
Ω

g (x, y) dxdy.
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(d) |f | ∈ R (Ω) a plat́ı ∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

f (x, y) dxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
Ω

|f (x, y)| dxdy.

(e) Jestlǐze pro každé [x, y] ∈ Ω plat́ı že |f (x, y)| ≤M , pak∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

f (x, y) dxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
Ω

|f (x, y)| dxdy ≤Mµ (Ω) .

(f) Jestlǐze int Ω1 ∩ int Ω2 = ∅, f ∈ R(Ω1) a f ∈ R(Ω2), pak je funkce f inte-
grovatelná na Ω1 ∪ Ω2 a plat́ı∫∫

Ω1∪Ω2

f (x, y) dxdy =
∫∫
Ω1

f (x, y) dxdy +
∫∫
Ω2

f (x, y) dxdy.

(g) f · g ∈ R (Ω).

(h) Jestlǐze je funkce f spojitá na Ω, pak existuje bod [ξ, η] ∈ Ω tak, že∫∫
Ω

f (x, y) dxdy = f (ξ, η)µ (Ω) .

Poznámka 1.5. Symbolem µ(Ω) budeme v této kapitole rozumět mı́ru (obsah)
elementárńı oblasti Ω.
Symbolem int Ω znač́ıme tzv. vnitřek množiny Ω. Je to zjednodušeně řečeno ,,množina
Ω uvažovaná bez své hranice”.
Symbolem Ω znač́ıme tzv. uzávěr množiny Ω. Je to zjednodušeně řečeno ,,množina
Ω uvažovaná spolu se svou hranićı”.

Úkol pro vás: Ukažte, že z tvrzeńı h) Věty 1.5 plyne následuj́ıćı jednoduchý
d̊usledek:

µ(Ω) =
∫∫
Ω

dxdy.

Cvičeńı 1.2. Graficky znázorněte obory integrace a spočtěte integrály:

1.
∫∫
M

|x|dxdy, kde M =
{
[x, y] ∈ R2 : x2 < y, 4x2 + y2 < 12

}
;

[
4
√

3− 10
3

]

2.
∫∫
M

e
x
y dxdy, kde M =

{
[x, y] ∈ R2 : y > 1, y < 2, x > 0, y >

√
x
}
;

[
e2 − 3

2

]
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3.
∫∫
M

x2

y2
dxdy, kde M =

{
[x, y] ∈ R2 : x < 3,

1
x

< y < 4x

}
;

[
1
2

(
5
12 − ln 2

)]

4.
∫∫
M

y

x2 + y2
dxdy, kde M =

{
[x, y] ∈ R2 : 1 < x < y, y2 < 2x

}
.
[

1
2 (5 ln 2− 3 ln 3)

]

1.4 Transformace dvojného integrálu

Necht’ Ω ⊂ R2 je otevřená množina. Uvažujme funkce ϕ, ψ : Ω → R a G : Ω → R2,
G = (ϕ, ψ) takové, že:

a) ϕ, ψ ∈ C1(Ω), tj. ϕ, ψ jsou spojitě diferencovatelné na Ω;
b) G = (ϕ, ψ) je prosté zobrazeńı, tj. pro všechna [u0, v0], [u1, v1] ∈ Ω plat́ı:

Jestlǐze [u0, v0] 6= [u1, v1], pak G(u0, v0) 6= G(u1, v1).

Uvažujme libovolný dvojrozměrný interval (tj. obdélńık) I ⊂ Ω o vrcholech V1, V2,
V3 a V4 a stranách délky ∆u, ∆v. Transformaćı G = (ϕ, ψ) se zobraźı obdélńık I na
,,křivočarý obdélńık” I∗ = G(I) o vrcholech Q1, Q2, Q3 a Q4:

V1 = [u, v] 7→ Q1 = [ϕ (u, v) , ψ (u, v)],
V2 = [u+ ∆u, v] 7→ Q2 = [ϕ (u+ ∆u, v) , ψ (u+ ∆u, v)],
V3 = [u+ ∆u, v + ∆v] 7→ Q3 = [ϕ (u+ ∆u, v + ∆v) , ψ (u+ ∆u, v + ∆v)],
V4 = [u, v + ∆v] 7→ Q4 = [ϕ (u, v + ∆v) , ψ (u, v + ∆v)].

V daľśım se pokuśıme alespoň přibližně spoč́ıtat obsah obrazce G(I).

S použit́ım Taylorovy věty máme:

ϕ (u+ ∆u, v) = ϕ (u, v) + ϕ′u(u, v) ·∆u+R,

ϕ (u, v + ∆v) = ϕ (u, v) + ϕ′v(u, v) ·∆v +R,

ψ (u+ ∆u, v) = ψ (u, v) + ψ′u(u, v) ·∆u+R,

ψ (u, v + ∆v) = ψ (u, v) + ψ′v(u, v) ·∆v +R,

ϕ (u+ ∆u, v + ∆v) = ϕ (u, v) + ϕ′u(u, v) ·∆u+ ϕ′v(u, v) ·∆v +R,

ψ (u+ ∆u, v + ∆v) = ψ (u, v) + ψ′u(u, v) ·∆u+ ψ′v(u, v) ·∆v +R,

kde R = R((∆u)2, (∆v)2,∆u∆v) jsou zbytky v Taylorově vzorci, které označ́ıme ve
všech předešlých výrazech stejně.
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Všechny zbytky v naš́ı úvaze zanedbáme a budeme uvažovat pouze body

Q′
1 = Q1,

Q′
2 = Q1 + [ϕ′u(u, v) ·∆u, ψ′u(u, v) ·∆u] ,

Q′
3 = Q1 + [ϕ′u(u, v) ·∆u+ ϕ′v(u, v) ·∆v, ψ′u∆u+ ψ′v(u, v) ·∆v] ,

Q′
4 = Q1 + [ϕ′v(u, v) ·∆v, ψ′v(u, v) ·∆v] .

Obsah křivočarého lichoběžńıka G(I) je přiblǐzně roven obsahu rovnoběžńıka Q′
1Q

′
2Q

′
3Q

′
4

o stranách Q′
1Q

′
2 a Q′

1Q
′
4.

Obsah tohoto rovnoběžńıka je roven dvojnásobku obsahu ∆Q′
1Q

′
2Q

′
4, což z analytické

geometrie je absolutńı hodnota z determinantu∣∣∣∣∣det
(
x′2 − x′1 y

′
2 − y′1

x′4 − x′1 y
′
4 − y′1

)∣∣∣∣∣ ,
kde Q′

1 = [x′1, y
′
1], Q

′
2 = [x′2, y

′
2], Q

′
4 = [x′4, y

′
4]. Po dosazeńı máme∣∣∣∣∣det

(
ϕ′u(u, v) ·∆u, ψ′u(u, v) ·∆u
ϕ′v(u, v) ·∆v, ψ′v(u, v) ·∆v

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣det
(
ϕ′u(u, v) ·∆u, ϕ′v(u, v) ·∆v
ψ′u(u, v) ·∆u, ψ′v(u, v) ·∆v

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣det
(
ϕ′u, ϕ′v
ψ′u, ψ′v

)∣∣∣∣∣ |∆u| |∆v| .
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Matice

J (u, v) =

(
ϕ′u(u, v), ϕ′v(u, v)
ψ′u(u, v), ψ′v(u, v)

)
se nazývá Jacobiho matice transformace G = (ϕ, ψ). Determinant

J(u, v) = detJ (u, v)

z této matice se nazývá jakobián této transformace.

Dospěli jsme k jedné z nejd̊uležitěǰśıch vět této kapitoly:

Věta 1.6. Necht’ Ω ⊂ R2 je otevřená množina a G = (ϕ, ψ) : Ω → R2 je prosté
zobrazeńı takové, že ϕ, ψ ∈ C1(Ω) a jakobián J(u, v) 6= 0 v každém bodě [u, v] ∈ Ω.
Necht’ K ⊂ Ω je uzavřená množina, která je sjednoceńım konečného počtu ele-
mentárńıch oblast́ı prvńıho nebo druhého druhu, a funkce f je spojitá na G(Ω).
Pak plat́ı ∫∫

G(K)

f (x, y) dxdy =
∫∫
K

f (ϕ (u, v) , ψ (u, v)) |J (u, v)| dudv.

Poznámka 1.6. Věta z̊ustane v platnosti, pokud zobrazeńı G nebude prosté, nebo
jakobián bude roven nule na podmnožinách množiny K uvedených v Poznámce
1.4, budou-li jejich obrazy při zobrazeńı G opět množiny uvedených typ̊u v G(K).
Pokud funkce f bude ohraničená na G(K), pak také stač́ı, aby f byla spojitá na
G(K) s výjimkou množin uvedených v Poznámce 1.4.

Poznámka 1.7. Účelem transformace je zjednodušit integračńı obor nebo inte-
grovanou funkci. Nejlepš́ı alternativou je, když se podař́ı zlepšit oboj́ı.

Př́ıklad 1.4. S použit́ım transformace

x =
√
uv ≡ ϕ (u, v) ,

y =
√

u
v
≡ ψ (u, v)

vypočtěte integrál ∫∫
Ω

arctg (xy) dxdy,

kde Ω = {[x, y] ∈ R2 : 1/x < y < 2/x, 2y < x < 3y, x > 0, y > 0}.
Rešeńı: Funkce arctg(xy) je spojitá a ohraničená na Ω a podle Věty 1.4 integrál
existuje.
Daná transformace G(ϕ, ψ) zobrazuje množinu (a, b) × (c, d), 0 < a < b, 0 < c < d
vzájemně jednoznačně na množinu {[x, y] ∈ R2 : a < xy < b, c < x/y < d}.
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Spočtěme jakobián transformace G:

J (u, v) =

∣∣∣∣∣ ∂ϕ
∂u

∂ϕ
∂v

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1
2

√
v
u

1
2

√
u
v

1
2
√
uv

− 1
2v

√
u
v

∣∣∣∣∣∣ = − 1

2v
.

Úplný vzor množiny Ω je množina

Ω∗ =
{
[u, v] ∈ R2 : 1 < u < 2, 2 < v < 3

}
.

Potom podle předchoźı věty máme:

∫∫
Ω

arctg (xy) dxdy =
1

2

2∫
1

 3∫
2

arctg u

v
dv

 du

=
1

2
ln

3

2

[
u arctg u− 1

2
ln
(
1 + u2

)]2
1

=
1

2
ln

3

2

(
2 arctg 2 +

1

2
ln

2

5
− π

4

)
.

Pr̊uvodce studiem
Předchoźı př́ıklad ukázal, že při zaváděńı transformačńıch vztah̊u se fantazii meze
nekladou.
Ve vaš́ı budoućı inženýrské praxi se ale budete pravděpodobně potkávat s daleko
prozaičtěǰśımi transformacemi. Proto je čas uvést ty nejd̊uležitěǰśı a naučit se s
nimi dokonale pracovat.

Nejd̊uležitěǰśı typy transformaćı:

Posunut́ı. Je dáný bod [u0, v0]. Transformace G = (ϕ, ψ) daná vztahy

x = u0 + u ≡ ϕ (u, v) ,
y = v0 + v ≡ ψ (u, v)

posouvá bod [x, y] o orientovanou vzdálenost u0 ve směru souřadnicové osy x
a o orientovanou vzdálenost ve směru souřadnicové osy y.

Úkol pro vás: Spočtete jakobián transformace posunut́ı.

Řešeńı:

J (u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂u

∂ϕ

∂v
∂ψ

∂u

∂ψ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1 0

0 1

∣∣∣∣∣ = 1.

16



Obrázek 2: Integrálńı součet.

Obrázek 3: Transformace posunut́ı.
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Zobecněné polárńı souřadnice. Jsou dány konstanty a, b > 0.
Transformace do zobecněných polárńıch souřadnic je dána vztahy:

x = ar cos t ≡ ϕ (r, t) ,
y = br sin t ≡ ψ (r, t) .

J (r, t) =

∣∣∣∣∣ ∂ϕ
∂r

∂ϕ
∂t

∂ψ
∂r

∂ψ
∂t

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a cos t −ar sin t
b sin t br cos t

∣∣∣∣∣ = abr.

Tato transformace G = (ϕ, ψ) zobrazuje množinu (0,∞) × (−π, π) vzájemně
jednoznačně na množinu R2 \ {[x, y] ∈ R2 : x ≤ 0, y = 0}.
Inverzńı zobrazeńı G−1 je dáno vztahy

r =
√
x2 + y2,

t =


arctg y

x
x > 0

π
2
− arctg x

y
x ≤ 0, y > 0

−π
2
− arctg x

y
x ≤ 0, y < 0

Poznámka 1.8. Speciálńı př́ıpad nastává pro volbu parametr̊u a = b = 1. V
takovém př́ıpadě mluv́ıme o polárńıch souřadnićıch (vypoušt́ıme př́ıvlastek zobecněné).
Geometrický význam polárńıch souřadnic je popsán na Obrázku 4.

Obrázek 4: Polárńı souřadnice.

Př́ıklad 1.5. S použit́ım transformace do polárńıch souřadnic vypočtěte integrál∫∫
Ω

ln (x2 + y2)

x2 + y2
dxdy,
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kde Ω = {[x, y] ∈ R2 : r2
1 < x2 + y2 < r2

2, x > 0, y > 0}, 0 < r1 < r2.
Řešeńı: Funkce ln(x2 + y2)/(x2 + y2) je spojitá a ohraničená na Ω a podle Věty
1.4 integrál existuje. Použijeme transformace do polárńıch souřadnic podle Věty 1.6.
Vzor množiny Ω je množina {[r, t] ∈ R2 : r1 < r < r2, 0 < t < π/2}.

∫∫
Ω

ln (x2 + y2)

x2 + y2
dxdy =

r2∫
r1

 π/2∫
0

ln r2

r
dt

 dr =
π

2

r2∫
r1

ln r

r
dr

=

∣∣∣∣∣ ln r = s r = r1|r2
1
r
dr = ds s = ln r1| ln r2

∣∣∣∣∣ = π

ln r2∫
ln r1

s ds

=
π

2

(
ln2 r2 − ln2 r1

)
=
π

2
ln (r1r2) ln

(
r2
r1

)
.

Pr̊uvodce studiem
Ze své předchoźı početńı praxe v́ıte, že při výpočtu určitého integrálu užit́ım
substitučńıch metod jste často museli substituovat opakovaně. Transformace
dvojného integrálu, jak s ńı v této kapitole pracujeme, je jenom jistou
v́ıcerozměrnou analogíı substitučńı metody pro výpočet určitého integrálu funkce
jedné proměnné. Proto se dá čekat, že při řešeńı některých úloh se setkáme s nut-
nost́ı vhodně kombinovat transformace r̊uzných typ̊u.

Př́ıklad 1.6. Kombinaćı transformace posunut́ım a převedeńım do polárńıch souřad-
nic spočtěte integrál

I =
∫∫
Ω

dxdy,

kde Ω =
{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 2x

}
.

Řešeńı: S daným oborem integrace jste se setkali už ve Cvičeńı 1.1. Jedná se
o otevřený kruh se středem v bodě [1, 0] a poloměrem R = 1.
Pokud si připomeneme tvrzeńı z Úkolu 1.3 v předchoźı části tohoto modulu, hned
vid́ıme, že I = π. Takže už v́ıme, jaký výsledek vyjde, a mohli bychom s poč́ıtáńım
skončit. Ale neskonč́ıme, protože si chceme procvičit transformováńı dvojných in-
tegrál̊u.

V prvńı kroku transformujeme náš posunutý kruh na kruh symetrický podle počátku
souřadnicového systému:

x = 1 + u,
y = v.

Potom podle Věty 1.6

I =
∫∫
Ω

dxdy =
∫∫
Ω∗

dudv,

19



kde Ω∗ =
{
[u, v] ∈ R2 : u2 + v2 < 1

}
.

Přechodem do polárńıch souřadnic v daľśım kroku převedeme jednotkový kruh na dvo-
jrozměrný interval (obdélńık):

u = r cos t
v = r sin t
|J(u, v)| = |r| = r pro r ∈ (0,∞)

a tedy podle Věty 1.6

I =
∫∫
Ω∗∗

r drdt,

kde Ω∗∗ =
{
[r, t] ∈ R2 : 0 < r < 1, −π < t < π

}
. Potom s využit́ım výsledku z Poznámky 1.2

máme hodnotu integrálu

I =

π∫
−π

dt ·
1∫

0

r dr = 2π
[
1

2
r2
]1
0

= π.

Cvičeńı 1.3. Graficky znázorněte obory integrace a užit́ım vhodných transformaćı
spočtěte integrály:

1.
∫∫
M

√
a2 − x2 − y2 dxdy, kde M =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < ax

}
;
[
a3

3

(
π − 4

3

)]

2.
∫∫
M

|xy| dxdy, kde M =
{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < a2

}
;

[
1
2
a4
]

3.
∫∫
M

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dxdy, kde M =

{
[x, y] ∈ R2 : x > 0, y > 0, x2 + y2 < 1

}
;[

π2

8
− π

4

]
4.
∫∫
M

(x2 + y2)e−x
2−y2 dxdy, kde M =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 1

}
.

[
π
(
1− 2

e

)]

1.5 Geometrické a fyzikálńı aplikace dvojného integrálu

V daľśım budeme předpokládat, že Ω m̊uže být sjednoceńım konečného počtu
elementárńıch oblast́ı prvńıho nebo druhého druhu.
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1.5.1 Obsah rovinného obrazce

Obsah rovinného obrazce Ω ⊂ R2 se spočte s použit́ım vzorce:

µ (Ω) =
∫∫
Ω

dxdy.

Př́ıklad 1.7. Vypočtěte obsah množiny

Ω =
{
[x, y] ∈ R2 : y2 − x− 5 < 0, y > x− 1, x < 2

}
.

Řešeńı: Vyjádř́ıme-li např. množinu Ω2 = Ω + Ω1 (viz obr. ??), pak plat́ı

µ (Ω2) =
∫∫
Ω2

dxdy =

3∫
−2

 y+1∫
y2−5

dx

 dy =

3∫
−2

(
y − y2 + 6

)
dy

=
[
1

2
y2 − 1

3
y3 + 6y

]3
−2

=
125

6
[m2].

Dále

µ (Ω1) =
∫∫
Ω1

dxdy =

4∫
2


√
x+5∫

x−1

dy

 dx =

4∫
2

(√
x+ 5− x+ 1

)
dx

=
[
2

3

√
(x+ 5)3 − 1

2
x2 + x

]4
2

= 14− 14

3

√
7 [m2].

Odtud

µ (Ω) = µ (Ω2)− µ (Ω1) =
41

6
+

14

3

√
7 [m2].

21



Př́ıklad 1.8. Vypočtěte obsah množiny

Ω =
{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 − 6y < 0, x2 + y2 − 2y > 0, x < y <

√
3x
}
.

Řešeńı: Použijeme transformace do polárńıch souřadnic podle Věty 1.6. Vzor množiny
Ω je množina {[r, t] ∈ R2 : 2 sin t < r < 6 sin t, π/4 < t < π/3}.

µ (Ω) =
∫∫
Ω

dxdy =

π/3∫
π/4

 6 sin t∫
2 sin t

r dr

 dt =

π/3∫
π/4

[
1

2
r2
]6 sin t

2 sin t
dt

= 16

π/3∫
π/4

sin2 t dt = 8

π/3∫
π/4

(1− cos 2t) dt = 8
[
t− 1

2
sin 2t

]π/3
π/4

=
2

3
π − 2

√
3 + 4 [m2].

Cvičeńı 1.4. Pomoćı dvojného integrálu vypočtěte obsah rovinné desky

A =
{
[x, y] ∈ R2 : xy < a2, x2 > ay, y < 2a, x > 0

}
, a > 0.

Výsledek: µ(A) = a2
(

2
3

+ ln 2
)
.

1.5.2 Objem válcového tělesa K ⊂ R3.

Mějme dáno těleso

K =
{
[x, y, z] ∈ R3 : [x, y] ∈ Ω, g (x, y) < z < f (x, y)

}
,

kde Ω ⊂ R2, f , g jsou spojité a ohraničené na Ω. Pak objem tohoto tělesa je dán
vzorcem

V (K) =
∫∫
Ω

(
f (x, y)− g (x, y)

)
dxdy.

Př́ıklad 1.9. Vypočtěte objem tělesa

K =
{
[x, y, z] ∈ R3 : [x, y] ∈ Ω, 0 ≤ z ≤ x2 + y2

}
,

kde Ω =
{
[x, y] ∈ R2 : x2 < y <

√
x
}
.
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Řešeńı:

V (K) =
∫∫
Ω

(f (x, y)− g (x, y)) dxdy =
∫∫
Ω

(
x2 + y2

)
dxdy

=

1∫
0


√
x∫

x2

(
x2 + y2

)
dy

 dx =

1∫
0

([
x2y +

1

3
y3
]√x
x2

)
dx

=

1∫
0

(
x5/2 +

1

3
x3/2 − x4 − 1

3
x6
)

dx

=
[
2

7
x7/2 +

2

15
x5/2 − 1

5
x5 − 1

21
x7
]1
0

=
6

35
[m3]

Cvičeńı 1.5. Pomoćı dvojného integrálu vypočtěte objem tělesa:

1. Ω1 =
{
[x, y, z] ∈ R3 : z > 0, z < x2 + y2, x2 + y2 > x, x2 + y2 < 2x

}
;

2. Ω2 =
{
[x, y, z] ∈ R3 : z > 2(x2 + y2), z < 1−

√
x2 + y2

}
;

3. Ω3 =
{
[x, y, z] ∈ R3 : 0 < z < 4− y2, y >

1

2
x2
}
;

Výsledky: µ(Ω1) = 45
32
π, µ(Ω2) = 5

48
π, µ(Ω3) = 256

21
.

1.5.3 Obsah plochy

Obsah části plochy

S =
{
[x, y, z] ∈ R3 : z = f(x, y), [x, y] ∈ Ω ⊂ R2

}
,

kde f ∈ C1(Ω) je dán vzorcem

P (S) =
∫∫
Ω

√√√√1 +

(
∂f

∂x
(x, y)

)2

+

(
∂f

∂y
(x, y)

)2

dxdy.

Př́ıklad 1.10. Vypočtěte obsah části plochy

S =
{
[x, y, z] ∈ R3 : z =

√
4− x2 − y2, x2/4 + y2 < 1, −1 < x < 1

}
.
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Řešeńı: Označme Ω = {[x, y] ∈ R2 : x2/4 + y2 < 1}.

P (S) =
∫∫
Ω

√
1 +

x2

4− x2 − y2
+

y2

4− x2 − y2
dxdy

= 2
∫∫
Ω

1√
4− x2 − y2

dxdy = 8

1∫
0


√

1−x2/4∫
0

1√
4− x2 − y2

dy

 dx

= 8

1∫
0

[
arcsin

y√
4− x2

]√1−x2/4

0

dx = 8 arcsin
1

2

1∫
0

dx =
4

3
π [m2].

Cvičeńı 1.6. Pomoćı dvojného integrálu vypočtěte:

1. Obsah části plochy paraboloidu z = x2 +y2 za podmı́nky 0 < z < a, kde a > 0

je konstanta;
[
π
6

[
(1 + 4a)

√
1 + 4a− 1

]]
2. Obsah části plochy x2 + z2 = 1 ohraničený rovinami y = 0, z = 0, x+ y = 2.

[2π]

1.5.4 Hmotnost tenké rovinné desky Ω ⊂ R2.

Plošnou hustotou rovinné desky Ω rozumı́me funkci dvou proměnných σ (x, y), která
je definována vztahem

lim
r→0+

m (Ur (x0, y0) ∩ Ω)

µ (Ur (x0, y0) ∩ Ω)
= σ (x0, y0)

pro každé [x0, y0] ∈ Ω. Hmotnost tenké rovinné desky o plošné hustotě σ (x, y) je
dána vztahem

m (Ω) =
∫∫
Ω

σ (x, y) dxdy, [kg].

Př́ıklad 1.11. Vypočtěte hmotnost rovinného obrazce

A = {[x, y] ∈ R2 : 4 < x2 + y2 < 9, x > 0, y > 0},

je-li σ(x, y) ≡ ln (x2 + y2)

x2 + y2
[kg ·m−2] plošná hustota.

Řešeńı: m(A) =
∫∫
A

ln (x2 + y2)

x2 + y2
dxdy. Podle Př́ıkladu 1.5 pak máme

m(A) =
π

2
ln 6 (ln 3− ln 2) [kg].
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1.5.5 Statický moment tenké rovinné desky

Statický moment tenké rovinné desky Ω ⊂ R2 s plošnou hustotou σ(x, y) vzhledem
k př́ımce p je

Sp =
∫∫
Ω

d ([x, y], p) · σ (x, y) dxdy [kg ·m],

kde d ([x, y], p) je orientovaná vzdálenost bodu [x, y] od př́ımky p.
Speciálńı př́ıpad vzhledem k souřadnicovým osám x a y.

Sx =
∫∫
Ω

y · σ (x, y) dxdy, Sy =
∫∫
Ω

x · σ (x, y) dxdy.

1.5.6 Těžǐstě tenké rovinné desky Ω ⊂ R2.

T =
[
Sy
m
,
Sx
m

]
.

Př́ıklad 1.12. Uvažujme obrazce

Ω1 =
{
[x, y] ∈ R2 : k1x ≤ y ≤ k2x, x ≥ 0, y ≥ 0

}
,

Ω2 =
{
[x, y] ∈ R2 : x2/a2 + y2/b2 ≤ 1, x2/k2a2 + y2/k2b2 ≥ 1

}
,

kde 0 < k < 1, 0 ≤ k1 < k2.
Vypočtěte těžǐstě tenké homogenńı rovinné desky Ω = Ω1 ∩ Ω2 s plošnou hustotou
σ (x, y) ≡ 1 [kg ·m−2].
Řešeńı: Použijeme transformace do zobecněných polárńıch souřadnic.

x = ar cos t = ϕ (r, t) ,
y = br sin t = ψ (r, t) .

Jacobián J = abr. Z těchto rovnic dostáváme

y

x
=
b

a
tg t.

Z této rovnice dostáváme, že t1 = arctg(ak1/b) ≤ t ≤ arctg(ak2/b) = t2.

m =
∫∫
Ω

σ (x, y) dxdy =
∫∫
Ω

dxdy = ab

1∫
k

 t2∫
t1

r dt

 dr

= ab (t2 − t1)

1∫
k

r dr =
1

2
ab
(
1− k2

)
(t2 − t1) kg.
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Sx =
∫∫
Ω

yσ (x, y) dxdy =
∫∫
Ω

y dxdy = ab2
1∫
k

 t2∫
t1

r2 sin t dt

 dr

= ab2 (cos t1 − cos t2)

1∫
k

r2 dr =
1

3
ab2

(
1− k3

)
(cos t1 − cos t2) [kg ·m].

Sy =
∫∫
Ω

xσ (x, y) dxdy =
∫∫
Ω

x dxdy = a2b

1∫
k

 t2∫
t1

r2 cos t dt

 dr

= a2b (sin t2 − sin t1)

1∫
k

r2 dr =
1

3
a2b

(
1− k3

)
(sin t2 − sin t1) [kg ·m].

T =

[
2a (k2 + k + 1) (sin t2 − sin t1)

3 (k + 1) (t2 − t1)
,
2b (k2 + k + 1) (cos t1 − cos t2)

3 (k + 1) (t2 − t1)

]
.

Cvičeńı 1.7. Vypočtěte těžǐstě homogenńı rovinné desky:

1. Ω1 =
{
[x, y] ∈ R2 : (x− 1)2 + (y − 1)2 < 1, x > 0, y > 0

}
;

[
T = [1, 1]

]
2. Ω2 =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 1, y < x+ 1, y > 0

}
;

[
T =

[
2

3(π+2)
, 2
π+2

]]
3. Ω3 =

{
[x, y] ∈ R2 : xy > a2, y2 < 8ax, x < 2a

}
, a > 0;

4. Ω4 =
{
[x, y] ∈ R2 : b2x2 + a2y2 < a2b2, x > 0, y > 0

}
.

[
T =

[
4a
3π
, 4b

3π

]]
1.5.7 Moment setrvačnosti tenké rovinné desky

Moment setrvačnosti tenké rovinné desky Ω ⊂ R2 s plošnou hustotou σ(x, y) vzhle-
dem k př́ımce p je

Ip =
∫∫
Ω

d2 ([x, y], p) · σ (x, y) dxdy, [kg ·m2],

kde d ([x, y], p) je vzdálenost bodu [x, y] od př́ımky p.
Speciálńı př́ıpad vzhledem k souřadnicovým osám x a y.

Ix =
∫∫
Ω

y2 · σ (x, y) dxdy, Iy =
∫∫
Ω

x2 · σ (x, y) dxdy.
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Př́ıklad 1.13. Vypočtěte momenty setrvačnosti Ix, Iy homogenńı tenké rovinné
desky

Ω = {[x, y] ∈ R2 : 2x2 − 3x+ y < 0, y + x > 0}

s konstantńı hustotou σ(x, y) ≡ σ [kg ·m−2].
Řešeńı:

Iy =
∫∫
Ω

x2 · σ (x, y) dxdy = σ

2∫
0

 −2x2+3x∫
−x

x2 dy

 dx

= σ

2∫
0

x2 [y]−2x2+3x
−x dx = σ

2∫
0

(
−2x4 + 4x3

)
dx = σ

[
−2

5
x5 + x4

]2
0

=
16

5
σ [kg ·m2].

Ix =
∫∫
Ω

y2 · σ (x, y) dxdy = σ

2∫
0

 −2x2+3x∫
−x

y2 dy

 dx

= σ

2∫
0

[
1

3
y3
]−2x2+3x

−x
dx =

1

3
σ

2∫
0

(
−8x6 + 36x5 − 54x4 + 28x3

)
dx

=
1

3
σ
[
−8

7
x7 + 6x6 − 54

5
x5 + 7x4

]2
0

=
144

105
σ [kg ·m2].

Př́ıklad 1.14. Vypočtěte momenty setrvačnosti Ix, Iy homogenńı tenké rovinné
desky

Ω =
{
[x, y] ∈ R2 : r2

1 < x2 + y2 < r2
2

}
,

kde 0 ≤ r1 < r2, s konstantńı hustotou σ(x, y) ≡ σ [kg ·m−2].
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Řešeńı:
Vzhledem k symetrii plat́ı, že Ix = Iy a můžeme poč́ıtat kterýkoliv z nich.

Ix =
∫∫
Ω

y2σ (x, y) dxdy

= σ

2π∫
0

 r2∫
r1

r3 sin2 t dr

 dt

=
1

4
σ
(
r4
2 − r4

1

) 2π∫
0

1− cos 2t

2
dt

=
1

8

(
r4
2 − r4

1

)
σ
[
t− 1

2
sin 2t

]2π
0

=
1

4
πσ

(
r4
2 − r4

1

)
[kg ·m2].

Často se v technické praxi může využ́ıt následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 1.7. (Steinerova věta.) Jestlǐze máme dvě rovnoběžné př́ımky p a p′, h je je-
jich kolmá vzdálenost a prvńı z nich procháźı těžǐstěm desky, pak momenty setrvačnosti
vzhledem k těmto př́ımkám jsou svázány vztahem

Ip′ (Ω) = Ip (Ω) + h2m (Ω) ,

kde m(Ω) je hmotnost desky.

Př́ıklad 1.15. Vypočtěte momenty setrvačnosti Ix, Iy homogenńı tenké rovinné
desky

Ω = {[x, y] ∈ R2 : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 > r2
1, (x− x0)

2 + (y − y0)
2 < r2

2},

0 ≤ r1 < r2 s konstantńı hustotou σ(x, y) = σ.
Řešeńı: Vzhledem k symetrii a homogenitě desky v́ıme, že těžǐstě je v bodě [x0, y0]
a můžeme využ́ıt předešlou větu:

Ix = Ix′ + y2
0m =

1

4
πσ

(
r4
2 − r4

1

)
+ πσ

(
r2
2 − r2

1

)
y2

0

=
1

4
πσ

(
r2
2 − r2

1

) (
r2
2 + r2

1 + 4y2
0

)
kgm2,

kde x′ je př́ımka procházej́ıćı bodem [x0, y0] rovnoběžná s osou x.

Iy = Iy′ + x2
0m =

1

4
πσ

(
r4
2 − r4

1

)
+ πσ

(
r2
2 − r2

1

)
x2

0

=
1

4
πσ

(
r2
2 − r2

1

) (
r2
2 + r2

1 + 4x2
0

)
kgm2.

kde y′ je př́ımka procházej́ıćı bodem [x0, y0] rovnoběžná s osou y.
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Cvičeńı 1.8. Vypoč́ıtejte moment setrvačnosti vzhledem k ose x daného homogennho
segmentu:

1. S1 =

{
[x, y] ∈ R2 : y < − h

b2
x2 + h, y > 0

}
, kde h > 0, b > 0;

[
32
105
bh3

]
2. S2 =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < r2, |y| < a

}
, kde 0 < a ≤ r jsou konstanty .

Pr̊uvodce studiem
Právě jste ukončili studium prvńı kapitoly této studijńı opory. Než přejdete
studiu daľśıho učiva, je d̊uležité, aby jste si dosud probranou látku zažili a źıskali
početńı praxi. Pokud jste úspěšně vyřešili všechny úlohy, které byly pr̊uběžně
zadávány na konci každé podkapitoly, bylo by dobré vźıt si některou dostupnou
sb́ırku př́ıklad̊u a dále poč́ıtat.
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1.6 Kontrolńı otázky, autotest

Otázky pro vás:

• Co je to Riemann̊uv integrálńı součet funkce dvou proměnných na dvojrozměrném
intervalu?

• Jaká je postačuj́ıćı vlastnost funkce pro to, aby byla na dvojrozměrném inter-
valu integrovatelná?

• Co jsou oblasti 1. a 2. druhu v R2? Zformulujte Fubiniovu větu pro dvojný
integrál.

• K čemu ji použ́ıváme?

• Uved’te základńı vlastnosti dvojného integrálu.

• Jak je definován jakobián zobrazeńı G(ϕ, ψ), kde G : A → R2, A ⊂ R2,
přičemž x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v).

• Uved’te větu o transformaci dvojného integrálu.

• Jak se definuj́ı transformace posunut́ı a transformace do zobecněných polárńıch
souřadnic v R2?

• Jaké znáte geometrické a fyzikálńı aplikace dvojného integrálu? Uved’te vztahy
pro jejich výpočet.
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Autotest

Vzorové zadáńı kontrolńıho testu.

Matematika, 2. semestr Zpracoval:
Test č. 3 Jméno: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Adresa: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A. Načrtněte obory D a vypočtěte integrály:

1)
∫∫
D

1

x2 + y2
dxdy, je-li D = 〈3, 4〉 × 〈1, 2〉;

2)
∫∫
D

x2y cos
(
xy2

)
dxdy, je-li D =

〈
0,
π

2

〉
× 〈0, 2〉;

3)
∫∫
D

(
x2 + y

)
dxdy, je-li D =

{
[x, y] ∈ R2 : y ≥ x2, y2 ≤ x

}
;

4)
∫∫
D

|(x− 1)y| dxdy, je-li D =
{
[x, y] ∈ R2 : y ≤ 2− x, y + 1 ≥ 0, x ≥ 0

}
;

B. Načrtněte oboryD a vypočtěte integrály transformaćı do polárńıch nebo zobec-
něných polárńıch souřadnic:

5)

4∫
0


√

16−x2∫
0

ln
(
1 + x2 + y2

)
dy

 dx;

6)
∫∫
D

√
r2 − x2 − y2 dxdy, je-li D =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ rx

}
, r > 0;

7)
∫∫
D

arctg
y

x
dxdy, je-li D =

{
[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9, x ≤ y

√
3 ≤ 3x

}
,

r > 0;

8)
∫∫
D

√
1− x2

a2
− y2

b2
dxdy, je-li D =

{
[x, y] ∈ R2 : b2x2 + a2y2 ≤ a2b2

}
, kde a >

0, b > 0;

C. Načrtněte rovinný obrazec A a vypočtěte jeho obsah:

9) A =
{
[x, y] ∈ R2 : (x− 1)3 ≤ y ≤ x2 + 1, 0 ≤ x ≤ 3− y

}
;



10) A =
{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4, x+ y ≥ 2

}
;

D. Načrtněte plochu S a vypočtěte jej́ı obsah:

11) S =
{
[x, y, z] ∈ R3 : 6x+ 3y + 2z = 12, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

}
;

12) S =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 = 2z, x2 + y2 ≤ 1

}
;

E. Načrtněte rovinný obrazec A a vypočtěte souřadnice (souřadnici) těžǐstě to-
hoto obrazce, je-li σ(x, y) ≡ x plošná hustota daného obrazce:

13) xT rovinného obrazce A =
{
[x, y] ∈ R: x2 + y2 ≤ r2, 0 ≤ x ≤ y

}
, kde r > 0;

14) T rovinného obrazce A =
{
[x, y] ∈ R2 : 4x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0

}
.

př. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
∑

opravil(a)

max. bod̊u 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 14
źıs. bod̊u
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2 Trojný integrál

2.1 Úvod

2.1.1 Ćıle kapitoly

Následuj́ıćı odstavce vás předběžně seznámı́ s obsahem této kapitoly a přestav́ı vám
studijńı ćıle, kterých máte dosáhnout:

• Na základě integrálńıch součt̊u je podaná definice trojného integrálu. Po zave-
deńı oblast́ı prvńıho, druhého a třet́ıho druhu je uvedena Fubiniova věta. Měli
byste ji umět zformulovat pro všechny tři zavedené druhy oblast́ı a zejména
zvládnout řešit př́ıklady na základě této věty. Jde o základńı výpočtovou
metodu a je proto nezbytné źıskat dostatečné zkušenosti na základě početńı
praxe. Projděte si proto pozorně vyřešené př́ıklady a spoč́ıtejte si samostatně
př́ıklady ze cvičeńı. Podobně jako pro dvojný integrál jsou zde uvedeny také
vlastnosti trojného integrálu.

• Zavedeńı jakobiánu pro zobrazeńı určené třemi funkcemi tř́ı proměnných nám
umožńı rozš́ı̌rit větu o transformaci také pro trojný integrál. Je zapotřeb́ı umět
odvodit jakobiány transformaćı do zobecně-ných cylindrických a sférických
souřadnic a znát geometrický význam těchto souřadnic. Protože jde o zásadńı
problematika, která nám umož-ňuje zjednodušit výpočet trojných integrál̊u,
jejichž př́ımý výpočet pomoćı Fubiniovy věty by byl př́ılǐs komplikovaný, je
vhodné źıskat praktické početńı zkušenosti vyřešeńım dostatečným počtem
př́ıklad̊u.

• Je podán přehled základńıch geometrických a fyzikálńıch aplikaćı trojného
integrálu. Opět byste měli umět vztahy pro výpočet vysvětlit na základě in-
tegrálńıch součt̊u a vlastnost́ı trojného integrálu.

2.1.2 Požadované znalosti

Pro zvládnut́ı trojných integrál̊u je nezbytné dobře zvládnout problematiku dvojných
integrál̊u a umět rovnice a grafy základńıch ploch v prostoru R3.

2.1.3 Doba potřebná ke studiu

Přibližně lze odhadnout potřebnou dobu ke studiu trojného integrálu na 20 hodin.
Pro źıskáńı zkušenost́ı a zručnosti ve výpočtu bude ještě zřejmě zapotřeb́ı daľśı čas
závislý na dosavadńı početńı praxi studenta.

2.1.4 Kĺıčová slova

Děleńı trojrozměrného intervalu, norma děleńı, Riemann̊uv integrálńı součet, trojný
Riemann̊uv integrál, oblast prvńıho, druhého a třet́ıho druhu v R3, Fubiniho věta,
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Jacobiho matice, věta o transformaci trojného integrálu, zobecněné cylindrické souřadnice,
zobecněné sférické souřadnice, geometrické a fyzikálńı aplikace trojného integrálu.

2.2 Trojný integrál na trojrozměrném intervalu

Uvažujme interval I = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 × 〈e, f〉 ⊂ R3.
Necht’ Dx

m, resp. Dy
n, resp. Dz

l je děleńı 〈a, b〉 resp. 〈c, d〉, resp. 〈e, f〉 s dělićımi body
x0, x1, . . . , xm a y0, y1, . . . , yn resp. 〈e, f〉 s dělićımi body z0, z1, . . . , zl.
Uspořádanou trojici Dmnl = (Dx

m, D
y
n, D

z
l ) nazýváme děleńım intervalu I. Každý

interval
Iijk = 〈xi−1, xi〉 × 〈yj−1, yj〉 × 〈zk−1, zk〉 ⊂ I

pro i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n a k = 1, 2, . . . , l nazýváme částečným intervalem
děleńı Dmnl.
Objem (mı́ru) Iijk definujeme jako

µ(Iijk) = (xi − xi−1) · (yj − yj−1) · (zk − yk−1).

Výraz

ν(D) = max
{
ν(Dx

m), ν(Dy
n), ν(D

z
l )
}

nazýváme normou děleńı.

Definice 2.1. Necht’ f je ohraničená funkce na I, Dmnl děleńı I s dělićımi
body x0, x1, . . . , xm, y0, y1, . . . , yn, z0, z1, . . . , zl. Označme N(Dmnl) množinu
všech mnl-tic bod̊u Mijk ∈ Iijk. ı́slo

S (f,Dmnl, N(Dmnl)) =
m∑
i=1

n∑
j=1

l∑
k=1

f (Mijk)µ(Iijk)

nazýváme Riemannovým integrálńım součtem funkce f př́ıslušným děleńı Dmnl

a mnl-tici bod̊u z N(Dmnl).

V daľśım se samozřejmě budeme ptát, zda existuje

lim
ν(Dmnl)→0

S (f,Dmnl, N(Dmnl)) .
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Definice 2.2. Řekneme, že funkce f má na I trojný Riemann̊uv integrál právě
tehdy, když existuje konečná limita

lim
ν(D)→0

S (f,Dmnl, N(Dmnl)) ,

která nezáviśı jak na volbě posloupnosti (Dmnl), tak na výběru mnl-tic bod̊u
z N(Dmnl). Tuto limitu znač́ıme∫∫∫

I

f (x, y, z) dxdydz.

Jestliže integrál existuje, řekneme, že funkce f je integrabilńı (integrovatelná)
na intervalu I.

Následuj́ıćı věta nám zaručuje existenci integrálu.

Věta 2.1. Každá funkce spojitá na intervalu I ⊂ R3 je integrovatelná na I.

2.3 Trojný integrál na elementárńı oblastech v R3

Oblast I. druhu je množina

ΩI =
{
[x, y, z] ∈ R3 : [x, y] ∈ Ωxy ⊂ R2, g1(x, y) < z < h1(x, y)

}
,

kde Ωxy je oblast I. nebo II. druhu v rovině xy, g1, h1 jsou spojité funkce na
Ωxy a g1(x, y) ≤ h1(x, y) pro každé [x, y] ∈ Ωxy;

Oblast II. druhu je množina

ΩII =
{
[x, y, z] ∈ R3 : [x, z] ∈ Ωxz,⊂ R2, g2(x, z) < y < h2(x, z)

}
,

kde Ωxz, je oblast I. nebo II. druhu v rovině xz, g2, h2 jsou spojité funkce na
Ωxz a g2(x, z) ≤ h2(x, z) pro každé [x, z] ∈ Ωxz

Oblast III. druhu je množina

ΩIII =
{
[x, y, z] ∈ R3 : [y, z] ∈ Ωyz,⊂ R2, g3(y, z) < x < h3(y, z)

}
,

kde Ωyz, je oblast I. nebo II. druhu v rovině yz, g3, h3 jsou spojité funkce na
Ωyz a g3(y, z) ≤ h3(y, z) pro každé [y, z] ∈ Ωyz.

Nyńı m̊užeme formulovat analogicky, jak pro dvojný integrál, Fubiniho větu pro
trojný integrál.

Věta 2.2. (Fubiniho věta)

35



(a) Necht’ funkce f je integrovatelná na množině ΩI . Jestlǐze pro každé [x, y] ∈ Ωxy

je funkce f (x, y, z) (nyńı proměnné z) integrovatelná na intervalu
〈g1 (x, y) , h1 (x, y)〉, pak funkce

F1(x, y) =

h1(x,y)∫
g1(x,y)

f (x, y, z) dz

je integrovatelná na Ωxy a plat́ı∫∫∫
ΩI

f (x, y, z) dxdydz =
∫∫
Ωxy

F1(x, y) dxdy

=
∫∫
Ωxy

 h1(x,y)∫
g1(x,y)

f (x, y, z) dz

 dxdy.

(b) Necht’ funkce f je integrovatelná na množině ΩII . Jestlǐze pro každé [x, z] ∈ Ωxz

je funkce f (x, y, z) (nyńı proměnné y) integrovatelná na intervalu
〈g2 (x, z) , h2 (x, z)〉, pak funkce

F2(x, z) =

h2(x,z)∫
g2(x,z)

f (x, y, z) dy

je integrovatelná na Ωxz a plat́ı∫∫∫
ΩII

f (x, y, z) dxdydz =
∫∫
Ωxz

F2(x, z) dxdz

=
∫∫
Ωxz

 h2(x,z)∫
g2(x,z)

f (x, y, z) dy

 dxdz.

(c) Necht’ funkce f je integrovatelná na množině ΩIII . Jestlǐze pro každé
[y, z] ∈ Ωyz je funkce f (x, y, z) (nyńı proměnné x) integrovatelná na intervalu
〈g3 (y, z) , h3 (y, z)〉, pak funkce

F3(y, z) =

h3(y,z)∫
g3(y,z)

f (x, y, z) dx

je integrovatelná na Ωyz a plat́ı∫∫∫
ΩIII

f (x, y, z) dxdydz =
∫∫
Ωyz

F3(y, z) dydz

=
∫∫
Ωyz

 h3(y,z)∫
g3(y,z)

f (x, y, z) dx

 dydz.
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Věta 2.3. Necht’ Ω ⊂ R3 je elementárńı oblast prvńıho, druhého nebo třet́ıho
druhu a necht’ funkce f je na množině Ω spojitá a ohraničená. Pak je funkce f
na Ω integrabilńı.

Poznámka 2.1. Integrovatelnost a hodnota trojného integrálu nezáviśı na chováńı
funkce v konečném počtu bod̊u integračńıho oboru, v sjednoceńı konečného počtu
křivek konečné délky, nebo v konečném sjednoceńı jednoduchých ploch konečného
obsahu. Je tedy v předešlých větách nepodstatné, jestli integrujeme přes otevřený
integračńı obor, nebo jestli přidáme k tomuto oboru jakoukoliv část hranice oboru.

Př́ıklad 2.1. Vypočtěte integrál

I =
∫∫∫
Ω

x

(z − 2)3 dxdydz

na Ω = {[x, y, z] ∈ R3 : 6x+ 3y + 2z < 12, z > 3, x > 0, y > 0}.
Řešeńı: Množina Ω je oblast prvńıho druhu v R3 a funkce f(x, y, z) = x/(z− 2)3 je
spojitá a ohraničená na Ω a podle Věty 2.3 integrál existuje a můžeme použ́ıt Větu
2.2.

I =

1∫
0

 2−2x∫
0

 6−3x−3y/2∫
3

x

(z − 2)3 dz

 dy

 dx

= −1

2

1∫
0

 2−2x∫
0

x

[
1

(z − 2)2

]6−3x−3y/2

3

dy

 dx

= −1

2

1∫
0

 2−2x∫
0

 x(
4− 3x− 3

2
y
)2 − x

 dy

 dx

= −1

3

1∫
0

[
x

4− 3x− 3
2
y
− xy

]2−2x

0

dx = −1

3

1∫
0

(
−x+ 2x2 +

x

3x− 4

)
dx

= −1

3

[
2

3
x3 − 1

2
x2 +

1

3
x+

4

9
ln |3x− 4|

]1
0

= −1

6
+

8

27
ln 2.

Př́ıklad 2.2. Vypočtěte integrál

I =
∫∫∫
Ω

z dxdydz

na Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : z > 0, x2 + y2 < R2, z < h

R

√
x2 + y2

}
, h > 0, R > 0 jsou

dané konstanty.
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Řešeńı: Množina Ω je oblast prvńıho druhu v R2 a funkce f (x, y, z) = z je spojitá
a ohraničená na Ω a podle Věty 2.3 integrál existuje a můžeme použ́ıt Větu 2.2.

I =
∫∫
Ωxy

 h(x,y)∫
g(x,y)

z dz

 dxdy =
∫∫
Ωxy


h
R

√
x2+y2∫

0

z dz

 dxdy

=
h2

2R2

∫∫
Ωxy

(
x2 + y2

)
dxdy,

kde Ωxy = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < R2}. Na posledńı integrál použijeme transformaci
do polárńıch souřadnic.

∫∫
Ωxy

(
x2 + y2

)
dxdy =

R∫
0

 2π∫
0

r3 dt

 dr =
πh2

R2

R∫
0

r3 dr =
1

2
πR4.

Celkem

I =
1

4
πh2R2.

Věta 2.4. (Základńı vlastnosti trojného integrálu) Necht’ Ω, Ω1, Ω2 jsou oblasti
prvńıho nebo druhého druhu a f , g ∈ R(Ω). Pak plat́ı:

(a) ∫∫∫
Ω

(f ± g) (x, y, z) dxdydz

=
∫∫∫
Ω

f (x, y, z) dxdydz ±
∫∫∫
Ω

g (x, y, z) dxdydz.

(b) ∫∫∫
Ω

kf (x, y, z) dxdydz = k
∫∫∫
Ω

f (x, y, z) dxdydz,

kde k ∈ R, k 6= 0.

(c) Jestlǐze pro každé [x, y, z] ∈ Ω plat́ı f (x, y, z) ≤ g (x, y, z), pak∫∫∫
Ω

f (x, y, z) dxdydz ≤
∫∫∫
Ω

g (x, y, z) dxdydz.

(d) |f | ∈ R (Ω) a plat́ı∣∣∣∣∣∣
∫∫∫
Ω

f (x, y, z) dxdydz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫∫
Ω

|f (x, y, z)| dxdydz.
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(e) Jestlǐze pro každé [x, y, z] ∈ Ω plat́ı že |f (x, y, z)| ≤M , pak∣∣∣∣∣∣
∫∫∫
Ω

f (x, y, z) dxdydz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫∫
Ω

|f (x, y, z)| dxdydz ≤Mµ (Ω) .

(f) Jestlǐze intΩ1 ∩ intΩ2 = ∅, f ∈ R(Ω1) a f ∈ R(Ω2), pak je funkce f inte-
grovatelná na Ω1 ∪ Ω2 a plat́ı∫∫∫

Ω1∪Ω2

f (x, y, z) dxdydz

=
∫∫∫
Ω1

f (x, y, z) dxdydz +
∫∫∫
Ω2

f (x, y, z) dxdydz.

(g) fg ∈ R (Ω).

(h) Jestlǐze je funkce f spojitá na Ω, pak existuje bod [ξ, η, ζ] ∈ Ω tak, že∫∫∫
Ω

f (x, y, z) dxdydz = f (ξ, η, ζ)µ (Ω) .

Cvičeńı 2.1. Graficky znázorněte obory integrace a spočtěte integrály:

1.
∫∫∫
Ω

x dxdydz, kde

Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x+ 2y + z < 1, x > 0, y > 0

}
.

2.
∫∫∫
Ω

1

(1 + x+ y + z)3
dxdydz, kde

Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x+ y + z < 1, x > 0, y > 0, z > 0

}
.

3.
∫∫∫
Ω

z ·
√
x2 + y2 dxdydz, kde

Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 < 2x, y > 0, 0 < z < a

}
,

kde a > 0 je konstanta.

4.
∫∫∫
Ω

y cos(x+ z) dxdydz, kde

Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : 0 < y <

√
x, 0 < z <

π

2
− x

}
.
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5.
∫∫∫
Ω

z dxdydz, kde

Ω =

{
[x, y, z] ∈ R3 :

h

R

√
x2 + y2 < z < h

}
,

kde h > 0, R > 0.

6.
∫∫∫
Ω

1

1 + x+ y
dxdydz, kde

Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x+ y + z < 1, x > 0, y > 0, z > 0

}
.

Výsledky:

1. 1
48

; 2. 1
2

(
ln 2− 5

8

)
; 3. 8

9
a2;

4. 1
2

(
π2

8
− 1)

)
; 5. π

4
R2h2; 6. 1

2

(
ln 2− 5

8

)
.

2.4 Transformace trojného integrálu

Uvažujme na otevřené množině A ⊂ R3 tři funkce x = ϕ (u, v, w), y = ψ (u, v, w),
z = χ (u, v, w), takové, že ϕ, ψ, χ ∈ C1(A) a zobrazeńı G = (ϕ, ψ, χ) : A → R3 je
prosté. Matice

J (u, v, w) =


∂ϕ
∂u

(u, v, w) ∂ϕ
∂v

(u, v, w) ∂ϕ
∂w

(u, v, w)
∂ψ
∂u

(u, v, w) ∂ψ
∂v

(u, v, w) ∂ψ
∂w

(u, v, w)
∂χ
∂u

(u, v, w) ∂χ
∂v

(u, v, w) ∂χ
∂w

(u, v, w)


se nazývá Jacobiho matice. Determinant J (u, v, w) = |J (u, v, w) | z této matice se
nazývá jakobián.

Věta 2.5. Necht’ A ⊂ R3 je otevřená množina, zobrazeńı G = (ϕ, ψ, χ) : A→ R3

je prosté na A takové, že ϕ, ψ, χ ∈ C1(A) a jakobián J(u, v, w) 6= 0 v každém bodě
[u, v, w] ∈ A. Necht’ K ⊂ A je uzavřená množina, která je sjednoceńım konečného
počtu elementárńıch oblast́ı prvńıho, druhého, nebo třet́ıho druhu a funkce f je spo-
jitá na G(K). Pak plat́ı∫∫∫

G(K)

f (x, y, z) dxdydz

=
∫∫∫
K

f (ϕ (u, v, w) , ψ (u, v, w) , χ (u, v, w)) |J (u, v, w)| dudvdw.

Poznámka 2.2. Věta z̊ustane v platnosti, pokud zobrazeńı G nebude prosté, nebo
jakobián bude roven nule na podmnožinách množiny K uvedených v Poznámce 2.1,
budou-li jejich obrazy při zobrazeńı G opět množiny uvedených typ̊u v G(K). Pokud
funkce f bude ohraničená na G(K), pak také stač́ı, aby f byla spojitá na G(K) s
vyj́ımkou množin uvedených v Poznámce 2.1.
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Důležité typy transformaćı:

Posunut́ı. Je dán bod [u0, v0, w0] ∈ R3. Transformačńı rovnice jsou

x = u0 + u = ϕ (u, v, w) ,
y = v0 + v = ψ (u, v, w) ,
z = w0 + w = χ (u, v, w)

a jakobián

J (u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ
∂u

∂ϕ
∂v

∂ϕ
∂w

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v

∂ψ
∂w

∂χ
∂u

∂χ
∂v

∂χ
∂w

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

Zobecněné cylindrické souřadnice. Necht’ jsou dány konstanty a, b > 0. Trans-
formačńı rovnice jsou

x = ar cos t = ϕ (r, t, z) ,
y = br sin t = ψ (r, t, z) ,
z = z = χ (r, t, z) ,

(3)

kde 0 < r <∞, −π < t < π, z ∈ R a jakobián

J (r, t, z) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ
∂r

∂ϕ
∂t

∂ϕ
∂z

∂ψ
∂r

∂ψ
∂t

∂ψ
∂z

∂χ
∂r

∂χ
∂t

∂χ
∂z

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a cos t −ar sin t 0
b sin t br cos t 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = abr.

Tato transformace je prosté zobrazeńı množiny (0,∞)× (−π, π)× R do R3.

Voĺıme-li v transformačńıch rovnićıch (3) a = b = 1, dostáváme speciálńı
př́ıpad zobecněných cylindrických souřadnic, tzv. cylindrické souřadnice (vy-
poušt́ıme př́ıvlastek zobecněné). Tyto souřadnice maj́ı názorný geometrický
význam - viz Obrázek 5.

Zobecněné sférické souřadnice. Necht’ jsou dány konstanty a, b, c > 0. Trans-
formačńı rovnice jsou

x = ar cos t cos s = ϕ (r, t, s) ,
y = br sin t cos s = ψ (r, t, s) ,
z = cr sin s = χ (r, t, s) ,

(4)
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kde 0 < r <∞, 0 < t < 2π, −π/2 < s < π/2 a jakobián

J (r, t, s) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ
∂r

∂ϕ
∂t

∂ϕ
∂s

∂ψ
∂r

∂ψ
∂t

∂ψ
∂s

∂χ
∂r

∂χ
∂t

∂χ
∂s

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
a cos t cos s −ar sin t cos s −ar cos t sin s
b sin t cos s br cos t cos s −br sin t sin s
c sin s 0 cr cos s

∣∣∣∣∣∣∣
= c sin s

∣∣∣∣∣ −ar sin t cos s −ar cos t sin s
br cos t cos s −br sin t sin s

∣∣∣∣∣
+ cr cos s

∣∣∣∣∣ a cos t cos s −ar sin t cos s
b sin t cos s br cos t cos s

∣∣∣∣∣
= abcr2(sin2 t sin s cos s+ cos2 t sin s cos s) sin s

+ abcr2(cos2 t cos2 s+ sin2 t cos2 s) cos s

= abcr2(sin2 s+ cos2 s) cos s = abcr2 cos s.

Tato transformace je prosté zobrazeńı množiny (0,∞)×(0, 2π)×(−π/2, π/2) →
R3.

Voĺıme-li v transformačńıch rovnićıch (4) a = b = c = 1, dostáváme
speciálńı př́ıpad zobecněných sférických souřadnic, tzv. sférické souřadnice (v
souslov́ı zobecněné sférické souřadnice vypoušt́ıme př́ıvlastek zobecněné). Tyto
souřadnice maj́ı názorný geometrický význam – viz Obrázek 5.

Obrázek 5: Geometrický význam cylindrických a sférických souřadnic.
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Př́ıklad 2.3. Vypočtěte integrál

I =
∫∫∫
Ω

1

1 + x2 + y2 + z2
dxdydz

na Ω = {[x, y, z] ∈ R3 : x > 0, y > 0, z > 0, x2 + y2 + z2 < R2}, R > 0.
Řešeńı: Funkce 1/(1 + x2 + y2 + z2) je spojitá a ohraničená na množině Ω a podle
Věty 2.1 integrál existuje. Použijeme transformace do sférických souřadnic.

I =

R∫
0

 π/2∫
0

 π/2∫
0

r2 cos s

1 + r2
dt

 ds

 dr =
π

2

R∫
0

 π/2∫
0

r2 cos s

1 + r2
ds

 dr

=
π

2

R∫
0

r2

1 + r2
dr =

π

2

R∫
0

(
1− 1

1 + r2

)
dr =

π

2
[r − arctg r]R0

=
1

2
π (R− arctgR) .

Cvičeńı 2.2. Načrtněte dané obory a vhodnými transformacemi vypočtěte integrály:

1.
∫∫∫
D

1

4x2 + 4y2 + 3z2
dxdydz, kde

D =
{
[x, y, z] ∈ R3 : 2z ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4z, z ≥

√
x2 + y2, x ≥ 0, y ≥ 0

}
;

2.
∫∫∫
Ω

1

4 + x2 + y2
dxdydz, kde

Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : 2 +

√
x2 + y2 ≤ z ≤ 4−

√
x2 + y2, x ≥ 0, y ≥ 0

}
;

3.
∫∫∫
B

y2 dxdydz, kde

B =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4z, 4z − x2 − y2 ≥ 4, x ≥ 0, y ≥ 0

}
;

Výsledky:
1. π

2
ln 7

6
; 2. −π

2

(
3
2

+ 3 ln 4
5
− 2 arctg 1

2

) .
= 0.1519; 3. 7

5
π.

2.5 Geometrické a fyzikálńı aplikace trojného integrálu

V daľśım budeme předpokládat, že Ω je oblast některého typu uvedeného za Větou 2.1.
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2.5.1 Objem tělesa Ω ⊂ R3.

µ (Ω) =
∫∫∫
Ω

dxdydz.

Př́ıklad 2.4. Vypočtěte objem tělesa

Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 4z, x2 + y2 + z < 4

}
.

Řešeńı: Plochy se protnou v kružnici x2 + y2 = 3 lež́ıćı v rovině z = 1. Pravoúhlým
pr̊umětem tělesa Ω do roviny xy je kruh x2 + y2 ≤ 3. Transformaćı do cylindrických
souřadnic dostaneme

µ (Ω) =
∫∫∫
Ω

dxdydz =

2π∫
0


√

3∫
0

 4−r2∫
2−
√

4−r2

r dz

 dr

 dt

= 2π

√
3∫

0

r
(
2− r2 +

√
4− r2

)
dr = 2π

[
r2 − 1

4
r4 − 1

3

√
(4− r2)3

]√3

0

=
37

6
π m3.

Cvičeńı 2.3. Vypočtěte objem tělesa Ω, je-li

1. Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : 0 < x < a, 0 < y < a, 0 < z < a− x− y

}
;

[
1
6a3

]
2. Ω =

{
[x, y, z] ∈ R3 :

√
x2 + y2 < z < 6− x2 − y2

}
;

[
32
3 π
]

3. Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : 0 < z < 2, 1− z < x2 + y2 < 4

}
;

[
15
2 π
]

4. Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 < 1, 0 < z < e−x

2−y2
}
;

[
π
(
1− 1

e

)]
5. Ω =

{
[x, y, z] ∈ R3 : 0 < z < x2 + y2, 1 < y < 2x, x + y < 6

}
;

[
1247
32

]
6. Ω =

{
[x, y, z] ∈ R3 :

√
x < y < 2

√
x, 0 < z < 4− x

}
.

[
128
15

]
2.5.2 Hmotnost tělesa Ω ⊂ R3.

Objemovou hustotou tělesa Ω rozumı́me funkci tř́ı proměnných % (x, y, z), která je
definována vztahem

lim
r→0+

m (Ur (x0, y0, z0) ∩ Ω)

µ (Ur (x0, y0, z0) ∩ Ω)
= % (x0, y0, z0)
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pro každé [x0, y0, z0] ∈ Ω, kde m je hmotnost a µ je objem množiny v R3. Hmotnost
tělesa Ω o hustotě % (x, y, z) je dána vztahem

m (Ω) =
∫∫∫
Ω

% (x, y, z) dxdydz, [kg].

Cvičeńı 2.4. Vypočtěte hmotnost homogenńıho tělesa Ω, je-li

1. Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < a2, x2 + y2 < ax

}
, kde a > 0 je konstanta;

2. Ω =
{

[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1, z >
√

x2 + y2, x > 0, y > 0
}

.

Výsledky, kde % je objemová hustota tělesa Ω:
1. 2

9 (3π − 4) a3 · % [kg]; 2. 1
12

(
2−

√
2
)

π · % [kg].

Cvičeńı 2.5. Vypočtěte hmotnost nehomogenńıho tělesa

Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : 1 < x2 + y2 < 4− z, x > 0, y > 0, z > 0

}
,

je-li dána objemová hustota ρ(x, y, z) = xy[kg ·m−3].
[

9
4 [kg]

]
2.5.3 Statický moment

Uvažujme těleso Ω ⊂ R3 s danou objemovou hustotou %(x, y, z). Potom statický
moment tělesa Ω vzhledem k rovině τ je

Sτ =
∫∫∫
Ω

d ([x, y.z], τ) · σ (x, y, z) dxdydz, [kg ·m],

kde d([x, y, z], τ) je orientovaná vzdálenost bodu [x, y, z] od roviny τ .
Speciálńı př́ıpad vzhledem k souřadnicovým rovinám xy, xz a yz:

• Sxy =
∫∫∫
Ω

z · % (x, y, z) dxdydz;

• Sxz =
∫∫∫
Ω

y · % (x, y, z) dxdydz;

• Syz =
∫∫∫
Ω

x · % (x, y, z) dxdydz.
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2.5.4 Těžǐstě tělesa

Mějme dáno tělesu Ω ⊂ R3. Potom souřadnice těžǐstě T tělesa Ω jsou dány vzorcem:

T =
[
Syz
m
,
Sxz
m
,
Sxy
m

]
.

Př́ıklad 2.5. Vypočtěte těžǐstě homogenńıho tělesa

Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : (x− a)2 + y2 < a2, z < x2 + y2, z > 0

}
,

kde a > 0 je daná konstanta, je-li daná objemová hustota tělesa Ω % (x, y, z) ≡
% [kg ·m−3].
Řešeńı: Při výpočtu využijeme toho, že těleso je symetrické vzhledem k rovině xz a
tedy Sxz = 0. Hmotnost je dána vztahem

m(Ω) =
∫∫∫
Ω

% (x, y, z) dxdydz = %
∫∫∫
Ω

dxdydz

= %
∫∫
Ωxy

 x2+y2∫
0

dz

 dxdy = %
∫∫
Ωxy

(
x2 + y2

)
dxdy

a statické momenty

Sxy =
∫∫∫
Ω

z% (x, y, z) dxdydz = %
∫∫∫
Ω

z dxdydz

= %
∫∫
Ωxy

 x2+y2∫
0

z dz

 dxdy =
1

2
%
∫∫
Ωxy

(
x2 + y2

)2
dxdy,

Syz =
∫∫∫
Ω

x% (x, y, z) dxdydz = %
∫∫∫
Ω

x dxdydz

= %
∫∫
Ωxy

 x2+y2∫
0

x dz

 dxdy = %
∫∫
Ωxy

x
(
x2 + y2

)
dxdy,

kde Ωxy = {[x, y] ∈ R2 : (x− a)2 + y2 < a2} je kolmý pr̊umět tělesa Ω do roviny
xy. Ve všech předešlých dvojných integrálech použijeme následuj́ıćı transformaci s
jakobiánem J = r.

x = a+ r cos t,
y = r sin t.

Transformaci takového typu už dobře znáte z Př́ıkladu 1.6. Vzor množiny Ωxy je
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množina {[x, y] ∈ R2 : 0 < r < a, 0 < t < 2π}.

m(Ω) = %

a∫
0

 2π∫
0

r
(
a2 + 2ar cos t+ r2

)
dt

 dr

= %

a∫
0

r
[(
a2 + r2

)
t+ 2ar sin t

]2π
0

dr = 2π%

a∫
0

(
a2r + r3

)
dr

= 2π%
[
1

2
a2r2 +

1

4
r4
]a
0

=
3

2
π%a4 [kg];

Sxy(Ω) =
1

2
%

a∫
0

 2π∫
0

r
(
a2 + 2ar cos t+ r2

)2
dt

 dr

=
1

2
%

a∫
0

r
[(
a2 + r2

)2
t+ 4ar

(
a2 + r2

)
sin t

+2a2r2
(
t+

1

2
sin 2t

)]2π
0
dr

= π%

a∫
0

r
((
a2 + r2

)2
+ 2a2r2

)
dr = π%

[
1

2
a4r2 + a2r4 +

1

6
r6
]a
0

=
5

3
π%a6 [kg ·m];

Syz(Ω) = %

a∫
0

 2π∫
0

r(a+ r cos t)
(
a2 + 2ar cos t+ r2

)
dt

 dr

= %

a∫
0

 2π∫
0

ar(a2 + r2) + r2(r2 + 3a2) cos t+ 2ar3 cos2 t dt

 dr

= %

a∫
0

[
ar(a2 + r2)t+ r2(r2 + 3a2) sin t+ ar3

(
t+

1

2
sin 2t

)]2π
0

dr

= 2πa%

a∫
0

(a2r + 2r3) dr = πa%
[
a2r2 + r4

]a
0

= 2π%a5 [kg ·m].

Nakonec dostáváme

T =
[
Syz
m
, 0,

Sxy
m

]
=
[
4

3
a, 0,

10

9
a2
]
.

Cvičeńı 2.6. Vypočtěte souřadnice těžǐstě homogenńıho tělesa Ω, je-li

1. Ω =
{

[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 4, z >
√

3(x2 + y2)
}

;
[
T =

[
0, 0, 3

8(2−
√

3)

] ]
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2. Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 8, −2z > x2 + y2

}
.

[
T =

[
0, 0, 7

7−8
√

2

] ]
2.5.5 Moment setrvačnosti tělesa

Mějme dáno těleso Ω ⊂ R3 s objemovou hustotou %(x, y, z) [kg · m−3]. Moment
setrvačnosti tělesa Ω vzhledem k př́ımce p se spočte s použit́ım vzorce:

Ip =
∫∫∫
Ω

d2 ([x, y, z], p) · % (x, y, z) dxdydz,

kde d ([x, y, z], p) je kolmá vzdálenost bodu [x, y, z] od př́ımky p.
Speciálńı př́ıpad vzhledem k souřadnicovým osám x, y a z:

Ix =
∫∫∫
Ω

(
y2 + z2

)
· % (x, y, z) dxdydz,

Iy =
∫∫∫
Ω

(
x2 + z2

)
· % (x, y, z) dxdydz,

Iz =
∫∫∫
Ω

(
x2 + y2

)
· % (x, y, z) dxdydz.

Př́ıklad 2.6. Vypočtěte moment setrvačnosti homogeńıho tělesa

Ω =
{
[x, y, z] ∈ R3 : y2 − x < 0, z − x2 < 0, x < 1, z > 0

}
,

vzhledem k ose z, je-li dána objemová hustota % (x, y, z) ≡ % [kg ·m−3].
Řešeńı: Integračńı obor Ω je oblast I. druhu, integrál existuje a pro výpočet použijeme
Fubiniho větu.

Iz(Ω) =
∫∫∫
Ω

(
x2 + y2

)
% (x, y, z) dxdydz

= %

1∫
−1

 1∫
y2

 x2∫
0

(
x2 + y2

)
dz

 dx

 dy

= %

1∫
−1

 1∫
y2

[(
x2 + y2

)
z
]x2

0
dx

 dy = %

1∫
−1

 1∫
y2

(
x4 + x2y2

)
dx

 dy

= %

1∫
−1

[
1

5
x5 +

1

3
x3y2

]1
y2

dy = %

1∫
−1

(
1

5
+

1

3
y2 − 1

5
y10 − 1

3
y8
)

dy

= %
[
1

5
y +

1

9
y3 − 1

55
y11 − 1

27
y9
]1
−1

=
152

297
% kgm2.
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Cvičeńı 2.7. Vypoč́ıtejte moment setrvačnosti nehomogenńı koule o poloměru R vzhle-
dem k ose x, je-li objemová hustota př́ımo úměrná vzdálenosti bodu [x, y, z] o středu s
danou konstantou úměrnosti k.

Výsledek: 4
9kπR6, kde k > 0 je konstanta úměrnosti.
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2.6 Kontrolńı otázky, autotest

Otázky pro vás:

• Co je to norma děleńı trojrozměrného intervalu?

• Kdy řekneme o limitě posloupnosti integrálńıch součt̊u, že je trojným in-
tegrálem?

• Popǐste oblasti prvńıho, druhého a třet́ıho druhu v R3.

• Zformulujte Fubiniovu větu pro trojný integrál.

• Co nazýváme jakobiánem zobrazeńı G(ϕ, ψ, χ), kde ϕ, ψ, χ jsou funkcemi
proměnných u, v, w.

• Uved’te větu o transformaci trojného integrálu.

• Odvod’te jakobián pro transformaci do cylindrických souřadnic.

• Geometricky znázorněte cylindrické souřadnice bodu v prostoru.

• Odvod’te jakobián pro transformaci do zobecněných sférických souřadnic a
vysvětlete, co rozumı́me sférickými souřadnicemi bodu v prostoru.

• Jaké znáte geometrické a fyzikálńı aplikace trojného integrálu. Uved’te a vysvětlete
vzaty pro jeho výpočet.
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Vzorové zadáńı kontrolńıho testu.

Matematika, 2. semestr Zpracoval:
Test č. 4 Jméno: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Adresa: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A. Načrtněte obory W a vypočtěte integrály:

1)
∫∫∫
W

(x+ y) dxdydz, je-li W = 〈0, 1〉 × 〈0, 2〉 × 〈0, 3〉;

2)
∫∫∫
W

1√
x+ y + z + 1

dxdydz, je-li W = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉;

3)
∫∫∫
W

1

(1 + x+ y + z)3
dxdydz, je-li

W =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y + z ≤ 1

}
;

4)
∫∫∫
W

xy dxdydz, je-li

W =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ x2 + y2 + 1

}
;

B. Načrtněte obory W a transformaćı do cylindrických nebo sférický souřadnic
vypočtěte integrály:

5)
∫∫∫
W

(x2 + y2) dxdydz, je-li W =

{
[x, y, z] ∈ R3 :

x2 + y2

2
≤ z ≤ 2

}
;

6)
∫∫∫
W

3z3 dxdydz, je-li W =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z ≤ 2− x2 − y2

}
;

7)
∫∫∫
W

x2yz dxdydz, je-li

W =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≤ 0, 4x2 + y2 + z2 ≤ 1

}
, r > 0;

8)
∫∫∫
W

xy dxdydz, je-li

W =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 − 4z ≤ 0, z ≥

√
x2 + y2

}
;



C. Načrtněte těleso W a vypočtěte jeho objem:

9) W =
{
[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4, x2 + y2 ≤ 3z

}
;

10) W =
{
[x, y, z] ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ x2 + y2, y ≥ 1, y ≤ 2x, y ≤ 6− x

}
;

D. Načrtněte tělesoW a vypočtěte souřadnice těžǐstě T tělesaW , za předpokladu,
že těleso W je homogenńı:

11) W =
{
[x, y, z] ∈ R3 :

√
x ≤ y2

√
x, 0 ≤ z ≤ 1− x

}
;

12) W =
{
[x, y] ∈ R2 : 4x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0

}
.

př. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
∑

opravil(a)

max. bod̊u 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12
źıs. bod̊u
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