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1 Dvojny integral

1.1 Uvod
1.1.1 Cile kapitoly

Tato kapitola Vas seznami:

e s konstrukei Riemannovych integralnich sou¢tu pro funkci dvou proménnych
na dvojrozmérném intervalu a jejich vyuzitim pro definici dvojného integralu.
Je zapottfebi dobie zvladnout Fubiniovu vétu, kterd nam umozni prevadét
dvojné integraly na dvojnasobné. Pro jeji pouziti musite umét popsat oblasti
prvniho a druhého druhu a zakladni vlastnosti dvojného integralu.

e s vétou o transformaci dvojného integralu.
Je zapotrebi ji umét pouzit zeyména pri transformaci do zobecnényjch poldarnich
souradnic nebo pri transformaci posunuti. Pro tyto transformace je také potreb-
né umeét odvodit jakobidn.

e se zakladnimi geometrickymi a fyzikalnimi aplikacemi dvojného integralu.
Meli byste zndt vztahy pro vypocet a umét je zduvodnit na zdklade integrdlnich
souctu a vlastnosti dvojnych integradli.

1.1.2 Pozadované znalosti

Pro zvladnuti dvojnych integralu je nezbytné dobte zvladnout problematiku modulu
Urcity integral.

1.1.3 Doba potiebna ke studiu

Priblizné 1ze odhadnout potifebnou dobu ke studiu dvojného integralu na 15 hodin.
Pro ziskani zkusenosti a zrucnosti ve vypoctu bude jesté ziejmé zapotiebi dalsi cas
zavisly na dosavadni pocetni praxi studenta.

1.1.4 Klicova slova

Déleni dvojrozmérného intervalu, norma déleni, Riemannuv integralni soucet, dvojny
Riemannuv integral, funkce integrabilni na intervalu, dvojnasobny integral, Fubiniho
véta, oblast prvniho a druhého druhu v R?, zdkladn{ vlastnosti dvojného integrélu,
Jacobiho matice, jakobidn, véta o transformaci dvojného integréalu, zobecnéné polarni
soufadnice, geometrické a fyzikalni aplikace dvojného integralu.
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1.2 Dvojny integral na dvojrozmérném intervalu

Uvazujme interval I = (a,b) x {c,d) C R? a necht DZ, resp. DY je déleni {(a,b),
resp. (¢,d) s délicimi body a =zg < 21 < - < xp=bac=y <y < -+ <Yy =
d. Usporddanou dvojici (D%, DY) (pro stru¢nost budeme znacit tuto dvojici Dy,,)
nazyvame délenim intervalu I (viz Obr.1). Kazdy interval I;; = (z;_1, x;) X (yj—1, Y;),
i=1,...,m,j=1,...,n nazyvame cédstecnym intervalem déleni D,,,. Rikdme, ze
systém intervalu [;; pokryva interval I.

Obsah (miru) intervalu I;; definujeme pu(1;;) = (x; —i-1) - (y; —yj-1), 1 =1,...,m,
j=1,...,n . Vyraz v(Dp,) = max {v(DZ),v(D¥)} nazyvame normou délent.

Ygrpreson=s RN
N
Yie1 b \\\s

Q)| a=20 Zix b=y &

Obréazek 1: Délen{ intervalu.

Definice 1.1. Necht f je ohrani¢end funkce na I, D,,, déleni I s délicimi body
a=x9g<x; < -<xTp=bac=yy<y < <y, =d. Ozna¢me N(D,,,)
mnozinu vSech mn-tic bodu M;; € I;;. Cislo

m n

i=1j=1

nazyvame Riemannovym integrdlnim souctem funkce f piislusnym déleni D,,,
a mn-tici bodu z N (D).

V dalsim se budeme ptat, zda existuje

V(Dmn)—0



Definice 1.2. Rekneme, ze funkce f mé na I C R? dvojng Riemanniv integrdl
praveé tehdy, kdyz existuje konecnd limita

lim S (f, Dimn, N(Dmn)),

V(Dmn)—0

ktera nezdvisi jak na volbé posloupnosti (D,,,), tak na vybéru mn-tic bodu z
N(Dyny). Tuto limitu znaéime

/ f (z,y) dedy.
I

Jestlize integral existuje, fekneme, ze funkce f je integrabilni (integrovatelnd)
na intervalu I, a piseme f € R(I).

Nésledujici véta nam zarucuje existenci integralu:

1.1. Kazdd funkce spojitd na intervalu I = {a,b) x {c,d) C R? je inte-
grovatelna.

1.2. Necht f je integrovatelnd na I = {(ay,by) X {(as,by) C R?.

(a) Jestlize pro kazdé x € (a1, b) existuje

=7f@wﬁm

pak plati

//fxy d:vdy—/J 7(/df(:c,y)dy) dax. (1)

C

(b) Jestlize pro kazdé y € (as, be) existuje

=7f@w%ﬂ

pak plati

//f(:r,y)dxdyz?l(( 7(0 f(z,y) dac)d. (2)



Dikaz. Dikaz provedeme pouze pro funkci spojitou na intervalu I. Z Véty o in-
tegralech zavislych na parametru plyne, ze funkce

=7f(w7y) dy

je na intervalu (a;,b;) spojita a tedy integrabilni. Uvazujme déleni intervalu I =
{(ay,b1) X {ag, by) uvedené v definici dvojného integralu. Pak plati

J(6) Ay = f (G.) dy | Ay = |3 / (&) dy | Ay,
I= Ly~
Dle véty o stiedni hodnoté pro jednorozmérny integral 1ze psat

Y

[ £ (&y) dy = £ (&m) Dy

Yi—-1
Odtud dostavame

m

Z J(fk) Az =

k=1

> z/  (€9) dy | A

k=1 l:l

i(if &) A?Jl) Azy = izn:f (&) 1o (Ta)
=1

=1 k=11=1
//f(x,y) dzdy.
I

Poznamka 1.1. Integraly v koncovych ¢lenech fetézeu rovnosti (1) a (2) se nazyvaji
dvojndsobné.

a to je integralni soucet pro

Piiklad 1.1. Vypoctéte integrél / / ye dzdy na I = (0,1) x (1,2) C R%.

Reseni: Funkce ye® je spojité na I a podle Véty 1.1 integral existuje.

2 /1 2

/yegcydxdy = /(/yemydx) dy:/K(y)d
I 1 \0 1
1

K(y) = y/exyda::y[e”y] =e¥ — 1.
Y Jo

/QK(y) dy = /Q(ey—l)dy:[ey—y]f:eQ—e—l.

]



Poznamka 1.2. D4 se jednoduse ukazat, ze pokud f je integrovatelna funkce typu
f(x,y) = fi(x) - f2(y) pro [x,y] € (a1, b1) X (ag, ba),

muzeme v fetézcich rovnosti (1)—(2) déle psét:

//f(%y) dxdy=7K(y) dy:7Cb1f(x,y) dx) dy =T - Js
I a2 a2 1

a
b1 b1 d
JJ £ @) deay = [ J @) dxz/(/f@:,y) dy> de =T, T
I al a c
kde .
= /fl(u) du proi=1,2.
Piiklad 1.2. Vypoctéte integral / / ¢ dedy na T = (0,1) x (0,1) C R2. @

I
Reseni: Funkce f(z,y) = eV = e - €Y je spojitd na I a podle Véty 1.1 integral
existuje. Ve smyslu predchozi poznamky pak mame:

//ew-eydxdy = /1(/16I~eyda:) dy
= (/le“du) = (e—1)%

1.3 Dvojny integral na oblastech prvniho a druhého druhu
v R2.

Zavedeme pojem elementarni oblasti v roviné:

Elementdrni oblast I. druhu v roviné je mnoZina

sz{[x,y]6R2:a<x<b,g(x)<y<G(x)},

kde g a G jsou spojité funkce na intervalu {(a,b) a g(z) < G(x) pro kazdé x € {(a,b).
Elementdarnioblast II. druhu v roviné je mnozina

QH:{[J;,y]E]R2:c<y<d,h(y)<x<H(y)},

kde h a H jsou spojité funkce na intervalu (c,d) a h(y) < H(y) pro kazdé y € (c,d).



> 1 >

@] f; l':J T 0| T

Elementérni oblasti I. a II. druhu v roviné.

Poznamka 1.3. Vsude v dalsim textu této kapitoly budeme misto elementdrni oblast
1. nebo II. druhu v roviné zkrdacene mluvit o oblasti I. nebo II. druhu.

Cviceni 1.1. Zakreslete dané mnoziny: !‘f"

L A={lry)€R®: 0<z <y y<1};

2 B={le.y eR®: o® <y<al;

3. Q:{[x,y]ERQ: x2+y2<2w};

4. C:{[x,y]ERZ: /e <y<2/z, 2y <x<3y, >0, y>0};

5. D:{[x,y]eR2: 1<x2+y2<4,x>0,y>0}~

Privodce studiem

Predchozi latka je velice dulezita! Nikdy nespoctete dvojny integral, pokud
nemate spravnou predstavu o integracnim oboru. Proto byste neméli dale
pokracovat, dokud si urcovani oblasti I. a II. druhu fadné neprocvicite.

1.3. (Fubiniho véta)

(a) Necht existuje //f(x,y) dxdy a pro kazdé x € {(a,b) necht existuje integrdl
Qr



Pak existuje také dvojndsobny integrdl

G(x)

/b | flay) dy| de

a plati rovnosti

f(2,y) dedy = bJ (z) dz = | G(x)f (z,y) dy | da
I/ / /
Q[ a a (Q?)

Pak existuje také dvojndsobny integrdl

d [ H(y)
[ [ f@yaz|dy
¢ \h(y)
a plati rovnosti
d d ( H(y)
] f@y) dady= [K@)yay=[| [ fey)dz|dy.
Qrr € ¢ \y)

1.4. Necht Q@ C R? je elementdrni oblast proniho nebo druhého druhu a
necht funkce f je na Q spojitd a ohranicend. Pak je funkce f na S integrabilng.

Poznamka 1.4. Integrovatelnost a hodnota dvojného integralu nezavisi na chovani
funkce v koneéném poctu bodt integracniho oboru, nebo na sjednoceni koneéného
poctu krivek konecné délky. Je tedy v predeslych vétach nepodstatné, jestli integru-
jeme pies otevieny integracni obor, nebo jestli pridame k tomuto oboru jakoukoliv

¢ast hranice oboru.

Priiklad 1.3. Vypoctéte integral

Yy
4/ RN dxdy,

kde Q ={[r,y] eR?*: 1 <z <y, y* < 2z}

10
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Reseni: Mnozina € je oblast prvniho druhu v R? a funkce y/(z% 4 y?) je na Q
spojitd a ohranicend. Podle Véty 1.4 integral existuje a muzeme na vypocet pouzit

Vétu 1.3.
2 2x
_dy | d —/J
(T to)
u = x4 y?
_|ydy = %du
T@) = y = x..427%
u = 2% 2%+ 2%
£U2 T
1 /+2 Ly
2 U Y
212
2422
= [ln|u|]
212
1
- §<1n(m2+2x)—ln(2x2)) -
1. x+2
= —In .
2 2z

(5In2 —31In3).

H\»w

{ln(:v +2) — ln(2x)] dz

[\J\»—t

xT

e

1.5. (Zdkladni viastnosti dvojného integrdlu.) Necht Q, Qi, Qs jsou oblasti
proniho nebo druhého druhu a necht f, g € R(Q) (tzn. f a g jsou funkce inte-
grovatelné na ). Pak plati:

(a)
// (f(ar,y) + g(;z:,y)) dxdy = //f (z,y) dedy + //g (x,y) dzdy.
Q & /4
(b)
J[5f ) dedy =k [[ 1 @y) dudy,
kde k € R.

(c) Jestlize pro kazdé [x,y] € Q plati f (z,y) < g (z,y), pak
//f(:v,y) dady < //g(:v,y) dzdy.
o o

11



(d) |f] € R(Q2) a plati

‘//f(x,y) dady

(e) Jestlize pro kazdé [x,y] € Q plati Ze |f (x,y)| < M, pak

‘//f(w,y) dady

(f) Jestlize int Qy Nint Qy = 0, f € R(Q1) a f € R(Q), pak je funkce [ inte-
grovatelnd na €2, U Qs a plati

JJ f@y azdy= [[ f @y deay+ [[ £ (@.y) dzay.

Q1UQs

< [[1f @.v)] dady.

< [[ 1 @yl dady < My ().

(9) [-9€R().
(h) Jestlize je funkce f spojitd na Q, pak existuje bod [£,n] € Q tak, Ze

J] £ @.y) dady = £ (€m) n ().

Poznamka 1.5. Symbolem p(2) budeme v této kapitole rozumét miru (obsah)
elementarni oblasti 2.

Symbolem int (2 zna¢ime tzv. vnitrek mnoziny ). Je to zjednodusSené feceno ,,mnozina

) uvazovana bez své hranice”.

Symbolem Q znaéime tzv. uzdvér mnoziny Q. Je to zjednodusené feceno ,,mnozina

) uvazovana spolu se svou hranici”.

Ukol pro vas: Ukaite, 7ze z tvrzeni h) Véty 1.5 plyne nasledujici jednoduchy ,
ditsledek: YA

u(Q) = // dzdy.

Cviceni 1.2. Graficky zndzornéte obory integrace a spoctéte integraly: \l,‘(
1. // | dady, kde M = {[z,y] € R? 12 <y, 42?4+ y* < 12}; [4v3 - 4]
M
2. //e%dxdy,kdeM:{[x,y] eR?:y>1,y<2 x>0, y>\/§}; [62—%]
M

12



3. //:Bdedy kdeM:{[x yeR2: 2 <3 1<y<4x}' [l(i—lmﬂ
y2 9 M ’CL’ b 2 12

4. // da:dy, kde M = {[:E,y] eR?: 1<z <y, y2<2:n}. [% (5 ln2—31n3)}

1.4 Transformace dvojného integralu

Necht Q C R? je oteviend mnozina. Uvazujme funkce o, : Q - R a G : Q — R2,

G = (p,v) takové, ze:
a) @, € CYQ), tj. ¢, jsou spojité diferencovatelné na §2;
b) G = (¢,v) je prosté zobrazent, tj. pro vsechna [ug, vol, [u1,v1] € Q plati:

Jestlize [ug, vo] # [u1,v1], pak G(ug,vo) # G(u1,v1).

Uvazujme libovolny dvojrozmérny interval (tj. obdélnik) I C 2 o vrcholech Vi, Vs,
V3 a Vy a strandch délky Au, Av. Transformaci G = (@, ) se zobrazi obdélnik I na
L, kriwocary obdélnik” I* = G(I) o vrcholech @1, @2, Q3 a Q4:

= [u, ] — [ (u,0) ;9 (u, v)],

[u—irAu v] — :[@(u—l—Au v), Y (u+ Au,v)],

= [u+ Au,v+ Av] — [0 (u+ Au, v+ Av) ;¥ (u+ Au, v + Av)],
V4—[u v+ Av] — [ (u,v 4+ Av) 9 (u,v + Av)].

# M

U(u+ Au, v+ Av) -

v+ Av f--m—- \\1\\ v(u, v)

) u “‘. + Au ) wlu,v) @lu+ Au, v+ Av)

V dalsim se pokusime alespon piiblizné spocitat obsah obrazce G(I).

S pouzitim Taylorovy véty mdme:

p(u+Au,v) = ¢(uv)+¢,(u,v) Aut R,

o (u,v+Av) = @ (u,v)+ ¢ (u,v) Av+ R,

Y (u+ Au,v) = P (u,v) + 1 (u,v) - Au+ R,

Y (u,v+ Av) = ¢ (u,v)+ ¢, (u,v) - Av+ R,
o (u+ Au,v+ Av) = ¢ (u,v) + ¢, (u,v) - Au+ @) (u,v) - Av+ R,
Y (u+ Au, v+ Av) = P (u,v) + ) (u,v) - Au+ ) (u,v) - Av + R,

kde R = R((Au)?, (Av)?, AuAv) jsou zbytky v Taylorové vzorci, které oznacime ve
vsech predeslych vyrazech stejne.

13



Vsechny zbytky v nasi dvaze zanedbdme a budeme uwvaZovat pouze body

Q/1 = Q1,

QIQ = Ql + [@Iu(uav) ’ Au7 d/u(u’ U) ’ Au] )

Q= Q1+ ¢, (u,v) - Au+ ¢ (u,v) - Av, ', Au+ 9 (u,v) - Av],
Q= Q1+ [¢,(u,v) - Av, ', (u,v) - Av].

Obsah krivocarého lichobéznika G(I) je priblizné roven obsahu rovnobéznika Q) Q5Q45Q)
o strandch Q1Q% a Q Q).

Yy

Q4

Obsah tohoto rovnobéznika je roven dvojndsobku obsahu AQ\QLQ), coZ z analytické
geometrie je absolutni hodnota z determinantu

/
det ZU xl y2 y} ’
T T
kde Q) = [, y1], Qy = [75, 3], Q) = [7),y4]. Po dosazeni mdme

ol v) - A, W (0) - Au | W) Au, o (u,0) - A
det(m ) - Aw, wU(u,v)-Av)‘ det(w v) - Au, wu,v)-m)‘

det ( Z’Z: :Z’Z )‘ |Aul|Av| .

14



Matice

_( uwr), ¢ (w0)
T (u,0) = ( o (w,0), () )

se nazyva Jacobiho matice transformace G = (g, ¢). Determinant

J(u,v) = det J (u,v)

z této matice se nazyva jakobidn této transformace.

~e ey

1.6. Necht Q C R? je oteviend mnoZina a G = (p,v) : Q@ — R? je prosté
zobrazeni takové, Ze o, v € CY(Q) a jakobidn J(u,v) # 0 v kazdém bodé [u,v] € Q.
Necht K C Q je uzaviend mnoZina, kterd je sjednocenim konecného poétu ele-
mentdrnich oblasti pruniho nebo druhého druhu, a funkce f je spojitda na G(S).
Pak plati

//f(x,y) dxdy = //f(cp (u,v),v (u,v)) |J (u,v)| dudw.

G(K)

Poznamka 1.6. Véta zustane v platnosti, pokud zobrazeni G nebude prosté, nebo
jakobidn bude roven nule na podmnozinidch mnoziny K uvedenych v Poznamce

1.4, budou-li jejich obrazy pii zobrazeni G opét mnoziny uvedenych typu v G(K).

Pokud funkce f bude ohranicend na G(K), pak také staci, aby f byla spojitd na

G(K) s vyjimkou mnozin uvedenych v Pozndmce 1.4.

Poznamka 1.7. Utelem transformace je zjednodusit integracni obor nebo inte-
grovanou funkci. Nejlepsi alternativou je, kdyz se podaii zlepsit oboji.

Piiklad 1.4. S pouzitim transformace

35:\/%590(%”)7
yz\/%ziﬂ(ujv)

= S

vypoctéte integral

// arctg (zy) dxdy,
Q

kde Q= {[z,y] e R?*: 1/z <y < 2/z, 2y <z <3y, >0, y >0}

Reseni: Funkce arctg(xy) je spojitd a ohranicend na € a podle Véty 1.4 integral
existuje.

Dana transformace G(p, ) zobrazuje mnozinu (a,b) x (¢,d), 0 <a <b,0<c<d
vzéjemné jednoznacné na mnozinu {[z,y] € R? 1 a < xy < b,c < x/y < d}.

15



Spoctéme jakobian transformace G:

I B e NCEENE 1
T =| 8 B || -
ou v 2w 20\ v v

Upln}'f vzor mnoziny ) je mnozina
Q*:{[U,U]ER2:1<u<2, 2<v<3}.

Potom podle predchozi véty mame:

// arctg (xy) dedy =

Q

t
/arc gu dv) du

1 N
uarctgu — Eln <1+u )]1

2
I,
In

In

w\cow\oa/—\

1
2
1
2
1
2

1. 2 =«
2arctg 2+ = 1 .
arctes oy~ 4)

Privodce studiem
Predchozi priklad ukazal, ze pti zavadéni transformacnich vztahu se fantazii meze

nekladou.
Ve vasi budouci inzenyrské praxi se a,le budete pravdépodobné potkavat s daleko

vvvvvvvvvvvv

Posunuti. Je ddng bod [ug, vo]. Transformace G = (p, ) dand vztahy

I’ZUO—FUEQO(U,U),
y=1v+v=1(u,v)

posouvd bod [x,y] o orientovanou vzddlenost uy ve sméru souradnicové osy
a o orientovanou vzddlenost ve smeru soutadnicové osy y.

Ukol pro vas: Spoétete jakobidn transformace posunuti.

Reseni:
dp  Op
| ou v | _ |1 0|
J (u,v) = o By —‘0 1’—1.
ou Ov
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Obrazek 2: Integralni soucet.
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Obrazek 3: Transformace posunuti.



Zobecnéné poldrni souradnice. Jsou dany konstanty a, b > 0.
Transformace do zobecnéngjch polarnich soutadnic je dana vztahy:

xr =arcost = ¢ (rt),
y="brsint = (r,t).

dp ¢ acost —arsint
— T t = -
J(r,1) ‘ %7 g;f ’ bsint  brcost abr.

—_ Q

Tato transformace G = (@, 1) zobrazuje mnozinu (0,00) X (—m,m) vzdjemné
jednoznacéné na mnozinu R?\ {[z,y] e R? : x <0,y = 0}.

Inverzni zobrazeni G=1 je ddno vztahy

T:\/ma

arctg ¥ x>0
t= g—arctgg x <0,y >0
—g—arctgi r <0,y <0

Poznamka 1.8. Specidlni pripad nastava pro volbu parametru a = b = 1. V
)

takovém pifpadé mluvime o polarnich soutadnicich (vypoustime piivlastek zobecnéné).
Geometricky vyznam polarnich soufadnic je popsan na Obrazku 4.

7 A

{1

O 5

Obrazek 4: Polarni souradnice.

Piiklad 1.5. S pouzitim transformace do polarnich souradnic vypoctéte integral
In (2% + y?)
/ / PN dxdy,

18



kde Q={[r,y] eR?*:ri<z®+y* <13, >0, y>0},0<r <ro.

Reseni: Funkee In(2? + y?)/(22 + 4?) je spojitd a ohranicend na Q a podle Véty
1.4 integral existuje. Pouzijeme transformace do polarnich soutadnic podle Véty 1.6.
Vzor mnoziny € je mnozina {[r,t] € R? : r; <r < 1,0 <t < 7/2}.

) 7'('/2

1 i In r? 1
//nx ) dedy = / /nr dr——/ﬁdr
x? + y? S\ 2,
Inrg
| Ilnr=s T =11|ry B / d
B %dr:ds s =1Inry|Inry Y

Inry

T r
= 3 (ln2 ry — In? 7“1) = — ln (rire) In (;) )

Privodce studiem

Ze své predchozi pocetni praxe vite, ze pri vypoctu urcitého integralu uzitim
substitu¢nich metod jste casto museli substituovat opakované. Transformace
dvojného integralu, jak s ni v této kapitole pracujeme, je jenom jistou
vicerozmérnou analogii substituéni metody pro vypocet urcitého integralu funkce
jedné proménné. Proto se da ¢ekat, ze pti feseni nékterych tloh se setkdme s nut-
nosti vhodné kombinovat transformace ruznych typu.

Priiklad 1.6. Kombinaci transformace posunutim a pirevedenim do polarnich sourad-
nic spoctéte integral

I:/ dxdy,
Q

kde Q2 = {[:v,y] eR?: 22+ < Qx}.

Reseni: S danym oborem integrace jste se setkali uz ve Cviceni 1.1. Jednd se
o otevieny kruh se stfedem v bodé [1,0] a polomérem R = 1.

Pokud si pfipomeneme tvrzeni z Ukolu 1.3 v predchozi ¢asti tohoto modulu, hned
vidime, ze I = 7. Takze uz vime, jaky vysledek vyjde, a mohli bychom s pocitanim
skonc¢it. Ale neskon¢ime, protoze si chceme procvicit transformovani dvojnych in-
tegralu.

V prvni kroku transformujeme nas posunuty kruh na kruh symetricky podle pocatku
soufadnicového systému:
r=1+u,

Yy =v.

]:// dxdy:/ duduv,
Q o

19

Potom podle Véty 1.6
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kde Q" = {[u,v] ceR?: v+ < 1}.
Prechodem do polarnich soufadnic v dalsim kroku prevedeme jednotkovy kruh na dvo-
jrozmeérny interval (obdélnik):

U =1rcost
v=rsint
|J(u,v)| = |r|=7r pror e (0,00)

I = //rdrdt,

Q**

a tedy podle Véty 1.6

kde Q™ = {[r, feR*: 0<r<1, —T<t< 7T}. Potom s vyuzitim vysledku z Pozndamky 1.2
mame hodnotu integralu

™

1
1
I:/dt . /rdr:ZW[rﬂ =T.
0 2 Jo

—T

f—‘

Cviceni 1.3. Graficky znazornéte obory integrace a uzitim vhodnych transformaci Y 24
spoctéte integrély: >

L //\/Wdfdy, kdeM:{[xvy] €R2: I2+y2<ax}; [% (7‘(-%)}
M

2. //|xy|dxdy, kdeM:{[x,y]ERQ: x2+y2<a2}; [%aﬂ
M

3 // ﬂdxd kdeMZ{[x JeR?: 2>0,y>0,2°+ 2<1}_
IV Tty ¥ Y : oy > 0,27 +y :

% -1

N //m +y)e Y dedy, kde M = {[z,y] € R*: ® 4y’ <1} [m(1-2)]
M

)

1.5 Geometrické a fyzikalni aplikace dvojného integralu

V' dalsim budeme predpoklddat, Ze 2 muZe byt sjednocenim konecéného poctu
elementdrnich oblasti proniho nebo druhého druhu.

20



1.5.1 Obsah rovinného obrazce

Obsah rovinného obrazce Q0 C R? se spocte s pouZitim vzorce:

1w (82) :// dzdy.

Piiklad 1.7. Vypoctéte obsah mnoziny

Q:{[x,y]€R2: v —2x—5<0, y>x—1,x<2}.

Reseni: Vyjadifme-li napf. mnozinu Qy = Q + Q; (viz obr. ??), pak plat{

() = / dxdyi(v71dx) dy:/g(y_y2+6) dy

Qs —2 2_5 -2
1, 1, ]3 125,
[2y 3V 0y =5 Il
Dale
4 T+5 4
n(Q) = / da:dy:/ dy dx:/(\/x—l—S—x—l—l)dx
Q1 2 r—1 2
2 | 1 14
_ { (@ +5)° — x2+4 4 — =T )
3 2 ) 3
Odtud 4 14
p@)=p() —p() ==+ 7[m?).

21



Piiklad 1.8. Vypoctéte obsah mnoziny @
Q:{[x,y] eER?: 22+ -6y <0, 2> +y>—2y >0, x<y<\/§x}.

Reseni: Pouzijeme transformace do polarnich soutadnic podle Véty 1.6. Vzor mnoziny
Q) je mnozina {[r,t] € R?: 2sint < r < 6sint,7/4 <t < 7/3}.

/3 ( Gsint /3 1 6sint
p(Q)) = / dxdy:/(z/ TdT’) dt:/{Qrﬂ dt
2sint

Q w/4 sint /4
/3 w/3 1 /3
- m/ﬁﬁhﬂ:8/ﬁfmwﬂwﬂ:8k—2mﬂ4
w/4 w/4 m/4
2 2
= §7T—2\/§—|—4[m ).
Cviceni 1.4. Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah rovinné desky \l;{
A:{[;E,y] eR?: zy <a® 2% >ay, y < 2a, a:>0}, a > 0.
Vysledek: p(A) = a? (% + In 2).
1.5.2  Objem vdlcového télesa K C R3.
Méjme déno téleso
K ={le,y,2] €R’: [z,y] € Qg (w,y) <2 < [ (x,9)},
kde 2 C R?, f, g jsou spojité a ohrani¢ené na 2. Pak objem tohoto télesa je ddn
vzorcem
V(f()=:/7‘<f(x,y)—-g(x,y))dwdy~
0
Piiklad 1.9. Vypoctéte objem télesa @

K={lz,yz] €R*: [2,y] €Q, 0< 2z <2 +47},

kdeQ:{[x,y]€R2zx2<y<\/E}.

22



Reseni:

V(K) = //(f(%y)—g(w,y)) dmy:// (¢* + ) dady

(e

Cviceni 1.5. Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa:

1. le{[:v,y,z] ERY: 2>0, z<a®+97 2°+y* > 7, x2+y2<2x};

{az Y, 2 ERg: Z>2(,:1:2+y2)7 z<1_\/m};

1
Vysledky: p(£21) = w(2) = () = 28

[z,y,2] ER®: 0<2z<4—1¢? y>2x2};

1.5.3  Obsah plochy

Obsah c¢ésti plochy
S = {[x,y,z] eR?: 2= flz,y), [x,y] € QC ]RQ},

kde f € C'(Q) je ddn vzorcem
2 2
5= [ J v () + (5 @) dsay
&

Priklad 1.10. Vypoctéte obsah ¢asti plochy

S:{[x,y,z]ER3: z= /422 -2 2?/4+yP <1, —1<x<1}.
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Reseni: Oznacme Q = {[z,y] € R? : 2%/4+9* < 1}.

P(S) = // I+ Y gy
/s 4—2?2—y? 4—a2—9y2
] 1 [ A/1—22/4 ]
g Vi —a2%—y J J Vi —a2%—y
y ‘|\/1—a:2/4
)

1 1

1
= 8/ arcsin ——— dx:8arcsinf/d:p:f7r m?].
[ foesin 7). 3 m

Cviceni 1.6. Pomoci dvojného integralu vypoctéte:
1. Obsah ¢4sti plochy paraboloidu z = 22+ y? za podminky 0 < z < a, kde a > 0
je konstanta; {g [(1 +4a)v/1+4a — 1”

2. Obsah ¢4sti plochy x? + 2% = 1 ohranic¢eny rovinami y =0, 2 =0, x +y = 2.
[27]
1.5.4  Hmotnost tenké rovinné desky Q C R2.

Plosnou hustotou rovinné desky €2 rozumime funkci dvou proménnych o (x,y), kterd
je definovana vztahem

1; m (Ur (.To, ?JO) M Q)
1m
r—0+ H (Ur (x(]? yO) N Q)

=0 (330, 3/0)

pro kazdé [xg,yo] € Q. Hmotnost tenké rovinné desky o plosné hustoté o (z,y) je

déna vztahem
m (@) = [[o(e,y) dudy, [k,
0

Piiklad 1.11. Vypoctéte hmotnost rovinného obrazce

A={lr,y) eR*: 4<2®+9*°<9, 2>0, y >0},

1 2 2
je-li o(z,y) = ni;: —|—+yg z [k:gQ. m~2] plosnd hustota.
< 1
Reseni: m(A) = // n(g:—i_—i—g;) dzdy. Podle Prikladu 1.5 pak mdme
22 4y
A

m(A) = glnﬁ (In3 —In2) [kgl.
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1.5.5 Staticky moment tenké rovinné desky

Staticky moment tenké rovinné desky Q C R? s plosnou hustotou o(x,y) vzhledem
k ptimce p je
Sy = [[ alle.yl.p) - o (2,y) drdy [kg - m,
o)

kde d ([z,y], p) je orientovand vzdélenost bodu [z, y] od piimky p.
Specidlni pripad vzhledem k soufadnicovym osam x a y.

Sx://y-a(:v,y) dady, Sy://a:-a(x,y) dady.
Q Q

1.5.6 T¢zisté tenké rovinné desky ) C R2.

T:[Sy 5]

m m

Piiklad 1.12. Uvazujme obrazce

= {[Ivy]€R2: kix <y < kyx, x >0, yZO},
Q = {lzy) €R?: 2?/a® +y*/0* < 1, 2?/K%a® + y* /K7D > 1},

kde()<k<1,0§k1<k2.

o(x,y)=1[kg-m™2].
Reseni: Pouzijeme transformace do zobecnénych polarnich souradnic.

x =arcost = (rt),
y = brsint = ¢ (r,t).

Jacobian J = abr. Z téchto rovnic dostavame

b
y:—tgt.
T a

Z této rovnice dostavame, ze t; = arctg(ak,/b) <t < arctg(aks/b) = to.

to

m = //a(x,y) dxdy://dxdy:ab/l(/rdt) dr

1
1
= ab(ty —t1) /rdr = iab (1 - k2) (ta —t1) kg.
k
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1 to
S, = //ya (x,y) dedy = //ydxdy:ab2/ (/T2sintdt) dr
Q Q kE \u
/ 1
= ab®(cost; — costy) /r2 dr = gab2 (1 - k3> (cost; — costy) [kg-m).
3

1 to
Sy = //xa(az,y) dady = //xdxdy = azb/ (/frzcostdt) dr
Q Q k t1
/ 1
= a®b(sinty —sint,) /7"2 dr = gazb (1 — k3) (sinty —sinty) [kg-m)].
3

2a (k* + k4 1) (sinty —sinty) 2b(k* +k + 1) (cost; — costs)
T = ,
3(k+1)(ty — 1) 3(k4+1)(t; — ty)

L ={ley €R2: (@—17+(y—1)° <1, 2>0, y>0) [Tz[l,l]]
2. Qy={lz,y) €R*: 2+’ <1, y<az+1, y>0} T =525 %]
3. ng{[x,y] eR?: zy > d, y® < 8ax, x<2a},a>0;

4. Q= {[m,y] eR?: V2?4 a*y? < a®b?, = > 0, y>0}. [T: [gg%ﬁ”

1.5.7  Moment setrvacnosti tenké rovinné desky

Moment setrvacnosti tenké rovinné desky € C R? s plosnou hustotou o(z,y) vzhle-
dem k pfimce p je

I, = é/ & ({2 4),p) - 0 (2,) dady, [kg - m?).

kde d ([z,y],p) je vzdélenost bodu [z, y] od piimky p.
Specialni pripad vzhledem k soufadnicovym osam x a .

I, = //yQ-a(x,y) dzdy, I, = //x2 -0 (z,y) dedy.
G G
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Priklad 1.13. Vypoctéte momenty setrvacnosti I, I, homogenni tenké rovinné @
desky
Q={[r,y) eR*: 22> =32 +y <0, y+a >0}
s konstantni hustotou o(z,y) = o [kg - m™2].
Reseni:

2 [ —22%4+32
I, = //xz-a(:v,y)dxdy:a/ / z?dy | dz
Q 0

—x
2

2
2 2 2
= a/:v2 [y] 2 da = a/ (—2x4 + 4373) de =0 [——x5 + x4]
0
0

)
0
16
= Ea[k’g m2]
2 —2x2 —|—3a:
Ix:/yzaxydxdy—o/ v dy | dz
Q 0
2 —222 +3w 1 2
= 0/ [ ] = 30/ 8x6 + 362° — 54zt + 28:E3> dx
0 0
1 8 54 2144
= 3¢ [—?a:7 + 62° — €x5 + 75(:4}0 =157 (kg - m?].

Priklad 1.14. Vypoctéte momenty setrvacnosti I, I, homogenni tenké rovinné @
desky

Q:{[x,y]€R2: 7’%<$2+y2<r§},

kde 0 < r; < 79, s konstantni hustotou o(z,y) = o [kg - m™2].

9‘" 7/% 22 +y? >l

7
@ 2?4+ y? < r

S () N : Z
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Reseni:
Vzhledem k symetrii plati, ze I, = I,, a muzeme pocitat kterykoliv z nich.

I, = //yQU(w,y) dzdy
Q
2

T2
= a/ (/rgsiHQtdr> dt
0 1
27
1 1 — cos 2t
= 1° (r;l — Tf)/72 dt

Lra o4 L. o
= g("b_'ﬁ)a t—ism2t

= leﬂa (r% = r%) (kg - m?].

0

Casto se v technické praxi muze vyuzit nasledujici tvrzent:

1.7. (Steinerova véta.) Jestlize mdame dvé rovnobézné primky p a p', h je je-
gich kolmd vzdalenost a pruni z nich prochdzi tézistém desky, pak momenty setrvacnosti
vzhledem k témto primkam jsou svdzdny vztahem

Ly (Q) = I, () + h*m (),
kde m(Q) je hmotnost desky.

Priklad 1.15. Vypoctéte momenty setrvacnosti I, I, homogenni tenké rovinné

desky
Q= {[z,y] € R*: (z — x0)* + (y — 90)* > 11, (& — 20)” + (y — 0)* < 73},
0 <7 < 1y s konstantni hustotou o(z,y) = o.
Reseni: Vzhledem k symetrii a homogenité desky vime, Ze tézisté je v bodé [z, yo]
a muzeme vyuzit predeslou vétu:
1
I, = I,+ ygm = ZWU (7“;1 — Tf) + o (r% — r%) yg
1
= 170 (r% — r%) (r% +ri 4 4y§> kgm?,
kde 2’ je piimka prochazejici bodem [xg, yo] rovnobéznd s osou x.

I, = ILy+aim= iwa (7’3 — 7’%) + 7o (7’5 — rf) Tl

— iwg (rg — Tf) (r% + Tf + 4x3) k‘gm2.

kde 3’ je piimka prochézejici bodem [z, yo] rovnobézna s osou y.
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Cviceni 1.8. Vypocitejte moment setrvacnosti vzhledem k ose x daného homogennho \l,«{
segmentu: d

h ‘
1. S = {[a:,y] ER?: y< —b2a:2+h,y>o}, kde h > 0, b > 0; 3267

2. Sy = {[x,y] cR*: 22+ <’ |yl < a}, kde 0 < a < r jsou konstanty .

Privodce studiem

Praveé jste ukoncili studium prvni kapitoly této studijni opory. Nez prejdete
studiu dalstho uciva, je dulezité, aby jste si dosud probranou latku zazili a ziskali
pocetni praxi. Pokud jste uspésné vytesili vSechny ulohy, které byly prubézné
zadavany na konci kazdé podkapitoly, bylo by dobré vzit si nékterou dostupnou
sbirku piikladu a déle pocitat.

29



1.6 Kontrolni otazky, autotest
Otéazky pro vas:

e (Co je to Riemannuv integralni soucet funkce dvou proménnych na dvojrozmérném .

intervalu?

e Jakd je postacujici vlastnost funkce pro to, aby byla na dvojrozmérném inter-
valu integrovatelna?

e Co jsou oblasti 1. a 2. druhu v R?*? Zformulujte Fubiniovu vétu pro dvojny
integral.

e K cemu ji pouzivame?
e Uvedte zékladni vlastnosti dvojného integralu.

e Jak je definovdn jakobidn zobrazeni G(yp,v), kde G : A — R?* A C R?
pricemz = = ¢(u,v), y = ¥(u,v).

e Uved'te vétu o transformaci dvojného integralu.

e Jak se definuji transformace posunuti a transformace do zobecnénych polarnich
soufadnic v R??

e Jaké zndte geometrické a fyzikalni aplikace dvojného integralu? Uved'te vztahy
pro jejich vypocet.
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Autotest

Vzorové zadani kontrolniho testu.

Matematika, 2. semestr Zpracoval:

Test ¢. 3 JMENO0: .
Adresa: ...
A. Nagcrtnéte obory D a vypoctéte integraly:

1
// —— dady, jeli D = (3,4) x (1,2)
D

22 1y

// z2y cos (ny) dxdy, je-li D = <O, 72r> x (0, 2);

D

// (m2 +y) dzdy, je-li D = {[a:,y] eR?: y>a? o < a:};
D

//\(x—l)y\ dxdy,je—liD:{[x,y]e]RQ: y<2—z, y+1>0, aczO};
D

Nac¢rtnéte obory D a vypoctéte integraly transformaci do polarnich nebo zobec-
nénych polarnich souradnic:

V16—x2

4
/ / 1n(1+x2+y2) dy | dz;
0 0

//\/ﬂ — a2 —y2dady, je-li D = {[a:,y] eR?: 22+ 2 < m}, r > 0;

D

//arctggdxdy, je-li D = {[x,y} eR?: 1<224+¢42 <09, mgy\/§§3x},
x

D
r > 0;

vy ol D — 2. 20 20 o

1 5 dmdy,Je-llD—{[a:,y]ER.b:U + a“y §ab},kdea>
a b?

D

0,b>0;
Nacrtnéte rovinny obrazec A a vypoctéte jeho obsah:

A:{[x,y]€R2: (z—1P<y<a®+1, 0§x§3—y};



10) A:{[x,y]GRQ: x2+y2§4,x+y22};
D. Nagcrtnéte plochu S a vypoctéte jeji obsah:
11) S:{[x,y,z]ER3: 63:—1—33/—1—22:12,3;20,y20,220};

12) S= {[m,y,z] cR?: 22 +yP =22, 2* + 92 < 1};

E. Nacrtnéte rovinny obrazec A a vypoctéte soufadnice (soutadnici) tézisté to-
hoto obrazce, je-li o(z,y) = = plosnéd hustota daného obrazce:

13) @ rovinného obrazce A = {[x,y] ER 2+ <r? 0<2< y}, kde r > 0;

14) T rovinného obrazce A = {[x,y] ER?: 4a?+9y* <4, >0, y> 0}.

pF. 123456 [7 |89 |10]11]12]13] 14| | opravil(a) |

max.boda |1 |1 {1 |1 |1 |1 |1 |1 |1 |1 1|1 |1 |1 |14

zis. bodu
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2 Trojny integral

2.1 Uvod
2.1.1 Cile kapitoly

Nésledujici odstavce vas predbézné seznami s obsahem této kapitoly a prestavi vam
studijni cile, kterych mate dosdhnout:

e Na zédkladé integrdlnich souctu je podand definice trojného integralu. Po zave-
deni oblasti prvniho, druhého a tietitho druhu je uvedena Fubiniova véta. Méli
byste ji umét zformulovat pro vSechny tii zavedené druhy oblasti a zejména
zvladnout tesit priklady na zédkladé této véty. Jde o zdkladni vypoctovou
metodu a je proto nezbytné ziskat dostatecné zkusenosti na zakladé pocetni
praxe. Projdéte si proto pozorné vytesené priklady a spocitejte si samostatné
priklady ze cviceni. Podobné jako pro dvojny integrél jsou zde uvedeny také
vlastnosti trojného integralu.

e Zavedeni jakobidnu pro zobrazeni ur¢ené tfemi funkcemi tii proménnych nam
umozni rozsitit vétu o transformaci také pro trojny integrél. Je zapotiebi umét
odvodit jakobiany transformaci do zobecné-nych cylindrickych a sférickych
soufadnic a znat geometricky vyznam téchto souradnic. Protoze jde o zasadni
problematika, kterd ndm umoz-nuje zjednodusit vypocet trojnych integrala,
jejichz primy vypocet pomoci Fubiniovy véty by byl prilis komplikovany, je
vhodné ziskat praktické pocetni zkuSenosti vyfresenim dostatecnym poctem
prikladu.

e Je podan piehled zékladnich geometrickych a fyzikalnich aplikaci trojného
integralu. Opét byste méli umét vztahy pro vypocet vysvétlit na zakladé in-
tegralnich souctu a vlastnosti trojného integralu.

2.1.2 Pozadované znalosti
Pro zvladnuti trojnych integralu je nezbytné dobie zvladnout problematiku dvojnych
integralti a umét rovnice a grafy zékladnich ploch v prostoru R3.

2.1.3 Doba potiebna ke studiu

Priblizné lze odhadnout potiebnou dobu ke studiu trojného integralu na 20 hodin.
Pro ziskani zkuSenosti a zrucnosti ve vypoctu bude jesté ziejmé zapotiebi dalsi cas
zavisly na dosavadni pocetni praxi studenta.

2.1.4 Klicova slova

Déleni trojrozmérného intervalu, norma déleni, Riemannuv integralni soucet, trojny
Riemanntv integral, oblast prvniho, druhého a tietiho druhu v R, Fubiniho véta,
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Jacobiho matice, véta o transformaci trojného integralu, zobecnéné cylindrické soutadnice,
zobecnéné sférické soutadnice, geometrické a fyzikalni aplikace trojného integralu.

2.2 Trojny integral na trojrozmérném intervalu
Uvazujme interval I = (a,b) x {(c,d) x (e, f) C R3.
Necht D% resp. DY, resp. Dj je déleni {(a,b) resp. (c,d), resp. (e, f) s délicimi body
L0, L1y ey T & Y0, Y1,y - - -, Yn TeSP. (e, f) s délicimi body zg, 21, . . ., 2.
Usporadanou trojici Dy, = (D¥, DY, Df) nazyvame délenim intervalu I. Kazdy
interval

Liji = (i1, @) X (Yj-1,95) X (2k-1,2) C [
proi=1,2,....m,7=12,...,nak=12,... [ nazyvame cdastecnym intervalem
delent Dy
Objem (miru) I;;;, definujeme jako

i L) = (2 — @i1) - (Y5 — Yj-1) - (26 — Y1)
Vyraz
U(D) = max {v(D), (DY), v(D7)

nazyvame normou délent.

Definice 2.1. Nechf f je ohrani¢end funkce na I, D,,, déleni I s délicimi
body xo, 1,y Tmy Yo, Y1y- -« Yny 20,21, -, 2. Oznaéme N(D,,,) mnozinu
vsech mnl-tic bodu M, € 1. islo

nazyvame Riemannovym integrdlnim souctem funkce f prislusnym déleni D,,,;
a mnl-tici bodu z N(Dyupn)-

V dalsim se samoziejmé budeme ptat, zda existuje

lim [)S (f, Dmn17 N(Dmnl)) .

V(D'mnl -
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Definice 2.2. Rekneme, ze funkce f mé na I trojny Riemanniv integral prave
tehdy, kdyz existuje konecna limita

lim S (f, Dmnla N(Dmnl)) )

v(D)—0

kterd nezavisi jak na volbé posloupnosti (D), tak na vybéru mnl-tic bodu
7z N(Dyni). Tuto limitu znacime

///f (z,y,2) dedydz.

Jestlize integral existuje, fekneme, ze funkce f je integrabilni (integrovatelnd)
na intervalu I.

Nésledujici véta nam zarucuje existenci integralu.

2.1. Kazdd funkce spojitd na intervalu I C R3 je integrovatelnd na I.

2.3 Trojny integral na elementérni oblastech v R?

Oblast I. druhu je mnozina
Q= {[z,y,2] €R*: [1,9] € Uy CR?, gi(w,y) < 2 < In(z,y)},

kde €2, je oblast I. nebo II. druhu v roviné zy, gi, hi jsou spojité funkce na
Quy a g1(z,y) < hi(z,y) pro kazdé [z,y] € Quy;

Oblast II. druhu je mnozina
Q= {[:E,y,z] ER?: [2,2] € Vs, CR?, go(,2) <y < hg(m,z)},

kde €2,., je oblast I. nebo II. druhu v roviné zz, g, ho jsou spojité funkce na
Q. a go(x, 2) < ho(z, 2) pro kazdé [z, z] € Q.

Oblast I11. druhu je mnozina
Qi = {[r,9,2] €R: [y,2] € 0, C R, g3(y,2) <& < hy(y,2)},
kde ., je oblast I. nebo II. druhu v roviné yz, gs, hs jsou spojité funkce na

Q. a g3(y, 2) < hs(y, z) pro kazdé |y, z] € Q.

Nyni muzeme formulovat analogicky, jak pro dvojny integrdl, Fubiniho vétu pro
trojny integral.

2.2. (Fubiniho véta)
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(a) Necht funkce f je integrovatelnd na mnoziné Q. Jestlize pro kazdé [z,y] € Quy
je funkce f(x,y,z) (nyni proménné z) integrovatelnd mna intervalu
(g1 (z, ), ha (x,y)), pak funkce

hl(xry)
Fl(xay>: / f(iC,y,Z) dZ

g1(x,y)

je integrovatelnd na €y a plati

// f(z,y,z) dedydz = /Fl(x,y)dxdy

iy
hi(x,y)
= // / (r,y,2) dz | dzdy.
Quy \g1(z,y)

(b) Necht funkce f je integrovatelnd na mnoziné Qrr. Jestlize pro kazdé [z, 2] € Q.
je funkce f(x,y,z) (nyni proménné y) integrovatelnd na intervalu
<92 <I7 Z) 7h2 ('Tu Z)>7 pak fU’I’l]{ZCE

ha(z,2)

F2<x72>: / f(&?,y,Z) dy

gQ(w»Z)

je integrovatelnd na .. a plati

// f(xayaz) dxdydz = / FQx Z diUdZ

Qrr
ha(z,z)
= // / (x,y,2) dy | dadz.
zz 2(£E Z)

(c) Necht funkce f je integrovatelnd na mnoziné Qpjr. Jestlize pro kazdé
[y, 2] € Q. je funkce f(x,y, z) (nyni proménné x) integrovatelnd na intervalu

<93( ), hs (y,2)), pak funkce
h3(y7z)

F3(yvz): / f(m,y,z) dx

93(y,2)

je integrovatelnd na €2y, a plati

// f(z,y,2) dedydz = /Fg(y,z)dydz

Qrrr Qyz
h3(y,z)
= // / (,y,z) dz | dydz.
Oy
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2.3. Necht Q C R3 je elementdrni oblast pruniho, druhého nebo tretiho
druhu a necht funkce f je na mnoZiné Q spojitd a ohranicend. Pak je funkce f
na ) integrabilny.

Poznamka 2.1. Integrovatelnost a hodnota trojného integralu nezavisi na chovani
funkce v konecném poctu bodu integracniho oboru, v sjednoceni koneéného poctu
krivek koneéné délky, nebo v koneéném sjednoceni jednoduchych ploch koneéného
obsahu. Je tedy v pfedeslych vétach nepodstatné, jestli integrujeme pies otevieny
integracni obor, nebo jestli pridame k tomuto oboru jakoukoliv ¢ast hranice oboru.

Piiklad 2.1. Vypoctéte integral

[_/Q//(z—xZ)?’dxdde

na Q= {[z,y,2] ER3: 60 +3y+22<12,2> 3,2 >0,y > 0}.

Reseni: Mnozina ( je oblast prvniho druhu v R? a funkce f(z,y, z) = z/(z —2)? je
spojitda a ohranicend na €2 a podle Veéty 2.3 integral existuje a muzeme pouzit Vétu
2.2.

1
I:/
0

2_2y [ 6—3z—3y/2

T

2—2x 1 6—3x—3y/2

/ x [2] dy) dx

J (z —2)

/ a —x | dy | dx

- " 2—2x 1 1 v
- e — 2
xy] dx 30/< T+ 2x —|—3I_4>dx

0

2o, 1, 1 4 ]1 18
S 24t cm3e—d|| = —> 4+ S 2.
{3:’; vt grt gz —df] =-p4 oo

Priklad 2.2. Vypoctéte integral

I = ///zdxdydz
Q

na Q = {[x,y,z] ER:2>0,0°+y <Rz < 227 +y }, h > 0, R > 0 jsou
dané konstanty.
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Reseni: Mnozina Q je oblast prvniho druhu v R? a funkce f (x,y, 2) = 2 je spojité
a ohranic¢end na {2 a podle Véty 2.3 integral existuje a muzeme pouzit Vétu 2.2.

h

h(zy) BV ity
I = // / zdz dxdy:// / zdz | dzdy
Qoy  \g(z,y) Qay 0

= h2// (x2 +y2) dzxdy,
2R? o)

kde Q,, = {[z,y] € R? : 2 + y* < R?*}. Na posledn{ integral pouzijeme transformaci
do polarnich soutadnic.

R /2m 7Th,2 R 1
// (x2+y2) dexdy = / (/r3dt) dr = ﬁ/rgdr: §7TR4.
Quy 0 \0 0
Celkem .
I = -mh*R*.

4

2.4. (Zdkladn{ vlastnosti trojného integralu) Necht 2, Qy, Qs jsou oblasti
prontho nebo druhého druhu a f, g € R(Y). Pak plati:

(a)
/// (f£9)(z,y,2) dedydz
— ///f(x,y,z) dxdydzj:///g(:c,y, z) dzdydz.
@ O
(b)
JJ[ 18 (w.2) dedydz = k [[[ £ (.9, 2) dedydz,
kde k € R, k ; 0. ’

(c) Jestlize pro kazdé [x,y,z| € Q plati f (x,y,2) < g(z,y,2), pak

///f(sc,y, z) dedydz < ///g(q:,y,z) dzdydz.

(d) |f| € R(Q) a plati

‘///f(x,y, z) dedydz
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(e) Jestlize pro kazdé |x,y,z] € Q plati ze |f (z,y,2)| < M, pak

/// f(z,y,z) dedydz

(f) Jestlize int Qy NintQy = 0, f € R(Q) a f € R(Q2), pak je funkce [ inte-
grovatelnd na €2, U Qs a plati

///f(x,y,z) dzdydz

Q1UQ

— ///f(x,y,z) dxdydz—i—///f(%yjz) dzdydz.

< ] 15 @y, ) dedyaz < Mp (@),

(9) f9 € R(Q).
(h) Jestlize je funkce f spojitd na Q, pak existuje bod [£,n,(] € Q tak, Ze

/// [,y 2) dedydz = f(€n0,¢) p ().

Cviceni 2.1. Graficky znazornéte obory integrace a spoctéte integraly:

1. ///xdxdydz, kde
Q

Q:{[x,y,z]€R3: r+2y+z<1, x>0, y>0}.

1
2. /// dadydz, kde
) (I+r+y+2)°
Q:{[x,y,z]€R3: r+y+z<l1, x>0, y>0, Z>O}.

3. ///z -/ 2?2 4+ y? dedydz, kde
Q

Q:{[a:,y,z]eR3: vyt <2z, y >0, O<z<a},

kde a > 0 je konstanta.

4. ///ycos(x—i—z) dzdydz, kde
Q
Q:{[x,y,z]e]R?’: 0<y<+r, O<z<72r—x}.
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5. /// 2 dadydz, kde
Q
h
Q= {[Ly,z} e R?: E\/x2+y2 <z< h},

kde h >0, R > 0.

1
6. /// ——  dadydz, kde
5 l+x+y

Q:{[x,y,z]€R3: r+y+z<1, >0, y>0, z>0}.

Vysledky:
L & 2. 4(m2-2); 3. Ba2
43 (%-D); 5. TRZh 6. 1(ln2-13).

2.4 Transformace trojného integralu

UvaZzujme na oteviené mnoziné A C R? tii funkce z = ¢ (u,v,w), y = ¥ (u, v, w),
z = x (u,v,w), takové, Ze ¢, ¥, x € C1(A) a zobrazenif G = (p,¥,x) : A — R? je
prosté. Matice

9% (y, v, w) a—f (u, v, w) e (u, v, w)
J (u,v,w) = gié(u,v,w) gv(u,v,w) gz%(u,v,w)

=(u,v,w) FE(u,v,w) X (u,v,w)

—~ Q

se nazyva Jacobiho matice. Determinant J (u,v,w) = |J (u,v,w) | z této matice se

nazyva jakobidn.

2.5. Necht A C R® je oteviend mnoZina, zobrazeni G = (¢,¢,x) : A — R?
je prosté na A takové, ze p, 1, x € CY(A) a jakobidn J(u,v,w) # 0 v kazZdém bodé
[u,v,w] € A. Necht K C A je uzaviend mnoZina, kterd je sjednocenim konecného
poctu elementdrnich oblasti pruniho, druhého, nebo tretiho druhu a funkce f je spo-
jitda na G(K). Pak plati

///f (x,y,2) dedydz
G(K)
] 110 0 6 (0,10) 0, 0) 19 (0,0 dudods,

Poznamka 2.2. Véta zustane v platnosti, pokud zobrazeni G nebude prosté, nebo
jakobidn bude roven nule na podmnozindch mnoziny K uvedenych v Pozndmce 2.1,
budou-li jejich obrazy pti zobrazeni G opét mnoziny uvedenych typu v G(K). Pokud
funkce f bude ohranicend na G(K), pak také staci, aby f byla spojitd na G(K) s
vyjimkou mnozin uvedenych v Poznamce 2.1.
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Dulezité typy transformaci:

Posunuti. Je dan bod [ug, vy, wp] € R3. Transformacni{ rovnice jsou
T =1uy+u=p(uvw),
y:U0+U:¢(UaU7w)7

z=wy+w=yx(u,v,w)

a jakobidn

G0 G2 Do 100
J (u,v,w) = g% gv 23% =010|=1
i 0 01

Zobecnéné cylindrické souradnice. Necht jsou ddny konstanty a, b > 0. Trans-

formacni rovnice jsou

r =arcost = (rt, z),
y=brsint = (rt, z), (3)
z=z=x(nrtz),

kde 0 <7r < oo, —m <t <m, z € R a jakobian

%—f g)—f g—f acost —arsint 0
J(rt,z) =| & —f 2 | =| bsint brcost 0 |=abr

& & K 0 0 1

or ot 0z

Tato transformace je prosté zobrazeni mnoziny (0,00) X (=7, 7) x R do R3.

Volime-li v transformaé¢nich rovnicich (3) @ = b = 1, dostdvame specidlni
piipad zobecnénych cylindrickych soutradnic, tzv. cylindrické souradnice (vy-
poustime piivlastek zobecnéné). Tyto souradnice maji ndzorny geometricky

vyznam - viz Obrazek 5.

Zobecnéné sférické souradnice. Necht jsou ddny konstanty a, b, ¢ > 0. Trans-

formacni rovnice jsou

x =arcostcoss = p(rt, s),
y =brsintcoss = (r,t,s), (4)
z=crsins = x (r,t,s),
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kde 0 <r <oo,0<t<2m —7/2 < s < m/2 a jakobian

SSIESS
SeSSN
Seisels

J(rt,s) =
dr At  9s
acostcoss —arsintcoss —arcostsins
= bsintcoss brcostcoss —brsintsins
csin s 0 Cr cos 8

—arsintcoss —arcostsins

= c¢sins ) )
brcostcoss —brsintsins

acostcoss —arsintcoss

+ crcoss )
bsintcoss brcostcoss

aber?(sin’ ¢ sin s cos s 4 cos? t sin s cos s) sin s

+

aber? (cos® t cos® s + sin® t cos® s) cos s

= aber?(sin? s + cos® ) cos s = aber? cos s.

Tato transformace je prosté zobrazeni mnoziny (0, 00)x (0, 27)x (—7/2,7/2) —
R3.

Volime-li v transformacnich rovnicich (4) a = b = ¢ = 1, dostdvame
specidlni piipad zobecnénych sférickych souradnic, tzv. sférické souradnice (v
souslovi zobecnéné sférické souradnice vypoustime privlastek zobecnéné). Tyto
soufadnice maji ndazorny geometricky vyznam — viz Obrazek 5.

Obrazek 5: Geometricky vyznam cylindrickych a sférickych souradnic.
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Priiklad 2.3. Vypoctéte integral

1
1:/// dzdyd
) T ey

na Q= {[z,y,2] eR3:2>0,y>0,2> 0,22+ 9>+ 22 < R?*}, R> 0.
Reseni: Funkce 1/(1 + 2% + y? + 2?) je spojitd a ohrani¢en4 na mnoziné € a podle
Véty 2.1 integrél existuje. Pouzijeme transformace do sférickych souradnic.

w/2 [ 7/2 9 w/2

I = f / "9SS 4t | ds dr:”/R ricoss o g
1472 2 1472
0 0 0 0

R R )
r T T R
0/1+r2dr_20/<1_1+r2) dr = 2[r—arctg7’]

Cviceni 2.2. Nacrtnéte dané obory a vhodnymi transformacemi vypoctéte integrély:

1
1. I
{)// 472 + 4y? + 322 dzdydz, kde

D:{[x,y,z]€R3: Qe <+ P+ 22 <4z, z>\/r2 492, x>0, yZO};

2. ///4+ gz dodydz, kde
Q:{[x,y,z] ERY: 24 /a2 + 2 <2 <4 — /a2 4+y2, x>0, yZO};
3. /// o2 dadydz, kde
B

B:{[x,y,z]€R3: 24yt 22 <dz dz—2t -yt >4, x>0, yZO};

Vysledky:
L 3lm% 20 —7(3+3In?—2arctg}) =01519; 3. Im

2.5 Geometrické a fyzikalni aplikace trojného integralu

V dalsim budeme predpokladat, Ze §2 je oblast nékterého typu uvedeného za Vetou 2.1.
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2.5.1  Objem telesa Q2 C R3.

Priklad 2.4. Vypoctéte objem télesa

Reseni: Plochy se protnou v kruznici 22 + y? = 3 lezici v roviné z = 1. Pravothlym
primétem télesa  do roviny zy je kruh 22 4+ y? < 3. Transformaci do cylindrickych
soutfadnic dostaneme

/ / dzdydz =
Q

1
27r/r(2—7’2+\/4—r2) dr =27 {r2—4r4—
0

1 (€2)

w() = // dzdydz.

Q:{[m,y,z]eR?’: 2+ 7+ 2% < 4z, x2—|—y2+z<4}.

4—r2

/ rdz | dr| dt

—ir?

Cviceni 2.3. Vypoctéte objem télesa €, je-li

1. Q:{[x,y,z]ER3: 0<z<a 0<y<a, 0<Z<a—x—y}

: \/x2+y2<z<6—m2—y2};

L 0<z2<2, 1—z<x2+y2<4};

2. Q=

6. @={[r.y.2] €’

2.5.2  Hmotnost télesa Q C R3.

Objemovou hustotou télesa €2 rozumime funkci tif proménnych o (z,y, z), ktera je
definovana vztahem

c 2t oyt <, O<z<e_x2_y2};
c0<z<a? 9t 1<y <2, x+y<6};

D VT <y < 2V/x, 0<z<4—az}.

m (U, (zo, Yo, 20) N 2)

r—0+ 1 (U, (20, Yo, 20) N L)
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pro kazdé [xg, yo, 20] € €, kde m je hmotnost a u je objem mnoziny v R?. Hmotnost
telesa € o hustoté ¢ (z,y, 2) je ddna vztahem

m(Q) = ///Q(cc,y,z) dzdydz, [kg].

Cviceni 2.4. Vypoctéte hmotnost homogenniho télesa €2, je-li

1. Q= {[a},y, 2 eR3: 2?2+ + 22 <d? 2P 4+92 < am}, kde a > 0 je konstanta;

2. Q:{[gj,y,z]ERg: $2+y2+22<1, Z>\/ma x>0, y>0}‘

Vysledky, kde g je objemova hustota télesa €2:
1. 2 (37— 4)a® - o [kgl; 2. & (2= v2) 7o kgl

Cviceni 2.5. Vypoctéte hmotnost nehomogenniho télesa
Q:{[m,y,z]€R3: l<a?+y2<d4—2 2>0, y>0, z>0},
je-li ddna objemové hustota p(z,y, z) = zy[kg - m~™3)]. [%[kzg]}

2.5.3 Staticky moment

Uvazujme téleso @ C R? s danou objemovou hustotou o(x,y, z). Potom staticky
moment télesa €2 vzhledem k roviné 7 je

Sy = ///d ([x,y.2],7) -0 (x,y,2) dedydz, [kg-m],

kde d([x,y, 2], T) je orientovand vzdalenost bodu [z, vy, z] od roviny 7.
Specidlni pripad vzhledem k souradnicovym rovinam zy, zz a yz:

o Sy = ///z -0 (x,y, z) dedydz;
Q

Q
S, = ///x-g(m,y, z) dzdydz.
9)
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2.5.4 Teéziste télesa

T:[Syz Sz Swy]

m m m

Q:{[x,y,z]E]R3: (x—a)2+y2<a2,z<x2+y2,z>0},

kde a > 0 je dand konstanta, je-li dand objemové hustota télesa Q po(x,y,2) =
0 [kg-m™?.

Reseni: Pri vypoctu vyuzijeme toho, ze téleso je symetrické vzhledem k roviné zz a
tedy S;. = 0. Hmotnost je ddna vztahem

m(Q) = ///g(x,y,z) dzdydz = Q/// dzdydz

= Q// / dz dxdyzg//<x2+y2)dxdy
Quy 0 Q

Yy

a statické momenty

Sey = /// zo(z,y, z) dedydz = Q///zdxdydz
Q Q
x2+y2

1
— Q// / zdz | dedy = 5@// (:1:2 +y2)2 dxdy,
oM O

0

Sy: = /// zo(x,y,z) dedydz = g///xdxdydz
Q Q
x2+y2
= Q// / xdz dxdy:g//:c(x2+y2)d$dya
(Qay \ O

Uy

kde Q,, = {[z,y] € R?: (z — a)? + y* < a*} je kolmy prumét télesa Q do roviny
xy. Ve vsech ptedeslych dvojnych integralech pouzijeme nésledujici transformaci s
jakobidnem J = r.

T =a-+rcost,

Yy = rsint.

Transformaci takového typu uz dobfe zndte z Piikladu 1.6. Vzor mnoziny €2, je
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mnozina {[z,y] ER?: 0 <r < a,0 <t < 27}

m(Q) = Q/“ (/ a —|—2arcost+r)dt) dr

— Q/r [<a2—|—7~2)t+2a7"sint}z7T dr = 2W0/0L<Q2T+T3) dr
0

1 1 ¢ 3
= 27 {2a27’2 + 47”4}0 = §7TQ@4 [kg];

Sey(Q) = Q/a (/ a® 4 2ar cost +r )2 dt) dr

= fg/ [a—i—r t+4ar(a2+r2)s1nt

27
+2a°r? <t + 3 sin 2t>} dr
0

/ 2 1 1 a
= 7TQ/7“ <(a2 + 7"2) + 2a2r2> dr = mp [a4r2 +a*rt 4+ 7"6}
0 2 6 Jo

= Zroa® kg -

Sy () = g/ (/ (a+rcost) (a2—|—2arcost+r2) dt) dr

= Q/ (/ar a’+r )—1—7’2(7"2+3a2)cost+2ar3cosztdt) dr

:QO/

= 27Tag/(a27’+2r3)dr:7rag{ar —|—r} = 2moa’ [kg-m

Nakonec dostavame

T= {Syz, ,S"Ty} = [4a,0, 1Oa2] .

m m 3 9

1
ar(a® 4+ r*)t +r*(r* 4+ 3a*) sint + ar® (t + 5 sin Qt)] dr

2

0

].

1. Q:{[az,y,z] eRY: 2?2+ 2 +22 <4, 2> \/3(x2—|—y2)}; [T: [0,0
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2. Q:{[w,y,z]eRS: x2+y2+22<87 —22>$2+92}-

2.5.5  Moment setrvacnosti télesa

Mégjme déno téleso Q C R? s objemovou hustotou o(z,y, z) [kg - m™>]. Moment
setrvacnosti télesa €2 vzhledem k pifimce p se spocte s pouzitim vzorce:

[p - // d ([x7y72]7p) : Q(m,y,z) dxdydz,
Q

kde d ([z,y, 2], p) je kolma vzdalenost bodu [z, y, z] od piimky p.
Specialni pripad vzhledem k& souradnicovym osaim x, y a z:

e
I, = /// 2%+ 22)
L )

(x,y, z) dedydz,
o(x,y,z) dedydz,

(x,y, z) dedydz.

Piiklad 2.6. Vypoctéte moment setrvacnosti homogeniho télesa
Q:{[x,y,z]€R3: v -1 <0, z—2°<0, z <1, z>0},

vzhledem k ose z, je-li ddna objemové hustota o (x,y,2) = o [kg - m™3].
Reseni: Integracni obor 2 je oblast I. druhu, integral existuje a pro vypocet pouzijeme
Fubiniho vétu.

o = [ e

:Q///x—i-y dzda:dy

o(z,y,z) dedydz
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Cviceni 2.7. Vypocitejte moment setrvaénosti nehomogenni koule o poloméru R vzhle- al
dem k ose z, je-li objemova hustota piimo Gmérna vzdalenosti bodu [z,y, z] o stiedu s .
danou konstantou imérnosti k.

Vysledek: glmR6, kde k£ > 0 je konstanta imérnosti.
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2.6

Kontrolni otazky, autotest

Otéazky pro vas:

Co je to norma déleni trojrozmérného intervalu?

Kdy tekneme o limité posloupnosti integralnich souctu, ze je trojnym in-
tegralem?

Popiste oblasti prvniho, druhého a tiettho druhu v R3.
Zformulujte Fubiniovu vétu pro trojny integral.

Co nazyvame jakobianem zobrazeni G(y,,x), kde ¢, ¥, x jsou funkcemi
proménnych u, v, w.

Uved'te vétu o transformaci trojného integralu.
Odvod'te jakobidn pro transformaci do cylindrickych soufadnic.
Geometricky znazornéte cylindrické souradnice bodu v prostoru.

Odvod'te jakobidn pro transformaci do zobecnénych sférickych soufadnic a
vysvétlete, co rozumime sférickymi souradnicemi bodu v prostoru.

Jaké zndte geometrické a fyzikalni aplikace trojného integralu. Uved'te a vysvétlete
vzaty pro jeho vypocet.

20



Vzorové zadani kontrolniho testu.

Matematika, 2. semestr Zpracoval:
Test ¢. 4 JIMENOo: ...

Adresa: ..o

A. Nacrtnéte obory W a vypoctéte integraly:

1) {V// (x +y) dedydz, je-li W = (0,1) x (0,2) x (0, 3);

[\
~

1
dedydz. je-li W = (0.1) x (0.1) x (0.1):
{V//m“mel (0,1) x (0,1) x (0, 1);

1
dxdydz, je-li
3) {V//(l%—x—f—y—kz)?’ xdydz, je-li

W:{[a:,y,z]ERgz x>0, y>0, 2>0, :E—I—y+z§1};

/// ry drdydz, je-li
W

W:{[x,y,z]eRS: x>0, y>0, x+y <1, 0§z§x2+y2+1};

W
SN—

B. Nacrtnéte obory W a transformaci do cylindrickych nebo sféricky soutradnic
vypoctéte integraly:

2 2 R 3 :1:'2+y2

5) ///(m +y°) dedydz, je-li W =< [z,y, 2] € R” : T§z§2 :

W
6) // 3z3dxdydz,je—1iW:{[x,y,z]€R3: x2+y2§z§2—aj2—y2};

W
7) ///nyzdxdydz, je-li

W

Wz{[x,y,z]€R3: x>0, y>0, 2<0, 4x2+y2+22§1}, r>0;
8)

/// ry dedydz, je-li
W



C. Nacrtnéte teleso W a vypoctéte jeho objem:
9) W= {[x,y,z] ER®: 22+ + 22 <4, 2* +9* < 32};

10) W:{[x,y,z]€R3: 0<z<2’4+9% y>1, y <2z, y§6—x};

ze téleso W je homogenni:

11) W:{[x,y,z]ER3: Vo < y2v/x, nggl—x};

12) W={[z,y) eR*: 42 +y* <4, >0, y>0}.

DI |12 ]34 ]5 6|7 [8]9]10]11]12]} ] opravil(a) |

max. bodu |1 |1 |1 |1 |1 |1 |1 (1 |1 (1 |1 |1 |12

z{s. bodu
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Studijni prameny.
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Fichténgolec G.M.: Kurs diferencialnovo i integralnovo iscislenija I11., Nauka,
Moskva 1966, 4. vydani.

Rektorys, K. a kol.: Prehled uzité matematiky 1., Prometheus, Praha 1995, 6.
prepracované vydani.
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