Funkce vice proménnych.

Zakladni pojmy.

R,=R"=RXRX..XR={Xq, Xy, ..., X,], X, e Rji=1,.
Pro kazdé 3 prvky u, v, we R,, u=[uy, ..., U,], v =[Vq, ...

> uxv=[us£Vvyq, ...,U,+xVv,]
» UV = Uy + Uy . .. ULV,
» proc € R jecu=|[cuy, ..., cU,]

Dale plati

> u+v=v+u
>»u+v)+w=u+m®+w)
»procceR jec(u+v)=cu+cv
»proc,dc Rje(c+d)u=cu+du

» proc,dec Rje (cd)u = c(du)

» existuje prvek 0 e R, ,takze u+0=u

» ke kazdému u existuje prvek —u tak, Ze u + (-u) = 0 (prvek opacny)

»1.u=luy, ...,U,]
ru=svou=v,i=1,...,n

., N}
Vo, w=[wy, ...

R, Ize chapat jako linearni vektorovy prostor nad télesem R.

,w,, | definujeme:



V R, Ize definovat vzdalenost mnoha zpUlsoby. Napfiklad prou, vO R,

v = —v) e+, -,

s =) (tn =Y2)" o Ukleidovské vzdalenost
\u —v‘ :\ul —vl‘ +...+u, —v,

> kosoétvercova vzdalenost
u=v =max{u, -v,

geeey n n

Ctvercova vzdalenost
Ju|

R, je tedy mozno chapat jako normovany linearni prostor.

a mluvime o normé u. V tomto smyslu je vzdalenost u - v od 0, neboli



Necht a O R,. Pak
U(a, €) = {x O R, takovych, Ze |x—a| <&} se nazyvé e-okoli bodu a.
‘X - aH <¢ } se nazyva prstencové g-okoli bodu a.

P(a, €) = {x O R, takovych, ze 0 <‘

Necht M U R,.

x OO M je vnitinim bodem mnoziny M = existuje € > 0 tak, ze U(x, &) O M.
Mnozina vSech vnitfnich bod mnoziny M se nazyva vnitiek mnoziny M.

x O M je hranicnim bodem mnoziny M < pro kazdé € >0 je U(x, &) n M # [.
MnoZina vSech hrani¢nich bod mnoziny M se nazyva hranice mnoziny M.

x OR, je hromadnym bodem mnoziny M < pro kazdé ¢>0je P(x, &) n M# [I.
x O M je izolovanym bodem mnoziny M - existuje € > 0 tak, ze P(x, &) n M = [.

X M=AD{x.

X je izolovany bod mnoziny M
y je hranicni bod mnoziny M
Z je vnitfni bod mnoziny M

A

Pfifazeni f, které kazdému bodu x O R, pfifadi nejvySe jedno y [0 R, nazveme funkce z R, do R,.
Definicni obor funkce fje D(f) = {x O R, takovych, ze existuje y OO R, tak, ze f ( x ) = y}.

Obor hodnot funkce fje H(f) = {y O R, takovych, ze existuje x O R, tak, ze f( x ) = y}.

Grafem funkce fje G (f) = {[x,y]U R, x R, takovych, ze f ( x ) = y}.




Uréete definiéni obor funkce f(xy) = n*D
rcete dertinicnli opor tunkce ’ - .
/4_X2_y2

x > -1 asoucCasne x2 + y? < 4,

Urcete definiéni obor funkce f(x,y)=-/ysin(x)

(y= 0asoucasné sin (x) = 0) nebo (y < 0 asoucasné sin (x) < 0) =
(y= 0asoucCasneé x 1<0, > +2km) nebo (y < 0asouCasné x < 7127 > +2K7T).

Graf funkci vice proménnych.

Specialné se bude jednat o grafy funkci R, - R.

Urcete definiéni obor a nakreslete graf funkce f(x,y) =-/16—x* -y* .
Definiéni obor: X* +y* <4, neboli vnitfek a hranice kruZnice se stfedem v bodé [0, O] a polomérem 4.

Graf je definovan jako {[x, y, zZ] OR,, z=-/16 —x* —y*}, neboli jako podmnoZina R;:
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Castéji se v3ak pouzivaji pro pfedstavu grafu fezy.
Rezy je nutno pouzit, jestlize defini¢ni obor je podmnozinou R,, kde n > 2.

1. x je konstantni z=.16-k*-y*>, k<4 ,220

4.5 4

‘k‘ roste




2. Analogicky graf dostaneme pro y konstatntni.
3. z konstatni, z = k: grafem jsou kruznice se stfedem v bodé [0, 0] a polomérem 4. Odtud 0 < k < 4.

Zakonitosti z vrstevnicovych grafll davaji dohromady 3-rozmérny graf. V pfipadé, Ze nezavislych
proménnych je vice nez 2, mame k dispozici pouze jednotlivé fezy jako podmnoziny R,.

UrcCete definicni obor a graf funkce z = Xy .

Definicnim oborem je R,.

Jestlize x = k je konstanta, grafy jsou pfimky prochazejici po¢atkem. Podobna situace nastane pro y = k.
Jestlize z = k, pak y = kix, pro x # 0. x = 0 ma smysl pouze pro k = 0, pak y je libovolné.
Pro k=0 jsou x a y libovolné.




Limita a spojitost.

Necht f: R - R. Jestlize existuji 1m f(x) ~ lim f(x) 3 oh& se rovnaji A, pak 1™ F®) existuje a Im (=4

V tomto pripadé mame pouze 2 moznosti: x - a,,nebox — a_.
Jestlize ale f: R,, »> Ry, pak x se blizi nejen po ose x, ale v jakémkoliv sméru = vypocet limit je obtiZny.

.. . lim 2xy
Vypocitejte |, ;"2 + )

Bod [1, 1] Ize do vyrazu dosadit, aniz bychom dostali jako vysledek neurcity vyraz.

2xy

im 5 5 =1
[oy1-01) x% + y

ML ot lim Zi
Vypocitejte , ;oo 2 + )’

Do vyrazu nelze bod [0, 0] dosadit, vysledkem by byl neurcity vyraz ,0/0".
Dosadme specialni dvojice [x, y] = [, kx], tj k bodu [0, 0] se blizime po pfimkéach, které se liSi smérnici k.
Tim prevedeme problém do jedné dimenze:

.2k’ 2k o . L .
lim JEREC I Pro ruzna k bude tedy limita ruzna. Protoze pokud limita existuje, je urCena jednoznacné,

lim 2 o
[y1-100] X2 + 2 neexistuje.



Definice.
Necht f: M O R, - R,, necht a je hromadny mnoziny M.

Rekneme, ze Lmf(x)=A jestlize pro kazdé & > 0 existuje & > 0 tak, Ze plati:

X-da

xOP(@o) O fx)OUA, ¢€).

Jestlize navic A = f ( a ), fekneme, Ze f je spojita v a.

Zapis limity a spojitosti je stejny jako pro n = k = 1, avsak, jak vyplyva z predchoziho prikladu,
interpretace je jina.

Definice.

Necht specialné f: M O R, - R, necht a = [a,, a,] je hromadny mnoziny M.

Hmlim 7(xY) hepo MMM f(%y) nazgvame dvojnasobné limity.

Tvrzeni.

Necht f: M O R, - R, necht a =[a,, a,] je hromadny mnoziny M.

1. NeCht' [x,y]ll?;ll,az] f(x’ Y) EXIStU]e a. 11_.1‘2 }1_.11(;12 f(x’ y) = )}1_21 }l_,n; f(X’ y) = A. Pa.k[x,y]lilgill,az] f(x’ y) = A.

2. Necht , m [y =pa pagk Imlm f(xy) - limlim f(x,y) - A




Jestlize existuji obé dvojnasobné limity a rovnaji se, neplyne z toho existence limity.

2xy

_ hmhmzi — . Presto jsme v predchozim ukazali, ze lim —=~— neexistuje.

- 2xy
limlim——— = [xy1-10,0] x* + y

X—»Oy—»OX2+y2 y- 0X~0X2+y

Proto ukazat existenci limity v R, je obtizné, nékdy se podari prokazat jeji neexistenci.

202 _ 4
Vypocitejte lim 0T
yp J oyl-121 x* 4 y* =17
2.2 _ 2,2 _
hrn(hm‘lyi4 =lim 4 =2 hm(hm#):lim 21 :1
Uy=2xt 4yt =177 x-1x? +1 yo2elxt 4yt =177 ye2y?+4 8
x2y2—4

Dvojnasobneé limity se nerovnaji [ _ lim

beyl-21 x4 + y4 =17 neexistuje.

o lim x(y +1)
Vypocitejte 105y + 3,
lim(lim X+ 1)) im(lim e 1)) 2
y=0"x-02x +3y Xﬂo y02ox+3y 2

Dvojnasobné limity se nerovnaji [ limita neexistuje.



e - I x* +1
Vypocitejte ot Y+

X*+1 _ . x*-x+1_3
m =

lim = 1 —_—
[x,yl-[-1,4] y(x + 1) [xyl-[-1,4] y 4

o X' -1
Vypocitejte | lim =4
x+1 2 x2 -1

Polozime y—4=k(x—-1),tedy lim—— == .Prorlznak je limitarizna O lim
x-1 k k [xyl-[14] y —4

neexistuje.



Derivace.

Derivace ve smeru.

V dalSim budeme predpokladat, ze funkce jsou definovany v prostoru R,. Obor hodnot je v R.

Definice.

Necht funkce f: R, - R je definovana v oteviené mnoziné G [ R,, a [ G. Derivace funkce f ve sméru
h OR, se definuje jako

. fla+th) - f(a)
0, f(a) =1im t

d,f(a)=0

V praxi hraji roli zejména derivace ve smeéru standardni baze prostoru R,, e = (e,, ..., €,), kde

e=(0,0,...,0,1,0, ..., 0) (1 nai-tém misté). Témto derivacim se fika parcialni derivace
(podle i-té proménné)

of fla+te)—f(a)
t

=1l
o @1

0 0
Vektor grad(f(a))=0f(a) = (a)’:(a),.--,a)f(a)) se nazyva gradient funkce f v bodé a.
1 n




Algebraické operace s parcialnimi derivacemi.

Necht f a g jsou funkce R, — R, prlnik definiénich obori je neprazdny. Necht' existuji parcialni derivace
obou funkci v bodé a patficimu tomuto prlniku. Pak pro vSechnai=1, 2, ..., nje

d
A =9)(g) = f()+ (@)
Xi 1
d
29 (q) = i(a)g(a)+*(a)f(a)
Xi
i( )g(a)-*(a)f(a)
o(f/g) _
0x; g*(a)
. e . N . 0’f . _ 9 of
Je mozno parcialni derivace znovu derivovat, dostaneme parcialni derivace 2. fadu m(d) —a(a(a)) :
o 0°f . _ 0*f j J
PFi tom ox’ (a)—ax'ax' (a). v y
Proi# jse of (a) nazyvaji smiSené a  plati gy gx ox, (a )_axjax,. (@

0x.0

1 J




Definice.

Necht funkce f. R, — R je definovana v oteviené mnoziné G c R,, a € G.

Funkce 7 je diferencovatelna v bodé a, jestlize existuji CislaAq, ..., A, takova ze
flay+ty,...an+tp)—f(ay,...an)—A ty——Anty
€]

limltl,,,.,t,,l—-[0,.,,,0] = 0, pfi tom

Vyraz iA,.ti se nazyva totalni diferencial. Oznacujeme ho df(A).

i=1

> Je—li funkce f v bodé a diferencovatelnd, je v tomto bodé spojita.

0
> Jsou-li a;f.(a) pro vdechna i =1, ... ,n spojité, je funkce f diferencovatelna, a tedy spojita,

@)= o @ af(a)dx

i=1

Nadrovina ) At;+C se nazyva tena nadrovina ke grafu funkce f: R, — R v bodé a, jestlize plati
=1

lim f(a, +t,...,a, +t )—-At, —..—At —C

=0
[ti,ety1-10,...,0] ‘t‘

_of
Jsou-li vdechny parcialni derivace spojité, pak 4 —*(‘1), i=1,..,n.

f(xpenx,) = f(aye0a, )+Z f(a)(x a). Chyba této aproximace je uUmérna x—a

Posledni vyraz Ize prepsat do tvaru obecné rovnice nadroviny 0= Zi(a)x — [ (X, x,) T Ala, f(a)) |



Smeér kolmy k roviné vyjadfuje norméalovy vektorn=grad f (a)

Normalova pfimka v bodé [a, f(a)] ma v R, parametricky tvar:

of

X, =aq, +a—(a)t,i =1,...,n

i

Z=f(a)-t

Necht funkce f: R, — R je (m + 1)-krat spojité diferencovatelna v bodé a a na néjakém jeho okoli.
Pak pro x z tohoto okoli plati

f(x)= f(a)+ Z d' f(a) +R - Tento vyraz se nazyva Taylorliv rozvoj funkce f na okoli bodu a.

T(a):f(a)+idif(a) o ) o 5 o
" £ i se nazyva Tayloruv polynom m-tého radu funkce fv bode a a R, se nazyva

Lagrangelv zbytek. R, je Umérny d ™D f (a).




Je dana funkce f(x,y)=x> —2xy -3y’

of of

T =2x-2 T =-2x-6

0x e oy e

2 2 2 2
6522 652—6 af:af__z
0x dy 0xdy  0yox

TecCné& nadrovina k funkci f v bodé [-1,1] :

220+ aneeen+ L -1y -1)
0x dy

z=-4(x+1)-4(y-1)=-4x—-4y

Vypogitejte pfiblizng hodnotu funkce [ (x) = x> +4y’ v bodé [1.11, 0.58] pomoci hodnot v bod& [1, 0.5].
f(1,0.5) =15 x-x,=111-1=0.11, y— y, = 0.58 — 0.5 = 0.08.

o _ 3x? 61(1,0.5) =3 o - 12y? of _ 12.0.5° =3
0x 0x dy dy

£(1.11,0.58) =1.5+3.0.11+3.0.08 = 2.07

Pri tom f (1.11,0.58) = 2.148079. Rozdil je dan pohybem po linearni tecné nadroviné pfi aproximaci.



Lokalni extrémy funkci.

Jedna se o funkce R, - R..
Necht funkce f: R, - R ma definicni obor D(f). Jestlize existuje okoli bodu a OD(f) takové, Ze pro kazdé x

z tohoto okoli je

*f(x) = f(a), pak a je lokalni minimum funkce f.

*f(x) > f(a), pak a je ostré lokalni minimum funkce f.
*f(x) < f(a), pak a je lokalni maximum funkce f.

*f(x) < f(a), pak a je ostré lokalni maximum funkce f.

Necht funkce . R, — R ma defini¢ni obor D(f). Necht %(a) =0,i=1,...,n

Pak a je stacionarni bod funkce f.

Necht funkce f: R, — R ma defini¢ni obor D(f). Necht existuji vSechny parcialni derivace funkce f v bodé a.
Necht a je lokalni extrém funkce f. Pak a je stacionarni bod funkce f.




Specialné pro f. R, —» R. Necht existuji spojité alespon 2 parcialni derivace v okoli bodu a D(f).

0%f 0%f

dx? (a) dxdy (a)

a%f a%f '

PG AN C))

Je-li a stacionarnim bodem funkce f, pak

+ Jestlize D, > 0 a soucasné D, > 0, je a lokalnim minimem.

+ Jestlize D, <0 a sou¢asné D, > 0, je a lokalnim maximem.

+ Jestlize D, <0, lokalni extrém neexistuje.

+ Jestlize D2 = 0, nelze o existenci lokalniho extrému rozhodnout jinak, nez z chovani funkce
na okoli bodu a.

“ _ 9%f _
Oznacme D, = @(a), D, =

Vypoéitejte lokalni extrémy funkce f(x,y) = x3 — 3xy + 3yZ2.
1. D =R,

stacionarni body

or —3x2 3y Y — 6y —

dx (XIY) - 3x Byray (xry) - 6y 3x

g—i(x,y) = 0 a soucasné % (x,y) = 0 pravé, kdyz [x, y] = [0,0] nebo [x, y] = [0.5,0.25]
3. Druhé parcialni derivace

_ 9 — oy 2T _ 9 - _3 %1 —

Dl ~ 9x2 (xry) - 6x! 9xdy (xry) - dydx (xry) - 3! dy2 (xry) =6
4. D, aD,ve stacionarnich bodech

D;(0,0) = 0,D,(0,0) = -9 <0 == bod [0,0] neni bodem lokalniho extrému.

D,(0.5,0.25) = 3 > 0,D,(0.5,0.25) > 0 = bod [0.5,0.25] je bodem lokalniho minima.
5. £0,0)=0,f(0.5, 0.25) = -1/16.
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Analogicky pro funkci f: R; - R:

Necht a €D (f) je stacionarni bod funkce fa necht na okoli tohoto bodu jsou alespon druhé parcialni

derivace spojité. Definujeme

a%f
7z (07, 2)

0%f
Dlzw(x'y'z)’ D2= 62f

Pak jestlize

0%f
axay

@y Layo|
axay » ayz »

(x,y,2)
D3 -

0%f a%f  9*f
dx2  0xdy 0x0z
0%f a%f  9%f
dxdy dy? oyoz|
0%f a%f  9%f
dxdz 0ydz  0z2

* Dy,>0aD,>0aD;>0, je abodem ostrého lokalniho minima.
* Dy<0abD,>0aD;<0,jeabodem ostrého lokalniho maxima.

* D, <0 neniv alokalni extrém.

Obecné.

Definujme Hessuv determinant D funkce f: R, — R v bodé a D (f). Necht' v okoli bodu a existuji spojité

2. parcialni derivace.

a%f a%f

ax? (a) dxq0xn (a)
D= : :
aZf a?.f
9xy,0x4 a) dx2 (a)

n




a*f

axf ( a) dx10x; (a) o2f
OznaCme D; = : : , specialné D, = —(a), D,, = D.
92 f 92 f ox1
0x;0xq (a) W (a)

Necht f: R, -~ R, a D (f) je stacionarni bod funkce f. Necht na okoli bodu a existuji vSechny 2. parcialni
derivace a jsou spojité.

Pak jestlize

* pro kazdé sudé i je D, > 0 a zaroven pro kazdé liché j je D, < 0, f ma v bodé a lokalni maximum.

* pro kazdé sudé i je D, > 0 a zaroven pro kazde liché i je D, > 0, f ma v bodé a lokalni minimum.

* v ostatnich pfipadech f mize a nemusi mit v bodé a lokalni extrém.

Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = e™* =" (2y? + x?)

D () =R,

Stacionarni body:

% (x,y) = g—’; (x,9) = 0 <> 2xe™* V" (=2y? — x2 + 1) = 0 a soutasné

2ye~*" V" (=2y% —x% +2) = 0.
Stacionarni body jsou [0,0], [0,1], [0,-1], [1,0], [-1,0].

Druhé parcialni derivace ve stacionarnich bodech:
2 I
L) = e (@ -4 (-2t - x4+ 1) - D), - (x,y) = daye ™ (27 + xR - B),

2
aé&;o—e @ - 4y*) -2y — 2P +2) - 8y?)




Bod [0,0]

oueff |
Bod [0,1]
oS
Bod [0,-1]
ol
Bod [1,0] _
ol
Bod [-1,0]
o

=8>0, D, =2 >0 = ostré lokalni minimum, 7(0,0) = 0.

—8(33‘1 =16e 2> 0, D, = —2e~'< 0 = ostré lokalni maximum, f(0,1) = 2e~1.
—8(33‘1 =16e 2> 0, D, = —2e~'< 0 = ostré lokalni maximum, f(0,1) = 2e~1.
280—1 =-8e 2 <0, D, = —4¢~'< 0 = neni lokalni extrém.
280—1 = -8e 2 <0, D; = —4e¢~'< 0 = neni lokalni extrém

LY}
—

T
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m0-0.2 m0.2-0.4 m0.4-0.6 0.6-0.8




	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21

