Neurcity integral.

Na plose 10 m x 10 m se vysazuje stejny typ rostlin ve 2 barvach. Obé barvy
jsou oddéleny kfivkou y = x (1 — 0.1x ). Kolik procent celkové plochy tvofi jednotlivé
barevne plochy.
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Potfebujeme spocitat plochu pod kfivkou

Princip vypoctu — neurcity integral

Plocha se pocita pomoci urcitého integralu



Necht F (x) je funkce, pro kterou plati F/ (x) = f ( x ). Pak F je primitivni funkce
k funkci f.

Necht F je primitivni funkce k f, tj. F/ (x) = f ( x ). Jestlize c je libovolna konstanta,
pak (F+c)/ (x) =f(x), tedy F + ¢ je rovnéz primitivni fukce k f.

[ £()dx ={F() +¢,c€ R F' (%) = (X} Strucngji piseme [ f(¥)dx = F(x)+

:af (x)dx = a j f (x)dx

_'(f (X) = g(X))dx = j f (x)dx + j g(x)dx

Integrace nékterych funkci.
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Neurcity integral z funkce f Ize pocCitat pouze
na mnoziné, kde je f definovana!!!




Integrace per partes.

Necht f a g maji vlastni derivace v intervalu I.
Pak f ¢' je integrovatelna v | pravé tehdy, je-li f 'g integrovatelna v |, a plati

[ £/00900dx = F()g() - [ f(x)g’ (x)dx+c

.[xzsinxdx

f'(x)=sinx

g(x) =x*,9'(x) = 2x

Ixzsin xax :—xzcosx+2_[xcosxdx+c
f’(x) = cos x

/
g(x)=x,09"(x) =1
_[xzsin Xdx = —x? cosx+2xsinx—2jsin XdX +C = — X% COS X + 2XSin X + 2COS X + C




jlogxdx

f'(x)=1

g(x)=logx, g’ (x)=1/x
jlogxdx=xlogx—jdx+c=xlogx—x+c,x>0

Postup je stejny jako v pfedchozim pfipade.
Vysledek budeme potrebovat dale.
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Necht f je funkce spojita na intervalu (a, b) libovolného typu. Pak f ma na tomto
Intervalu primitivni funkci F. Jestlize a = —o0, nebo b = 4+, definujeme

F(xo0) = lim F(x).

Substituce.

Necht

»z=f(x),xe AcD(f)afmaderivaci v pro kazdé x € A
»Y=0g(z),z e BcD(g)a existuje primitivni funkce G (z ) na B
> (A)c B

Pak

J9(@)dz = [g(F () ' ()dx = G( (x)) +¢

StruCnéji a jednoduseji
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Polynomy v R.

Polynomem stupné n v R rozumime funkci P:R - R,D(P) = Rtvaru
P(x) = ag + a;x + a,x? + - + a,,x™, kde koeficienty a;,i = 0, ..., n jsou realna &isla,
a, * 0.

Tvrzeni.

Je-li P polynom stupné n (v R), pak je mozno psat

P(x) = (x —a))t(x —ax)*2...(x — @)t (x* + prx + q)"...(x* + pjx + qj)lf .

Pfi tom

° kl +k2 + "‘+ki <n, Z;.n=1ki +Zi:1217~ =n.

« diskriminant pro kazdy kvadraticky ¢len (x? + p,x + g,.)r rozkladu je mensi
nez0,r=1,..,j.

e a,,m=1,..,ijsou koreny polynomu P,

 k,,m=1,..,ijsou nasobnosti kofent a,,,, m =1, ..., i .

Tvar rozkladu vyplyva z faktu, Ze kvadraticka rovnice x? + px + g = 0 nema v oboru
realnych Cisel reSeni, je-li diskriminant mensi nez 0.



Racionalni funkce v R.

Necht v oboru realnych Cisel P a Q jsou polynomy.

Racionalni funkci R definujeme R(x) = %.

Necht R(x) = %je racionalni funkce, st P < st Q.

NechtQ(x) = Q; (x)Qz(x) ... Qn(x).kde Q;(x) = (ajx + b)) ',
nebo Q](X) = (asz + b]X + C]) kj, J =1, ..., Nn.

» Funkci R (x) lze pak vyjadrit jako soucCet racionalnich funkci

R(x) = R;(x) + Ry(x) + ...+R,(x), kde R;(x) = gjgg

Tomuto rozkladu se fika rozklad racionalni funkce na parcialni zlomky.

=1, ..., n.

> Pj(x) je konstanta, nebo P;(x) = Ajx+ B;,j=1,...,n

> Jestlize se v rozkladu funkce Q vyskytuje Q;(x) = (a;x + b;) kj pak se v rozkladu

L . Aqi Ay Ak ;j
racionalni funkce R nachazeji cleny—_—, <, —L
ajx+b; (ajx+bj) (ajx+bj)"J

> Jestlize se v rozkladu funkce Q vyskytuje Q;(x) = (ajx* + bjx + ;) kj pak se

v rozkladu racionalni funkce R nachazeji Cleny
A1jX + By AgjX+B;] Ak jX+Bij

X24D; I (aix2+b: . y27 vt T
ajx“+bjx+cj (ajx“+bjx+cj ) (ajx?+bjx+cj )
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Rozlozte na parcialni zlomky funkci R(x) =

R(x) = 3

Vynasobime spoleCnym jmenovatelem (x — 2)(x — 1) rovnici

5 _ 5( A
3x2-9x+6 3 ‘x—2

+)= 1=(A+B)x—(4+2B)

Na levé strané je koeficient u Clenu s x roven O, tedy A + B =0,
na leveé strané je absolutni ¢len roven 1, tedy 1 =- A - 2B.
ReSenim soustavy rovnicje A=1, B =-1.

R(x)=;—5( 11 )

3x2—9x+6 3 \x-2 x—1

3
Bx+2)?(x—1)

3x+1 A B-I-CV'b' oYM ol
Gri22-D — 3xi2 T Grazp T xop Vynasobime spolecnym jmenovatelem.

Rozlozte na parcialni zlomky funkci R(x) =

R(x) =

3x+1=A0Bx +2)(x — 1) + B(x — 1) + C(3x + 2)?



Stejné jako v predchozim pfipadé roznasobime a porovname koeficienty:
A =-12/25, B = 15/25, C = 4/25.
R(x) = 3x+1 _ —12/25 3/5 4/25
(3x+2)2(x—1) 3x+2 (3x+2)2 ~ x-1°

v P . +5
Rozlozte na parcialni zlomky funkci = .
P y R(X) (x%2+1)x?
_ _X+5 A, B Cx+D . p NN
R(x) = i = x Tzt 3eqr Vynasobime spoleénym jmenovatelem.

x+5=Ax(x*+1) + B(x? + 1) + (Cx + D)x?Porovname koeficienty.

A=1,B=5C=-1,D=-5=R(x) = X+5 =l+i_x+5

(x%2+1)x? x  x%  x2+1

Necht R(x) = mje racionalni funkce, st P = st Q. Pak (délenim polynom) Ize psat

R(x) = Py(x) + PZ((x)) kde st P, < st Q. Rozklad racionalni funkce —= 2( ) problha podle

predchoziho.



3x3-x%2-18x-10

RozloZte na parcialni zlomky R(X)=———F—
x+5
3—x2—18x—10):(x2 —2x —3) = = R
(3x°> —x 8x 0): (x x—3) 3x+5+x2—2x+3 3x + 54+ R, (x)
x+5 A B

Ri(x) = D) (x—3) _ x+1 ti3 Posledni rovnost vynasobime spolecnym jmenovatelem.

x+5=A(x—3)+B(x+1)= x+5= (A+B)x— 3A + B
1=A+B5=-3A+B=>A=-1B=2.

3x3-x%2-18x-10
x2-2x-3

R(X) = = 3x+5 —— 4 —
x+1 x—3

2
RozloZte na parcialni zlomk __2x"—1
Y Yy R(X) e
_ 2x%-1 _ 2 _ 1 _ 2
R(X) - (.X'2+1) 252 — (X2+1)2 (x2+1)2x2 - (.'X'2+1)2 + Rl(X)
1 A B Cx+ D Ex+ F

R, (x) = — =—+=+ +
1(%) (x2+1)%x2 x x2 x24+1 (x2+4+1)?

Postupujeme stejné jako v pfedchozim. A=2,B=-1,C=-2,D=1,E=-2, F =-1.
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