
SBÍRKA PŘÍKLADŮ Z MATEMATICKÉ ANALÝZY III

J. DANĚČEK, M. ZAHRADNÍKOVÁ

Symbolem F jsou označeny obt́ıžněǰśı př́ıklady.

Posloupnosti

Určete limitu posloupnosti

lim
n→∞

3n2 − 2n+ 1

2n2 + 5n+ 3

[
3

2

]

lim
n→∞

3
√
n2 − 3n

3
√
n4 + 2n

[0]

lim
n→∞

(
3n

n− 1

)n
[+∞]

lim
n→∞

(√
n+
√
n−
√
n

) [
1

2

]
lim
n→∞

n!

(n+ 1)!− n!
[0]

lim
n→∞

(−1)n! [1]

lim
n→∞

(
4 +

1

n
+

3n2

n2 − 2n

)(
5− 1

n2

)
[35]

lim
n→∞

√
n

n3 + 1
[0]

lim
n→∞

1

n
sinn2 [0]

lim
n→∞

2n

n!
[0]

lim
n→∞

(
3
√

(n+ 1)2 − 3
√

(n− 1)2
)

[0]

lim
n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+ · · ·+ n− 1

n2

) [
1

2

]

lim
n→∞

ln2 n

n
[0]
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lim
n→∞

(
1− 3

n

)n [
e−3
]

F lim
n→∞

(
n+ 2

n+ 5

)n+7 [
e−3
]

lim
n→∞

(2n− 3)20(3n+ 2)30

(2n+ 1)50

[
330

230

]

lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1

[
1

3

]

Nalezněte limitu posloupnosti {an}, jestliže

F an =

√
n+ 3−

√
n√

n+ 4−
√
n+ 2

, n ∈ N
[

3

2

]

an =
(n+ 1)3 + 2n(n2 − 1)

−n3 − 1
, n ∈ N [−3]

Určete, zda-li existuje limita posloupnosti

lim
n→∞

(−1)n+1

(
1 +

1

n

)
Pokud neexistuje, určete lim inf a lim sup posloupnosti.
Řešeńı. [limita neexistuje, lim inf = −1, lim sup = 1]

Určete, zda-li existuje limita posloupnosti

lim
n→∞

n

n+ 1
sin2 nπ

2

Pokud neexistuje, určete lim inf a lim sup posloupnosti.
Řešeńı. [limita neexistuje, lim inf = 0, lim sup = 1]
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Č́ıselné řady

Rozhodněte o konvergenci řad:

∞∑
n=1

1

n
√
n+ 1

[konvergentńı]

∞∑
n=1

1

n
[divergentńı]

∞∑
n=1

1

100n+ 1
[divergentńı]

∞∑
n=1

1 + n

1 + n2
[divergentńı]

∞∑
n=1

(√
n−
√
n− 1

)
[divergentńı]

∞∑
n=2

1

lnn
[divergentńı]

∞∑
n=1

2nn

nn
[konvergentńı]

∞∑
n=1

1

lnn(n+ 1)
[konvergentńı]

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)!
[konvergentńı]

∞∑
n=0

2n

n!
[konvergentńı]

∞∑
n=1

a
k√n, k ∈ N, 0 < a < 1 [konvergentńı]

∞∑
n=0

(
1 + n

1 + n2

)2

[konvergentńı]

∞∑
n=1

e−
√
n

√
n

[konvergentńı]

∞∑
n=1

sin
π

3n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

sin
1

n
[divergentńı]
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∞∑
n=1

1√
n

sin
1

n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

1

n
sin

1

n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

cos

(
1

n

)
[divergentńı]

∞∑
n=2

1

(ln n)ln n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

n

n+ 1
[divergentńı]

∞∑
n=1

n

2n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

(−1)n+1 n

(n+ 1)!
[konvergentńı]

∞∑
n=2

lnn

n
[divergentńı]

∞∑
n=1

(√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n
)

[konvergentńı]

∞∑
n=1

e−
√
n [konvergentńı]

∞∑
n=1

(n
e

)n 1

n!
[divergentńı]

F Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=2

ln

(
n− 1

n+ 1

)(√
n+ 1−

√
n
)p

v závislosti na parametru p ∈ R.
Řešeńı. [konverguje pro p > 0]
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Vyšetřete konvergenci řady:
∞∑
n=1

1 + sin 1
n
− cos 1

n

1 + sin 2
n
− cos 2

n

1

n

√
tg

1

n
[konverguje]

F
∞∑
n=1

√
n2 + n− 3

√
n3 + n√

n3
[konverguje]

∞∑
n=1

(−1)narctg
(√

n2 + 1−
√
n2 − 1

)
[konverguje]

∞∑
n=1

n1+ 1
n(

n+ 1
n

)n [konverguje - odmocn. kr.]

∞∑
n=2

(
n
√
n− 1

)n
[konverguje - odmocn. kr.]

Pro které parametry p ∈ R konverguje řada:

∞∑
n=1

epn [p ∈ (−∞, 0)]

∞∑
n=1

pe−pn

n2
[p ∈ [0,∞)]

∞∑
n=1

√
1− p2n
n2

[p ∈ [−1, 1]]

∞∑
n=1

(−1)n
sin
(√

n+ 1−
√
n− 1

)
np

[p ∈ (−1/2,∞)]

Rozhodněte o konvergenci řady a určete, kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než
dané ε:

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
, ε = 10−3 [n > 1000]

∞∑
n=2

lnn

n3
, ε = 10−2 [n > 20]

∞∑
n=2

1

n ln2 n
, ε = 10−1

[
n > e10

]
∞∑
n=2

lnn

n2
, ε = 10−2 [n > 770]

∞∑
n=1

1

1 + n2
, ε = 10−3 [n > 1000]
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∞∑
n=1

(
3n+ 1

7n

)n
, ε = 10−3 [n > 9]

∞∑
n=1

(
n+ 1

3n

)n
, ε = 10−2 [n > 5]

∞∑
n=1

n

en2 , ε = 10−3 [n > 4]

Rozhodněte o konvergenci řady
∞∑
n=1

(
2

3

)n
ln(1 + 2n)

[
Nápověda: ln(1 + 2n) ≤ ln 2n+1 = (n+ 1) ln 2, pak pod́ılovým a srovnávaćım kr. Řešeńı: konverguje.

]
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

tg
( π

4n

)
sin 2n

[
Nápověda: |sin 2n| ≤ 1, tg

( π
4n

)
≤ π

(
1

4

)n
, pak srovnávaćım kr. Řešeńı: konverguje.

]
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

en(
1 + 1

n

)n2[
Nápověda:

(
1 +

1

n

)n
< e. Řešeńı: diverguje.

]
Určete Cauchẙuv součin řad

∞∑
k=0

ak

k!
,

∞∑
j=0

bj

j!
.

Výsledek:
∞∑
n=0

(a+ b)n

n!
.

Určete Cauchẙuv součin řad
∞∑
k=0

kqk−1,
∞∑
j=0

(−1)j−1jqj−1 .

Výsledek:
∞∑
n=0

nq2n−2.
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Funkčńı řady

Př́ıklad . Určete obor konvergence následuj́ıćıch řad:

∞∑
n=1

2n sin
(x

2

)n
[x ∈ (−1, 1)]

∞∑
n=0

sin
x

2n+1
[x ∈ (−∞,∞)]

∞∑
n=1

(
x+ 1

x− 1

)n
[x ∈ (−∞, 0)]

∞∑
n=1

(
1 + x

x

)n [
x ∈

(
−∞,−1

2

)]
∞∑
n=1

(
x2

x+ 1

)n [
x ∈

(
1−
√
5

2
, 1+

√
5

2

)]
∞∑
n=1

3n
2

xn
2 [

x ∈
(
−1

3
, 1
3

)]
∞∑
n=1

xn

2n
[x ∈ (−2, 2)]

∞∑
n=1

nx sin
(

3
√
n2 + 1− 3

√
n2
) [

x ∈ (−∞, 1
3
)
]

∞∑
n=1

2n(n+ 1)n

nn+1
xn

[
x ∈ [−1

2
, 1
2
)
]

Př́ıklad . Dokažte, že následuj́ıćı řady konverguj́ı stejnoměrně na daném intervalu I:

∞∑
n=1

(−1)n

x+ n2
, I = [0,∞)

∞∑
n=0

xn , I = [−b, b],∀ 0 < b < 1

∞∑
n=1

n2 sin
( x

2n+1

)
, I =

[
−π

2
,
π

2

]
∞∑
n=2

(−1)n

n+ sinx
, I = (−∞,∞)

∞∑
n=1

sinnx

n3/2
, I = (−∞,∞)
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Dokažte, že řada
∞∑
n=1

an sinnx

konverguje stejnoměrně na (−∞,∞) za předpokladu, že
∑∞

n=1 an konverguje absolutně.

Dokažte, že řada
∞∑
n=1

an cosnx

konverguje stejnoměrně na (−∞,∞) za předpokladu, že
∑∞

n=1 an konverguje absolutně.

Př́ıklad . Určete obor konvergence a obor stejnoměrné konvergence řad:

∞∑
n=1

e−nx

Výsledek: konverguje na (0,∞), konverguje stejnoměrně na [a,∞), ∀ a > 0

∞∑
n=1

lnn x

Výsledek: konverguje na
(
1
e
, e
)
, konverguje stejnoměrně na [a, b], ∀ 1

e
< a < b < e

∞∑
n=1

nx

enx

Výsledek: konverguje na [0,∞), konverguje stejnoměrně na [a,∞), ∀ a > 0

∞∑
n=1

1

x4 + n2

Výsledek: konverguje stejnoměrně na (−∞,∞)

∞∑
n=1

x

1 + n4x2

Výsledek: konverguje stejnoměrně na (−∞,∞)

∞∑
n=1

x2e−nx

Výsledek: konverguje stejnoměrně na [0,∞)

∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)

Výsledek: konverguje stejnoměrně na [−1, 1]

∞∑
n=1

cosnx

2n

Výsledek: konverguje stejnoměrně na (−∞,∞)
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Př́ıklad . Určete obor stejnoměrné konvergence řad:

∞∑
n=1

x

x2 + n3

Výsledek: (−∞,∞)

∞∑
n=1

arctg
2x

x2 + n3

Výsledek: (−∞,∞)

∞∑
n=1

e−n
2x

Výsledek: konverguje na (0,∞), konverguje stejnoměrně na [a,∞), ∀ a > 0

∞∑
n=1

sinnx

nn

Výsledek: (−∞,∞)

Př́ıklad . Určete poloměr konvergence řady

∞∑
n=1

(n− 1)!

nn
xn [% = e]

∞∑
n=0

xn

n!
[% =∞]

Př́ıklad . Určete poloměr a obor konvergence řady

∞∑
n=1

1

2n− 1
(x− 1)n

Výsledek: % = 1, obor konvergence [0, 2)

∞∑
n=1

1

n+
√
n
xn

Výsledek: % = 1, obor konvergence [−1, 1)

∞∑
n=0

4nx2n

Výsledek: % = 1/2, obor konvergence (−1/2, 1/2)

∞∑
n=1

xn sin
1

n
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Výsledek: % = 1, obor konvergence [−1, 1)

∞∑
n=0

1

2n
(x+ 3)n

Výsledek: % = 2, obor konvergence (−5,−1)

∞∑
n=1

1

n
(x− 1)n

Výsledek: % = 1, obor konvergence [0, 2)

Př́ıklad . Určete součet řady
∞∑
n=2

xn

n2 − 1

Výsledek: 1
2

+ 1
4
x+ 1

2x
ln(1− x)− x

2
ln(1− x), x ∈ [−1, 1)

∞∑
n=0

(2n+ 1)x2n

Výsledek: 1+x2

(1−x2)2 , x ∈ (−1, 1)

∞∑
n=1

n2xn

Výsledek: x(1+x)
(1−x)3 , x ∈ (−1, 1)

Př́ıklad . Je dána řada
∞∑
n=0

xn

n+ 2

(a) Určete obor konvergence řady.

(b) Určete součet řady.

Výsledek:

(a) [−1, 1)

(b) −x+ln(1−x)
x2

Př́ıklad . Je dána řada
∞∑
n=1

nxn

(a) Určete obor konvergence řady.

(b) Určete součet řady.

Výsledek:
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(a) (−1, 1)

(b) − x
(1−x)2

Př́ıklad . Rozviňte do Taylorovy řady o středu c = 0 funkci f(x) = arctg x a určete obor konvergence
této řady.
Výsledek: f(x) =

∑∞
n=0(−1)n x

2n+1

2n+1
, x ∈ [−1, 1]

Př́ıklad . Rozviňte do Taylorovy řady o středu c = 0 funkci f(x) = ln(4−x2) a určete obor konvergence
této řady.
Výsledek: f(x) = 2 ln 2−

∑∞
n=1

x2n

n22n
, x ∈ (−2, 2)

Př́ıklad . Rozviňte do Taylorovy řady o středu c = 0 funkci f(x) = 1
(1−x)(1+2x)

a určete obor konvergence
této řady.
Výsledek: f(x) = 1

3

∑∞
n=0 (1 + 2(−2)n)xn, x ∈

(
−1

2
, 1
2

)
Př́ıklad . Rozviňte do Taylorovy řady o středu c = 0 funkci f(x) = 1

(1+x)(1+3x)
a určete obor konvergence

této řady.
Výsledek: f(x) = 1

2

∑∞
n=0(−1)n(3n+1 − 1)xn, x ∈

(
−1

3
, 1
3

)
Př́ıklad . Odvod’te rozvoj funkce f(x) = ln(1 + x) v nekonečnou řadu na základě vztahu f ′(x) = 1

1+x
.

Výsledek:
∑∞

n=1(−1)n+1 xn

n
, x ∈ (−1, 1]
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Fourierovy řady

Př́ıklad . Napǐste Fourierovu řadu funkce

f(x) =

{
x x ∈

(
0, 1

2

]
,

0 x ∈
(
1
2
, 1
]
.

Nakreslete standartizované periodické prodloužeńı a vyšetřete konvergenci této řady na R.
Výsledek:

a0 = 2

1/2∫
0

x dx =
1

4

an = 2

1/2∫
0

x cos(2nπx) dx =
cosnπ − 1

2n2π2
=

(−1)n − 1

2n2π2
, n = 1, 2, . . .

bn = 2

1/2∫
0

x sin 2nπx dx = −cosnπ

2nπ
=

(−1)n+1

2nπ
, n = 1, 2, . . .

f(x) ∼ 1

8
+

1

2π

∞∑
n=1

1

n

[
(−1)n − 1

nπ
cos(2nπx) + (−1)n+1 sin(2nπx)

]

Př́ıklad . Určete v intervalu [−π, π] Fourierovu řadu funkce

f(x) =
x+ |x|

2
.

Nakreslete standartizované periodické prodloužeńı a vyšetřete konvergenci této řady na R.
Výsledek:

f(x) ∼ π

4
+
∞∑
n=1

[
(−1)n − 1

n2π
cos(nx) +

(−1)n+1

n
sin(nx)

]

Př́ıklad . Určete v intervalu [−1, 1] Fourierovu řadu funkce

f(x) =

{
x+ 1 x ∈ [−1, 0) ,

x− 1 x ∈ [0, 1] .

Nakreslete standartizované periodické prodloužeńı a vyšetřete konvergenci této řady na R.
Výsledek: an = 0 pro n = 0, 1, 2, . . .

f(x) ∼ − 2

π

∞∑
n=1

1

n
sin(nπx)

Př́ıklad . Určete v intervalu [−π, π] Fourierovu řadu funkce

f(x) =

{
0 x ∈ [−π, 0] ,

1 x ∈ (0, π] .
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Nakreslete standartizované periodické prodloužeńı a vyšetřete konvergenci této řady na R.
Výsledek: a0 = 1, an = 0 pro n = 1, 2, . . .

f(x) ∼ 1

2
+

1

π

∞∑
n=1

1− (−1)n

n
sin(nx) =

1

2
+

2

π

∞∑
n=0

1

2n+ 1
sin(2n+ 1)x

Př́ıklad . Určete v intervalu [−π, π] Fourierovu řadu funkce

f(x) = |x| .

Nakreslete standartizované periodické prodloužeńı a vyšetřete konvergenci této řady na R.
Výsledek: bn = 0 pro n = 1, 2, . . .

f(x) ∼ π

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)n − 1

n2
cos(nx) =

π

2
− 4

π

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
cos(2n− 1)x

Př́ıklad . Je dána funkce
f(x) = x− 1, x ∈ (0, 1] .

Určete kosinovou Fourierovu řadu této funkce, nakreslete standartizované periodické prodloužeńı a
vyšetřete konvergenci této řady na R.
Výsledek: bn = 0 pro n = 1, 2, . . .

f(x) ∼ −1

2
+

2

π2

∞∑
n=1

(−1)n − 1

n2
cos(nπx) = −1

2
− 4

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
cos(2n− 1)πx
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Dvojné integrály

Př́ıklad . Zakreslete v kartézském souřadnicovém systému 〈O;
−→
i ,
−→
j 〉 množiny:

1) A = {[x, y] ∈ R2 : x ≤ y, y ≤ 1, x ≥ 0},

2) A = {[x, y] ∈ R2 : |x| ≤ y, y ≤ 2},

3) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ x, y ≥ x2},

4) A = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ x, y ≥ 0},

5) A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 − 4x ≤ 0, x2 + y2 − 2x ≥ 0},

6) A = {[x, y] ∈ R2 : x ≤ y ≤ x2, 3
x
≤ y ≤ 5

x
},

7) A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 − 2y ≤ 0, y2 ≤ x+ 1},

8) A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 − 2y ≤ 0, x+ y2 − 2y + 1 ≥ 0},

9) A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 + 4x ≤ 0, x2 + y2 + 4x− 4y + 4 ≤ 0}.

Př́ıklad . Zakreslete v kartézském souřadnicovém systému 〈O;
−→
i ,
−→
j 〉 kompaktńı ( tj. uzavřenou a

ohraničenou ) množinu A vymezenou křivkami:

1) A : x = 1, x = 2, y = x, y = 1
x
,[

A = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 2, y ≤ x, y ≥ 1
x
}
]
,

2) A : y = 0, y = 1, x =
√
y, x = 3− 2y,[

A = {[x, y] ∈ R2 : y ≥ 0, x ≥ √y, x ≤ 3− 2y}
]
,

3) A : y2 = 2x, x = y + 4,
[A = {[x, y] ∈ R2 : y ≥ x− 4, y2 ≤ 2x}],

4) A : y = x2 + 1, y = (x− 1)3 , x = 0, y = −x+ 3,[
A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ x2 + 1, y ≥ (x− 1)3 , 0 ≤ x ≤ 2, y ≤ −x+ 3}

]
,

5) A : x− y2 = 0, x2 + y = 0, x+ y + 1 = 0,
[A = {[x, y] ∈ R2 : y ≥ −x− 1, y ≤ −x2, y2 ≥ x}],

6) A : y − x = 0, y2 − x = 0, x2 − 4y + 2 = 0,[
A neńı určena jednoznačně, existuj́ı čtyři r̊uzné kompaktńı množiny vymezené danými křivkami:

A1 = {[x, y] ∈ R2 : y − x ≥ 0, y2 − x ≤ 0, x2 − 4y + 2 ≥ 0},
A2 = {[x, y] ∈ R2 : y − x ≥ 0, y2 − x ≤ 0, x2 − 4y + 2 ≤ 0},
A3 = {[x, y] ∈ R2 : y − x ≤ 0, y2 − x ≤ 0, x2 − 4y + 2 ≤ 0},
A4 = {[x, y] ∈ R2 : y − x ≤ 0, y2 − x ≥ 0, x2 − 4y + 2 ≤ 0}

]
,

7) A : y = 4− x2, y = x3, x+ 4y + 3 = 0,[
A neńı určena jednoznačně, existuj́ı dvě r̊uzné kompaktńı množiny vymezené danými křivkami:

A1 = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ 4− x2, y ≥ x3, x+ 4y + 3 ≥ 0},
A2 = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ 4− x2, y ≤ x3, x+ 4y + 3 ≥ 0}

]
.
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Př́ıklad . Zakreslete v kartézském souřadnicovém systému 〈O;
−→
i ,
−→
j 〉 množinu A a vyjádřete ji jako

elementárńı obor 1. typu A = {[x, y] ∈ R2; a ≤ x ≤ b, g1 (x) ≤ y ≤ g2 (x)} nebo 2. typu A = {[x, y] ∈
R2; c ≤ y ≤ d, h1 (y) ≤ x ≤ h2 (y)}, event. vyjádřete A jako sjednoceńı elementárńıch obor̊u :

1) A = {[x, y] ∈ R2 : x3 ≤ y, y2 ≤ x},[
A = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, x3 ≤ y ≤

√
x } nebo A = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1, y2 ≤ x ≤ 3

√
y}
]
,

2) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ −2x, y2 ≤ x},[
A = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1

4
, −
√
x ≤ y ≤ −2x}

]
,

3) A = {[x, y] ∈ R2 : 9 (y + 2) ≥ (x− 1)3 , x− y − 3 ≥ 0, x ≥ 0},[
A = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 4, 1

9
(x− 1)3 − 2 ≤ y ≤ x− 3}

]
,

4) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≥ x2, y ≤
√

8x, y ≥ −2x+ 3},[
A = {[x, y] ∈ R2 : 1

2
≤ x ≤ 1, −2x+ 3 ≤ y ≤

√
8x} ∪ {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 2, x2 ≤ y ≤

√
8x}
]
,

5) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ −x2 − 1, (y + 1)2 ≤ x},[
A = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, −

√
x − 1 ≤ y ≤ −x2 − 1} nebo A = {[x, y] ∈ R2 : −2 ≤ y ≤

−1, (y + 1)2 ≤ x ≤
√
−y − 1}

]
,

6) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ x3, y2 ≥ 4x, 2x− y − 4 ≤ 0, y ≤ 0},[
A = {[x, y] ∈ R2 : −2 ≤ x ≤ 0, 2x− 4 ≤ y ≤ x3} ∪ {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 2x− 4 ≤ y ≤ −

√
2x}
]
,

7) A = {[x, y] ∈ R2 : 2
√

2y ≤ x2, y2 ≤ x, x− y − 2 ≤ 0, },[
A = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, −

√
x ≤ y ≤ x2

2
√
2
} ∪ {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 2, x − 2 ≤ y ≤

x2

2
√
2
} ∪ {[x, y] ∈ R2 : 2 ≤ x ≤ 4, x − 2 ≤ y ≤

√
x}, nebo A = {[x, y] ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 0, y2 ≤

x ≤ y + 2} ∪ {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ y ≤
√

2,
√

2
√

2y ≤ x ≤ y + 2} ∪ {[x, y] ∈ R2 :
√

2 ≤ y ≤ 2, y2 ≤
x ≤ y + 2}

]
,

8) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≥ 5
√
x2, y ≤ 2− x2},[

A = {[x, y] ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1,
5
√
x2 ≤ y ≤ 2− x2}

]
,

9) A = {[x, y] ∈ R2 : − sinx ≤ y ≤ 1 + cos x, |x| ≤ π},[
A = {[x, y] ∈ R2 : −pi

2
≤ x ≤ π, − sinx ≤ y ≤ 1 + cos x}

]
.

10) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≥ arctg x ≥ π
4
, y ≤ π

3
},[

A = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x ≤
√

3, arctg x ≤ y ≤ π
3
}
]
,

11) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≥ arctg x, y ≥ −π
4
x3, y ≤ π

4
},[

A = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, arctg x ≤ y ≤ π
4
} nebo lépe A = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ y ≤

π
4
, − 3

√
4y
π
≤ x ≤ tg y}

]
,

12) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≥ 1− x, y ≥ lnx, y ≤ 2},[
A = {[x, y] ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1, 1− x ≤ y ≤ 2} ∪ {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ e2, lnx ≤ y ≤ 2}

nebo lépe A = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 2, 1− y ≤ x ≤ ey}
]
,
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13) A = {[x, y] ∈ R2 : x3 + y − 2 ≥ 0, y2 − 3y + x+ 1 ≤ 0},[
A = {[x, y] ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1, 2 − x3 ≤ y ≤ 3

2
+
√

5
4
− x} ∪ {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 5

4
, 3

2
−√

5
4
− x ≤ y ≤ 3

2
+
√

5
4
− x} nebo lépe A = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ y ≤ 3, 3

√
2− y ≤ x ≤ −y2+3y−1}

]
.

Př́ıklad . Zakreslete v kartézském souřadnicovém systému 〈O;
−→
i ,
−→
j 〉 kompaktńı množiny A vymezené

křivkami a zapǐste je jako elementárńı obor 1. nebo 2. typu:

1) A : y = 1
x
, y = 8

x
, y = x2, y = 4x,[

A = {[x, y] ∈ R2 : 1
2
≤ x ≤ 1, 1

x
≤ y ≤ 4x} ∪ {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x ≤

√
2,
√

2 ≤ y ≤ 2}
]
,

2) A : y = 2x, y = x
2
, y3 = x2,[

A = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1
8
, x

2
≤ y ≤ 2x} ∪ {[x, y] ∈ R2 : 1

8
≤ x ≤ 8, x

2
≤ y ≤ 3

√
x2}
]
,

3) A : y = 2− x2, y =
√
−x, y2 = x3,[

A = {[x, y] ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 0
,

√
−x ≤ y ≤ 2− x2} ∪ {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1,

√
x3 ≤ y ≤ 2− x2}

]
.

Př́ıklad . Vypočtěte následuj́ıćı dvojnásobné integrály:

2∫
0

[

1∫
0

(
x2 + 2y

)
dx] dy,

[
14

3

]
π
2∫

0

[

1∫
cos y

x4 dx] dy,

[
15π − 16

150

]
1∫

0

[

1∫
0

x2

1 + y2
dy] dx,

[ π
12

]
π/2∫

−π/2

[

3 cosϕ∫
0

r2 sin2 ϕ dr] dϕ,

[
12

5

]
2∫

1

[

x∫
1
x

x2

y2
dy] dx,

[
9

4

]

a∫
0

[

√
x∫

0

dy] dx,

[
2

3
a

3
2

]
2∫

1

[

ln y∫
0

ex dx] dy,

[
1

2

]
1∫

0

[

√
1−x2∫
0

√
1− x2 − y2 dy] dx.

[π
6

]
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Př́ıklad . Vypočtěte integrály přes dvojrozměrný interval D:∫∫
D

1

(x+ y)2
dxdy, D = [3, 4]× [1, 2],

[
ln

25

24

]
∫∫
D

ex+y dxdy, D = [0, 1]× [0, 2],
[
(e− 1)

(
e2 − 1

)]
∫∫
D

x2

1 + y2
dxdy, D = [0, 1]× [0, 1],

[ π
12

]
∫∫
D

√
xy dxdy D = [0, a]× [0, b],

[
4

9

√
a3b3

]
∫∫
D

sin (2x+ y) dxdy, D = [0, π]×
[π

4
, π
]
, [0]

∫∫
D

x2y cos
(
xy2
)
dxdy, D =

[
0,
π

2

]
× [0, 2],

[
− π

16

]
∫∫
D

xy cos(x+ y) dxdy, D =
[
0,
π

2

]
× [0, π] , [2− 2π]

∫∫
D

x3y cos(xy2) dxdy, D =
[
0,
π

2

]
× [0, 2] ,

[
−π

2

32

]
∫∫
D

xy2exy dxdy, D = [0, 2]× [0, 1] , [2]

∫∫
D

xyexy
2

dxdy, D =

[
1

2
, 1

]
×
[

1

2
, 1

]
.

[
1

2
(e− e1/2 − 4e1/4 + 4e1/8)

]

Př́ıklad . Převed’te dvojný integrál

∫∫
D

f (x, y) dxdy na dvojnásobný, je-li dána kompaktńı množina D:

1) Množina D je vymezena trojúhelńıkem s vrcholy A[0, 0], B[1, 0], C[1, 1],[
1∫
0

[
1∫
y

f(x, y)dx]dy =
1∫
0

[
x∫
0

f(x, y)dy]dx

]
,

2) Množina D je vymezena rovnoběžńıkem s vrcholy K[1, 2], L[2, 4], M [2, 7], N [1, 5], 2∫
1

[
2x+3∫
2x

f(x, y)dy]dx =
4∫
2

[
y/2∫
1

f(x, y)dx]dy +
5∫
4

[
2∫
1

f(x, y)dx]dy +
7∫
5

[
2∫

y−3
2

f(x, y)dx]dy

,

3) Množina D je ohraničená hyperbolou y2 − x2 = 1 a kružnićı x2 + y2 = 9, přičemž obsahuje bod
O = (0, 0),
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[−2∫
−3

[

√
9−x2∫

−
√
9−x2

f(x, y)dy]dx+
2∫
−2

[

√
1+x2∫

−
√
1+x2

f(x, y)dy]dx+
3∫
2

[

√
9−x2∫

−
√
9−x2

f(x, y)dy]dx =

−1∫
−
√
5

[
−
√
y2−1∫

−
√

9−y2
f(x, y)dx]dy+

−1∫
−
√
5

[

√
9−y2∫

−
√
y2−1

f(x, y)dx]dy+
1∫
−1

[

√
9−y2∫

−
√

9−y2
f(x, y)dx]dy+

√
5∫

1

[
−
√
y2−1∫

−
√

9−y2
f(x, y)dx]dy+

√
5∫

1

[

√
9−y2∫

√
y2−1

f(x, y)dx]dy
]
,

4) Množina D = {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 ≤ a2}, a∫
−a

[

√
a2−x2∫

−
√
a2−x2

f(x, y)dy]dx =
a∫
−a

[

√
a2−y2∫

−
√
a2−y2

f(x, y)dx]dy

.

Př́ıklad . Vypočtěte následuj́ıćı integrály

∫∫
D

f(x, y) dxdy, je-li D kompaktńı rovinný obrazec vymezený

danými křivkami: ∫∫
D

(x− y) dxdy, D : y = 0, y = x, x+ y = 2,

[
2

3

]
∫∫
D

(
x2 + y

)
dxdy, D : y = x2, y2 = x,

[
33

140

]
∫∫
D

x

3
dxdy, D : x = 2 + sin y, x = 0, y = 0, y = 2π,

[
3π

2

]
∫∫
D

x2

y2
dxdy, D : x = 2, y = x, xy = 1,

[
9

4

]
∫∫
D

cos (x+ y) dxdy, D : x = 0, y = π, y = x, [−2]

∫∫
D

xy dxdy, D : y ≥ 0, (x− 2)2 + y2 = 1,

[
4

3

]
∫∫
D

(x+ y + 10) dxdy, D : x2 + y2 = 4, [40π]

∫∫
D

| (x− 1) y| dxdy, D : x = 0, y = −x+ 2, y = −1.

[
41

24

]

Př́ıklad . Vypočtěte integrály∫∫
M

e
x
y dxdy, M =

{
[x, y] ∈ R2 : x > 0, y > 1, y < 2, y >

√
x
}
,

[
e2 − 3

2

]
∫∫
M

x2

y2
dxdy, M =

{
[x, y] ∈ R2 : x < 3, y > 1/x, y < 4x

}
,

[
1225

64

]
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∫∫
M

x (y + sin(πy)) dxdy, M =
{

[x, y] ∈ R2 : x > 0, y > 0, y < −x+ 1
}
,

[
π3 + 12π2 − 48

24π3

]
∫∫
M

x(1− y) dxdy, M =
{

[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 1, y > 0, y < x
}
,

[√
2

6
− 1

16

]
∫∫
M

(x2 + y) dxdy, M =
{

[x, y] ∈ R2 : y > x2, y < 1
}
,

[
16

15

]
∫∫
M

xy2 dxdy, M =
{

[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 1, y > −x+ 1
}
,

[
1

20

]
∫∫
M

xy dxdy, M =

{
[x, y] ∈ R2 : y < ln

1

x
, y < 1, y > 0, 0 < x < 1

}
,

[
1

8

(
1− 3

e2

)]
∫∫
M

|xy| dxdy, M =
{

[x, y] ∈ R2 : y < 1, y > |x|
}
.

[
1

4

]

Př́ıklad . Vyjádřete dvojný integrál použit́ım vhodné transformace a následně vypoč́ıtejte pro zadanou
funkci:

1)
4∫
0

[
3x∫
2x

f(x, y)dy]dx, f(x, y) = x+ y, u = x, v = y − 2x,

[Návod: Užijte transformačńı rovnice: u = x, v = y − 2x.]

2)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, D = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 2, 1− x ≤ y ≤ 2− x, y ≥ 0}, f(x, y) = (x− y)2,

[Návod: Užijte transformačńı rovnice: u = x+ y, v = x− y.]

3)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, D = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 2, 1− x ≤ y ≤ 2− x}, f(x, y) = (x− y)2,

[Návod: Užijte transformačńı rovnice: u = x, v = x+ y.]

4)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, D je kompaktńı rovinný obrazec vymezený křivkami: xy = 1
2
, xy = 2, 2y =

x, y = 2x, pro x ≥ 0, y ≥ 0, f(x, y) = 1,
[Návod: Užijte transformačńı rovnice: u = xy, y = vx.]

5)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, D je kompaktńı rovinný obrazec vymezený křivkami: y2 = x, y2 = 2x, xy =

2, xy = 1, zaved’te proměnné u = xy, y2 = vx, f(x, y) = 1,
[Návod: Užijte transformačńı rovnice: u = xy, y2 = vx]

6)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, D je kompaktńı rovinný obrazec vymezený křivkami: y2 = x, y2 = 8x, y =

x2, y = x2

8
, f(x, y) = 1,

[Návod: Užijte transformačńı rovnice: x2 = uy, y2 = vx.]
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7)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, množina D je vymezena nerovnićı: x
2
3 + y

2
3 ≤ a

2
3 , a ≥ 0, f(x, y) = 1.[

Návod: Užijte transformačńı rovnice: x = % cos3 ϕ, y = % sin3 ϕ.
]

Řešeńı.

1)

[
4∫
0

[
u∫
0

f (u, v + 2u) dv]du

]
,
[
224
3

]
,

2)

[
1
2

2∫
1

[
u∫
−u
f
(
u+v
2
, u−v

2

)
dv]du

]
,
[
5
4

]
,

3)

[
2∫
0

[
2∫
1

f (u, v − u) dv]du

]
,
[
10
3

]
,

4)

[
2∫

1/2

[
2∫

1/2

f
(√

u
v
,
√
uv
)

1
2|v|du]dv

]
,
[
3
2

ln 2
]
,

5)

[
2∫
1

[
2∫
1

f

(
3

√
u2

v
, 3
√
uv

)
1

3|v| du]dv

]
,
[
1
3

ln 2
]
,

6)

[
8∫
1

[
8∫
1

f
(

3
√
u2v,

3
√
uv2
)

1
3
du]dv

]
,
[
49
3

]
,

7)

[
3
a∫
0

[
2π∫
0

f
(
% cos3 ϕ, % sin3 ϕ

)
% cos2 ϕ sin2 ϕ dϕ]dr

]
,
[
3
8
πa2
]
.

Př́ıklad . Vyjádřete dvojný integrál použit́ım transformace do polárńıch souřadnic:

1)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, D = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ r2},

2)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, D = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ ax}, je-li a) a ≥ 0, b) a ≤ 0,

3)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, D = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ by}, je-li a) b ≥ 0, b) b ≤ 0,

4)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, D = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 16, x2 + y2 ≥ 1, y ≥ x, y ≥ −x },

5)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, kdeD je kompaktńı rovinný obrazec vymezený křivkami: x2+y2 = 4x, x2+y2 =

8x, y = x, y = 2x,

6)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, kde D je kompaktńı rovinný obrazec vymezený křivkami: y = x, y = 0, x = 1,

7)

∫∫
D

f(x, y) dxdy, kde D je vnitřńı část pravé smyčky Bernoulliovy lemniskáty (x2 + y2)
2

=

a2 (x2 − y2) , a ≥ 0,
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Řešeńı.

1)

[
2π∫
0

[
r∫
0

f (% cosϕ, % sinϕ) % d%]dϕ

]
,

2)

[
a)

π
2∫
−π

2

[
a cosϕ∫
0

f (% cosϕ, % sinϕ) % d%]dϕ, b)

3π
2∫
π
2

[
a cosϕ∫
0

f (% cosϕ, % sinϕ) % d%]dϕ

]
,

3)

[
a)

π∫
0

[
b sinϕ∫
0

f (% cosϕ, % sinϕ) % d%]dϕ, b)
0∫
−π

[
b sinϕ∫
0

f (% cosϕ, % sinϕ) % d%]dϕ

]
,

4)

[
3π
4∫
π
4

[
4∫
1

f (% cosϕ, % sinϕ) % d%]dϕ

]
,

5)

[
arctg 2∫
π
4

[
8 cosϕ∫
4 cosϕ

f (% cosϕ, % sinϕ) % d%]dϕ

]
,

6)

 π
4∫
0

[

1
cosϕ∫
0

f (% cosϕ, % sinϕ) % d%]dϕ

,

7)

[
π
4∫
−π

4

[
a
√
cos 2ϕ∫
0

f (% cosϕ, % sinϕ) % d%]dϕ

]
,

Př́ıklad . Vypočtěte integrály s použit́ım transformace do polárńıch souřadnic:

∫∫
D

(
x2 + y2

)
dxdy, D = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ a2, x ≥ 0, y ≥ 0},

[
πa4

8

]
4∫

0

[

√
16−x2∫
0

ln
(
1 + x2 + y2

)
dy]dx,

[π
4

(17 ln 17− 16)
]

Př́ıklad . Vypočtěte integrály∫∫
M

(x2 + y2) dxdy, M =
{

[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < a2
}
,

[
1

2
πa4
]

∫∫
M

(x2 + y2)ex
2+y2 dxdy, M =

{
[x, y] ∈ R2 : x < y <

√
3x, 0 < x2 + y2 < 1

}
,

[ π
24

]
∫∫
M

1√
4− x2 − y2

dxdy, M =
{

[x, y] ∈ R2 : x > 0, y > x, x2 + y2 < 1
}
,

[
1

4
π(2−

√
3)

]
∫∫
M

√
a2 − x2 − y2 dxdy, M =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < ax

}
, a > 0,

[
a3

3

(
π − 4

3

)]
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∫∫
M

arctg
(y
x

)
dxdy, M =

{
[x, y] ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 9,

√
3

3
x < y <

√
3x

}
,

[
π2

6

]
∫∫
M

√
1− x2 − y2
1 + x2 + y2

dxdy, M =
{

[x, y] ∈ R2 : x > 0, y > 0, x2 + y2 < 1
}
,

[
π2

8
− π

4

]
∫∫
M

ln(x2 + y2)

x2 + y2
dxdy, M =

{
[x, y] ∈ R2 : x < y <

√
3x, 1 < x2 + y2 < 4

}
,

[ π
12

ln2 2
]

∫∫
M

ln(1 + x2 + y2) dxdy, M =
{

[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 16, x > 0, y > 0
}
.
[π

4
(17 ln 17− 16)

]

Př́ıklad . Vypočtěte integrály∫∫
M

y

x2 + y2
dxdy, M =

{
[x, y] ∈ R2 : 1 < x < y, y2 < 2x

}
,

[
1

2
(5 ln 2− 3 ln 3)

]
∫∫
M

|xy| dxdy, M =
{

[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < a2
}
, a > 0,

[
1

2
a4
]

∫∫
M

x dxdy, M =
{

[x, y] ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y < coshx
}
.

[
1− 1

e

]

Př́ıklad . Vypočtěte dvojný integrál pomoćı transformace do zobecněných polárńıch souřadnic x =
a% cosp ϕ, y = b% sinp ϕ, kde a, b, p jsou vhodně zvolené konstanty:

1)

∫∫
D

√
1− x2

a2
− y2

b2
dxdy, D =

{
[x, y] ∈ R2 :

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1, a > 0, b > 0

}
,[

Nápověda: x = a% cosϕ, y = b% sinϕ. Řešeńı:
2πab

3
.

]
2)

∫∫
D

xy dxdy, D =

{
[x, y] ∈ R2 :

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, a ≥ 0, b ≥ 0

}
,[

Nápověda: x = a% cosϕ, y = b% sinϕ. Řešeńı:
a2b2

8
.

]
3)

∫∫
D

dxdy, D je kompaktńı rovinný obrazec vymezený křivkou: 4
√

x
4

+ 4
√

y
9

= 1, x ≥ 0, y ≥ 0,[
Nápověda: x = 4% cos8 ϕ, y = 9% sin8 ϕ. Řešeńı:

18

35
.

]
4)

∫∫
D

dxdy, D je kompaktńı rovinný obrazec vymezený křivkou:
(
x
a

+ y
b

)2
= x

a
− y

b
, x ≥ 0, y ≥ 0,[

Nápověda: x = a% cos2 ϕ, y = b% sin2 ϕ. Řešeńı:
ab

12
.

]
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Geometrické a fyzikálńı aplikace dvojného integrálu

Př́ıklad . Vypočtěte obsah kompaktńıho rovinného obrazce A vymezeného křivkami:

1) x+ y = 1, x+ y = 2, y = 1
2
x, y = 2x,

[
1
2

]
2) y = cosx, 0 ≤ x ≤ π

2
, y = 0, [1]

3) y = 4, y = 2x, y = 2−2x,
[
12− 9

ln 4

]
4) y = x2, y = 4− x2,

[
16
√
2

3

]
5) y = −2, y = x+ 2, y = 2, y2 = x,

[
40
3

]
6) y = x2, y =

√
x,

[
1
3

]
7) xy = a2, x2 = ay, y = 2a, x = 0, (a ≥ 0) ,

[
a2
(
2
3

+ ln 2
)]

8) y = 1
x
, y = 4x, y = 8,

[
15
2
− ln 4

]
9) A kompaktńı obrazec vymezený křivkou x2 + y2 = 5, tečnou k této křivce v bodě A = [1, 2] a

př́ımkou y = 0,
[
5− 5

2
arcsin 2√

5

]
10) x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 2x, y = x, y = 0,

[
3
4

(π + 2)
]

11) x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 8x, y = 2x, y = x, [12arctg 2 + 6 sin 2arctg 2− 3π − 6]
12) (x− a)2 + y2 = a2, x2 + (y − a)2 = a2,

[
a2
(
π
2
− 1
)]

13) y2 = 2px+ p2, y2 = −2qx+ q2, p, q > 0,
[
2
3
(p+ q)

√
pq
]

14) x4 + y4 = a2(x2 + y2).
[
πa2
√
2

2

]
Př́ıklad . Vypočtěte obsah rovinného obrazce A:

1) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ −x2, y ≤ x3 − 2, 3x+ 2y + 9 ≥ 0},
[
34
3

]
2) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ −x3, y ≤ 2x3, y ≥ x3 − 1},

[
3
4

(
1 + 1

3√2

)]
3) A = {[x, y] ∈ R2 : 9 (y + 2) ≥ (x− 1)3 , x− y − 3 ≥ 0, x ≥ 0},

[
9
4

]
.

4) A = {[x, y] ∈ R2 : (y + 3)2 ≤ 3x− 2, y + 1 + x2 ≤ 0},
[
5
3

]
5) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≥ x2, y ≤

√
8x, y ≥ −2x+ 3},

[
19
12

]
6) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ x2 + 1, y ≥ (x− 1)3 , y ≤ −x+ 3, x ≥ 0},

[
17
6

]
7) A = {[x, y] ∈ R2 : 2x− y − 4 ≤ 0, y2 ≥ 4x, y + |x|3 ≤ 0},

[
29
3

]
8) A = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ 0, arctg x ≤ y ≤ 1},

[
ln
√

1 + tg2 1
]

9) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ 1, y ≤ x− 1, y ≥ lnx},
[
2e−5
2

]
10) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ 1− x, y ≤ ex, y ≥ 0},

[
3
2

]
11) A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4, x+ y ≥ 2}, [π − 2]

12) A = {[x, y] ∈ R2 : x2

9
+ y2

4
≤ 1, x

3
+ y

2
≥ 1},

[
3
2

(π − 2)
]

13) A = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ 1, 1
x3
≤ y ≤ 1

x2
},

[
1
2

]
, Pozor, nevlastńı integrál!

14) A = {[x, y] ∈ R2 : x ≤ 0, e3x ≤ y ≤ ex},
[
2
3

]
15) A = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ 0, −e−x ≤ y ≤ 1

x2+1
}.

[
π+2
2

]
Př́ıklad . Pomoćı dvojného integrálu vypočtěte obsah části roviny ohraničené křivkou x2 + y2 = 5,
tečnou k této křivce v bodě A = [1, 2] a př́ımkou y = 0.

Řešeńı.

[
5

(
1− 1

2
arcsin

2
√

5

5

)]
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Př́ıklad . Pomoćı dvojného integrálu vypočtěte obsah části roviny

Ω =
{

[x, y] ∈ R2 : y > x3, y < 2, x > 0, y < x+ 1
} [

1

2

(
3

3
√

2− 1
)]

Ω =
{

[x, y] ∈ R2 : y < x+ 1, x2 + y2 < 1, y > 0
} [

π + 2

4

]
Ω =

{
[x, y] ∈ R2 : 0 < x < a, 0 < y < a, (x− a)2 + (y − a)2 > a2

}
, a > 0

[
a2
(

1− π

4

)]
Ω =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 − 6y < 0, x2 + y2 − 2y > 0, x < y <

√
3x
}
.

[
2

3
π − 2

√
3 + 4

]
Ω =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 2ax, x2 + y2 < 2by,

}
, a, b > 0,[

a2
π

2
+
a2 − b2

2

(
sin(2 arctg

a

b
)− 2 arctg

a

b

)]
Ω =

{
[x, y] ∈ R2 : x > 0, y > 0, x2 + y2 > a2, (x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2) < 0

}
, a > 0.

[
a2

4

(√
3− π

3

)]

Př́ıklad . Pomoćı dvojného integrálu vypočtěte objem tělesa (tělesem rozumı́me kompaktńı množinu v
trojrozměrném prostoru) W , je-li W vymezeno plochami:

1) 6x− 9y + 5z = 0, 3x− 2y = 0, 4x− y = 0, x+ y = 5, z = 0,
[
15
2

]
2) x+ y + z = 6, 3x+ 2y = 12, y = 0, z = 0, [4]

3) x = 0, y = 0, z = 0, x = π, y = π, z = sin2x sin2y,
[
π2

4

]
4) z = x2 + y2, x+ y = 1, x = 0, y = 0, z = 0,

[
1
6

]
5) z = 2x2 + y2 + 1, x+ y = 1, x = 0, y = 0, z = 0,

[
3
4

]
6) y = x2, x+ y + z = 4, y = 1, z = 0,

[
68
15

]
7) x2 = 6− 5y, y2 = x, 0 ≤ z ≤ 9,

[
243
5

]
8) x2 = y, x2 = 4− 3y, z = 0, z = 9, [16]
9) y = x2, x = y2, z = 12 + y − x2, z = 0,

[
569
140

]
10) z = x2 − y2, y ≥ 0, z ≥ 0, x ≤ 1,

[
1
3

]
11) x2 + z2 = 16, y = 0, z = 0, y = x, x ≥ 0,

[
64
3

]
12) y = x2, y2 = x, z = x2 − y2,

[
1
35

]
13) z = 4− x2 − y2, 2z = 2 + x2 + y2, [3π]

14) x2

4
+ y2

9
= z2, 2z = x2

4
+ y2

9
, [8π]

15) x2 + y2 = 4, x2 + y2 − z2 = −4,
[
32π
3

(
2
√

2− 1
)]

16) 2x2 + 2y2 − z2 = 0, x2 + y2 − z2 = −4,
[
32π
3

(√
2− 1

)]
17) x2 + y2 = a2, x2 + y2 + z2 = 4a2,

[
4πa3

3

(
8− 3

√
3
)]

18) x2 + y2 − 2ax = 0, x2 + y2 + z2 = 4a2, a ≥ 0,
[
16a3

3

(
π − 4

3

)]
19) x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = z2, z ≥ 0,

[
32
9

]
20) z = 4− y2, y = x2

2
, z = 0,

[
256
21

]
21) x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 + z2 = 16, z2 = x2 + y2, z ≥ 0,

[
21π

(
2−
√

2
)]

22) x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = 3z,
[
19π
6

]
23) z = x2 + y2, x2 + y2 = x, x2 + y2 = 2x, z = 0,

[
45π
32

]
24) z = xy, x2 + y2 = 2x, z ≥ 0,

[
2
3

]
25) z = −y3, z = −x pro −x ≤ y ≤ 0, x ≤ 1,

[
23
60

]
26) x2 + y2

4
+ z2

9
= 1, [16π]

24



27) x2

4
+ y2

9
= z2, x2

4
+ y2

9
+ z2 = 1,

[
4π
(
2−
√

2
)]

Př́ıklad . Pomoćı dvojného integrálu vypočtěte objem tělesa

Ω =
{

[x, y, z] ∈ R3 : z > 2(x2 + y2), z < 1−
√
x2 + y2

} [
5

48
π

]

K =
{

[x, y, z] ∈ R3 : [x, y] ∈ Ω, 0 < z < x2 + y2
}
, Ω =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 < y <

√
x
} [

6

35

]
Ω =

{
[x, y, z] ∈ R3 : z > 2(x2 + y2), z < 1−

√
x2 + y2

} [
5

48
π

]

Ω =

{
[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1, x > 0, y > 0, z > 0, z <

√
3

2

} [√
3

16
π

]

Ω =
{

[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1, z > x2 + y2 − 1
} [

7

6
π

]

Př́ıklad . Pomoćı dvojného integrálu vypočtěte obsah části plochy S, je-li:

1) S = {[x, y, z] ∈ R3 : 6x+ 3y + 2z = 12, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 }, [14]
2) S = {[x, y, z] ∈ R3 : x+ y + z − 4 = 0, x = 0, x = 2, y = 0, y = 2 },

[
4
√

3
]

3) S = {[x, y, z] ∈ R3 : z2 = 2xy, x ≥ 0, x ≤ 3, y ≥ 0, y ≤ 6, z ≥ 0 }, [36]
4) S =

{
[x, y, z] ∈ R3 : 2z = x2, y ≤ 2x, y ≥ x

2
, x ≤ 2

√
2
}
, [13]

5) S = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + z2 = 1, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y ≤ 2 }, [2π]
6) S = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 = 2z, x2 + y2 ≤ 1 },

[
2
3
π
(√

8− 1
)]

7) S = {[x, y, z] ∈ R3 : z = xy, x2 + y2 ≤ a2 },
[
2π
3

(
(1 + a2)

3
2 − 1

)]
8) S = {[x, y, z] ∈ R3 : y2 + z2 = x2, x2 + y2 ≤ a2 } , [2πa2]

9) S =
{

[x, y, z] ∈ R3 : x2

a
+ y2

b
= 2z, x2

a2
+ y2

b2
≤ 1

}
,

[
2
3
πab

(√
8− 1

)]
10) S = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 ≤ 1, z ≥ 0 } ,

[
4π
(
2−
√

3
)]

11) S =
{

[x, y, z] ∈ R3 : z =
√

4− x2 − y2, 3x2 + 3y2 ≤ z2
}
,

[
4π
(
2−
√

3
)]

12) S =
{

[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 9, x2

9
+ y2

4
≤ 1

}
,

[
72 arcsin 2

3

]
13) S =

{
[x, y, z] ∈ R3 : z =

√
1− x2 − y2, x2 + y2 − x ≤ 0

}
, [π − 2]

14) S =
{

[x, y, z] ∈ R3 : z =
√
x2 + y2, x2 + y2 ≤ 2x

}
,

[√
2π
]

15) S = {[x, y, z] ∈ R3 : y2 + z2 = 2ax, y2 ≤ ax, x ≤ a, a > 0 } ,
[
πa2

3

(
3
√

3− 1
)]

16) S =
{

[x, y, z] ∈ R3 : z =
√
x2 + y2, z2 ≤ 2y

}
,

[
π
√

2
]

17) S = {[x, y, z] ∈ R3 : z2 = 4x, y2 ≤ 4x, x ≤ 1 } ,
[
16
3

(√
8− 1

)]
18) S = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + z2 = 1, x2 + y2 ≤ 1 } , [8]

19) S =
{

[x, y, z] ∈ R3 : z =
√

4− x2 − y2, x2
4

+ y2 < 1
}
.

[
4
3
π
]

Př́ıklad . Pomoćı dvojného integrálu vypočtěte obsah části plochy x2 + z2 = 1 ohraničené plochami
y = 0, z = 0, x+ y = 2.
Řešeńı. [2π]

Př́ıklad . Pomoćı dvojného integrálu vypočtěte obsah části plochy z = x2 + y2, 0 < z < a, a > 0.

Řešeńı.
[π

6

(
(1 + 4a)

√
1 + 4a− 1

)]
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Př́ıklad . Vypočtěte hmotnost rovinné desky A, je-li:

1) A = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ 0, x ≤ 4, y ≥ 0, y ≤ 3 }, σ(x, y) v jej́ım libovolném bodě P je př́ımo
úměrná druhé mocnině vzdálenosti bodu P od O = (0, 0),

2) A kompaktńı obrazec vymezený křivkami: y = ex, y = eπ pro x ≥ 0; σ (x, y) = | sinx|,

3) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ 2x3, y ≤ 2
x
, x− y ≤ 1 }, σ (x, y) = |x− 1|,

4) A kompaktńı obrazec vymezený křivkami: y =
√
x, y = 0, x = 1 pro x ≥ 0; σ (x, y) = |y − x|,

5) A kompaktńı obrazec vymezený křivkami: y =
√
x, y = x4 pro x ≥ 0; σ (x, y) = |y − x2|,

6) A kompaktńı obrazec vymezený křivkami: y =
√

2− x, y = 0 pro x ≥ 0; σ (x, y) = |y − x2|,

7) A = {[x, y] ∈ R2 : x2 − y − 1 ≤ 0, x− y + 1 ≥ 0 }, σ (x, y) = |x− 1|,

8) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ π
3
, y ≥ −x, y ≥ arctg x }, σ (x, y) = |x|,

9) A = {[x, y] ∈ R2 : y ≥ x
2
3 , y ≤ 2− x2 }, σ (x, y) = |x+ y − 2|,

10) A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 + 2x− 6y + 6 ≤ 0 }, σ (x, y) = |y|,

11) A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 − 4y ≤ 0 ≤ x2 + y2 − 2y, y ≤ −x }, σ (x, y) = |x|,

12) A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 − 2x ≥ 0, x2 + y2 − 4x ≤ 0; }, σ (x, y) = |y|,

13) A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ ay, y +
√

3x ≥ 0, a ≥ 0 }, σ (x, y) = |x|,

14) A kompaktńı obrazec vymezený křivkami: x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 1, x ≤ y ≤ 0, σ (x, y) = |x|y2,

Řešeńı.
1) [100], 2)

[
eπ − 1

2
e2π − 1

2

]
, 3)

[
21−10 ln 2

10

]
4)
[
11
60

]
, 5)

[
13
140

]
, 6)

[
512
√
2−238

420

]
7)
[
37
12

]
8)
[
π3−27π+81

√
3

162

]
9)[

8
3

]
10) [12π] 11)

[
112
3

]
, 12)

[
28
3

]
, 13)

[
23a3

192

]
, 14)

[
31
√
3

60

]
.

Př́ıklad . Vypočtěte statický moment Sx vzhledem k ose x, resp. Sy vzhledem k ose y:

1) Sx, Sy kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: y = x
2

+ 3, y = x
2
− 3, x = 0,

x = 4, σ(x, y) = 1,

2) Sx, Sy kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: y2 = 4x+ 4,
y2 = −2x+ 4, σ(x, y) = |x|,

3) Sx rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ | sinx|, 0 ≤ x ≤ π }, σ(x, y) = | cosx|,

4) Sx kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: y = −1, y = 2, y = x,
y = lnx, σ(x, y) = k,

5) Sy rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ x, y ≤ 1
x
, y ≥ 1

2
}, σ(x, y) = 2y,

6) Sy rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0 }, σ(x, y) = x
√

4− x2 − y2,

7) Sy rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 4x2 + y2

9
≤ 1, x ≥ 0, y ≤ 0 }, σ(x, y) = |xy|,
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8) Sy rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2

4
≤ 4, y ≥ 0 }, σ(x, y) = |x|,

9) Statický moment p̊ulkruhu o poloměru r = a vzhledem k jeho pr̊uměru, σ(x, y) = 1,

10) Statický moment obdélńıka o stranách a, b vzhledem ke straně a, σ(x, y) = 1.

Řešeńı.
1) [Sx = 24, Sy = 48], 2)

[
Sx = 2, Sy = 192

35

]
. 3)
[
Sx = 1

3

]
, 4)
[
Sx = k

(
e2 + 2

e
− 8

3

)]
, 5)
[
Sy = −15

64
+ ln 2

]
,

6)
[
Sy = 32

15
π
]
, 7)

[
Sy = 3

40

]
, 8)

[
Sx = 14

3

]
, 9)

[
S = 56

3
πa2
]
, 10)

[
S = 1

2
ab2

]
.

Př́ıklad . Vypočtěte statický moment vzhledem k ose y tenké homogenńı rovinné desky

M =
{

[x, y] ∈ R2 : 0 < x < 1, y < coshx
}

Řešeńı.

[
Sy = 1− 1

e
kgm

]
Př́ıklad . Vypočtěte hmotnost a statický moment vzhledem k ose x tenké homogenńı rovinné desky

M =
{

[x, y] ∈ R2 : y > 0, (x− 1)2 + (y − 1)2 < 1
}

Řešeńı.

[
m =

π

2
kg, Sx =

2

3
kgm

]
Př́ıklad . Vypočtěte souřadnice (souřadnici) těžǐstě:

1) xT rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ a2, 0 ≤ x ≤ y }, a ≥ 0, σ(x, y) = x,

2) yT rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y ≤ 3, y ≤ 1
x
}, σ(x, y) = k,

3) T kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: xy = a2, y2 = 8ax, x = 2a, a ≥ 0,
σ(x, y) = 1,

4) T rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1, y ≤ x+ 1, y ≥ 0 }, σ(x, y) = 1,

5) xT rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ y ≤ x }, σ(x, y) = xy,

6) T rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ ay, }, a ≥ 0, σ(x, y) = y,

7) T kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: x = 0, y = 0, (x− a)2 + (y − a)2

= a2, a ≥ 0, σ(x, y) = 1,

8) T rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : x2

a2
+ y2

b2
≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0 }, a > 0, b > 0, σ(x, y) = 1,

9) T kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: x = 1, y = 0, y =
√
x, σ(x, y) = 1

|x+1| ,

10) T kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: y = −x, y = 2x− x2, σ(x, y) = |x|,

11) T kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: y = sinx, y = 0, x = π
4
, σ(x, y) = 1,

12) T kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: y2 = 4x+ 4, y2 = −2x+ 4, σ(x, y) = 1,

13) T kruhové výseče o středovém úhlu α, poloměru a, σ(x, y) = 1,

14) T kruhové desky x2+y2 ≤ a2, a ≥ 0 je-li σ(x, y) v každém jej́ım bodě M př́ımo úměrná vzdálenosti
% (A,M) , A = [a, 0].
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Řešeńı.
1)
[
xT = 3(π−2)a

16(2−
√
2)

]
, 2)

[
yT = 14

3(1+2 ln 3)

]
, 3)

[
T
[

51a
20(1+3 ln 2)

, 15a
8(1+3 ln 2)

]]
, 4)

[
T
[

2
3(π+2)

, 2
π+2

]]
,

5)

[
xT =

124(4−
√
2)

225

]
, 6)

[
T
[
0, 5a

8

]]
, 7)

[
T
[
a(10−3π)
3(4−π) ,

a(10−3π)
3(4−π)

]]
, 8)

[
T
[
4a
3π
, 4b

3π

]]
, 9)

[
T
[

3π−8
12−3π ,

1−ln 2
4−π

]]
,

10)
[
T
[
9
5
, 9

10

]]
, 11)

[
T
[(

1− π
4

) (√
2 + 1

)
, π−2

16

(
2 +
√

2
)]]

, 12)
[
T
[
2
5
, 0
]]

, 13)
[
T
[
2a sinα

3α
, −2a(cosα−1)

3α

]]
,

14)
[
T
[
−a

5
, 0
]]

.

Př́ıklad . Vypočtěte těžǐstě tenké homogenńı rovinné desky

Ω =

{
[x, y] ∈ R2 : y > − h

b2
x2 + h, y > 0,

}
, h > 0, b > 0

[
T =

[
0,

2

5
h

]]

Ω =

{
[x, y] ∈ R2 : y <

1

x
, y >

√
3

3
x, y <

√
3x

}
[T = [0.91, 0.91]]

Ω =
{

[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 1, y < x+ 1, y > 0
} [

T =

[
2

3(π + 2)
,

2

π + 2

]]
Ω =

{
[x, y] ∈ R2 : xy > a2, y2 < 8ax, x < 2a

}
, a > 0

[
T =

[
47

10(14
3
− ln 4)

a,
27

4(14
3
− ln 4)

a

]]
Př́ıklad . Vypočtěte moment setrvačnosti :

1) Ix kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: x+ y = 2, x = 2, y = 2, σ(x, y) = 1,

2) Iy kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: x = 0, x = 4, y = x
2

+ 3, y =
x
2
− 3, σ(x, y) = x,

3) Ix, Iy rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : x2 ≤ y ≤ x }, σ(x, y) = k,

4) Ix rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : y ≤
(
− h
b2

)
x2 + h, y ≥ 0, h ≥ 0, b > 0 }, σ(x, y) = 1,

5) Ix kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: y =
√
x, y = x4, σ(x, y) = |y − x2|,

6) Ix, Iy kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: xy = a2, xy = 2a2, x = 2y, 2x =
y, x ≥ 0, z ≥ 0, σ(x, y) = 1, a > 0,

7) Ix rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ a2, a ≥ 0 }, σ(x, y) = 1,

8) Ix kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného křivkami: x2+y2 = a2, y = a sinϕ, y = −a sinϕ,
0 ≤ ϕ ≤ π

2
, σ(x, y) = 1, a > 0,

9) Ix rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ x, y ≥ −x }, σ(x, y) = y,

10) Ix rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : x2

9
+ y2

4
≤ 1, 2x−

√
3y ≤ 0, x ≥ 0 }, σ(x, y) = |x|,

11) Ix a Iy rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : x2

16
+ y2

9
≤ 1, x2

9
+ y2

4
≥ 1 }, σ(x, y) = 1,

12) Ix a Iy rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 4, y > x, y > −x},

13) Ix a Iy rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < a2, 0 < y < v} , 0 < v ≤ a
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14) Ix kompaktńıho rovinného obrazce vymezeného jedńım obloukem cykloidy: x = a (t− sin t) , y =
a (1− cos t) , y = 0, σ(x, y) = 1, a > 0.
( Integračńı proměnné t, y. )

Řešeńı.
1) [Ix = 4], 2) [Iy = 384], 3)

[
Ix = k

28
, Iy = k

20

]
, 4)

[
Ix = 32

105
bh3
]
, 5)

[
Ix = 31

1530

]
, 6)

[
Ix = 9a4

8
, Iy = 9a4

8

]
,

7)
[
Ix = 1

24
a4 sin 2α cos2α

]
, 8)

[
Ix = a4

2

(
ϕ− sin 4ϕ

4

)]
, 9)

[
Ix = 31

6

√
2
]
,

10)
[
Ix = 24

5

(
1− 8

7
√
7

)]
, 11)

[
Ix = 27

4
π, Iy = 111

4
π
]
, 12)

[
Ix = 15(π+2)

16
, Iy = 15(π−2)

16

]
,

13)
[
Ix = 1

4

(
α− 1

4
sin 2α

)
a4, Iy = 1

4

[
α +

(
1
2

+ 1
3

cos2 α
)

sin 2α
]
a4, α = arcsin v

a

]
, 14)

[
Ix = 35

12
πa4
]
.
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Křivkové integrály

Př́ıklad 1. Vypočtěte křivkové integrály 1. druhu po dané křivce γ:

1.

∫
γ

xy ds, kde γ je obvod obdélńıku určený křivkami x = 0, x = 4, y = 0, y = 2. [24]

2.

∫
γ

(x4/3 + y4/3) ds, kde γ je asteroida x2/3 + y2/3 = a2/3, a > 0 konstanta.
[
4a7/3

]
3.

∫
γ

z2

x2 + y2
ds, kde γ je oblouk šroubovice x = cos t, y = sin t, z = t, t ∈ [0, 2π].

[
8π
√

2/3
]

4.

∫
γ

√
16x2 + y2 ds, kde γ je elipsa x2 + y2

4
= 1, t ∈ [0, 2π]. [10π]

5.

∫
γ

(2z −
√
x2 + y2) ds, kde γ je prvńı závit kuželové šroubovice x = t cos t, y = t sin t, z = t,

t ∈ [0, 2π].
[
2
√

2
(√

(2π2 + 3)3 − 1
)
/3
]

6.

∫
γ

xy ds, kde γ je elipsa x2

a2
+ y2

b2
= 1, a, b > 0 konstanty. [ab (a2 + ab+ b2) /(3(a+ b))]

7.

∫
γ

2(z − y2)xy ds, kde γ je proniková křivka ploch x2 + y2 = 1, z = x2 pro y ≥ 0, y ≥ −x.[(√
8− 1

)
/6
]

8.

∫
γ

x(y − 1) ds, kde γ je proniková křivka ploch x2 + y2 − 2y = 0 pro x ≥ 0, z = x2 + y2. [0]

9.
∫
γ

xy2 ds, kde křivka γ ⊂ R2 je dána rovnićı x2 + y2 = ax, a > 0.
[
πa4

16

]
10. I =

∫
γ

z√
x2+y2+z2

ds, kde je křivka γ ⊂ R3 dána parametrickými rovnicemi x = a cos t, y = a sin t,

z = bt, t ∈ [0, 2π], a > 0, b > 0.
[√

a2+b2

b

(√
a2 + 4π2b2 − a

)]
11.

∫
γ

1
x−y ds, kde γ je usečka AB, A = [0,−2], B = [4, 0].

[√
5 ln 2

]
12.

∫
γ

x2 ds, kde γ je oblouk AB křivky dané rovnićı y = lnx pro A = [2, ln 2], B = [1, 0].[
(5
√

5− 2
√

2)/3
]

13.
∫
γ

(x− y) ds, kde γ je kružnice x2 + y2 − ax = 0, a > 0.
[
1
2
πa2
]

14.
∫
γ

(x2 + y2 + z2) ds, kde γ je oblouk šroubovice x = a cos t, y = a sin t, z = at, t ∈ [0, 2π], a > 0.[
2
√
2

3
πa3(4π2 + 3)

]
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15.
∫
γ

z ds, kde γ je křivka x = t cos t, y = t sin t, z = t, t ∈ [0,
√

2].
[
2
3
(4−

√
2)
]

16.
∫
γ

√
x2 + y2 ds, kde γ je křivka x2 + y2 − ax = 0, a > 0. [2a2]

17.
∫
γ

√
2y ds, kde γ je křivka x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ [0, 2π]. [4πa

√
a]

18.
∫
γ

(x+ y) ds, kde γ je obvod trojúhelńıka s vrcholy A = [1,−1], B = [2,−1], C = [1, 0].
[
1 +
√

2
]

19.
∫
γ

(x2 + y2) ds, kde γ je křivka x = a(cos t+ t sin t), y = a(sin t− t cos t), t ∈ [0, 2π], a > 0.

[2π2a3 (1 + 2π2)]

20.
∫
γ

x2y ds, kde γ je oblouk o parametrických rovnićıch ϕ(t) = a cos t, ψ(t) = a sin t, t ∈ [0, π/2].[
a4

3

]
21.

∫
γ

x ds, kde γ je dána rovnićı y = x2, x ∈ [1, 2].
[

1
12

(17
√

17− 5
√

5)
]

Př́ıklad 2. Vypoč́ıtejte křivkové integrály 2. druhu po dané křivce γ (uvažujeme pravotočivý souřadnicový
systém):

1.

∫
γ

y dx + x dy, kde γ je čtvrtkružnice ~r(t) = (a cos t, a sin t), 0 < t < π/2 a A = [a, 0] je počátečńı

bod, a > 0 konstanta. [0]

2.

∫
γ

x dx + y dy + (x+ y − 1) dz, kde γ je úsečka
−→
AB, A = [1, 1, 1], B = [2, 3, 4]. [13]

3.

∫
γ

(x2 + y2) dx + (x2 − y2) dy, kde γ je křivka y = 1 − |1 − x|, 0 ≤ x ≤ 2 a počátečńı bod

A = [2, 0]. [−4/3]

4.

∫
γ

yz dx + xz dy + xy dz, kde γ je oblouk šroubovice ~r(t) = (a cos t, a sin t, bt/2π) od bodu

A = [a, 0, 0] do B = [a, 0, b], a, b > 0 konstanty. [0]

5.

∫
γ

(2a− y) dx + x dy, kde γ je oblouk cykloidy x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ [0, 2π], a > 0

konstanta. [−2πa2]

6.

∫
γ

y2 dx − x2 dy mezi body A = [1, 0], B = [0, 1] po čtvrtkružnici. [−4/3]

7.

∫
γ

1

|x|+ |y|
dx +

1

|x|+ |y|
dy, kde γ je obvod čtverce [1, 0], [0, 1], [−1, 0], [0,−1]. [0]

8.

∫
γ

(x2 − 2xy) dx + (y2 − 2xy) dy, kde γ je oblouk ÂB paraboly y = x2 , A = [−1, 1], B = [1, 1].

[−14/15]
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9.

∫
γ

(x+ y) dx + (x− y) dy, kde γ je oblouk ÂBC elipsy x2

a2
+ y2

b2
= 1, A = [0, b], B = [xB > 0, yB >

0], C = [a, 0] [(a2 + b2) /2]

10.
∫
γ

x dx+y dy,+z dz√
x2+y2+z2−x−y+2z

, kde γ je orientovaná úsečka AB, s počátečńım bodem A = [1, 1, 1] a kon-

covým bodem B = [4, 4, 4];
[
3
√

3
]

11.
∫
γ

(y2−x2) dx+ (x2 +y2) dy, kde γ je orientovaná křivka x+ |y−1| = 1 pro 0 ≤ y ≤ 2 s koncovým

bodem B = [0, 2]; [4/3]

12.
∫
γ

xy dx+ y2 dy, kde γ je oblouk AB křivky y = arctg x od bodu A = [1, ?] do bodu B = [0, ?].[
−1

2

(
π
2
− 1
)
− 1

3

(
π
4

)3]
13.

∫
γ

y dx+ z dy + x dz, kde γ je oblouk ABC křivky, která je pr̊unikem ploch z = xy a x2 + y2 = 1

od bodu A = [1, ?, ?] do bodu C = [−1, ?, ?], B = [?, 1, ?]. [(4− 3π)/6]

14.
∫
γ

x dx + 12y dy + 18 dz, kde γ je oblouk AB křivky, která je pr̊unikem ploch x + y − 1 = 0 a

9x2 + 4y2 − 36z = 0 od bodu A = [1, ?, ?] do bodu B = [?, 1, ?]. [−9]

15.

∫
γ

2(x2 + y2) dx + (2y − 8) dy, kde γ je část kružnice ~r(t) = (a cos t, a sin t), 0 < t < π a A = [a, 0]

je počátečńı bod, a > 0 konstanta. [−4a3]

16.

∫
γ

(x2 + y2) dx + (x2 − y2) dy, kde γ je obvod trojúhelńıku s vrcholy A = [0, 0], B = [1, 0], C =

[0, 1], počátečńı bod je A = [0, 0]. [0]

17.

∫
γ

y dx + x dy, kde γ je oblouk ÂBC křivky x2

2
+ y2

4
= 1 orientovaný od bodu A = [0, yA < 0] do

bodu C = [1, yC > 0], je-li B = [
√

2, 0].
[√

2
]

18.
∫
γ

(xy + x + y) dx− (xy + x− y) dy, kde γ je kladně orientovaná kružnice x2 + y2 = ax, a > 0 je

konstanta. [−πa2(2 + a/2)/4]

Př́ıklad 3. Užit́ım Greenovy věty vypočtěte následuj́ıćı integrály: [Ověřte, že jsou splněny podmı́nky pro
jej́ı užit́ı.]

1.

∫
γ

(x+ y) dx − (x− y) dy, kde γ je elipsa x2

a2
+ y2

b2
= 1 souhlasně orientovaná se souřadnicovým

systémem. [−2πab]

2.

∫
γ

(x2 − y2) dx + (x2 + y2) dy, kde γ je křivka tvořená p̊ulkružnićı
√
r2 − x2 a osou x. [4r3/3]

3.

∫
γ

(x+ y)2 dx − (x− y)2 dy, kde γ je křivka tvořená sinusoidou y = sinx a úsečkou na ose x pro

0 ≤ x ≤ π. [−4π]
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4.

∫
γ

(x+ y)2 dx − (x+ y)2 dy, kde γ je trojúhelńık s vrcholy O = [0, 0], A = [1, 0], B = [0, 1].

[−4/3]

5.

∫
γ

y2 dx + x dy, kde γ je kružnice x2+y2 = r2 souhlasně orientovaná se souřadnicovým systémem.

[πr2]

6.

∫
γ

(xy + x2) dx + x2y dy, kde γ je kladně orientovaná hranice oblasti Ω = {(x, y) ∈ R2; 0 ≤ x ≤

y ≤ 1}. [1/12]

7.

∫
γ

1

y
dx − 1

x
dy, kde γ je trojúhelńık s vrcholy A = [1, 1], B = [2, 1], C = [2, 2]. [1/2]

8.

∫
γ

(xy + x+ y) dx + (xy + x− y) dy, kde γ je kladně orientovaná kružnice x2 + y2 = ax, a > 0

konstanta. [−πa3/8]

9.
∫
γ

1
x
arctg y

x
dx+ 2

y
arctgx

y
dy, kde γ je hranice oblasti {[x, y] ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 4, x < y <

√
3x}

orientovaná kladně. [π ln 2/12]

10. Vypočtěte rozd́ıl integrál̊u I1 − I2, je-li I1 =

∫
γ

(x+ y)2 dx − (x− y)2 dy, kde γ je úsečka
−→
AB,

I2 =

∫
γ

(x+ y)2 dx − (x− y)2 dy, kde γ je oblouk ÂB paraboly y = x2, A = [0, 0], B = [1, 1].

[1/3]

11. I =
∫
γ

(x2y − x) dx − (xy2 + y) dy, kde γ je křivka o rovnici x2 + y2 = 2y, orientovaná ve směru

pohybu hodinových ručiček.
[
3
2
π
]

Geometrické a fyzikálńı aplikace křivkových integrál̊u

Př́ıklad 1. Vypočtěte délku křivky γ

1. Vypočtěte délku křivky γ s parametrickými rovnicemi x = a(t− sin t), y = a(1−cos t), t ∈ [0, 2π].

[8a m]

2. Vypočtěte délku křivky γ ⊂ R3 s parametrickými rovnicemi x = t cos t, y = t sin t, z = t,
t ∈ [0, 2π].

[√
2π
√

1 + 2π2 + ln
(√

2 π +
√

1 + 2π2
)
m
]

3. Vypočtěte délku křivky γ ⊂ R3 s parametrickými rovnicemi x = t − sin t, y = 1 − cos t, z =
4 cos(t/2), t ∈ [0, π].

[
4
√

2 m
]

4. Vypočtěte délku křivky γ, je-li γ : ~r = a cos t~i+ a sin t~j + vt~k pro t ∈ [0, π/2], a, v > 0 konstanty.[
π
√
a2 + v2/2

]
5. Vypočtěte délku křivky γ, kde γ je část křivky na pronikové křivce ploch y = x2, z = 4

3
x3/2 pro

0 ≤ x ≤ 1. [2]
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6. Vypočtěte délku křivky γ, kde γ je část křivky na pronikové křivce ploch z = −ex, x+ y = 1 pro
x ≥ 0, y ≥ 0.

[√
e2 + 2−

√
3− 2

√
2 +
√

2 ln(
√

e2 + 2−
√

2)(
√

3 +
√

2)
]

Př́ıklad 2. Vypočtěte obsah části válcové plochy Ψ s danou ř́ıd́ıćı křivkou γ a danými tvoř́ıćımi př́ımkami.

1. Vypočtěte obsah části válcové plochy Ψ s ř́ıd́ıćı křivkou γ ⊂ R2 danou rovnićı y = lnx, x ∈ [1,
√
e]

v rovině z = 0 a tvoř́ıćımi př́ımkami rovnoběžnými s osou z a vymezenými plochami: z = 0, z = x2.[(√
(e2 + 1)3 − 1

)
/3
]

2. Vypočtěte obsah části válcové plochy Ψ : 4x2 + 9y2 = 36 pro y ≥ 0 s ř́ıd́ıćı křivkou γ v rovině
z = 0, tvoř́ıćımi př́ımkami rovnoběžnými s osou z a vymezenými plochami z = 0, z = −xy.[
76
5
m2
]

3. Vypočtěte obsah části válcové plochy Ψ : x2 + y2 = 1 s ř́ıd́ıćı křivkou γ v rovině z = 0, tvoř́ıćımi
př́ımkami rovnoběžnými s osou z a vymezenými plochami z = x2, z = 2 + y2. [4πm2]

4. Vypočtěte obsah části válcové plochy Ψ : x2 + y2 = a2 pro x ≥ 0 s ř́ıd́ıćı křivkou γ v rovině
z = 0, tvoř́ıćımi př́ımkami rovnoběžnými s osou z a vymezenými plochami z = −x2, z = x.
[a2(2 + aπ/2))m2]

5. Vypočtěte obsah části válcové plochy Ψ : y = lnx pro |y| ≤ 2 s ř́ıd́ıćı křivkou γ v rovině z = 0,
tvoř́ıćımi př́ımkami rovnoběžnými s osou z a vymezenými plochami z = x2, z = 0.[

(e2 − 6/ (3e6)) (e4 + 1)
3/2

m2
]

6. Vypočtěte obsah části válcové plochy x2 +y2 = a2 pro x ≥ 0 vymezené plochami z = −x2, z = x,
a > 0 konstanta. [a2(2 + aπ/2))]

Př́ıklad 3. Vypočtěte hmotnost dané křivky.

1. Vypočtěte hmotnost asteroidy x = acos t3, y = asin t3, t ∈ [0, 2π], a > 0 konstanta. [12a/15]

2. Vypočtěte hmotnost konické šroubovice x = at cos t, y = at sin t, z = bt, t ∈ [0, 2π], a > 0, b 6= 0
jsou konstanty.

[
π
√
a2 + b2/2

]
kdyby hustota σ(x, y, z) = z, potom

[
v
(√

(a2(4π2 + 1) + v2)3 −
√

(a2 + v2)3
)
/(3a2)

]
3. Vypočtěte hmotnost křivky γ : ~r = et(cos t~i+ sin t~j + ~k) pro t ≤ 0, je-li hustota h(x, y, z) = z.[√

3/2
]

4. Vypočtěte hmotnost křivky γ , kde γ je část křivky na pronikové křivce ploch x2 + y2 − 2y = 0,
pro y ≥ 1, z = x2 + y2 je-li hustota h(x, y, z) = |x(y − 1)|.

[
(5
√

5− 1)/6
]

Př́ıklad 4. Vypočtěte statický moment

1. Vypočtěte statický moment vzhledem k rovině x = 0 křivky γ : ~r = t~i + t~j +
√
t~k pro t ∈ [0, 2],

je-li hustota h(x, y, z) = |z|.
[(

(175/2 − 1)/5− (173/2 − 1)/3
)
/64
]

2. Vypočtěte statický moment vzhledem k rovině y = 0 křivky γ , kde γ je část křivky na pronikové
křivce ploch x2 + y2 = 1, pro y ≥ 0, z = −x je-li hustota h(x, y, z) = |xy|. (Pozor na vyjádřeńı
absolutńı hodnoty). [0]
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3. 16) Vypočtěte statický moment vzhledem k rovině z = 0 křivky γ : ~r = cos t~i + sin t~j + et~k pro

t ≤ 1, je-li hustota h(x, y, z) = z.
[(

(1 + e2)
3/2 − 1

)
/3
]

Př́ıklad 5. Vypočtěte souřadnice těžǐstě

1. Vypočtěte souřadnice těžǐstě T homogeńıho oblouku cykloidy x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t),
t ∈ [0, 2π], a > 0 konstanta. [T = [aπ, 4a/3]]

2. Vypočtěte souřadnici yT těžǐstě T křivky γ : ~r = a(cos t~i + sin t~j + t~k) pro t ∈ [0, 2π], a > 0 je
konstanta, je-li hustota h(x, y, z) = z2

x2+y2
. [−3a/(2π)]

3. 19) Vypočtěte souřadnice těžǐstě T oblouku γ : ~r = et(cos t~i+sin t~j+~k), t ∈ (−∞, 0], je-li hustota
h(x, y, z) = k. [T = [2/5,−1/5, 1/2]]

Př́ıklad 6. V každém bodě silového pole v R2 p̊usob́ı śıla
−→
F . Vypoč́ıtejte práci tohoto pole při pohybu

hmotného bodu po orientované křivce γ:

1.
−→
F = (xy, x + y), γ je oblouk AB křivky γ dané rovnićı y = arctg x od bodu A = [1, ?] do bodu
B = [0, ?];

[
1
32

(16− 8π − π2)− ln 2 J
]

2. γ : ~r(t) = (a cos t, a sin t) orientované souhlasně s daným parametrickým vyjádřńım pro t ∈
[0, π/2];

−→
F = (x+ y, x), a > 0. [−a2/2 J ]

3. γ : y = lnx orientované souhlasně s daným parametrickým vyjádřńım od bodu M = [?, 1], do

bodu N = [e2, ?],
−→
F = (xy,− ln y). [(3e4 − e2 − 6) /4 J ]

4. V každém bodě silového pole v R2 p̊usob́ı śıla ~F = (x+y)~i+(x
3y
3

+x+y)~j. Vypoč́ıtejte práci tohoto
pole při pohybu hmotného bodu po uzavřené rovinné kladně orientované křivce γ ohraničuj́ıćı
rovinnou oblast Ω = {(x, y) ∈ R2;x ≥ 0, y ≥ 0, x

2

a2
+ y2

b2
≤ 1}. [a3b2/15]

Př́ıklad 7. V každém bodě silového pole v R3 p̊usob́ı śıla
−→
F . Vypoč́ıtejte práci tohoto pole při pohybu

hmotného bodu po orientované křivce γ:

1.
−→
F = (y, z, yz), γ : ~r(t) = (cos t, sin t, ct) orientované souhlasně s daným parametrickým vyjádřeńım
pro t ∈ [0, π], c > 0.

[
π
2

(2c2 − 4c− 1) J
]

2. γ : ~r(t) = (cos t, sin t, et) orientované souhlasně s daným parametrickým vyjádřńım pro t ∈ [0, π];
−→
F = (y, z, yz), c > 0.

[
2e2π−5eπ−5π−3

10
J
]

3. γ je lomená čára OABCO kladně orientovaná O = [0, 0, 0], A = [0, 1, 0], B = [1, 1, 0], C = [1, 1, 1];
−→
F = (x, y, z). [0 J ]

4. V každém bodě silového pole v R3 p̊usob́ı śıla ~F = ~r. Vypoč́ıtejte práci tohoto pole při pohybu
hmotného bodu po křivce γ která je pronikovou křivkou ploch x2+y2 = z2, x2+y2 = ax v prvńım
oktantě od bodu M = [0, ?, ?], do bodu N = [a, ?, ?], a > 0 konstanta. [a2]

5. V každém bodě silového pole v R3 p̊usob́ı śıla ~F = (yz, xz, x). Vypoč́ıtejte práci tohoto pole
při pohybu hmotného bodu po křivce γ, která v rovině y = 0 ohraničuje rovinnou oblast Ω =

{(x, z) ∈ R2; z ≤ 4 − x2, x ≥ 0, z ≥ 0}, orientace γ je souhlasná s orientaćı oblouku ÂBC ∈ γ,
kde A = [xA > 0, 0, zA > 0], B = [0, 0, zB > 0], C = [xC > 0, 0, 0]. [16/3]
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6. V každém bodě silového pole v R3 p̊usob́ı śıla ~F = (xy2,−y, z). Vypoč́ıtejte práci tohoto pole při
pohybu hmotného bodu po křivce γ, která je pronikovou křivkou ploch y =

√
3x, z =

√
4− x2 − y2

od bodu A = [?, ?, 0] do bodu B = [0, ?, ?]. [5/2]

7. V každém bodě silového pole v R3 p̊usob́ı śıla ~F = xz~i + x3~j + yz~k. Vypoč́ıtejte práci tohoto
pole při pohybu hmotného bodu po křivce γ, která je pronikovou křivkou ploch z =

√
y − x2,

y = 4− x2 od bodu A = [xA > 0, ?, 0] do bodu B = [xB < 0, ?, 0].
[
16
√

2/5
]

8. V každém bodě silového pole v R3 p̊usob́ı śıla ~F = (y,−x,−yz). Vypoč́ıtejte práci tohoto pole

při pohybu hmotného bodu po oblouku ÂBC od bodu A do bodu C lež́ıćım na pronikové křivce
ploch x2 + y2 = 1, z = x2 kde A = [xA > 0, 0, ?], B = [xB > 0, yB > 0, zB > 0], C = [xC <
0, yC = −xC , ?].

[
(7
√

2− 45π)/60
]

Př́ıklad 8. Vypoč́ıtejte práci silového pole v R2 při pohybu hmotného bodu po dané křivce γ:

1. V každém bodě silového pole v R2 směřuje śıla do počátku souřadnicového systému a jej́ı veli-
kost je rovna převrácené hodnotě vzdálenosti p̊usobǐstě śıly od počátku souřadnicového systému.
Vypoč́ıtejte práci tohoto pole při pohybu hmotného bodu po menš́ım oblouku křivky x2

a2
+ y2

b2
= 1

od bodu A = [−a, 0] do bodu B = [0, b], a, b > 0 konstanty. [a− b]

Př́ıklad 9. Vypoč́ıtejte práci silového pole v R3 při pohybu hmotného bodu po dané křivce γ:

1. V každém bodě silového pole v R3 p̊usob́ı śıla, která je nesouhlasně kolineárńı s jednotkovým
vektorem osy y a jej́ı velikostje rovna vzdálenosti jej́ıho p̊usobǐstě od počátku souřadnicového
systému. Vypoč́ıtejte práci tohoto pole při pohybu hmotného bodu po uzavřené křivce γ v prvńım
oktantě tvořené oblouky na ploše x2 + y2 + z2 = 1, které lež́ı postupně v rovinách x = 0, y = 0,

z = 0. Křivka γ je orientována souhlasně s obloukem ÂBC, kde A = [1, ?, ?], B = [?, 1, ?],
C = [?, ?, 1]. [0]

2. V každém bodě silového pole v R3 p̊usob́ı śıla, která směřuje kolmo k ose y a jej́ıž velikostje rovna
vzdálenosti p̊usobǐstě śıly od osy y. Vypoč́ıtejte práci tohoto pole při pohybu hmotného bodu po

oblouku ÂBC od bodu A do bodu C lež́ıćım na pronikové křivce ploch y = x2 + z2, y = 4− x2
kde A = [xA > 0, ?, 0], B = [xB > 0, ?, zB > 0], C = [0, ?, zC > 0].

[
(2
√

2− 8)/3
]

Př́ıklad 10. Ověřte, že práce v daném silovém poli nezáviśı na integračńı cestě, určete potenciál tohoto
silového pole a vypočtěte danou práci.

1. Ověřte, že práce v silovém poli ~F = (x cos 2y+ 1)~i−x2 sin 2y~j nezáviśı na integračńı cestě, určete
potenciál tohoto silového pole a vypočtěte práci od bodu M =

[
0,−π

2

]
do bodu N =

[
π
2
, π
]
.

[V (x, y) = (1/2)x2 cos y + x+ c, W = π(π + 4)/8]

2. Ověřte, že práce v silovém poli ~F = (x2−y2, 5−2xy) nezáviśı na integračńı cestě, určete potenciál
tohoto silového pole a vypočtěte práci od bodu M = [1, 2] do bodu N = [2, 3].

[V (x, y) = x3/3− xy2 + 5y + c, W = −20/3]

3. Ověřte, že práce v silovém poli ~F = (1
z
,−3

z
, 3y−x

z2
) nezáviśı na integračńı cestě, určete potenciál

tohoto silového pole a vypočtěte práci od bodu M = [0, 2, 1] do bodu N = [1,−1, 2].

[V = (x− 3y)/z, W = 8]
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4. Ověřte, že práce v silovém poli ~F = (x2 + yz)~i + (y2 + xz)~j + (z2 + xy)~k nezáviśı na integračńı
cestě, určete potenciál tohoto silového pole a vypočtěte práci od bodu M = [1,−2, 3] do bodu
N = [2, 3, 4]. [V (x, y, z) = (x3 + y3 + z3)/3 + xyz + c, W = 169/3]

5. Ověřte, že práce v silovém poli ~F = x~i+ y~j + ~k nezáviśı na integračńı cestě a vypočtěte práci od
bodu M = [2, 3, 4] do bodu N = [1, 1, 1] po vhodné křivce.

[V (x, y, z) = (x2 + y2)/2 + z + c, W = −17/2]

Př́ıklad 11. Vypočtěte práci v silovém poli ~F = xy~i+ (x+ y)~j po kladně orientované uzavřené křivce γ,
skládaj́ıćı se z hladkých část́ı lež́ıćıch na křivkách y = arctgx, y = π

4
, x = 0. [π/8− π2/16− (1− ln 2)/2]

Př́ıklad 12. Užit́ım Greenovy věty vypočtěte obsah elipsy. [πabm2]

Př́ıklad 13. Užit́ım Greenovy věty vypočtěte obsah množiny Ω ⊂ R2, kde Ω je ohraničená obloukem
hyperboly o parametrických rovnićıch x = a cosh t, y = b sinh t, t ∈ (−∞,∞), a, b > 0, osou x a
spojnićı počátku souřadné soustavy s bodem A = [x0, y0] hyperboly, kde x0, y0 > 0.[

ab
2

ln
(
x0
a

+ y0
b

)
m2
]

Př́ıklad 14. Aplikaćı Greenovy věty vypočtěte obsah rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : x2 ≤ y ≤ x} .
[1/6]

Př́ıklad 15. Ověřte, že daný integrál nezáviśı na integračńı cestě a pomoćı potenciálu vypočtěte jeho
hodnou od bodu A do bodu B:

1.
∫
AB

1−y2
(1+x)2

dx+ 2y
1+x

dy, A = [0, 0], B = [1, 1].
[
V (x, y) = y2−1

1+x
+ c, c ∈ R,W = 1

]
2.
∫
AB

(
x√
x2+y2

+ y

)
dx+

(
y√
x2+y2

+ x

)
dy, A = [3, 4], B = [5, 12].[

V (x, y) =
√
x2 + y2 + xy + c, c ∈ R,W = 56

]
,

3.
∫
AB

xz2 dx+ y3 dy + x2z dz, A = [−1, 1, 2], B = [−4, 2,−1].

[V (x, y, z) = x2z2/2 + y4/4 + c, c ∈ R,W = 39/4]

4.
∫
AB

(
y2

(x−y)2 −
1
x

)
dx+

(
1
y
− x2

(x−y)2

)
dy, A = [1, 2], B = [2, 6][

V (x, y) = xy
y−x + ln y

x
+ c, c ∈ R,W = 1 + ln 3

2

]
5.
∫
AB

x
(x+y)2

dx+ 2x+y
(x+y)2

dy, A = [1, 1], B = [3, 2].

[V (x, y) = ln(x+ y) + y/(x+ y) + c, c ∈ R, W = ln(5/2)− 1/10],

6.
∫
AB

yz dx+ xz dy + xy dz, A = [1, 2, 3] B = [3, 2, 1] [V (x, y, z) = xyz + c, c ∈ R,W = 0]

7.
∫
AB

x dx+y2 dy−z3 dz, A = [1, 1, 1] B = [1, 1,−1]
[
V (x, y, z) = 1

2
x2 + 1

3
y3 − 1

4
z4 + c, c ∈ R,W = 0

]
8.
∫
AB

x
x2+y2

dx+ y
x2+y2

dy, A = [−2,−6],B = [1, 0];
[
V (x, y) = (1/2) ln(x2 + y2), c ∈ R,W = −1

2
ln 40

]
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9. Ukažte, že integrál

∫
γ

(
2xy2 + 3x2 +

1

x2
+

2x

y2

)
dx +

(
2x2y + 3y2 +

1

y2
− 2x2

y3

)
dy nezáviśı na

integračńı cestě a vypočtěte jeho hodnotu pro A = [2, 1], B = [1, 2]. [W = −15/4]
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