SBIRKA PRIKLADU Z MATEMATICKE ANALYZY I1I

J. DANECEK, M. ZAHRADNIKOVA

Symbolem * jsou oznaceny obtiznéjsi pifklady.

Posloupnosti

Urcete limitu posloupnosti
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Naleznéte limitu posloupnosti {a,}, jestlize
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Urcete, zda-li existuje limita posloupnosti

1
lim (—1)"* (1 + —)
n—oo n

Pokud neexistuje, urcete liminf a lim sup posloupnosti.
Reseni. [limita neexistuje, liminf = —1, limsup = 1]

Urcete, zda-li existuje limita posloupnosti

. n o . 4N
lim sin® —

Pokud neexistuje, urcete liminf a lim sup posloupnosti.
Reseni. [limita neexistuje, liminf = 0, limsup = 1]
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Rozhodnéte o konvergenci rad:
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* Vysetiete konvergenci fady

v zavislosti na parametru p € R.

Reseni. [konverguje pro p > 0]
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Vysetiete konvergenci fady:

1+sm%—cosll 1 .
Z 14sin2 —cos2n tg— [konverguje]
n=1 n n

> 2 3/, 3
* Z Vn24+n—vnd+n

konverguje
— [ guje]
Z(—l)"arctg <\/n2 +1—+vn?— 1) [konverguje]
n=1
Z — [konverguje - odmocn. kr.]
n=1 (n + 5)
Z (V/n— 1)” [konverguje - odmocn. kr.]
n=2
Pro které parametry p € R konverguje rada
Z e’ [p € (_007 O)]
n=1
pe™™
[p € [0,00)]
2
n=1 n
i /1 2n
Z [p € [-1,1]]

Sy ip‘ Vo) pe (-1/2.00)

n=1

Rozhodnéte o konvergenci fady a urcete, kolik ¢lenu fady je nutno secist, aby chyba byla mensi nez

dané e:
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— n(n+1)’
> Ilnn 9
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Z(”; ) , =103 n > 9]

n=1
o 1 n
Z("+ ) , =102 n > 5]
3n
n=1
Y e=107 n > 4]
en
n=1

Rozhodnéte o konvergenci fady
oo 2 n
> (-) In(1 4 2")
— \3

[Népoveda: In(1+2") <In2"*" = (n+ 1)In2, pak podilovim a srovndvacim kr. Reseni: konverguje.]

Rozhodnéte o konvergenci rady

Ztg( >s1n2”

1 n
> , pak srovnavacim kr. ReSeni: konverguje.

[Népovéda: lsin2"| < 1,tg (4%) <7 <Z

Z ]
n2

1\" .
{Népovéda: (1 + —) < e. Resent: diverguje}
n

Urcete Cauchyuv soucin fad

> ¥ )Y
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k=0 §=0
Vysledek:
o (a+ )"
>
n=0
Urcete Cauchyuv soué¢in rad
S ket Y (=1 g
k=0 5=0
Vysledek:
Z nq2n—2
n=0



Funkeni rady

Priklad . Urcete obor konvergence nasledujicich rad:

;Sl on+1 [z € (=00, 0)]
> (Y v € (~0,0)

n=1
e} 2 n

T 1-v5 145
> TE\T2 T
— rz+1

n=1
oo
Zn sm( n2—|—1—3n2> [z € (—o0, 3)]
n=1

Priklad . Dokazte, ze nasledujici fady konverguji stejnomérné na daném intervalu /:

y = I=1[0,00)

> an, I=[-bb,VO<b<1
n=0

=, . x T
>ortein(gm) . T=[53)

[e%¢) _1)n
y U = (0,0
= n-+smnzx
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Dokazte, ze tada

[o¢]

Z a, sinnx

n=1
konverguje stejnomérné na (—oo, 00) za predpokladu, ze > 7 | a, konverguje absolutné.
Dokazte, ze rada

)
E a, COSNT
n=1

konverguje stejnomérné na (—oo, 00) za predpokladu, ze >~ | a, konverguje absolutné.

Priklad . Urcete obor konvergence a obor stejnomérné konvergence rad:

00
E : e "%
n=1

Vysledek: konverguje na (0, 00), konverguje stejnomérné na [a,o0), Va > 0

oo
g In" x
n=1

Vysledek: konverguje na (é, e), konverguje stejnomérné na [a, b|, V é <a<b<e

[eS)
nr
ene

n=1

Vysledek: konverguje na [0, o0), konverguje stejnomérné na [a, o0), Va > 0

=1

Vysledek: konverguje stejnomérné na (—oo, co)

- T
; 1 4 nta?

Vysledek: konverguje stejnomérné na (—oo, co)

Z x2efnx
n=1
Vysledek: konverguje stejnomérné na [0, 0o)
>
“—~n(n+1)
Vysledek: konverguje stejnomérné na [—1, 1]

o)
COSnx
2n

=1

Vysledek: konverguje stejnomérné na (—oo, 0o)



Priklad . Urcete obor stejnomérné konvergence tad:
oo
>
r? 4 n?
n=1

Vysledek: (—o0, 00)

i arct 2z
r
—— g 132 + TZ3

Vysledek: (—o0, 00)

)
§ :eanx
n=1

Vysledek: konverguje na (0, 00), konverguje stejnomérné na [a,o0), Va > 0

SR
Sinne
P

n=1

Vysledek: (—o0, 00)

Priklad . Urcete polomér konvergence tady

Priklad . Urcete polomér a obor konvergence rady

Z2nl— 1"

n=1

Vysledek: o = 1, obor konvergence |0, 2)

= 1

> z"

“—~n+yn
Vysledek: o = 1, obor konvergence [—1,1)

[e.e]

Z 4nx2n

n=0

Vysledek: o = 1/2, obor konvergence (—1/2,1/2)

[eS)
T s —
n

n=1



Vysledek: o = 1, obor konvergence [—1, 1)

Vysledek: o = 2, obor konvergence (—5, —1)

Vysledek: o = 1, obor konvergence [0, 2)

Priklad . Urcete soucet fady

Vysledek: 3 + 1o+ 5-In(1 —2) — 2In(1 —z), z € [-1,1)

Vysledek: (11_+—) ze(—1,1)

Vysledek: { z(Hm re(-1,1)

Priklad . Je déna rada

(a) Urcete obor konvergence rady.

(b) Urcete soucet fady.

Vysledek:
(a) [-1,1)
(b) _z+ln(21—x)
Priklad . Je dédna rada -
Z nx"
n=1

(a) Urcete obor konvergence tady.
(b) Urcete soucet rady.
Vysledek:
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(a) (-1,1)
()~

Priklad . Rozvinte do Taylorovy fady o stiedu ¢ = 0 funkci f(x) = arctgz a urcete obor konvergence
této rady.
Vysledek: f(z) = 300 ((—1)"2 5, @ € [—1,1]

Piiklad . Rozvifite do Taylorovy fady o stfedu ¢ = 0 funkci f(x) = In(4 — 2?) a urcete obor konvergence
této rady.
Vysledek: f(z) =2In2— >

2n
n=1 n22n7

r € (—-2,2)

Priklad . Rozvinte do Taylorovy tady o stiedu ¢ = 0 funkei f(z) =
této rady.

Vysledek: f(z) = %ZZO:O (14+2(=2)")a™, z € (— ,%)

Wllﬂx) a urcete obor konvergence

N

Priklad . Rozvinte do Taylorovy fady o stiedu ¢ = 0 funkei f(z) =
této tady.
5)
'3

Vysledek: f(z) = > 00 (-=1)"(3"™ = 1)a", z € (-
Pitklad . Odvod'te rozvoj funkce f(x) = In(1 + x) v nekone¢nou fadu na zdkladé vztahu f'(z) = .
Vysledek: Y >0 (—=1)"ME 2 € (—1,1]

WM a urcete obor konvergence

W=
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Fourierovy rady

Priklad . Napiste Fourierovu fadu funkce

T TE 0,%,
o= {7 <0

0 xe(%,l].

Nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.

Vysledek:
1/2

1
a0:2/xdx:é—l

0

1/2
cosnm—1 (=1)" =1
an:2/xcos(2nm:)dx: ST W B n=12...
0
s +1
1)
bn:2/xsin2n7rxdac:—cosmrz< ) , n=12 ...
2nmw 2nm
0
o)~ g e 3 [ o) + (-1 sin(anms)
x)~ =+ — — | —————cos(2nmx — sin(2nmx
8 27Tn:1n nmw

Priklad . Urcete v intervalu [—m, 7| Fourierovu fadu funkce

x|z
flay = T

Nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.

Vysledek:
(_ 1 n+1

f(x) ~ g + Z {(_22# cos(nx) + " sin(nz)

Priklad . Urcete v intervalu [—1, 1] Fourierovu fadu funkce
r+1 xe€[-1,0),
fz) =
r—1 ze€l0,1].
Nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.

Vysledek: a,, =0 pron=20,1,2,...

fx) ~ 2 Z % sin(nmx)

™

Priklad . Urcete v intervalu [—m, 7] Fourierovu fadu funkce

{ 0 z¢€[-m0],

flo)= 1 ze(0,7].
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Nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.
Vysledek: ag =1, a, =0pron=1,2,...

TL

l i sm(n:c

sm (2n+ 1)z

2 [ee]
2
:O

l\.’)lr—t
:]
l\DI»—
:1

Priklad . Urcete v intervalu [—m, 7] Fourierovu fadu funkce

fx) = |zl

Nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a vysetiete konvergenci této fady na R.
Vysledek: b, =0 pron=1,2,...

T 2= (-1)"-1 T o4&
@)~ g4 2 g eostw) =5 = 20 g g e - e

Piiklad . Je ddna funkce
flxy=2—-1, z€(0,1].

Urcete kosinovou Fourierovu fadu této funkce, nakreslete standartizované periodické prodlouzeni a
vysetiete konvergenci této fady na R.
Vysledek: b, =0 pron=1,2,...

[e.9]

1 2 (—1)" -1 1 4 1
flz)~—=+ = ; — cos(nmz) = 53 2 m cos(2n — 1)z
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Dvojné integraly

. , , - ..
Priklad . Zakreslete v kartézském souradnicovém systému (O; i, j ) mnoziny:

A={[r,y eR? : <y, y <1, z >0},
A={lzyl €R®: Ja] <y, y <2},
A={lz,y) €R? : y <z, y> a2},

A={[z,y] eR* 1 1 <2® +y* <4, y >, y >0},

A={lzyleR? :w<y<a? 2<y<iy
A:{[x,y]E]R2;x2+y2_2y§O’ yQSIE—Fl}’

)

)

)

)

5) A={[z,y] €R? : 224+ 42 — 42 <0, 22 4 y? — 22 > 0},

)

)

) A={lz,y] €R? : 22 +4*> -2y <0, z+3% -2y + 1> 0},
)

9) A={lz,yl e R® : 2® +y° + 42 <0, 2” + ¢ + 4o — 4y + 4 < 0},
- =
i, j) kompaktni ( tj. uzavienou a

Priklad . Zakreslete v kartézském soufadnicovém systému (O; ,

ohrani¢enou ) mnozinu A vymezenou kiivkami:

1) A le’x:27y:xvy:§?
[A={lz.y] R 1< <2, y<z y>3}]

2) At y=0,y=1, z=/y, v =3—2y,
[A:{[Ia?/]GRQ cy >0, >y, xgg_gy}L

3) A: y? =22, v =y +4,
(A= {lz,y] e R® : y > —4, y* < 21}],

) A y=22+1,y=(x-1)" 2=0,y=—z+3
[A:{[J},y]GR2 : y§x2+17y2(x_1)37 0§$§2,y§—x+3}}7

5 A:x—y?=0,22+y=0, 2 +y+1=0,
[A: {[l’,y] GRQ Yy Z —T — ]-7 ) S _1,2’ y2 Z l’}],

6) A: y—2=0,9>—2=0, 22 -4y +2 =0,
[A neni urcena jednoznac¢né, existuji ctyri ruzné kompaktni mnoziny vymezené danymi kiivkami:
Ar={[z,y] €ER® 1 y—2 >0,y —2 <0, 2° — 4y +2 > 0},

AZ:{[xay]GRQy_$20792_$§0a$2_4y+2§0},
Az ={[z,y) eR? : y—x <0, y* — 2 <0, 22 — 4y +2 < 0},
Ap={[z,y] eR? : y—2 <0, y* -z >0, m2—4y+2§0}},

VA y=4—2* y=23 2+4y+3=0,
A neni urcena jednoznacné, existuji dvé ruzné kompaktni mnoziny vymezené danymi kiivkami:
Ay =A{[r,y] eR* : y<d—2a? y>a® v +4y+3>0},
Ay ={[z,y] €R? : y <4 —2? y < 2?, x+4y+3zo}]

14



%
Priklad . Zakreslete v kartézském souradnicovém systému (O; ¢, j ) mnozinu A a vyjadiete ji jako
elementarni obor 1. typu A = {[z,y] € R*; a <2 < b, g1 (7) <y < go(x)} nebo 2. typu A = {[z,y] €
R% c <y <d, hi(y) <z < hy(y)}, event. vyjddiete A jako sjednoceni elementdrnich obort :

—
}
Y

1) A={[z,y] eR? : 2° <y, y* <},
[A={lz,y)eR? : 0<z <1, 2 <y<x}nebo A={[z,y] eR*: 0<y <1, 3> <a< ¥y},

2) A={[z,y] €R? : y < =2z, y* <},
A={lz,y]eR?* : 0 <o <L -z <y< -2z},

{[z,y] €eR*> : 9(y+2)>(z—1)°, 2 —y—3>0, >0},
={[r,y] eR? : 1 <z <4, %(x—l)g—ZSny—?)}},

A
4) A={[z,y] e R? 1 y>2® y < V8x, y > 22+ 3},
A={lz,y]eR? : ;<2 <1, —20+3<y <V} U{[r,y] eR* : 1 <z <2 2% <y<V8a},
5) A={lr.y) €R? sy < —2” — 1, (y+1) <z},

A={[z,y) eR* : 0<2x <1, —\/r—1<y<—a?—1}nebo A= {[z,y) e R? : =2 <y <

-1, (y+1)2§m§\/—y—1} ,

6) A={[r,y] eR? : y <3 y* >4z, 20 —y—4<0, y <0},
[A={lzy eR?: -2<2<0, 20-4<y <2’ U{[z,y] eR* : 0< o<1, 20— 4 <y < —v2u}],
) A={r,y] €R? : 2V2y < 2? 32 <, v —y—2<0,},
[A:{[:c,y]eRQ 0<ae<l Vr<y<plufley eR:1<2<2 2-2<y
2
st Uy R 2<a <4, o-2<y<z} nebo A={lz,y] eR* : 1<y <0,y
r<y+2}U{lr,y) €R* : 0<y<Vv2, V22 <z <y+2}U{fz,y] eR* : V2 <y <2, 47
r<y+2}],

IAIA A

8) A= {[z,y] €eR? : y> Va2, y<2—2},
A={[z,y eR? : -1 <2 <1, W§y§2—x2}],

9) A={[z,y] €R* : —sinz <y <1+cosz, |z| <7},
[A:{[a:,y]eRz =B <<, —sinx§y§1+cosx}].

10) A={[z,y] e R* : y > arctgz > %, y < £},
[A={[z,y] eR? : 1 <z < V3, arctgz <y <

wly
—
=

11) A={[zr,y] €eR* : y > arctg z, y > —§2%, y <
A={ry eR?: 0<x <1, arctgz < y

ENE
—

IN

7} nebo lépe A = {[z,y] e R? : 0 <y <
5 -y < <tgyl],

12) A={[z,y) eR* : y > 11—, y>Inz, y <2},
[A={lzy]eR: -1<2<1, 1-2<y<2}U{ley €R?: 1<z <l o <y<2}

nebo lépe A = {[z,y] e R? : 0 <y < 2, 1—y§x§ey}],

15



13) A={[z,y) eR* : 2 +y—2>0, y* -3y +x+ 1< 0},
A={z,y eR*: -1 <2 <1, 2-*<y<34+,/5—z}U{lz,y] eR?: 1 <z <3

,/%—xﬁyé%—{— Z—x}nebolépeA:{[x,y] ER? 1 1<y<3, J2—y<z<—y*+3y—1}|.

N

- =
Priklad . Zakreslete v kartézském soutradnicovém systému (O; i, j
krivkami a zapiste je jako elementarni obor 1. nebo 2. typu:

) kompaktni mnoziny A vymezené

)

1) A:y=1 y=2 y=2? y=4z,

[A={[z,y] eR? : 1 <a <1, I <y<da}u{lz,y] eR?: 1<z <V2, V2<y <2},
2) Ar y=2z,y=73, y° =17
:{[:c,y]e]l@:()gxg%, §§y§2x}u{[x,y]€R2 : égxg& s <y< 3x2}},

3) A: y=2—22 y=+/—x, y* = a3,
A={[z,y) eR?: -1 <2< /2<y<2-22}U{[z,y) eR?: 0< 2 <1, \/_§y§2—x2}]

[A
|

Priklad . Vypoctéte nasledujici dvojnasobné integraly:

2 1
141
// x? +2y dx | dy, {3
0 0 i
i 15 16
T —
dr|d _—
/[/ﬂf z] dy, [ 50 |
0 cosy
11 )
T T
IE 5
0 0
w/2 3cosp _
12
[/ r?sin® ¢ dr] dp, [E
—m/2 0 )
2 N 9_
T
[1f s i
1
o VT )
[if i |
0 0
2 Iny C-
Tdr|d —
/[/6 z] dy, 5|
1 0
1 1—22
/[/ V1—a%—y?dy|ldx %




Priklad . Vypoctéte integraly pres dvojrozmérny interval D:

D// etdedy, D =[01]x[0.2] [(e=1) (2= 1)]

/D/ ey, D=0 0.1, ]

D/ ey D =[0.a] x 0.8] v

/] N oty dedy, D=7 x [Ta], .

? [ aycos () dody. D= [0.3] x 0.2 i

/D [ ayeosta+ sy, D=[0.5] x 0.7 .

J[ #veostetyanay, D= [0.3] x (0.2, [_ %l

D // oy dady, D =[0,2x[0,1], 2]
[foocusn ool [eeraan

D

Piiklad . Pfeved'te dvojny integral / f (z,y) dzdy na dvojndsobny, je-li ddna kompaktni mnozina D:

1) Mnoiina D je vymezena trojihelnikem s vrcholy A[0,0], BI[1,0], C1,1],
fffa:ydmdy—fffxydy]d ]
_0 Y

2) Mnozina D je vymezena rovnobéznikem s vrcholy K[1,2], L[2,4], M[2,7], N[1,5],

2 2z+3 4 y/2
1f[2f f(w,y)dy]dfﬂ—f ffwyd:vderfffxydxdyﬂL! fsffcydx]dy ,

2

3) Mnozina D je ohrani¢end hyperbolou y? — 22 = 1 a kruznici 22 + y* = 9, pficemz obsahuje bod

0 = (0,0),
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—2 V9—z2 2 V1422 3 V9—z2

U faydide U fegdylder 1] fy)dylde =
=3 _\g—a? ViTa? o

1 —Vyr-1 9—y? 1 9—y?

f [ fla,y)dz]dy+ f [ fley)deldy+ [[ [ flz,y)deldy+
—V5 - V9-y? V5 y2—1 -1 _ 9—y2

V5 VPl V3V 9—y?

JU S feyydsldys [T [ fGey)daldy).
— 9_y2 y2 1

4) Mnozina D = {[z,y] € R? 2+y2<a}

a Va2—z? a?—
JU [ flzy)dylde = f[ f f(z,y)dz]dy
—a _\/qZ_52 \/(12—

Priklad . Vypoctéte nasledujici integraly / f(z,y) dxdy, je-li D kompaktni rovinny obrazec vymezeny

D
danymi kiivkami:

.
//(:v—y)d:vdy, D:y=0,y=ux, v+y=2, {5
s |
33 ]
// ([E2—|—y) dxdya D3?J:x27 ?J2 :.T, |:EO_
D

T ) 37|
//gdxdy, D:x=2+siny, t=0, y=0, y=2m, {7
) -
9
/ x—zdxdy, D:x=2 y=ux, zy=1, {—
y 4]
//Cos(m+y)dxdy, D:x=0,y=m y=ux, [—2]
2 | o 4
//xydxdy, D:iy>0, (z—2)"+y =1, [51

D
// (x +y+ 10) dzdy, D:a2*+y* =4, [407]
41
//|(x—1)y|dxdy, D:z=0,y=—-x+2, y=-—1. [ﬂ}

D

Priklad . Vypoctéte integraly
z 37
//eyd:cdy, M=A{z,y eR*:2>0,y>1y<2,y>z}, |:62—§
2 1225
/ :E—dedy, M:{[:p,y]ER2zm<3,y>1/x,y<4x}, {6—4

Y

18



//w(y+sin(7ry)) dxdy, M=A{lz,y eR*:2>0,y >0,y <—z+1}, rg—i_;ig_%
M
//x(l—y)dxdy, M=A{lz,y eR*: 2’ +y* <1ly>0,y<uz}, [%5_1_16
(¥ |
2 2 2 16]
//(x + y) dzdy, M={z,y eR*:y>a®y<1}, T
M
//nydxdy, M:{[Ly]€R2zx2+y2<1,y>—x+1}, 2—10
M
, 1 1 3]
//a:ydacdy, M:{[x,y]ER :y<ln5,y<1,y>0,0<x<1}, {é (1—6—2)
M
'
/ |zy| dxdy, M=A{lz,y eR*:y<ly>|z|}. {Z

M

Priklad . Vyjadrete dvojny integral pouzitim vhodné transformace a nésledné vypocitejte pro zadanou
funkei:

4 3x

D [ f@y)dylde, f(z,y)=z+y, u=2 v=y- 2z,
0 2z
[Névod: Uzijte transformacni rovnice: u =z, v =y — 2z.]

2) //f(x,y)d:vdy, D={[r,y)eR?: 0<2<2, 1-2<y<2—= y>0}, f(z,y) = (z —y)°,
D

[Nédvod: Uzijte transformacni rovnice: u =2z 4y, v =z — y.|

3) //f(:c,y)d:vdy,Dz{[x,y]eRQ:0§x§2,1—x§y§2—x}, fy) = (& — ),

[Navod: Uzijte transformacni rovnice: u = x, v =z + y.]
4) / / f(z,y) dxdy, D je kompaktni rovinny obrazec vymezeny kiivkami: zy = %, xy = 2, 2y =
D

xz, y:2$a pI'OZUZO, yZOa f($7y):17
[Névod: Uzijte transformacni rovnice: u = zy, y = vz.|

5) // f(x,y)dxdy, D je kompaktni rovinny obrazec vymezeny kiivkami: y? = z, y* = 2z, xy =
D

2, xy = 1, zaved'te proménné u = zy, y* = vz, f(z,y) =1,
[Navod: Uzijte transformacni rovnice: u = xy, y* = vz]

6) / / f(z,y)dxzdy, D je kompaktni rovinny obrazec vymezeny kiivkami: y?> = z, y? = 8z, y =
D

22y =2, f(z,y) =1,

[Ndvod: Uzijte transformaé¢ni rovnice: x?

=uy, y? = v

19



2
3

OJ\M

/ f(z,y) dedy, mnozina D je vymezena nerovnici: T5 + Y a>0, fx,y) = 1.

[Navod. Uzijte transformaé¢n{ rovnice: x = gcos® p, y = osin @.}

Resemu

1) Ofoff u, v+ 2u) dv]du], (2],

2) (11 7 (452,52 e 3],
{

w
N—
1T
Ct=w

fuv_umu][ﬂ,

2

4) fff(\/_\/w)zu uldv|, [51n2],

/2

5 i

r=
)_l

(3 “T,\B/ﬁ) ﬁ du]dv , [In2],
f (\3/ u2v, v/ uv2) % du]dv

5
2
3

f (0cos? ¢, osin® @) pcos? p sin? p dyldr|, [2ma?].
) 8

I—I

%oo"%w

[

D
~—~—
1T
'_‘%Oo
O%@ =

7) |3
Priklad . Vyjadtete dvojny integral pouzitim transformace do polarnich soutadnic:

) [[ ) dudy, D= () € B - 2?4y < 02),

2) //f(x,y)dxdy, D= {[z,y] €R? : 2> +y* < ax},jelia) a >0, b)a<O0,

3) / f(z,y)dzdy, D= {[z,y] € R* : 2 +y* < by}, jelia) b>0, b) b <0,

4) //f(%y)dl‘dy’ D={[z,y] eR* : 2 +y* <16, 2? +y* > 1, y >z, y> —x },

) / f(z,y) dxdy, kde D je kompaktni rovinny obrazec vymezeny kiivkami: z2+y?* = 4z, 2%+y? =
D
8z, y=u, y =2z,

6) / / f(z,y) dxdy, kde D je kompaktni rovinny obrazec vymezeny kiivkami: y =z, y =0, z =1,

7) / flz,y)dzdy, kde D je vnitini ¢dst pravé smycky Bernoulliovy lemniskaty (22 + y?)° =

D
a’(x? —y?),a >0,

20



Reseni.

27 r

1) | [If f(ocosep, osing) o dolde|,
LO O
_ . 37
3 acose 5 acosp
2) |a) [] f f(ocosg, osing) o doldp, b) [] f f(ocos e, QSlnSD)QdQ]dSOI
L ) 2
[ m bsingp 0 bsingp
3) |a) [ [ f(ocosep, osing)odolde, b) [[ [ f(ocosep, osing)odolde|,
0 0 —Tr 0
e
4) | [1f f(ocosep, osiny) Qd@]dw],
T 1
L 4

5) | [ [ [ [flocosep, psing)odolde|,

z 4 cos ¢

-arctg 2 8cosp ]
L 7

[ flocosep, psing)odolde]|,
0

a+/cos 2¢p

7) i[ Of f(ocos o, Qsiw)gdg]dso],

Priklad . Vypoctéte integraly s pouzitim transformace do polarnich souradnic:

i
//(w2+y2)dxdy, D={le,y] €R® : 2® +¢* <’ 220, y >0}, {%

4 VI6—22
/ / (1+2” +y*)dydz, [% (17In17 — 16)
J 1

Priklad . Vypoctéte integraly
L
// (2% + y?) dxdy, M ={[z,y) e R* : 2> +y* < a’}, {ﬁwa‘l
//(x2+y2)e‘”2+y2dxdy, Mz{[x,y]ERz : x<y<\/§x,0<x2+y2<1}, [%
1 2 2, .2 1 ]
ﬁdmdy, M:{[:E,y]ER cx>0y>x,2°+y <1}, Z?T(Q—\/g)
Vid—12—y |
M

3 4 ]
// Va2 — x?2 — y? dxdy, M:{[az,y]ER2:$2+y2<a:v},a>O, [%<7T——)
x |

21



)
//arctg dxdy, M:{[x,y]ER2:1<x2+y2<9,§$<y<\/gl}a {%

1—a2—92 ) , , 2
//\/—1+x2+y2dxdy7 M=A{lz,y eR*:2>0,y>0,2"+y* <1}, 71

1 -
// nzgjy dzdy, MZ{[x,y]€R2:x<y<\/§x,1<x2+y2<4}7 [11n22
T y ]

//ln(1+x2+y2)dxdy, M={lz,y) eR*: 2> +y* <16,z >0,y >0}. [2(1711117—16)-

Priklad . Vypoctéte integraly

] -
// xzindxdy, M={lz,y eR*: 1<z <y y’ <2}, {5(5ln2—31n3)
1

/ |lzy| dzdy, M ={[z,yl e R*:2* +y*> <a’},a >0, [§a4

x

//xdxdy, M={lz,y) eR*:0<z<1,0<y<coshz}. [1——

e

M |

Priklad . Vypoctéte dvojny integral pomoci transformace do zobecnénych polarnich souradnic z =
apcosP v, y = bosin? ¢, kde a, b, p jsou vhodné zvolené konstanty:

2y 2 Y
1)// 1—¥—b—2dxdy,D:{[xy]€R ; +b2<1a>0 b>0
D

2mab }

[Népovéda: T = apcosp, y = bpsin . Redent:

2 2
2)//xyda:dy, D:{[x,y]€R2 : x——l—‘z—2<1,x20,y20,a20,620},

2b2
[Napoveda T = apcosp, y = bpsin . Redent: ?}

3) // dxdy, D je kompaktni rovinny obrazec vymezeny kiivkou: {1/% + {l/g =1, x>0,y>0,

y 18
{Népovéda: x = 4pcos® p, y = 9psin® p. Redent: %]

4) // dzdy, D je kompaktni rovinny obrazec vymezeny kiivkou: (f + %)2 =74 2>0,y>0,

- b
[Népovéda: r = apcos® p, y = bosin® ¢. Reenf: %]
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Geometrické a fyzikalni aplikace dvojného integralu

Piiklad . Vypoctéte obsah kompaktniho rovinného obrazce A vymezeného kiivkami:

1)$+y:1>$+y:2>y:%$ay:2%

—
N[
| S—

)y cosz, 0< <5 y—0, i
3y=4,y=2% y=2"", [12—&:
4)y:x2,y:4—x2, [%ﬁ
5)y:_2>y:$+2ay:27y2:$7 [%:
6) y = 2% y =1z, 5]
7)zy=ad* 2 =ay, y=2a, v =0, (a>0), [a? §+ln2)_
8)y =y y=4dz, y=8, 15 In4]
9) A kompaktni obrazec vymezeny kiivkou z* 4 y* = 5, tecnou k této kiivce v bode A = [1,2] a

piimkou y = 0, [5 — garcsin \/lg
10) 2> +y? =dx, 2> +y* =20, y=uz, y =0, 2 (m+2)]
11) 2 +y? = 4o, 2> +y* =8z, y =2z, y = 7, [12arctg 2 + 6sin 2arctg 2 — 37 — €]
12) (z —a)* + 12 =a?, 22+ (y—a)® = a2, [a® (5 —1)]
13) y* = 2pz + p*, y* = —2qz + ¢, p, ¢ > 0, [3(p +q)v/Pq

_ ma*V2
14) 2t + y* = a®(2? + 1?). [T

Piiklad . Vypoctéte obsah rovinného obrazce A:
DA={[z,yl eR? 1 y < —2?, y <2’ —2, 30 +2y+9 >0},

r
I

5]
2) A={[z,y] eR? : y < —a®, y <223 y > — 1}, [§<1+%)]
3) A={lz,y) eR* : 9(y+2) > (¢ - 1), x =y —3>0, x>0}, 3]
1) A={[z,y] €eR?: (y+3)* <3z —2, y+1+2%<0}, 2]
5) A={[r,y] e R? : y > 22 y <8z, y> -2z + 3}, [%}
6) A={lr,y] eR* :y<a?+ 1, y>(z—1)", y< —z+3, x>0}, %

_ 2 . 2 3
8) A={[r,y) eR? : x>0, arctgz <y < 1}, [ln 1+tg21
9 A={lr,y) eR? : y <1 y<a—1 y>nz} (22
10) A= {[z,y] eR* : y <1 -, y<e”, y >0} 2]
11) A={[z,y] e R? : 2? +y?> <4, v +y > 2}, [ — 2]
2 2 T

12) A={z,y) eR? : L+ L <1, £4+4>1}, 2 (7 —2)]
13) A={[z,y] eR? : 2> 1, 5 <y< 5}, [1],  Pozor, nevlastni integrall
14) A={[z,y] eR? : x <0, ¥ <y < e}, 2
15) A={[z,y] e R* : £ >0, —e " <y < H7}. [

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢dsti roviny ohranicené kiivkou z? + 3% = b5,
tecnou k této kiivee v bodé A = [1,2] a piimkou y = 0.

Resgeni. [5 (1 — %arcsin ?)]
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Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah casti roviny

. -
Q:{[:c,y]€R2zy>$3,y<2,x>0,y<x+1} {5(3\3@—1)
o
Q={lz,y eR*:y<a+1,2°+y°<1,y>0} [Wl_
Q={lz,y eR*:0<z<a,0<y<a(r—a)l’+(y—a)’>a’},a>0 [ag(l—%)
5 -
Q:{[x,y]e]RQ: 22 4+ y* — 6y <0, x2+y2—2y>0,az<y<\/§x}. |:§7T—2\/§—|—4
Q={lz,yl eR*: 2* +y* < 2az, 2*+y* <2by, }, a,b> 0,
2_b2 7
{cﬂg—l—a 5 <sin(2arctg%)—2arctg%)_
2 2 2 2 (2 | 2\2 20,2 2 a’ ]
Q:{[w,y]eR cx >0,y >0,2°+y° > a”, (2" +y°)° — 2a°(x —y)<0},a>0. {Z<\/§—§>

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa (télesem rozumime kompaktni mnozinu v

trojrozmérném prostoru) W, je-li W vymezeno plochami:

1) 62 —9y+52=0,3x—2y=0,40—y=0, c+y=>5, z=
2z sin?y,
=224+’ 2+y=1,2=0y=0, 2=0,
=222+’ + 1, o+y=12=0,y=0, 2=0,
=22, xt+ytz=4,y=1, 2=0,

r=0,y=0,2=0, z=m y=m, 2 =sin

z=a22 -9y y>0,2>0, <1,
2 +22=16,y=0, 2=0,y=2x, x>0,
Y Qa?JQ:IaZ:xZ_?JZ»
—2’ —y? 22 =2+2" 4
_ L2 _ 22 2
=25 22= T+,

+
2+y2:4’ I2+y2_z2:_4,

—_
H~

—_ —_
(02¢] ot

— — N N ~— — —
[N}

2—2ax =0, 22 +y* + 2?2 =4ad? a >0,
9 27Z207
224_y27 yzéa Z:Oa
22+ =1 2 P+ 2 =16, 22 =22+ 2 >0,
224y + 22 =4, 22+ 9% =3z,
r=a? 4y P+ =a, 2® +y? =22, 2 =0,
2=y, 2> +y?=2x, 2 >0,
z=—y’, z=—x pro —x <y <0, z <1,
x

3
L2 =1,

DO DN DN DN DN
~w N —m O ©
&
[\&)
+ +
<
[\&)
I
[\
&
&
(3™
+
Ned
(V)
|
I

N DN
S Ot
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)
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Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa

-
Q:{[:c,y,z]ER3:2>2(562+3/2),2<1—\/x2+y2} [EW
6
K={[z,y,2] eR’: [z,y] € ©,0 < 2z <2” + ¢}, Q={lz,yl eR*: 2> <y <z} {%
£ ]
Q:{[m,y,z]E]R322>2(x2+y2), z<1—\/x2—|-y2} {@ﬂ'
, 3 3 |
Q:{[az,y,z]€R3:x2+y2+22<1,a:>0,y>0,z>0,z<%} [\1/—6_7r
3..2 .2, 2 2, .2 7 ]
Q={lz,y,2] eR*: ®+ >+ <L, z>2"+y* — 1} |:67T

Priklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢asti plochy S, je-li:
1) S={[r,y,2] eR® : 62 +3y+2:=12, >0,y >0, 2 >0}, [14]
2) S ={[w,y,2] €R® 1wty +z—4=00=0,2=2y=0y=2}, [4v3]
3) S ={lr,y,2] €R® : 22 =22y, >0, 2<3,y>0,y<6,2>0}, [36]
4)Sz{[$,y,Z]ER3:QZ:xQ,y§2x,y2§,x§2\/§}, [13]
5) S={[r,y,z] ER® : 2> +22=1,y>0,2>0, v +y <2}, [27]
G)S:{[x,y,z]€R3:x2+y2:2z, $2+y2§1}7 [%77 \/g_l)}
7) S ={[r,y,2] eR® : z =y, 2*> +y? <a?}, [%’r ((1+a2)%—1>]
8) S={[r,y,2] eER3 : y? + 22 =22 2> +y* <a®}, [27a?]
9)Sz{[x,y,z]€R3 g gy g_§+:g_jg1}, [2rab (V8 —1)]
10) S ={[z,y, 2] eR® : a? +y? + 22 =4, 2 +y* <1, 2> 0}, [4m (2 — V3)]
11) S = {[x,y,z] ER3 : 2= /4 — 22— 2, 327+ 3y? < 22 }, [4m (2 — V3)]
12) S = {[x,y,z] ER? 2?2 +9y2+22 =09, %2+y72§1 }, [72 arcsin 2]
13)5:{[x,y,z]€R3:z:\/l—acQ—yQ, x2+y2—x§0}, [r — 2]
14)5:{[x,y,z]€R3 Dz = /2% + 2, ;E2+y2§293}, [v2r]
15) S ={[z,y,2] e R® : y? + 2? = 2az, y* < ax, x <a, a > 0}, [%‘12(3\/_—1)]
16)52{[x,y,z]€R3:z:\/xQ—l—yQ, z2§2y}, [7v/2]
17) S ={[z,y,2] eR3 : 22 =du, y? <4z, v <1}, [ (V8 —1)]
18) S ={[r,y,2] eR3 : 22 +22 =1, 22+ <1}, 8]
19) 5 = {[r,,2] €R*: 2= /T2~ 2 42 <1} [r]

Pifklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢ésti plochy % + 22 = 1 ohrani¢ené plochami
g{:O,z:O,x+y:2.
Reseni. [27]

Piiklad . Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah ¢4sti plochy z = 22 +9%, 0<z<a, a > 0.

Resent. [g ((1 + da)V1+ da — 1)]
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Piiklad . Vypoctéte hmotnost rovinné desky A, je-li:

) A={[z,y eR? : 2 >0, <4, y>0, y<3}, olxr,y) v jejim libovolném bodé P je pifmo
umeérna druhé mocniné vzdélenosti bodu P od O = (0,0),

2) A kompaktni obrazec vymezeny kiivkami: y = e, y =€” pro x > 0; o (x,y) = |sinz],

3) A={lz,y] eR? 1 y <22, y< 2, 0 —y<1}, 0o(z,y) =z —1],
4) A kompaktni obrazec vymezeny kiivkami: y = /2, y =0, x =1 prox > 0; o (z,y) = |y — z],
5) A kompaktni obrazec vymezeny kiivkami: y = /7, y = 2? pro z > 0; o (z,y) = |y — 22|,
6) A kompaktni obrazec vymezeny kiivkami: y = /2 —x, y =0 pro z > 0; o (z,y) = |y — 22|,

A:{[l’7y]€R2 : xz—y—lgo, Jf—y—FlZO}, U(I‘,y>:|l’—1‘7

N~ N N N~ N~ ~—

A={lz,yl eR? 1 y

IN
w3

Yy =z -,y >arctgr }, o (z,y) = |2,

9) A={[z,y] eR?* : y

| \/

%a y§2—$2 }7 O'(l’,y):|$+y—2|,

10) A={[z,y] e R* : 22 +¢y* + 22 —6y+6 <0}, o(x,9) =y,

)
)
1) A={[z,y] eR?* : 22+ — 4y <0< +y* -2y, y < —a }, o (z,y) = |z,
12) A={[z,y] eR* : 2 +y* =20 >0, 2> +y* — 4z < 0; }, o (2,y) = |yl
13) A={[z,y] €eR? : B +y* <ay, y+ V32 >0,a>0}, o(z,y) = |a],

)

14) A kompaktn{ obrazec vymezeny kiivkami: 22 +y?> =4, 22 +¢y> =1, 2 <y <0, o (z,y) = |z|y?,

Regent.
1) [100). 2) [e7 ~ 4o - 31, 3) [2482] 0) [5], 5) 6], 0) [225522] 1) [3] &) [==252] o

3)
(3] 10) [127] 11) [42], 12) [%],13) |2 ], 14) |22 |.

Piiklad . Vypoctéte staticky moment S, vzhledem k ose z, resp. S, vzhledem k ose y:

1) S;, Sy kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: y = § +3, y =5 — 3, v =0,
x=4, o(z,y) =1,

2) S;, S, kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: y* = 4z + 4,
v = 2x+4, o(z,y) = |z,

3) S, rovinného obrazce A = {[z,y] e R* : 0 <y <|sinz|, 0 <z <7}, o(z,y) = |cosz|,

4) S, kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: y = —1, y = 2, y = z,
y=Inzx, o(x,y) =k,

5) Sy rovinného obrazce A = {[z,y] € R* 1 y <w, y < 1, y >3}, o(z,y) = 2y,

6) S, rovinného obrazce A = {[z,y] € R? : 22 +y* <4, 2 >0}, o(z,y) = x/4 — 22 — ¢?,

7) S, rovinného obrazce A = {[z,y] € R? : 42? + % <1, z>0,y<0}, o(z,y) = |zyl,
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8) S, rovinného obrazce A = {[z,y] e R? : 1 <a?+ yff <4, y>0}, o(x,y) = |z,
9) Staticky moment pulkruhu o poloméru r = a vzhledem k jeho pruméru, o(z,y) = 1,
10) Staticky moment obdélnika o stranédch a, b vzhledem ke strané a, o(z,y) = 1.
Resent.

1) [S, =24, S5, =48],2) [S, =2, 5, =22].3) [S, =1],4) [S. =k (2 +2-5)],5) [Sy = -8 +1n2],
6) [Sy = 2x],7) [S,=2].8) [S: = %T, 9) [S = 2%ra?], 10)[S = ab®].

40

Priklad . Vypoctéte staticky moment vzhledem k ose y tenké homogenni rovinné desky

M={lz,y eR*:0<z <1,y <coshz}
- 1
Reseni. {Sy =1-- k;gm}
e
Priklad . Vypoctéte hmotnost a staticky moment vzhledem k ose x tenké homogenni rovinné desky

M={z,y eR*:y>0,(z -1+ (y—1)>°><1}

. 2
Reseni. {m = g kg, S, = 3 kgm]

1) z7 rovinného obrazce A = {[z,y] e R* : * +y* <a* 0<z <y}, a>0, o(x,y) ==z,

2) yr rovinného obrazce A= {[z,y] e R* : 0<x <y <3, y< 1} o(x,y) =k,

3) T kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: zy = a?, y? = 8ax, = 2a, a > 0,
o(z,y) =1,
4) T rovinného obrazce A = {[z,y] e R? : 2* +¢y* <1, y<z+1,y>0}, o(z,y) =1,
5) @z rovinného obrazce A = {[z,y] e R* : 1 <a2*+y?* <4, 0<y <z}, o(x,y) =y,
6) T rovinného obrazce A = {[z,y] e R? : 2?2 +y* <ay, }, a >0, o(z,y) = v,
)

7) T kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kitvkami: z = 0, y = 0, (z —a)® + (y — a)’
= Cl2, a > 07 U(ﬂf,y) = 17

8) T rovinného obrazce A = {[z,y] € R? : z—z + %—j <L, z>0,y>0}, a>0,b>0,0(x,y) =1,
9) T kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: x =1, y =0, y = /x, o(z,y) = ﬁ,

)
)
10) T kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: y = —z, y = 2z — 22, o(z,y) = |z|,
11) T kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: y =sinz, y =0, v = 7§, o(z,y) = 1,
12) T kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: y* = 4z +4, y> = —2x +4, o(z,y) = 1,
13) T kruhové vysece o stiredovém thlu «, poloméru a, o(z,y) = 1,

)

14) T kruhové desky z2+y? < a?, a > 0je-li o(z, y) v kazdém jejim bodé M piimo imérnd vzddlenosti
0(A, M), A=la,Q0].

27



Regent.

1) [xT = 1323((7;:3%}’ 2) [?JT = 3(1+21n3 } [ [20(111:?1112 ’ 8(1413?112)“? 4) [T [3(++2)’ WL-‘rQ:|i|7

5) [or = 2G72, 0) [T o %), D 1 [552 e] o) [, 20, 9) [ [, 722))
o) [2, 4} 10) 7 [(1 - ><f+1> 2V (4, o) 19 [, ]
14) [T[-¢, OH-

h 2
Q:{[x,y]€R22y> 2 —|—hy>0},h>0,b>0 {T:[O,ghn
1 3
Q= {[m,y] eR?:y< paY > \/?—x,y < \/§x} [T =10.91,0.91]]
Q:{[xy]ERQ'a:2+y2<1y<x+1 y>0} T= 2 2
’ ' ’ ’ 3(r+2) T+2
47 27
Q= R?: 2 y? <2 >0 T =
{[z,y] € ry > a*y’ < 8ax,x < 2a},a 10<1?4_1n4)a,4(1?4_1n4)a

Priklad . Vypoctéte moment setrvacnosti :
1) I, kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: z +y =2, x =2, y =2, o(x,y) = 1,

2) I, kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: z = 0, z = 4, y = 5+ 3, y =
5 — 3, o(z,y) =,

3) I, I, rovinného obrazce A = {[z,y] e R* : 2> <y <=z}, o(x,y) =k,

4) I, rovinného obrazce A = {[z,y] € R? : y < (=&)a?+h, y >0, h>0,b>0}, o(z,y) =1,

5) I, kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: y = \/z, y = 2, o(x,y) = |y — 22|,
)

6) I., I, kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: zy = a2, zy = 2a?, © = 2y, 2z =

y, >0, 2>0, o(z,y) =1,a >0,
7) I, rovinného obrazce A = {[z,y] e R* : 22 +¢y* < a® a >0}, o(x,y) =1,

8) I, kompaktniho rovinného obrazce vymezeného kiivkami: 22 +y? = a2, y = asinp, y = —asin g,
0<p< 3, olr,y) =1,a>0,

9) I, rovinného obrazce A = {[z,y] € R? : 1 <2?+ 2 <4, y>z, y>—x}, olzr,y) =v,

2

10) I, rovinného obrazce A = {[z,y] € R* : & + % <1,20—+3y<0,2>0}, o(z,y) = |z],
11) I, a I, rovinného obrazce A = {[z,y] € R? : x—ﬁ + % <1, —2 + ?’4—2 >1}, o(z,y) =1,
12) I, a I, rovinného obrazce A = {[z,y] € R? : 1 < 2? +y* < 4,y > x,y > —x},

13) I, a I, rovinného obrazce A = {[z,y] e R? :2a? + y? < a?,0 <y <v},0<v<a
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14) I, kompaktniho rovinného obrazce vymezeného jednim obloukem cykloidy: x = a (¢ — sint), y =
a(l—cost), y=0, o(z,y) =1,a> 0.
( Integra¢ni proménné ¢, y. )
Resent.
a4 (14
) (= 4,2) Uy =380 3) [1 = & = 5] ) [1 = 2] 5) [1 = 2], 6) [1 =%, 1, = %],
2

7) [Ix = ia‘lsana coS ozL 8) [[z — <12_4 (4,0— sm4¢)} 9) [I B 31\/_]

10) [L =% (1—7)], 1) [L = T, I, = Ua], 1) I, = e j _ 5]
[

16 1y 16
13) [I, = 1 (a — Lsin2a) a*, I, + (3 + 3 cos® a) sin2a] a*, o = arcsin 2|, 14) [I, = 337at].

=1
4

Ll
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Krivkové integraly

Priklad 1. Vypoctéte kiivkové integraly 1. druhu po dané krivce ~:

1. / xy ds, kde v je obvod obdélniku urcéeny kiivkami z =0, x =4, y =0, y = 2. [24]
il

2. / (23 + y*3) ds, kde 7 je asteroida 2%/ + y?/3 = a*/3, a > 0 konstanta. [4a7/3]
v

2

3. / R ds, kde 7 je oblouk sroubovice = cost, y =sint, z =t, t € [0, 27]. [8#\/5/3}
vy T TY

4 / V1622 + 42 ds, kde v je elipsa 2% + % =1,t€[0,2n]. [107]
il

ot

10.

11.

12.

13.

14.

/ (22 — /2?2 + y?) ds, kde v je prvni zdvit kuzelové sroubovice x = tcost, y = tsint, z = t,
il

t e [0,2q]. [2\/5 ( 2% 1 3)° — 1) /3]

/ xy ds, kde v je elipsa 2_2 + z—j =1, a,b > 0 konstanty. [ab (a® + ab + b*) /(3(a + b))]
gl

/ 2(z — y*)zy ds, kde ~y je pronikova kiivka ploch 22 +¢y> =1, z =22 proy >0, y > —x.

[(vV8-1) /6]

/ x(y — 1)ds, kde ~ je pronikova kiivka ploch 2% + y*> — 2y =0 pro > 0, z = 2% + 3°. 0]
Y

[ xy*ds, kde kiivka v C R? je ddna rovnici 22 + y* = az, a > 0. [%]
5

o z . o 3 7’ . 7 . . . — — .
1= { T ds, kde je kiivka v C R® dana parametrickymi rovnicemi z = acost, y = asint,

z="bt,t€0,2n],a>0,b>0. [—”“2;”’2 (\/a2+47r2b2—a)]
i x—iy ds, kde v je usecka AB, A =[0,—2], B = [4,0]. [V51n2]
v

[ 2% ds, kde 7 je oblouk AB kiivky dané rovnici y = Inz pro A = [2,In2], B = [1,0].

e

[(5v/5 — 2v/2)/3]
f (x —y)ds, kde v je kruznice 2% +y* —ax =0, a > 0. [%mﬂ
B

[ (2* +y* + 2*) ds, kde ~ je oblouk §roubovice z = acost, y = asint, z = at, t € [0,27], a > 0.
il

[%ﬁwa?’(@@ + 3)]
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15. [ zds, kde v je kiivka x = tcost, y = tsint, z =t, t € [0, V2] [%(4 — \/é)}

o

16. [ /2% +y*ds, kde 7 je kiivka 2 + y* —az =0, a > 0. [2a?]
o

17. [ /2yds, kde ~ je kiivka z = a(t — sint), y = a(1 — cost), t € [0, 27]. [4ma~/al
v

18. [ (z +y)ds, kde 7 je obvod trojihelnika s vrcholy A = [1,—1], B = [2,—1], C = [1,0]. [1+ V2]

=2

19. [ (2% +y?) ds, kde 7 je kiivka x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost), t € [0,27], a > 0.
v

27263 (1 + 27%)]

20. [ z%yds, kde 7 je oblouk o parametrickych rovnicich ¢(t) = acost, 1 (t) = asint, t € [0, 7/2].

v
(14
5]
21. [ xzds, kde v je déna rovnici y = 2%, x € [1,2]. [5(17V17 — 5V/5)]
v

Priklad 2. Vypocitejte kiivkové integrédly 2. druhu po dané kiivce y (uvazujeme pravoto¢ivy souradnicovy
systém):

1. / ydx + xdy, kde v je ¢tvrtkruznice 7(t) = (acost,asint),0 <t < 7/2 a A = [a, 0] je po¢atecni
v
bod, a > 0 konstanta. 0]

rdr + ydy + (x +y—1)dz, kde v je tsecka 1@, A=11,1,1,B = [2,3,4]. [13]

(2* +y*) dr + (2* —y*) dy, kde 7 je kiivka y = 1 — |1 — 2|, 0 < 2 < 2 a pocétecni bod
=[2,0]. [—4/3]

;.l;

Dﬁ\ =S —

yzdxr + xzdy + xydz, kde v je oblouk sroubovice 7(t) = (acost, asint, bt/27) od bodu
= [a,0,0] do B = [a,0,b], a,b > 0 konstanty. [0]

5. / (2a — y) dz + xdy, kde 7y je oblouk cykloidy = = a(t —sint), y = a(1—cost), t € [0,27],a >0
v
konstanta. [—2ma?]
6. / y? dx — 2 dy mezi body A = [1,0], B = [0,1] po étvrtkruznici. [—4/3]
7. / dy, kde = je obvod ¢tverce [1,0], [0, 1], [-1,0], [0, —1]. [0]
EEaT |37!+| |
8. / (2% — 2zy)dz + (y* — 2xy) dy, kde ~ je oblouk AB paraboly y = 22 , A = [—1,1], B =[1,1].

v

[—14/15]
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

/ (r+y)dr + (x —y)dy, kde’yjeoblouk@elipsy §—§+i—§ =1,A=[0,0], B=[zp >0,yp >
gl

0], C = [a,0] [(a® + %) /2]

z dz+y dy,+z dz : . I T — B
{ A Te e m—r kde v je orientovand tsecka AB, s poc¢dtecnim bodem A = [1,1,1] a kon
covym bodem B = [4,4,4]; [3\/§}

[ (y* —2?) dz + (2* + y*) dy, kde 7 je orientovand kiivka z + |y — 1| = 1 pro 0 < y < 2 s koncovym
v

bodem B = [0, 2]; [4/3]
[ zydx + y* dy, kde 7 je oblouk AB kiivky y = arctgz od bodu A = [1,?] do bodu B = [0, ?].

gl

-1G-1) -1
[ ydx+ zdy + xdz, kde v je oblouk ABC kiivky, kterd je prunikem ploch z = zy a 2® + y* = 1
Z)d bodu A =[1,7,7] do bodu C = [-1,7,7], B=[?,1,7]. [(4 —3m)/6]
[ xdx + 12y dy + 18dz, kde v je oblouk AB kiivky, kterd je prunikem ploch z +y —1=10a
gxz +4y* — 362 = 0 od bodu A = [1,7,?] do bodu B = [?,1,7]. [—9]

/ 2(z% + y*) dx + (2y — 8) dy, kde 7 je ¢ast kruznice 7(t) = (acost,asint),0 <t < Ta A = [a,0]
y
je pocatecni bod, a > 0 konstanta. [—4a?]

/ (2 +y*)dx + (2° — 9?) dy, kde v je obvod trojiihelniku s vrcholy A = [0,0], B = [1,0], C =
y
0, 1], pocatecni bod je A = [0, 0]. 0]

/ ydr + xdy, kde ~ je oblouk ABC kiivky %2 + % = 1 orientovany od bodu A = [0,y4 < 0] do
N

bodu C = [1,y¢ > 0], je-li B = [v/2,0]. [V2]
[ (zy+ 2 +y)dx — (zy + 2 — y) dy, kde 7 je kladné orientovand kruznice 22 + y? = ax, a > 0 je

v
konstanta. [—ma*(2 + a/2)/4]

Priklad 3. Uzitim Greenovy véty vypoctéte nasledujici integraly: [Oveérte, ze jsou splnény podminky pro
jeji uziti.]

1.

2.

3.

/ (r+y)dxr — (xr —y)dy, kde 7 je elipsa z—z + Z—; = 1 souhlasné orientovand se soufadnicovym
v
systémem. [—2mab]

/ (2% —y*)dz + (2° + 9?) dy, kde 7 je kiivka tvoiend pilkruznici v72 — 22 a osou z.  [473/3]
v

/ (x +1y)*dr — (z —y)*dy, kde 7 je kiivka tvofend sinusoidou y = sinz a tiseckou na ose x pro

y
0<z<m. [—47]
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10.

11.

: / (x +y)?dz — (z +y)*dy, kde 7 je trojihelnik s vrcholy O = [0,0], A = [1,0], B = [0, 1].
gl
[—4/3]
. / y* dx + x dy, kde 7 je kruznice 2 4y? = r? souhlasné orientovana se soufadnicovym systémem.
7 (2]
/ (zy + ) dx + 2%y dy, kde 7 je kladné orientovans hranice oblasti Q = {(z,y) € R0 < z <
y<i} 1/12
/ éda: _ %dy, kde 7 je trojithelnfk s vrcholy A = [1,1], B = [2,1], C = [2,2]. [1/2]
v
/ (xy + 2 +y)dr + (zy + = — y) dy, kde v je kladné orientovana kruznice z* + y? = ax, a > 0
konstanta. [—ma3/8]

f7 Tarctg dw + %arctg% dy, kde v je hranice oblasti {[z,y] € R?: 1 < 2?4+ 3> < 4,7 <y <3z}

orientovand kladné. [m1In2/12]

Vypoctéte rozdil integralu Iy — Iy, je-li I} = / (z +y)?de — (v —y)*dy, kde 7 je tsecka 1@,
v

I, = / (x +1y)*dr — (x —y)*dy, kde 7 je oblouk AB paraboly y = 22, A =[0,0], B = [1,1].
v

[1/3]
I = [(2*y — x)dx — (zy* +y) dy, kde 7 je kiivka o rovnici 2* + y* = 2y, orientovand ve sméru
Y
3

pohybu hodinovych rucicek. [ﬁﬂ

Geometrické a fyzikalni aplikace kiivkovych integralu

Priklad 1. Vypoctéte délku kiivky ~

1.

Vypoctéte délku kiivky 7 s parametrickymi rovnicemi z = a(t —sint), y = a(1 —cost), t € [0, 27].

[8a m)|

Vypoctéte délku kiivky v C R? s parametrickymi rovnicemi = tcost, y = tsint, z = t,

t € [0,2m]. [V2rv1+2r2+In (V27 +V1+272) m]

Vypoctéte délku kiivky v C R? s parametrickymi rovnicemi z = t — sint, y = 1 — cost, z =

4cos(t/2), t € [0, ]. [4v/2 m]
Vypoététe délku kiivky ~, je-li 7 : 7= acosti + asintj + vtk pro t € [0,7/2], a,v > 0 konstanty.
[7Va? + v2/2]

Vypoctéte délku kiivky 7, kde v je ¢dst kiivky na pronikové krivee ploch y = 22, z = 32%/2 pro

0<z<l1. 2]
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6.

Vypoctéte délku kiivky v, kde v je ¢ast kiivky na pronikové kiivce ploch z = —e*, x +y =1 pro

x>0,y>0. [VeZ+2-v3-2V2+v2In(Ve? +2 — v2)(V3 + v2)]

Priklad 2. Vypoctéte obsah ¢asti valcové plochy W s danou ridici kiivkou v a danymi tvoricimi primkami.

1.

Vypoctéte obsah ¢dsti valcové plochy W s fidici kiivkou v C R? danou rovnici y = Inz, = € [1, /]
v roviné z = 0 a tvoifcimi pifmkami rovnobéZnymi s osou z a vymezenymi plochami: z = 0, z = z2.

[( RS 1) /3]

. Vypoctéte obsah ¢asti vdlcové plochy ¥ : 42 + 9y? = 36 pro y > 0 s fidici kiivkou 7 v roviné

z = 0, tvoricimi pfimkami rovnobéznymi s osou 2z a vymezenymi plochami z = 0, z = —xy.

]

Vypoététe obsah ¢4sti valcové plochy W : 2% + y? = 1 s fidicf kiivkou v v roviné z = 0, tvoiicimi
pifmkami rovnob&znymi s osou z a vymezenymi plochami z = 22, z = 2 + 2. [47 m?]

. Vypoctéte obsah ¢asti valcové plochy U : 22 + y? = a? pro z > 0 s fidici kiivkou v v roviné

z = 0, tvoficimi pifmkami rovnobé&Znymi s osou z a vymezenymi plochami z = —22, z = x.

[0?(2 + am/2)) m?]
Vypoctéte obsah ¢asti valcové plochy ¥ : y = Inz pro |y| < 2 s fidici kiivkou 7 v roviné z = 0,
tvoficimi pfimkami rovnobéZnymi s osou z a vymezenymi plochami z = 22, z = 0.

(2 = 6/ (36%)) (¢! + 1)** m?|

Vypoététe obsah ¢asti valcové plochy 2 +y? = a? pro > 0 vymezené plochami z = —22, z = z,
a > 0 konstanta. [a?(2 4 ar/2))]

Priklad 3. Vypoctéte hmotnost dané kiivky.

1.

2.

Vypoététe hmotnost asteroidy x = acost®, y = asint®, t € [0,27], a > 0 konstanta. [12a/15]

Vypoctéte hmotnost konické sroubovice # = atcost, y = atsint,z = bt, t € [0,27], a > 0, b # 0

jsou konstanty. [mVa? + b?/2]
kdyby hustota o(x,y, z) = z, potom [v <\/(a2(47r2 + 1) +v2)3 — /(a® + 1)2)3> /(3a2)]

Vypoctéte hmotnost kiivky v : 7 = e'(cos ti +sintj + E) pro t < 0, je-li hustota h(z,y,2) = 2.
[v3/2]

Vypoctéte hmotnost kiivky «y , kde ~ je ¢dst kiivky na pronikové kiivce ploch x? + y? — 2y = 0,
proy > 1,z = x? + y? je-li hustota h(z,y, 2) = |x(y — 1)|. [(5v5 —1)/6]

Priklad 4. Vypoctéte staticky moment

1.

2.

Vypoctéte staticky moment vzhledem k roviné x = 0 kiivky ~ : 7 = ti + t]'—i— Vik pro t € [0,2],
je-li hustota h(z,y, z) = |z|. (172 —1)/5 — (1732 — 1)/3) /64]

Vypoctéte staticky moment vzhledem k roviné y = 0 kiivky v , kde ~ je ¢ast kiivky na pronikové

kiivce ploch 2% + y*> = 1, pro y > 0,2 = —z je-li hustota h(z,y, z) = |ry|. (Pozor na vyjadieni
absolutni hodnoty). 0]
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3. 16) Vypoctéte staticky moment vzhledem k roviné z = 0 kiivky ~ : 7= cos ti + sin tj+ etk pro
t <1, je-li hustota h(zx,y, z) = z. [((1 + 82)3/2 - 1) /3]

3/ (27)

3. 19) Vypoctete soutadnice t&zisté T oblouku v : 7 = e’ (costi+sintj + k), t ( 00, 0], je-li hustota

Piiklad 6. V kazdém bodé silového pole v R? piisobi sila ? Vypocitejte praci tohoto pole pti pohybu
hmotného bodu po orientované kiivce ~:

1. F (xy,z +y), v je oblouk AB kiivky v dané rovnici y = arctgz od bodu A = [1,7] do bodu

=10,7}; (55 (16 — 87 — %) —In2 J|
2. v : 7(t) = (acost,asint) orientované souhlasné s danym parametrickym vyjadinim pro ¢ €
[0,7/2]; F = (z+y,x),a>0. [—a?/2 J]

3. v : y = Inz orientované souhlasné s danym parametrickym vyjadinim od bodu M = [?,1], do
bodu N = [¢2, 7], F = (zy, —Iny). [(3e* —e* —6) /4 J]

4. V kazdém bodé silového pole v R? pisob sila F = (z+1y)i+ (%—l—x—i—y)j. Vypocitejte praci tohoto
pole pii pohybu hmotného bodu po uzaviené rovinnéé kladné orientované kiivce 7 ohranicujici
rovinnou oblast Q = {(z,y) € R% x>0, y > 0, ﬁ—z + 4 <1} [a®b? /15]

Piiklad 7. V kazdém bodeé silového pole v R? piisobi sila F Vypocitejte praci tohoto pole pti pohybu
hmotného bodu po orientované kiivce ~:

1. F= (y,z,y2),~ : 7(t) = (cost,sint, ct) orientované souhlasné s danym parametrickym vyjadienim
prot € [0,7T],C>O. [Z (22 —4c—1) J]

2. v: 7(t) = (cost,sint,e') orientované souhlasné s danym parametrickym vyjadinim pro ¢ € [0, 7l;

- (y7zuyz>7 c>0. 262“—56”—571’ 3 J]

3. v jelomend ¢ira OABCO kladné orientovana O = [0,0,0], A =[0,1,0], B =[1,1,0], C = [1,1,1];
= (xa Y, Z)' [ ]
4. V kazdém bodé silového pole v R3 piisobi sila F=7 Vypocitejte praci tohoto pole pii pohybu

hmotného bodu po kiivee v kterd je pronikovou kiivkou ploch 22 +y? = 22, > +y? = ax v prvnim
oktanté od bodu M = [0,7,7], do bodu N = [a,?,7], a > 0 konstanta. [a?]

5. V kazdém bodé silového pole v R3 puisobi sfla F = (yz,xz,z). Vypocitejte praci tohoto pole
pii pohybu hmotného bodu po kiivce «, kterd v roviné y = 0 ohranic¢uje rovinnou oblast 2 =
{(x,2) e R*}; 2 <4 —2* x>0, z > 0}, orientace ~ je souhlasnd s orientaci oblouku ABC ¢ ,
kde A=[z4>0,0,24 > 0], B=1[0,0,25 > 0], C = [zc > 0,0,0]. [16/3]
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6.

V kazdém bodé silového pole v R? puisobi sila F = (xy?, —y, 2). Vypocitejte prici tohoto pole pti
pohybu hmotného bodu po kfivece v, ktera je pronikovou krivkou ploch y = v3x, z = /4 — 22 — 3?2
od bodu A =17,7,0] do bodu B =[0,7,7]. [5/2]

V kazdém bodé silového pole v R3 piisobi sila F = z21 + x3j + yzE Vypocitejte praci tohoto
pole pii pohybu hmotného bodu po kiivce v, kterd je pronikovou kiivkou ploch z = /y — 22,
y=4—12%od bodu A = [zs >0,?,0] do bodu B = [z < 0,7?,0]. [16v/2/5]

V kazdém bodé silového pole v R? plisobi sila F = (y, —x, —yz). Vypocitejte praci tohoto pole
pii pohybu hmotného bodu po oblouku ABC od bodu A do bodu C lezicim na pronikové kiivce
ploch 22+ 9> =1,z =2>kde A= [z4 > 0,0,7], B=[zp > 0,y5 > 0,25 > 0], C = [z¢ <
0,yc = —x¢,?]. [(7V2 — 457) /60

Piiklad 8. Vypoéitejte praci silového pole v R? pii pohybu hmotného bodu po dané kiivce ~:

1.

V kazdém bodé silového pole v R? sméiuje sila do pocdtku soufadnicového systému a jeji veli-
kost je rovna prevracené hodnoté vzdalenosti pusobisté sily od poc¢atku souradnicového systému.
Vypocitejte praci tohoto pole pii pohybu hmotného bodu po mensim oblouku kiivky i—i + z—j =1
od bodu A = [—a, 0] do bodu B = [0, 8], a,b > 0 konstanty. [a — b]

Piiklad 9. Vypoéitejte praci silového pole v R? pii pohybu hmotného bodu po dané kiivce ~v:

1.

V kazdém bodé silového pole v R3 ptisobi sila, kterd je nesouhlasné kolinedrni s jednotkovym
vektorem osy y a jeji velikostje rovna vzdalenosti jejtho pusobisté od pocatku souradnicového
systému. Vypocitejte praci tohoto pole pti pohybu hmotného bodu po uzaviené kiivce v v prvnim
oktanté tvofené oblouky na plose z? + y? + 2% = 1, které lezi postupné v rovinach z = 0, y = 0,
z = 0. Kiivka 7 je orientovana souhlasné s obloukem A/B\C', kde A = [1,7,7], B = [7,1,7],
C=12,7,1]. [0]

V kazdém bodé silového pole v R? ptisobf sfla, kterd sméfuje kolmo k ose y a jejiz velikostje rovna
vzdalenosti pusobisté sily od osy y. Vypocitejte praci tohoto pole pii pohybu hmotného bodu po
oblouku ABC od bodu A do bodu C lezicim na pronikové kfivee ploch y=ax>+22 y=4—2?
kde A=[x4>0,2,0], B=[zp>0,7,25>0],C=10,?z2c>0]. [(2v2 —8)/3]

Priklad 10. Ovétte, ze prace v daném silovém poli nezavisi na integra¢éni cesté, urcete potencial tohoto
silového pole a vypoctéte danou praci.

1.

Ovéite, 7e préace v silovém poli F = (z cos 2y + 1)i — 22 sin 2y nezévisi na integraéni cesté, uréete
potencial tohoto silového pole a vypoctéte praci od bodu M = [0, —g} do bodu N = [g, ﬂ.

V(z,y) = (1/2)a?cosy +x+ ¢, W =7(m +4)/8]

Ovétte, ze prace v silovém poli F = (22 —y%, 5 —2xy) nezdvisi na integracni cesté, urcete potencidl
tohoto silového pole a vypoététe praci od bodu M = [1,2] do bodu N = [2,3].

V(z,y) =2%/3 —zy* + 5y + ¢, W = —20/3]

Ovéite, ze prace v silovém poli F = (1, -2 321259”) nezavisi na integracni cesté, urcete potencial

z? z?

tohoto silového pole a vypoététe praci od bodu M = [0,2,1] do bodu N = [1, -1, 2].
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4. Ovéite, ze prace v silovém poli F = (2 + yz)z+ (y* + xz);%— (2% + xy)l;: nezavisi na integra¢ni
cesté, urcete potenciél tohoto silového pole a vypoctéte praci od bodu M = [1,—2,3] do bodu
N =[2,3,4]. V(z,y,2) = (2° +y° +2°) /3 + ayz + ¢, W = 169/3]

5. Ovétte, ze prace v silovém poli F =i+ yf—i— k nezavisf na integracni cesté a vypoctéte praci od
bodu M = [2,3,4] do bodu N = [1,1,1] po vhodné kiivce.
V(z,y,2) = (2 +9?)/2+2+c, W =—17/2]

Priklad 11. Vypoctéte praci v silovém poli F = xy;—i- (x+ y)j po kladné orientované uzaviené kiivce 7,
skladajici se z hladkych ¢dsti lezicich na kiivkdch y = arctgr,y = Z, 2 = 0. [v/8 — 72/16 — (1 — In2) /2]

Priklad 12. Uzitim Greenovy véty vypoctéte obsah elipsy. [Tabm?]

Piiklad 13. Uzitim Greenovy véty vypoctéte obsah mnoziny 2 C R2, kde Q je ohranicend obloukem
hyperboly o parametrickych rovnicich = acosh ¢, y = bsinh ¢, t € (—o0,00), a,b > 0, osou x a
spojnici pocatku souradné soustavy s bodem A = [z, yo] hyperboly, kde xq, yo > 0.

[ (5 + ) m?]
Priklad 14. Aplikaci Greenovy véty vypoctéte obsah rovinného obrazce A = {[x,y] € R? : 22 <y < x}.
[1/6]

Priklad 15. Ovérte, ze dany integral nezavisi na integracni cesté a pomoci potencialu vypoctéte jeho

hodnou od bodu A do bodu B:
1. f A dr 4 2 dy, A=10,0], B =[1,1]. [V(:{:,y):yg—_xl—l—c, ceR,Wzl]

2. A{? (ﬁﬂ;) dx + (\/;Ty+x) dy, A =[3,4], B = [5,12].
[V(:L‘,y) = \/m—i-xy—l—c, ceR W = 56},
3. Af w2t de +y3dy + 2%2dz, A =[-1,1,2], B = [—4,2,—1].
B
[V(z,y,2) = 2%22/2 +y* /4 +c,c € R,W = 39/4]

Ly ((g—y)—l> dr + (5 = W) dy, A=[1,2], B =12,6]

V(gy) =2+l +e, c€RW=1+mn}]
5. ] wapdetoihdn A=[L1], B=03.2.

V(z,y) =In(x+y)+y/(t+y)+¢c, ceR W =In(5/2) —1/10],

6. [ yzde+axzdy+xydz, A=[1,2,3] B =3,2,1] V(x,y,2) =zyz+c,c e R,W = 0]
AB

7. [ wdet+yPdy—22dz, A=[1,1,1] B=[1,1,-1] [V(z,y,2) = 32® + 3y® — 12* + c,c e R, W = 0]
AB

8. | wimditgisdy, A=[-2,-6], B=[1,0]; [V(z,y) = (1/2) In(2* + ¢*),c € R,IW = —5 In40]
AB
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1 2 1 222
9. Ukazte, ze integral / (2xy2 + 322 + — + —f) dr + <2x2y + 3y* + - - %) dy nezavisi na
gl z Yy Yy Yy
integracni cesté a vypoctéte jeho hodnotu pro A = [2,1], B = [1, 2]. (W = —15/4]
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