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Predmluva

Tato skripta jsou posledni z trojice shirek pitkladii urdentch pro studenty Fakulty socialné
ekanomické VJEP v prezenéni i kombinované formé studia k procvideni udiva pfedntn
Matematika L

Pro piipomenuti jsou na zafatku kaidé kapitoly uvedeny vychozi definice a véty.
Poté nasteduii vzorové vyfeSenéd Glohy, které by mély pomodi s osvojenim spravnych
vipadetnich postupt. Na konei kapitol jsou uvedeny nefefené Glohy s visledky. Celkem
skripta obsahuji 356 pHkladt, 2 toho téméF 200 jich je vaorové vyfeSeno. Nokteré pfiklady
jsou prevzaty z tradifnich sbirek, édst dlob je viastnich. V seznamu literatory na konei
skript jsou uvedeny knihy, ze kteryeh jsem ferpal nAméty pHi tvorbé této shirky.

Jak jiz bylo Fefeno, skripta navazuji na diive vydané shirky dloh. Piebiram proto
rnadeni, které bylo pougito v [11]. V fadé dloh se odkazujeme na pojmy jako jsou definiéni
obor funkee, spojitost funkee, sudost a lichost funkee, atd. Viechny tyto pojmy jsou
zavedeny a procvideny v skriptech {11].

P¥ psani jsem dodrioval nékteré konvence o zépisu matematick¥ch vyrazii V oné
ktervch piipadech je vihodndjé zapsat matematick¢ viraz do jednobo Fadku. Z tohoto
divvedu nékdy pidu viraz ve formé A/ B namisto L PH zapish matematickyeh vyrazd
do jednolio Fadku vidy dodringi pravidlo o prednosti podetnich operact, konkrétné: niso-
beni ma pii zdpisu prednost pfed séitdnim a m‘(xfnéni mé pfednost pred nasobenim. To
i atd. Druhy uvedeny

se projevi napf. tak, Ze viraz 2/r + 4 enamend ::: + 4, nikoliv P
somek by byl zapsan ve tvara 2/(z+ 4} V shirce jsou uvedeny i nékteré obtiinéjdt dlohy,
které maji za kol ,potésit® zvidavéidi studenty. Tyto dlohy jsou oznaceny hvézdickou
a nebudou obsahem zapodtu, ani zkoudky. V nékterych dlohdch budeme poditat obsahy
jistyelr ploch. Obssh, jakozto geometricka veliding, by mél bt vyjadfen v méruych jed-
notkach. Pokud zadini dlohy neumointie uréit  pfirozend” jednotky, uvadime velikost
obsahu plochy znakem ,jednotka &verefnt a symbolem j2 U véginy dloh by mél bt
uveden obor integrovatelnosti. Pokud tento neni uveden, potom je funkee integrovatelna
na mupoZing K.

PH pipravé na cvideni, k zdpoétu i ke zkoudce je nutné si uvédomit, e tato shirka
nenf udebuici teorie. Je proto vhodné, aby se studenti seznamili s odpovidajici teoril
v nékteré z doporufenjch knih ze seznamu povinné, & doporudené literatury v sylabu
pFedmétu Matematika 1. Béhem fefeni ilob se v textu obfas vyskytne dotaz ve tvaru
(Pro¢?). Pokuste se na tyto otdzky poctivé odpovédét, pomiize vim to ph pochopend
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tatky, Pokud si neumite s (vto otizky odpovdet, suagte se najit odpoved v piishesuych
ucehnicich, nebo na konznbtact u vvucujicibo,

Na gaver bycl chted podékovat obéma revenzent (i za peclive prostudovani rukopisu
a poskvtnufl muoha ndmetd ke zlepseni této shicky, Donfam, 2o se podafilo odstranit
vetding nepfestiosts. Pokud pfesto naleznete pi cteni téchto skript nejaké neptesnosti
budu vdécny za npozorneni zaslané na adresy otudre ) mmacsbupep. oo, Sestiam nalesentveh
ta apravenvel] chivh busde sveirinen na webove adrose

http://fse. ujep.cz/ moc/sbaatdif/opraveik htam.

Ustt nad Laben
zari 2005
Chediry Moe

0.1 Predmluva k druhému vydani

L s Srvr vl sl 3 g . Sri s

Votomto drubém vvdani nedoslo k V¥raznvi zménant v otextu, pouze bylv opraveny
zjistoné chvby, T skt chitd Skoval e - . L ’
i bvby Timto byoh ohite] podokovat viem kolegiin a studentim, ktefi e

i Iyvto
nedostatky npozornili,

Usté nad Labem
bstopad 2009
Ondiey Moc

Kapitola 1

Neurdity integral

1.1 Zakladni vlastnosti

Definice 1.1.1. Funkei F{r), definovanou na otevieném intervaly [, nazgvame promitient
funkei k funker firy, jestlize pro viechna r € 1 platt F'{x) - flr)

1.1. FPunkee F{r) — 77 4 37 + 10, definovana na intervaly {—x 20} je primitived funke
k funkei flry — 2r + 3 naintervalu (~oc, ), nebof pro kazdé r € (~oc. =) e

Fiiry < (224 301 10Y = 25 + 3= flz}.

1.2. Funkee F{r} . 5+ Wz - tg r, definovand na intervaly (w% 23 je primitivni funkei
k funkei f{xr) = 10 ~ ;—;«; na intervaly {2, £}, nebof pro viechna » € {- 1.3} e
FUry = (5 ¢ 10r ~tgr) ~ 10~ = f(z}.

cos? r

Je-bi funkee F{z) primitival funkei k fonkel f{x) na otevieném intervaluy [ potom
i kazda funkee ve tvaru Firy 1 O kde € € E_ je primitivel funkei k funkei fir} na
otevieném intervalu £, nebof je (F{xd + CY = F'x)+ O = flxy+ 0 = flrl pro kazdé

re [

Definice 1.1.2. MnoZinu viech primitivaich funkel k funkel f na intervalu [ naz{vime
newrditym mtrgralem funkce [ a znadime §i symbolem f flridz. Funke f nazgvame

integrand.

Véta 1.1.3. Je-li funkee Fir) primtiond funked k funked f{x) na otevieném infervalu 1,
potom je

/f(r}dr = F{z) + O, rel Cek

kde cisto O nazjrdme tntegraénd konstanta.




Fxen . .
Véta 1.1.4. Jeoou-biog, e, .., o lbovolne mealnd bonstanty o eristujr-b na otesfondm me
tervaly I neurcdd sdegrdly funked [y, fp 0 fao potom na mtervadu | oenstge © nearcity)
tegritl funkee v fy 4 epfa b4 Cofa a platd

/ﬁi‘xfx teafa b b e fuldr oy /fz(l‘icif ey /fg(f}d.r [ e /fn(;r}d,p

Vazorve pro derivovani elementarnich funket (resp. jejich modifiknee] davaji doledité za-
klaulni vaorce pro integrovani. Neurcité integraly v nasledujicich vzorcich casto nazyvame
tabulkove integraly. Nejsou-li v nasledujicich veorcich uvedeny podiminky pro promsonou
£ neba pro prisludné konstanty, pak tvto vzorce plati bes omezend.

I. /()d,r N
2. /Idz - /dr s O

3 Pron £ ~1 plat

e I
/‘z‘" dxr - 0
IR

na kaddém oteviendm intervalu [, ua kterém je funkee 1" definovana.
[ dr C
- Sl O r £ 0

8 / e et 4

o /411 ir (z’—I 7 i) ‘
[ .oa>0aed L

-

7. /sinxdf . 2 A
8. /msr dr - sinr + €

N L S
. = tgr v x F {2k v Iita ke &
£ 2

ot
. dr
Hh —— — ~cotgr +Cox F ke ke
sin’ ¢
dr ) . )
o [ vpmmmemns waresine + ) > —arccos s+ Cy, Jrf < 1
Vil - }

2

13 \/'“MW:.:.L"WLMW x4 \/(12 Q_T‘}'% [N
Virt e

dar
|8 /—-—3—» Carctgr 4 (0 =~ arccotg r 4 (7
14 or?

dr i
15, /! = ES :_;m

Poznamka 1.1.5. PFi pouZit Véty 1.1.4 éasto jeden neurcity integral vyjadiime jako
linedrnl kombinaci nékolika neurcitfch integral. U kazdého z nich by méla byt uvedena
jutegradéni konstanta ¢ a visledek by mél obsahovat soucet integracnich konstant. Tento
soutet bude opét néjakd konstanta ve smyslu libovolného redlnéhio Gisla. Na tomto misté
uéinime dohody, 2e pisluiné konstanty budeme (pro zkraceni zépisu} uvadét pouze ns

I
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b (:," S 1,
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kemet vipodtu.

1.2 Pfima integrace

P primé integraci hleddme vyjddieni newrditieh integraldi pouze pomoci algebraick¢ch
fiprav integrandti, resp. Voty 1.1.4 a veorcl pro tabulkové integraly.

Redené dlohy
1.3. Vypodidte integril

Redend: Je

1.4. Vypotiéte integral

/12{11. e R

Rréent: V tomto pHpadé jsme proménnou velidinu oenadili pismenem t. Nic jinébo se
: &
Fdf e = 4 O
/ 3

t2dz. rER (€K

nezinénilo. Proto je

1.5. Vypodtste integral

Redeni: V tomto pFipadé integrujeme podle proménné r. Viraz 2 proto pledstavitje
konstantu a plati




.6, Vevpadtite integral i 1.12. Vypoctste integral
/ Trtdr ro A 3 . 3
5 N P :;.Z‘ + Hdr,
Heseng: Je - =
- & — 1 ,l'ﬁ "'.5(' . ta .
/ frtdr o 7 /1”"&:” ST e oo Redent Podle Voty 1.1.4 je
. 4] 3
s 3 3 E oAt i
/r‘ et e - [r dr - /fdf + .)/cif = —eoomy Ehr e e e B A .
L Vvpodtdte integral ~ - 2 Boo22 ® 1
/ dr 240}
g 1.13. Vypadtéte integral
Reseni: Jo 3
T e ; rt R
/ - /,Z‘ fdr - __l A : ; -; + }—; P zd}i\ I p; {0}
Jort - r :

Redend: Poddle Vétv 1.1.4 je

1.8, Vypodtéte integral 5 3 r dr
/ o o ; /;é—ém*dr: / /~—--——/r:b~~ a/»«a“ﬁ/ /.}:dr
vrdr, re HE L ! oot

3 xr r 3
Redrnr: Je : S hShfrl 4+ 3 e = = = = 5Ind brf~ = - »,7 i€
; —1 4 2 r &

/v’?tir - /1“"3(11‘ -

Dale ji7 nebudeme uvadét, ze k ziednodusent vipoctu ponfivéme Vétu 1.1.4 0 kdvz

to tfeba bude pravdal. Snadte se sanii poznat, ktera dprava byvla pouZita a zkuste se

1.9. Vypodtete miegral zamvslet nad tim, prod byla powdita

idr ;
/—:-; re X, . ; 1.14. Vypo@éte integral
W ;
S e o ;
JHETET T ) : Ssipna ~ 205 4 3rdr. re
dr L it —_
_ by N
JovE : -
2 Resent: Je
1.10. Vepedctéte integral /5 siny ~2-5 4 3rdr = 5/5in e~ '2/5’ dr + 3/1 dr =
/ dr s {(}‘ ez 32
T ¥y & 3z
ot e ~Heosy - 2 + o 1
e {1794} 2
Resrni: Je
dr s s
Eri de - SR j 1.15. Vypodtéte integrél
5
/"V dr. € B { 'ﬁ}kzz
1.11. Vypodtéte itegral sin’ ©
/(513 ¢ artdr. rem ] Regent: Je
. ) - ] ; 2 v 3/%
Resens: Podle Véty 1.1.4 jo /5\/; - dr - /Ill"-’ ar — g/ dz 5. T cotgr) -
sin® r sin? x % ‘
) 3 5 ;
607 Artde - G/rzd'r ¢ ’)/r‘ P S A R 10V
3 4 Fod ol xr o= - I e [N S 3 boi 3
/ 3 5 ] : 3 + 2eotgr + C




116, Vyputdte integral : 7 1.28. Vypoétdte integral

‘; o

e 3/ .
RO B 2 rdx. re ®,.
/Sv"zrz + 3 dr, re i, /V’\{'Vf;‘h € X,

Resera Je Bedend: Nejprve opdt upravime integrand. Je
e . . . % g r‘““'* o i
/.”}Cf'[rz P drivedr - S/,r“?""df i lS[r"”‘ci.r B R . Lf‘ ‘ 3 ( x/z)l/ ) SRR A
IS 6v'77 e Proto je
S S e /A 94y W
' : [Jidr « [o78dr - T S vr
: \1 rear = r % 3;.3 3 .
L7, Vypoctéte intepral ‘4
- Gte intearad
/(er AP dr, re R 1.21. Vypodftdéte integri
37 b 6o .
Resens: Pomoct vzoree (a + 07 = o ¢ 3% + 3ab? + 17 upravime integrand do tvaru / de . re Ri{-2}
o ed e w8 B ormn 3 ¢ joc o f A s
VAT D) BT 60 ¢ 150 ¢ 125, fesent: Upravitne integrand. Pra viechna r € By -2} je
Porom plati 384 622 32%r 4 2) ,
: . 2‘ ‘* = 2 At
/{317:5 + 58 dr *—h/z d:tl:{)/r de 4 IJ()/[ de Il)/d: = Tt e
3 Proto je
i ¥ it g 4 ; 4 3
2 r 1'% 6007 Thr . 3% 4 627 ; T N
CH e B BB — 4 P25y s —— f —— & : + 125z 4 O ; »MW';IS bl dr=3 fride =3 = =P+ O
10 1 5 7 2 ' 42 . 3
1.18. Vypodtéte integral 1.22. Vypodftéte intagril
3o .
d { ot~ Ir .
/ G ek (1 : [wr —de e RIE
Resent: Integrand nejprve upravime na sntegrovatelné” funkee. Jo ) . .
AT T ) gt e IV unE Reseni: Upravime integrand. Pro viechna r € Ry {1} je
o 6Bt (g) * <6) } (E) ' (;) ’ Part-2r rlrtrzr-2) o -ir 2y e

e . » -1 P r -1
Nyni jiz mizeme integrsl (1.1 suadno vypoditat. Je z

r . iz - Froto je .,
et AN 2 (£} (%) . ~ gt 0r &,
/?ei.r /(2) dz /(?) dr ln(f,} * hl(%} e : /~—~—-~—«- dr = /zzd.r + J/Ir,i;rw —;&z +

-1
1.19. Vypoctéte integral 1.23. Vypodtéte integra 4
GEE g » / o dx, re R
e g rE R, : % 1
2x -1 E
Resend: Nejprve upravime imtegrand. Je Resent: Integrand upravime udsledujicim zplsoben
N b 3 “ « i 4 fad - 2 1
N N BN LI A O o [ & F S b (6N 74 ‘I PV E 2 ol ool + L. Cabll GRS ¥ 21 SR I e S
i Loge o ,,(')“"2_;*'2—*“ &u'ébv 2) § §)iﬁu”} IR ; £ ¥+ ] Pl 22l 2+ 1 24 2% ]
Pro zadany integral potom plati ; Proto je
Gl g [2.3F 9.ys ; / i 5 *z:+arct r+C
e by = F2 BTy 2 f P e e Tl dI = [rtdr- [dr P &
/ AR / / - In3j tn2 =l 3




.24, Vepoctite mdegral

| RO S ! 3
SNy 4 oeost s r costr i H
4 [ -

Ty
T Y I gl e d Cead 3 -
ST F - cust g G317 N RN S F - eomt r sin’rovos?r cost g s’ r

Proto je

te . —cotgr ¢« ()

1.25. Vepoctote mtegral

/tg*’)f(ij‘. ro Ry

e &ropra e FIED ot u . . o i
R!M ni: PR VYoot powdsjete gotiromet ricke vzorce g;n’)l- eost o [ tg - BRI

com g

;
2, i o b- t cost r i

2 B 3 T
Ces© ¥ CI8© F Cerst (‘(753 I (A3l

Proto je

Nefedené tlohy

Vomidstedujicich dlehach vypodtéte zadané neurdité integraly,

1.26. /‘du

1.27. [nm
1.28. /IUdt
1.29. /sx"dz

1.42.

" i ‘ 1.43 cos Ar !
1.30. /SﬂdI rar [ Sodr T
VI Ve
Y dr
131, [ 125 4 6.2 dr a8, (L 2 lap fad / Iz
/ xr e du 1.38. e odr J bt cosir
1.32. / dr 1.39. /M, . e 1.45
Jorr '

Vysledky

126 r0 ¢ C 127 100+ (1281004 €120 2% 5 €7 1.30 8% 0 131 22% 4 (7 1.32
‘)h}%fﬁ(‘l.ﬁ%?}’ Shalrl s 184 07 22/ C L35 Injrl - 4 O 1.36}1 - )/V‘I’S(
LAT Y2 1T C 138 riinlrf t O L39 r ~arcig s 4 O 1.40 #/2 4 (sin.
1.4 sinr —cosr 3 (T L421tgr —vcotgr + (' 1.43 -cofgr —2r + (7 1.44 tgr1/"§('

1.45 2V 3 - r 1 O

7

1.3 Substituéni metoda
Integrace pomeci substituéni metody je zaloZena na nasledujicl véte.

Véta 1.3.1. Necht funkee Af{('} je spoptd w mtervaly la by, Nechf funkee p(r) md v -
tervalu fa. 3) dervac 2(x} a pro vicchna 1 € (o 3) pe plr} € la. by, Potom pro kaide

té a3y e
/[{f}eif - [f(:,:{.z}};’{.r}d,r, (123

Formalni pouZiti Vety 1.3.1 je snadné. Obtize v@tdinon plsobi pouze nalezeni spravoe
substitiuce £ 2lr). Vipotet potom probihd formalné tak, ze ve veora 1.2} dosadinie
za ¢ podle rovoosti

t = i} (1.3}

a za symbol df podle rovnost:

dt = Sridr. (1.4}
Vzaree (1.2} bze poudit dvéma zpiisoby. Jestlize mame za dkol vypoditat neurcity integral
ve tvaru [ flolr)) (rdr a ndme primitive funkei F) k funkel fI6 potom < vvazitim
rovnosti (1.3} postupujeme podle schématu

; 2lay = .
/J (Pl (ridr | ird - d{{ /f(z‘)df Fiiy = FiArh i1.5]

Vgraz mezi roviymi zavorkami pfedstavuje mezivipodet, kteryin piejdeme 2 vyjadien
poufivajici proménnou £ k zapisu s proménnou £ Tento popis pechodu mezi proménnyon
budeme pouZivat i v nasleduiicich feenych dlokdch.

Druhy zpisol ponziti veorce (1.2) spodiva ve vipolty integraln ve tvaru [ f(1de
pomoct integralu [ fla(x)h'(r) dr, ktery mbde byt za Jistveh okolnost suazdi k vypottu.
Je-li mezi proménnymi ¢ oa f vetah (1.3 a funkee 2z} je mosoténni na intervalu (o, 3},
existuje k ni na tomto intervalu iverzni furntkee, kterou vznaime (), a plati r = v (t)
resp. dz = g/{t)dt

Pokud jsou splnény pozadavky Véty 1.3.1, kze v néktergch pfipadech pouzit oba
druhy substituce. Nejprve polodime @{z] = t a potom £ = (). Tim vlastné dostaneme
substituci o(x) — ¢~ els). Piitom plati  pfevodni® vztah

Glrydr = dt = {s)ds,



Resend Glohy

A6, Vypoctéte baegral

Fesent: Snadne vidime, e e ety

dostanene dosazening do schématu (1.5 rovnosti

i3 ¢ ¢
5, o L S £ ;
/f_r' payt2rds ! P d ' " / /i"‘d:
J b [t k4 B €

FAT. Vypootete iategril
/i,z"g - 17 artds,

Resoni: Pro funkei 20y 2% 10 e (22 o 10V

L8 Vivpoctéte itegral

J/gxxf LTV A de.

Btesene: Vidime, ze g (357 Ty

B (g
s s Ty, Je

P I 5. i L
/{"'3" P e dr /":(»512 3 7 erdr :/{fir" ;
; 6 G

30 . R S B
1/144: SR i L
ti 6 6 36

LA, Vypoctate integral

2r. Polozenim ¢

© 3t Proto je

[N N i
: ¥ 3 7o M=t ;
GOt sstde T s e
][‘ ‘ § stde odel 0

3

/};3fj~vsfyu24x}dﬂ

Resenn: Vidite, w0 jo (0% ¢ r ¢ 37 302 5 1 Potom je

; N b R g : r
/Qﬂ Fe 57 s Dde A‘Iw‘ A 4 L 5
. Pl ydr ot ! &

L50. Vypoctéte mtegral

‘/’v;f + 10dr.

Resond: Je (r 4 ) = 1 a provs

/Vr o lde -

1]

PRI (I I ‘ G W
d‘[‘ (.i[ E ¥ (t /t dl '

Wil

{y

2y (e 4 1057 }

¥t ha fi

SR (13

b

2
¥

=

bz Integrand proto upravime tak, aby obsaboval vvraz

1.581. Vypodtéte integril

/(\/}?ﬁ) rdr.

Resrni: Je (2% 0 1Y 2r Proto je

/(\/:’d—&*l—) rdr /(\Wﬁ) érdr ! 1;/(\/;??7) Irdr o %r;ilj ) i“

<

1 [ - | B L
;‘;/\/flﬂ g 2/{ (“ }*‘Z" F

1.52. Vypoctéte integral

Reseni: Je (-xY o (11 Proto volime substituci ~r

obsahoval viraz ¢ 7( -1}, Je

jfp Tdr o /[r T (-Ddr (w»z)ch Tthdr -

= (=} el = g™ O

1.53. Vypoctéte integril

Resent: Je

% ¢
/: M A dy - /-;z T Mydr

A 3z
= j'(' = da .

5 3
1.54. Vypodtéte integral
P
/(;‘ rdr

Resent: Je

et

i - I :‘9 - =
i St L arde -
]( rdr - /2 ' Ledr |ordr - dt

1.55. Vypoctéte integral

Resend: Je

ol = s H des . 4
/’(4: ST T; B A D e b

(\4:315

4 Gy

¥

w3y ot “
3ydr ot

1222 dr =

) \/(I"‘ + ﬂ'}

3

e .

= ¢ a integrand upravime tak, aby

g ‘
| e fedn
(-~ 1ide = df P A/f ¢

.
- ;/(" dt -
3

! i e
s 5/('(!! = et = 5 b

ot l 2y »..1-./(;’ dt - ~1— et
Al 12 12



F.56. Vepastete mtesyal

Boson Tty PO t

1.57

57, Vvpadtéote mtegral

+<h 4 1

aby v fitateh byl virar

2z

LAY, Vipodtéte integral

fesona: Je ihr o 33

j
tak. aby v citatelt obsalowal vyras 1o dar e

1.60. Vypoctete muegral

frsene e (55 5 2 4 30

l

‘ot volime sithatituer ¢ ¢ 5 100 Piig deostanennse
lesia=r | o :

i i = nir ¢ My oo

i dro e f

Proto volime substituei ¢ 5

Prde. Tim dostaneme

boSer=t [t - ,
e it 2
& Fidr de 7ot = fnis

rio

Proto volime subatitucd £ #2 0 5 Je

¢ ' 3 2
= [ [
J{E i &4 Y It

10r. Proto volime substituct ¢ 502 4 3 integrand upravime

E;’;.r'—’ i 3 ¢ 1 30 1 24 [ ¢t
| Horde o dt] 2f 2 2 ¢ TR

Zr £ 2 Proto volime substitucy £ 1% ¢ 20 ¢ 3 a integrand

upravime tak, aby citarel obsahoval viraz (20 1+ 2y doe. Je

s ttegraael gpravime tik,

161 Vepoctote intepral

/rm{f ¢ Tyl ro R

Resont Jofr s 2 1 Proto avelime t 5 3 2 Je

P
cenf e b 2vde
/ i ’ Podr o de

1.62. Vypoctéte integral
v/(\n&(fif} dr.

7 u integrand upravime tak, aby olsahoval clen

re %

Forsens: Je (307 3 Proto avolie ¢

Adr Jo

(35 ! wsed X w)i ‘ Ar !
/(n(\;.f)c,r ) :—{-({t\,\,nl;.nf ,;;ir ‘“

.63, Vypoctéte integral
/13 sin ¥ de,

r*oa ttegrand upravinie tak, aby olsahoval den

i 1 .y —
~ feostdt = sint o =sin{lr) s O
X, 3 >

Regena Je (077 40t Polozime ¢

3rtdr e

/r‘ sindrtidr /z{mxr”’\,liﬂcl‘r

1.84. Vypodtite integril

/r csindde® 6 Shde

fedenis Je (302 £ 57 - 6r. Polozime 1 3% 4 5 aintegrand npravime tak, aby obsahoval

flen Grdr, Potony je

1 T et es=t 1 1 [
rosind3rt 1 Aydre o f - sind3e” 4 5) - tirdr R P~ fsint et
; ’ 16 Grdr -~ dti 6

e COB
3]

dr
sin?l2ry

C2r, potom je

1.65. Vypoctéte integral

{;{7?/2} EZ.

fteseni: Poloditme ¢

dr P 2dr 2t i / it ] owglr)
7 -~ . =3 = - e 5 e COLG L B e
/sin"{flfj /‘.Z sinf{2r) 2dr 2 f sintt 2

i3




1.66. Vypootdte integral

hy r )
— dr. B U X
x

Redens Jo tlnry 1ir, proto polezime £ - oz, Thn dostaneme

"t 1 ! : 2 ‘r
/“““* dr /km T L R TR
b x bode — oty 2 2

z

L.67. Vypodtéie ndegral

Resens: Opét pologitie ¢ Inr. Potom je

b Intr ; i - | 3
/.J__‘,d__ dr = /{'} Finfry - dr E ot /1 g -t % -
x i K

x l fdr et

.
U ———«-’, e
3

1.68. Vvpoctote integral

I . .
/‘lfl[}fdl. re (Ul )

Resends Polodime t = Inr. Potom je

O T Y LRI f
rinr Inr ¢ 7% dr - dt ) ?”’ <t dnfingt e |

1.69. Vypodtate integral

{AI
/m(fl‘. IR

Redend: Je () = . Prote polozime t ~ of. Tim dostaneme

/ et o dr e oo f f dt itil = s ds=
e — - P ORI | . —_— Pah =
ety et 4] cFdr - dt | tit i dt - ds s i

e S NG R I R

(;1
/ TE dr. re &
LA

Resens: Opet polozime £ = & Tim dostanetne

/ e / Fdr et =y { e o
tee®  fyg (t‘x‘)2 CleTde = df | /ia:}; =arclgl = arcig (e 4 O

1.70. Vypoctéte integral

1.71. Vypodtéte ntegril

/‘.-;_ dr.  re B0}

Regené: Jo (~1/1) = 1/2%, proto se vyplati poudit substituct f = ~1/1. Je

et e -1t ¢ : St e
3 dr - fe V7. -§d;zf =i, i’ wl® PRNG TR AN I AR
x r Lodr = ¢
x

1.72. Vypodtdte integral

re R

/ 2% [ 2% efdr i ot ‘/ Adt [1FeE s Ew/d.s B
Ve 4D I jefdr df% TS ] 2tdt s ds [ TP vs

Drrubid substituce je zvolena vzhledem k rovnosti (6% + 53 = 20, Pommamenejme, Ze cely
pitklad je moZné vypocitat pomoct jeding substituce oM g 5 = Ovlifte vipodtent!

1.73. Vypofiéte integral

3

sin” rcos rdr. & B’

Resend- Je {sinr} - cosr. Proto poloiime sinr —t. Je

ginr « { ' sintr
/sin:’rcos rdr l /z‘3 df = T ! '
3

cogpdr ~ df
sin® reos® rdr, re R

1.74. Vypodtite integral

/sﬁn" reos® rdo = /fsin3 reos® reosxdr - /ginar {1 - sin®* r}cosrdr ~

| ; 4 &

3 we f 4 p f f
;A:! S I e fJ | - !2 it t,} . t5 A o

feosrdr = dt ! o {4 6

sintr  sinfr

4 6

4+

2

PH vypuétu jsme poufili gontometrickou identitu cos®r - 1~ sin?z.




175, Vypoctie wtegral

/rns’f siny 3y e A

Besent Je ieosry sinr. Proto polotime vos s ta mtegrand upravine ak, aby
bsahoval clen (0 Tism e de
‘ Cos { i
cost painrdn = (=1} (\u)s‘,r}{f lismordr ’ ottt
. o desinrde o dE .

1.76. Vypociete integral

/(*u,-:j’ rdr. ye A

fesent: Integrand upravime na soucin funked sin g a coxr. Upravu pritom provedeme tak,

aby integrand obsaboval clen cos rdr (Proc?)

/um’,ml,g’ /uxs’ e rd / {ros? 1) o rdr /{1 ~sin®a ) vosrdr

) f} !S
Lt /1 TN S B S S
’ B3 B

Sitex

Feomgdr

|
|

. sn’

"A)

NeFesené dlohy

v onasledujicich nlobach vypoctéte zadand neurdits intsgridy.

1.77. /(fir TP dr 1.85. 1.93. /r’ sinte” ¢ Hhdr
) . dr
1.78. /g:’x w2y dr 1.86. 1-94~/ TS
: il ¢ o)
1.79. /mr P2yl dr 1.87. /m( 1.95. / £
3 Jooil il
1.80. /21\‘@3 1 .”)\)X(i,x’ 1.88. / 1.96. /(‘ e I(]I
) }J “(
181 ‘/ﬂ — s 1.89. / of 197 / e ,dr
- _jr‘ d : tg
1.82. [ s LYO. [(-r)e® 1.98. 2 dr
Jukeat cos? r
1.83,/ 10 dr 1.9L. /*t"“ T} 1.99. /sm‘m.r
1.84. / 1.92. / ccos(r® 4 W0y dr jge /Sm i i

16

Vysledky

1.77 (iiz'w?‘l“‘/l" FOLTE (D212 CLTO (6 1 2P K O LB (P 5 4 6
1L.BL (13 n et 8 (7 r/)182 b, r "118’5-2»”10 FLTRER AN
7€ (oo 10 184 5 TH0 ¢ ar8i /0 1 ¢ L85 :w‘, B3 1t (P 1.86 10T 1 b ¢ (18T
SV 20 1LBR Sl F T LAY /(21n5) 407 190 (1 136557 /24 € 1.9Y cosl5 - rp i
1.92 sintr? £ 10} + C 1.93 -~ cos(e® 4+ 10) 4 7 1.94 arctgflnx) ¢ O, r € (0,00} 1.95
o - Indb ¢ lurl 6 Oy 5 & (B 1/ey i (1/rooe) 196 Inpe¥ - ¢ 71 Oy 1 4 0 1.97
IVE T T4 LR (/2 Oy x f 12k - s/ 2k 199 {cost 23 /3 - cose b O
1.100 (cos™ r}/T - {cas® 7}/ + O

1.4 Metoda per partes

Véta 1.4.1. Mayli funkee w(x) a v{x) spopte devivace na mberealn I, potom na mter-
valu | plati vzoree

/?1{,{)!”(1}(1! ©ufrjelry - /11'(1}1’(y)d.r. (1.6}

/uzf’ dr  uy /u’rf«lf, (1.7

Princip metody spotiva v prevedeni integralu ve tvara [’ dr na integral ve tvarn

resp strucnég

[u'vdr, jehor vipodet mize byt jednoduds,

Resend dlohy

1.101. Vypoftéte integril

Resent: V oaadané Gloze polozime v o 1 a v o . Potom je v’ = 1 a v » % Pouzitim
veorce {1.7) dostaneme

o r. =

} N N 1 - ¢ dr = ref - e da
Y i o S’ N N

& 5 v u’ >

r oo ef dr
& [
I T L
1.102. Vvpedtéte imtegral
£ sinrdr, r# R
Resend: V zadané dloze polozime w = x a v/ = sinx. Potom je o/ = La v - cos. Je

/.17 cstnnrde o

sop. v oEosing

s (- cosxy - /1 A -cosridr =

TR U S N
ooex cusE /mszdx o ~rcosx 4 sinr+
17



1103, Vypodtéte integral

cus rebr, re R
. i 3 .
Reseny: Polozime v - r® a o' 2 cosr. Potom je

g b 2% v cesa 4 . .
rfeosrdr b ) Do ortwnr - f 2r singcdr
. bu =2ro v - osing )

oS - .Z/J‘ sinsdr - riethr 4 20 cosr - 2siny B O

Pri vepoctu jame pouzili visledek prikladu 1.102. Pokud bychom nemeéli tento visledek
k dispozict, muselt byeheom dvakrat pouzit metodu per partes,
1.104. Vypodtéte integral

rinrdr. EE R,

Resenis Vozadané dloze polngime v - Insa o 7

¥ clmr - rtox
rlnrdr - sbw o—1inr -
ro_t P :
wo= o B e E b4
x 2

lnr -

~

“

B

ol
z
-
o b

S,
S~
oy

Y

1.1058. Vypoctéte imtegral
tnrdr re &,

fe senis Piestoze integrand nend ve tvaru soncing, [ze jof pevést na soudin dvou viraza
pomact tapravy lnr - - ne Potom lze zvolit v - lnra o’ - 1 Puk je

! : i
7R TS 1

/Ixutdxt /I dwrdr -, e o f-xde crnr o fdo -
A N 3

=odne —r o+ (
1.106. Vypodtéte integral

arctg rdr. FE

@

Resene: Integrand nemi ve (varu soudin, opét poudijeme pravu arcig ¥ - 1 - arctgr

} ’

Pu - arctgr. o - 1| r
/;;rrtgj: dr - /l arctgrdr = | [/ ‘: RO T ~ rarclgr - o dr

| - : T 1y

L e v
Plati
/ ~ P r? d{'lkwf Il’l‘ e
I 9rdr t> - :) ulf} 2 n{l + £+ O

proto je

! ;
/ar('tgrd,’r ©orarctgr - s ln{l e

33

1.107. Vypodtdte integral

L2 .
sin® pdr. e B

Rrdens: Ziejind bude y - sinr a ' - sinx. Je

o, fu -sinr, v o= sing ! L . ; .
sin" rdr -~} | - osinr{-cosr) - [eosrlie-cos ridr -
b - cogr. v - —cosr [

!

~sipreosr 4 /rasz rdr 1.8}
Nyni urchime hodnotu integralu fmsz rdz. Je

3 lu = cosr, v’
cos™ rdr

'
{

= COSFRIE ~ /.-;m rl—singydr =

u oz oeginr, v

; (2
= s rcosy + /sm rdr.
Dasazenim do (1.8) dostaneme
/:»‘,in2 rdr - ~sinreosr f snreooss + /sitﬁ rdr. tedy O - 0

Tento postup uas k cili nepfivedl, proto zkusime integral feos® rdr vyfesit jintm zpitso-
bem. VyuZljeme goniometrickou identitu cos? r = 1 — sin® 7. Tim dostaneme

/(‘,t')szfdl - /l ~ sin® rdr r/dr - /53112 rdr -1~ /sinzrdr,

Prosazenim do {18} dostaneme
/5%!13 rdr s ~ginrcoss t 1 -~ /s‘mz rdr.
Nyni k obéma strandn rovaice picteme vitaz f sin® rdr. Tim dostaneme
] P .
/sm‘rdz 4 /sm rdr = r~sinrcosy

. 2 .
.l/sm rdr = r—sinrcose

o T - SINTCOST ;
/sm"zdx S e + (0

1.108. Vypodtéte integral

e* sinrdi. re R

fresend: Polodime v - sinr a v = 5. Je

y u = sinz, v oae
Fsinrdr <] .
u e E, v o€

s osina et ~ /e‘ costdr. (1.9)




Fro oy s i S g . . . 2
Cypoeet artegialu fo7 conrdr opet pouzigenre metody per partes. Jo

x ot RS g = atl
e eos rdr ! 5 iy b L i
p b $ S . L3 ] . ”
. j sUte 1 o ¢ s el

Brosasenan do (1,63 dostaneme

sty rdr o sin e { sret 4 “sinir da ]
/ \u» rel o e sin g da st cos et o s dy

K obena stramun roviost pricteme mtegral [of sin e dr

2 /' Tsinrdr o sy o oV cony

/vﬁ[ st dr

Vonektersels prikbadech je vhodne i

T dostapene

vz nasledificn dve glohy.

F 109 Vypoctite integral

=
/n‘m’ Ve E N 1 RN

Resri: Negprve integrand upravine pro pouziti substitucni metody, Je

ouzit jak substituéns metodu, tak i metody per partes

.11t Nalesnéte cekurentni veoree pro

ficsend: Pomamencime, 7o v hledaném vzorei znadi index nomoeninn u proapeand . Je

1, /rgt" dr,
N /r’ cFdr /,rc" dr,
Iy /I‘)‘x lr /r“’ de =" 4+ C

Tin dostanene

teddy napt.

Polozime v r™ a o

Jo tedy

I, = z"e¢* ~nl,_;. 1110}
Nyni pordle nalezendho vzoree vypocitame [rf dr. Je
Iy = % - 3l

fs = %™ - 25

. - N ) vE =1L
/‘ e / vos s /\/Lz' TN whedr 9 /f«xn’!«f{
) ) . b i
| B=2dt]

Nyoi pouZijene metody per partes. Polozime o ¢ o o

;/ft'l:té[(”

L0, Vypodtéte integral

vost. Potom e

E " . \\
4 (Mmr /h’m(d!) st M okt

i Teos v (0

t. W =cost|

b.oow st

o
I s S

Te e e

h
Iy

Dosazenim do (111 dostaneme

4 a i ;
/I rodr o by oot - 3%t - 2t

1.112. Naleznéte rekurentnd vzoree pro

Iy= /sin”xdr

Reseni: Polozime 1, - [sin” rdz, index n proto znaét mocninn funkee sine. Je tedy

napf.

Iy = /.-;m2 rdr.
= /sin] rdr
o / sin® £ dr

J‘it'r " ][‘}

S S I R Ve

/:ﬂn rdy o —eosr o+ O
/‘if s o

21



Funkel sin” ¢ rocdoZime na soudin funkei sin® 'z osinr. Potam e

1 soan k ’ .
o . ) u = sin” lr, o' s r
[ /sm” rdr - /sm” brosinedr - E

‘

[P
fre - 1jain” “reosz. v - cosr

Ssin’ - cosrj - /{n = Lisin® ?reossl - cosridr

-cosrsm” bt (n - l}/sm" ?reost pdr

- - N » -3 N
- cos s b roa (e I}/sm“ fril - sinfride

~easrsin® iy b in - Ek/sin“"zf -~ sin” rdr

/sm" rodr s o conrsin® 4ty !}fsin“ pde - (- I}/sin" rdr

Nynt k ehema stranam posledni rovhesti phicteme viraz {n ~ 1} fsin™ rebr. Tin dosta-

'

nee

/sin” redr v in - I)/s‘m“ rdr  -cosrsin® e b (n - 1}/@“*% dr
I3 /s’m"rdx‘ —cosrsin® ey fn - I}/s&in”' trdr

ol
R cosrsin® ' r  on - | g2
/mn" rdr = ~ E sin” " rdr

n n
Hiesdany rekurentni vezoree ma tvar

cosrsin™ tr  onmo-

[ ; Lo s (111}
H 3 1n

Mocnim funkee siur klesne v kazdém kroku vipodtu o dva. Podle toho, xda je dana
mochina sudé ¢ Lehé slo, bude vipodet kondit bud élesem I, = r ¢+ € pebo clenem

fy =~ cos 1 . Jako ilustract vzoree uvedeme vipotet integraltt [sin* rdra [sin® rdr.
I
fy - - 1y 4=y
3
Je tedy
4 cosrsind r 3 cosrsinr 1
s’ e 5 e S - +o-y
. 4 4 2 2
cosrsin’r  Jeosrsinr  3r

= - g
4 & 8

Prointegral [sin® rdr podie (1,11} dostaneme
cosrsin'r 4

[:z»m;,,. e
5 5 ;5}’3 [‘; P

cosrsin®y 2

s
3!

Jo texly

iyt - (2 5 ;
cosrsin’r 4 eowrsintry 2, }
i’ oo [ + ={—vosr]
/&m rdr ; £ ( 3 3
comrsints  deosrsin’r  Seosz ¢
- - - " 1 B
5 15 15
* 1.113. Naleznéte rekurentni vzoree pro
I, /~(-—M~ - re B, o ne
14
dr & mocniny funkee 1/(1 1 22). Je
Redeni: Polozime [, — ?-—~—»~;)~;,~ index n proto znaéi mocning funkee 1/{ oo
edeni: Pole ¢ -

tedy napt.

- / dir
i {1+ 1"2)2 )

I / dr — / dz = = arctgy + O
{1422} Pt

Pouzitim metody per partes dostaneme

b - ! ¢ - E 2
; f de U e o / -
S (PR o T, T TRPeTY
" (14 23)" ‘u, Lt n)2 ,,z:x' ” Mr{ {1+ r3n {1+ r#)
) ' ! (14 g2ynrt”

R
A 4—‘2::/“"“‘““‘““‘,1‘5(}17 -
1+ 1»2}?‘{ {1+ xpe
. , boe 22 _ dr ) i
e (o fave

I ) dz N dr ) . r w2 (L~ Taus).
o m 4+ 2n (/” T 1‘2}“ /<1 4 1’2:7”’” U 3 I'.’}rz ¥ i

Je tedy

xr .
|, = e 4 21 B 1S S
{1+ e

r

P F e .1 2 P Ly
ATl S v +2n n
neboli Lo = 1 z -1 I (1.12}

Bl
2 (14 ¥ 2n

y 2 tlustract ukad Ziti : 12} pii vipoltu
co2 je hledany rekurentni vzorec. Pro Hlustract ukaZeme pouZiti vzorces (1.12) pfi v¥y

; da <= 2. Powzitim vzorce (1.12)
neurcitého integralu fy = / m Je 1.y = I, proto n == 2. Pouzitim vzorce { )
dostaneme :

1 xr 3 Ly

E - s, a ki 1
b= mismta 2
23



Spogeaus obou mezivysiedka dostanene

J 3/t I X
Iy - B (3 : 3 frm'tg,z‘)
Proto pheti
/~ dr r ) ¥ o darctg ;
R T O Y R S

NefeSendé alohy

Vonasledujicich alohuch vvpodtete zadand nitegraly pomocr metody per partes.

NS /J"‘us',i‘t{f 1.120. /gmiuu 1.126. /ﬁr""u
P - . . A r 3
1.116. ‘/‘r ool 1121 /"mzfdx 1.127. /r(g"@rdr
L6, [ o™ dr Lig2, [
RS 3 ol 422, ;’[*31 1.128. /{I il dr
1117 /;mm,m; 1.123, /hr’,mu 1129 /‘ T
LR, | 2 aretg o dd 1.124. (1 r* o
/ Gk LG5 1 il o1y 1.130. /sm(inr}dr
Qith .t ) ‘
e, f2ED ds 1.125. /z s hisinde .
- 5 ‘ (2r 5 Sisindedr 1.131. /]’,“ﬁ: e

1 o § a b - ) s . 4 4 A ¥
Vonastedujicich alohiach vypoctéte rekurentm vrorce pro uvedend integraly.

1.132. /1” ity g dbr 1.133. /lu" rdr

Vystedky

1.134.

cos” rds

—

LA rsmr s cosy 4 C LIS 2% = 206 3 205 5 (0 LG (re™,2) - (0% 0y O

crt v O e (L LIS (arctg ry/3 o () e

/

FAR IS A

LT 5oarcsing T

G LI v Msing peos /20 O 1120 (- sin® rcos e /T - (Gsin® ceos o
R reon /5 16 cos /350 C LA2L —r cotgr+lnising O £ kr be 4 l"122
Al /e CrI23 o0t e - 20 lur s 20 0 C L2 rindl ¢ 0% - 20 4 Darctg o+ (7
125 (2sin 301/ 9= 120 451 eos 30 /30 C 126 (207 o) 240 C 112 rigr — (02 /20 4
njeos.el + C A28 (%2 = splnr - 2200 4 0 4 C 1129 o™ (Qsin2r 4 iit‘m“.!f)/lig f)(ﬁ'
1130 wisinflne) « costinej}/2 ¢+ O LEI3Y 72/ ¢ lrsin2r)/4 ¢ {cosPr)/8 + €7 1.132
b Zrvosr o Using - nln - 13, , 1.133 1, el oy 10134 1,
S0 T (20 - D,/ 020

Crin” o

24

’,,w:/m«1

1.5 Vybrané typové Glohy

Integraly typu [ f'(r)/f(e)dr

Vonistedajicich tlohach se zamafime na dilezity tvp nenrcitgeh ntegrabi Json to inte

graly, vee kterfel lze integrand bud pfitn. nebo po dpravé pfevést na tvar zlomkn, kede

1.5.1

citatel je derivaet pmenovatele,

1.135. Vypostote integral

2r
——dr.
/ et e ] :

Resent Integrand je funkes definovand na B Pouzijeme substitnei ¢ 5% ¢ 1 Potom je
Srdr leter ot ot
—_—— : —~ o An i
sl 2rde o dt {
1.136. Vvpodtéte integral
B
RIS
307 8 1L Potom je

RTINS G S S N S At [ S
= | e e & ;lxx@!lf
]

32411 | brdr o At b

e o 1) ¢ ("

Risend: PensZijeme substituet f
%3 i
B 172
Ao 1l

Prosnamba: P vwpoftu jsme zjistili, Ze denivace jmenovatele je rovna virazn 6r. Proto
jsme v nasledigicim kroku prevedh ditatel integrandu do tvara, krer$ adpovida derivaci
Citatele vvnasobené jistou konstantow. Tino konstantn miveme podle Voty 11,4 pievest

o
2-6rdr

: (l In (32 4 11} + €
; ;

presd integral. Tim se 2 integrandn stane zlomek, ktery ma v éitateli derivaci Jenovatele.

1.137. Vypodtéte integral

Resend: Integrand lze opét snadno upravit do wvaru 7/ f. Potom poudijeme substituc
bt T de

Lo20 e At 7 1
A ) Y = ! b l__l_,/_d_‘_l_‘lnhg
] 5rto- 7 el oy o 10

-1

1
R S 7* L0

ITERN

5
(/é)) resp.

k3

‘fg), resp. I € ( \‘/

Neurdity integral existuje pro kazdé r € <~x,

T
L



Presteddun tir pisklndy e shonaut do nasbedugiciho pravidh .14 Vypoactéte mtegral

Vot L0 A

i

(.13 firsens: Je {5 357} ~tr? Iotegrand vpravime tak, abychom mohl pouzit vzoree
(1133 e

I

pro vsrchna e A pro htera pe fury £ G a [y e de finovana

Ihibus Pousipeme substituci £ forg Potom pro viechna r oo 5 takova, 2e flr 70, je

ro . . .
! / ,,,,, It o flri s 0 pro véechna r ¢

; ; ; . 1.142. Vypodtéte integral
(X374 “nk;‘tl{l]r ‘»ysfn\'vm* fvrzetis, :] ] / 271;
: ir

el
Fore gt ) 5 1 40
1138, Vvpoctete sntegral bt d

Regend: Je (120° ¢ 42) - 060" Integrand npravime tak, abychom mobli pouzit vrorec

(1135 Je

T o s L S~ b cprmE i T | Y K 4 o7 . . 55
Resenr de cr? 0 3V Zpl Podle vzoree {1130 : 27 i % 96 4 . i 9 In(120% + 42) P
T 4 e e R W e 5 r - [
: : 12k 2 12t ¢ 42 R A PIS AR 32
tiir e : X
pro véechna r € R
Protoze pro viechna reabins cisfa o e r? 03~ 0, plati rovnest (77 £ 30 27 ¢ 4 a vesledek 1.143. Vvpoctite integral
fre psat ve tvary s :
2r ¥ P . ]
FEal dr o bt s 3y 0
Ko Regent: Je €% v 23 - 2r 1 Podle veorce (1.13) je
Poznamka 1.5.2. V dalsich prikbadech jiz nebudeme uvadet adivodneni, proc v piipade, . 94
2 e % e A p T o vl Ll Y 1
kdy pro viechpa 7 e e fird ~ 00 piseme misto  f{rif pouse vyraz fir) /I'z e dr o Inirt v rb e O

1.139. Vypodiete integral pro véechna € B4 {10 oY
3t ’ iR e
e (L

e

1.144. Vypoftéte integral

RBesone Je ir® 087 3% Podle voree 11137 je

Redend: Je (3074 5r 0 12) - 62 4 5. Podle vzoree (1.13) je

/ 3r- ’Iwmf:; dr < dn3r® 4 5z 4 12) 4 O

pro vsechia x

y i ) o ¢ oo
1.140. Vypodicte integral pro viechna ¢ € X

1.145. Vypodtote integral

ok~
/ 30745

Yy U , . /('(;t,grdn

Bedent: Je (377 ¢ 5) 6. Integrand apravime tak, abychom mobli pougit vaoee {1135, -

Je ; Resenic Je cotgr = 922 a (sinr) » cos . Podle vzoree (1.13) je
i ! oy 37 5 5) : cos e ,
= = B esieC -—7————) e cotg rddr dr  Inisnr] s O
B 3 3 1 ) s

pro viechna r pro véechna r € B\ {knlpz

26 27



1.146. Vypodtéte integral Nefedené tlohy
S
_/ 2 e r da. YV nasleduiicich alohach vypoctéte zadané peurcitd integraly.
(f{mr‘m Jedh v 2easry - 2sinr. Integrand upravime tak, abychom mohl pouzit vaaree 1.150. (Lt_‘“ 1153, st dr 1.156. dr '
(1.03y Je P 11 . Tt #{l +Inr}
! v dsin s ' past [ 1.154. / S gr 1.157 snr L
T2 ) A Zeose ds G 3 dr? U 54 eosr ‘
g Lass, [0 gy cotg r
R e g2 1.158. /‘—“-7*-‘5(51‘
P In{sinr}
proviechna r & x.
Vysledk
1147, ¥ypodtete integril " Y
/f"_’”_ﬁr_,é CORT 4y ; 1150 Inlr — 10+ O € (—oc. 10}, r € (10, ~0) 1151 (1/8)In{sz - 1j+ O r €
SInr =~ COSF {wec, 1/5), 1 € (1/5, 00} 1152 {(5/2)inlx? +6) ¢ €' r € K 1153 (~5/4)In{l ~- it
Redend: Je sinr — cosr - cosr + sine. Podle vzoree {113} jo r€ (o 1) r € (=L 1L r e (Looa) 1154 (5/8)Int3 ~ 4rf 4 O r & (eov - V3.

B2 V32 e (VAL ) 185 Ande® 1 24 O r € R 1156 In{l vingl i O
(0. 1/el, & & {1/e. ) LIS7 ~Inf5 +cosr) + Cor € R LIS8 Infinisinryl, « &

SR b oS T )
e by dndsing - cos 4 O
sitp -~ cos ‘ (Okr 2k 4 D heer

pro vhechna roe R T ¢ kv 2

# - 2 Yo
1148, Vypotets integrsl 1.5.2 Imtegraly typu [1/(x* £ 1)dr

/ 7"’ dr : v dalsich kapitolach budeme éasto pracovat s integraly ve tvara [1/(2? £ 11dr. Oba
16+ : tepy pathi mezt tabutkové integraly, které byste méli znat. Presto tyto vzorce zdlivednime
Resens: Je (10 + 7Y - o7 Puodle vaoree {113 je : v nasledujicich dvou pHkladech odpovidajicim vipodtem.
/A_': dr - dn{10+ 7 £ ") E 1.159. Vypodtéte integral
g er ; dr
: / b+t

pro vdedhina o« ¢

Regend: Pougijeme substituct r - tgf. Potom pro viechna t £

/ dr 1oz -tgt - / } elf / t dt
b+r? de - ed B T+ tglt costt ) costt , sin?t  costt

1149, Vypodtéte integril

Reseni: Je (5 4 Te%) < 210%0 S pouditim vzorce (1.13) dostaneme 3 cos’t | costt
: dt dt .
2 gy ‘ - , N P
. b ‘,,,ZI‘J:& 1r - ; /ms"t ¢ osin® . _/sin"t +eos®t /
ST s A e : o3 t
2 : o8

[ p :
Y Infs s 7oy 4 O ; V piivednim zadani byls uvedena funkee proménné x, proto se musime vratit k vyjadfeni
vistedkn jakedto funkee proménné r. Vime, Ze je ¥ = tgt. Z toho, co jiz vime o imzerznich

pro viechia o ¢ R ; funkeich {viz napt. [11], Kapitola 1.6}, plyne, e t — arcig r. Proto je
dr .
= arctg x + O {1.14
/ b x? & )

75 1 29




T I6H Vypodtote nuwesral

Lrdrns Vase, 2o 07 1 2

hapitola 173 dostaneme

f A

PEE P A
kede shvva nrcit zatim oeurcene koeficienty 4 a o Obé strany tovoosts viviissobitine vy

razem ir - Tie 3 1) tim dostameane

L Al e 04 Bl

e b B LY B

Porovianiin koeficientn u steynveh moomin 1 ooa obou stranach posledni rovoosts dosta-

HEeBe senislitv il TOVIe

Protoze je (r - 1§ oo 1y

Potows destaneme

dr i .
i In o~ 10 ¢ resp.
J o

Pro mtegral (115} plat

o )
/ I lr v 100 O
Lo

bair ¢ 11 e O

L plati vzoree

r
lasr oy ln- ihi6g
3

ns* alur resgs.

Proteo je mozne dany integrdl vyjadin ve tvaru

dr

i (117

22
N T

resy.

(115)

1,161 Vypodtde integral

dr
t6 4 £?

fte Send- Potfebageme. aby platilo 7
Al

e Porooat | 4dt A et 1 / dt
/ 60 dr Adt 16+ 162 161 ¢ 2 16 f 1 g2

. r - ¥ 2
Zouvedend substitaee je patroé, fe f o Proto je

dr 1 ¥ =
e~ aretg — 4 €
J o6y r2 4 e

dr
6ot

NYS plati tedy

162, Vypodtdte intepral

Resoni:s Pouzijemne substituci r 2 67 Potom je

dr v r o Vet /\/T;t,lf ‘/V'T;d{ ’\«'/{; o0t

J 6t Ldar o Jhde L 6012197 8 fiael

5 K z 2 S ks : .
7 uveddend substituce jo patrod, e £ - = Proto je
J 7 ;

vh
/ dr i ¢ r (,,
- ~  —=arctg —= ¢ ("
NARIE: r vH \(f(—i

1.163. Vvpottste integral

dr
a® oy r?

Regent: Pouzijeme substituei x - af, plati tedy £2 012 Potom je

dr
1 oa rt

. 4 i ) - k) .
7 wvedend substitues je patrnd, 2ot o = Proto je

I at

1.1684. Vvpodtate integral

Resend: Pounjeme substituci ¢+ 3¢, tedy 22 = 92 Potom je
dr i =3t L[ 3dt 3dt 3 / dt 11
Jorteg jde e adel Jor-g Joreny 9 2 Tg o2
IoiE -1y 1 lr- 3
~Ini =i~ Ep
PR FIY B e 1

P vypocti integralo byl pouzit vaoree (1.17) ze strany 30,

31

1667 (Prod?) Proto pougijerse substitiued »

. adt at a / ot !
dr  adl X a? v oai? atfy 4 14 Tat it

i
coaretg f,

s arctgf.
Vi

—arctg !,
a

47



FLLGO. Nopowtote sategrad

Rcdens Powzijeme substituet o

1166, Vivpodtate integral

pros viechna r o

Resene Pourijeme substitae r

/ o [ =l |
N 57 e [ dr o elt (

P67, Vypodtete mtegril

fe senas Pouzijene substitucr 2r

2r !
/ DI TN (PSR
J Tadpt JeBe=c

©odr 5ot

fiesene: Powzijeme substituct 2o

VAt plat tedy 7

b e tedy 2 G0

/ dr
St

£, plati tedy 4 ¢7

£oje tedy 4zt

519 Potom Je

Potem plati

. Potom e

{ df b ) { o
':,’ '{“;7} 1} arcig £ :) aretg 2y o«

"
t*. Pak dostaneme

{2

1169, Vypoctite integral

dr
IR

Feedens Powgijeme substitnet V101 £, jo tedy 1027

VLTV

dr - : 1 1
S CYThde o db / it
,/1 ©er | ; A VT
E dr o4 (ifi
] VD H

i o=
ez aretg V10 40
VoG

1.170. Vypodtéte integril

dr
93 2507

Redent Poudijeme substitact 5r - 3, plati tedy 2577

Y VI

. Patom je

i ot I oot
AT, = ey ArCL g !
V1 IR 11}

C9EE. Potom dostapeme

i !
dr : I3 3 ! [ dt
_ el b w3t | me | e 52 TN
/ ST | dr = ddty ‘/9 T s /9{1 AL T ki

ioelr 3}&(

1 ot i : 5r L
— are © e arety — 3 (.
gg e g M

1171 Vvportere integral

JTE

"’l

fiesent: PouZijerne substituct 2o 31, platd tendy 427

/ dr
] oart -9

in =3

Jdr

lekn[::ﬁj ;i((’

1.172. Vipodiéte integral

/ dr
1 3 aeY

fesend: Poudijeme substituci V51 = V31, je wely 527
; \/’g.r > \/ff;z‘
/ 42 VAdr = VBdt . f
S0 Art 3
k Codr e Jide

1 / df 1 et i
Vi et J1s ' J15

adt | LI PR

o t o= T § = — .

e 92 -9 2 6/21 6
5

i)

S92 Poton j(’

dt 1

- 38 Potom dostaneme

i /3
i1 - T T
/:4(1 D] \/:",(

arctg <\/:;l> PO



1173, \’yp& Wiete integral

Beaene Pounjeme substitucy 5 5 1 £ plati tedy 0 4 177 5 Potam e

dr Epis ¢ B ; - .
- - | : dE vttt arctgla ¢ 1 i
ARSI B T I S N daf Jo e

1174 Vepodtote mtegral

1175, Vvpoctite integril

Risen: Pourijerme substituct o ¢ 1 Vo b, plati tedy (5 ¢ 137 622 Potam je

il \‘:f"\')f ‘ /
dr VG ot }

=4}
o ATGHE gy
VvV (y

i
o S L
Vv

1176, Vipedtote integral

Resend: Pouzijeme substituet £ 2 3 20 jetedy {0 v 37 487 Potom plati

/ 2dt x/ de4
e f e ey
RN A

Roznasobenim virazu 4 ¢ (x ¢ 337 sioudno ovetime rovaost 4+ {0+ 3% 2 v or v 13

7 teseni piikladu 1176 proto plyne, 2e

dr i 2t 3 ¢
e = o AIGARLE ) L
e 13 2 Sl

pro véechna o

1177, Vypodiéte miegral

5!.'
85 L opgian )
fr v 3y - 4 )

fersent Ponzijeme substituci o+ 30 28 plati tedy {05 3}

2t ¥ ‘
FYE VAR A

3% Potom je

Roznasoberim virazn (0 € 33 - 4 ovifime rovaost (x5 37 -4 2% 4 60 1 5 pro viechna
oo B0 Zotesent Prikladu 1,177 tak plyne, ze

dr b i
e | i
%O T E S ST

Poznamka 1.5.8. Obeené, kazdy kvadraticky polynom s realngmi koeficienty lze dopl-
nemn na ctveree {viz napi. 11 Kapitola 1.7 apravit do tvam {7 ¢ ) & b Predchon

piiklady ukdzaly, jukou substituei v takovém pfipade zvolit a integral vypoditat

dr
b2t

fesend: e r? 1 2r 5 1 (r ¢ DR Poudijeme substitiei x4 1 £ potom je

dr dr re ot dt K e I
o = — = [t = e o
r? e dr v (o 132 dr - dt = -1 t

1178, Vypodtéte integral

1.179. Vvpodiéte integral

dr
e

Fresent: Dopinénim na étverec zjistime, Ze je 22+ 204 2= Lr 4 1)7 + 1 Je tedy

dir - dr
22082 J {riial

Sizeme proto pouzit vistedek pikladu 1.173. Je

L ,
/—w, = srarctgle + 1)+ (O
LT }

2y 2




1180, Vypodtete integral Pouziferne substituel 2 4 4 - 2 je tedy (o4 37 - 4% Pak plati
[ dr .
/ P t dr BERE t / 2df / 2dt 1/ dt
’ - : FedP 4 | odro2dtl Jarted Jar e} T2ty

Hesen: Dopluenim na ctveree apstime, 7o jo or® + 25 0 7 (r 1 137 4 6. Je tedy 1 i r+ 4
C—aretgt = — aretg —— + (.
51 4 5 g 3

1.184. Vypodtéte integril

dr
B re & {7 -3}
,/17 + 10+ 21 g 3 g

fesend: Doplnénim na étverec gjistime, e je o2 + 10z + 21 = {r 1 5)% — 4. Je tedy

/ dx / dr
N ERTTEYT 1571

Nyui poudijene substituci ¥ 5 - 2, je tedy (z + 5%~ 4% Tim dostaneme

dr r{5=H | 2de 1 dt R A O 3
TR s N e aneril o= ~lx1§——~—§
{r 451 ~+4 t :

1181, Vipoctete inteprdl

dr .
/;2 PPy Ik 1{{*1)}

Resend: Doplnénin na dtveree zjistime. 7e jo #2 - dr 5 - {r — 2}

dr = 2dtf A4t 4 [ER !

4. Je tedy

. . ; ~ b 1o 53 - 21 1 i34 .
dr ) da —In i = ~In iwfl i : - ~in [I ,,i Fa
I T S S PN T RS I :)+2§ 4 lr+ 7l
. " L e N 185, Vypodtste integral
Nynf potizijene substituct £ -2 3 e tedy fr - 27 97 i dostaneme 7 1.185. Vypoltéte imtegra i
dr ez | T O A 7 /12 = 6r 415
mririn. S 3 - . “ Prs I3 . ~ 3% .
{r 21 -9 ; 4t i /‘)tl 5 31T 3 A ’ ; Resent: Doplunim na Stverec zjistime, Je je r* — 6r + 15 - {r ~ 337 4 6. Je tedy
. % .
; St T T ; = ] dr dr
ilnw——-—li . iizlw—r-~~:’-}w—jg SR Ll ]rz_pf ’,m"&/{_rwfg‘ler(
6 iEF e L] 6 r-2)+3F 6 iril] ek S

Pouiijeme substituct r — 3 - VB 7 i plyne rovnost (z ~ 337 = 62 Potom je

/ dr i / dr irmfy bl VG f VBd L oAt
rfedr e S | (r—31%+6 | dr (‘dt' 656 J 6411 Vo T4

Redemic Doplnenim ns ¢tverec zjistime, Ze je r® ¢ 4r £ 5 - {r ¢ 217 ¢ 1. Jo tedy

P 182, Vivpodtéte integral

i I -3 .
,marftgt = ———wmtg—»»w +
/6 \/f VU

dr ) .y & g
Hidres Jiriater 1.186. Vypodtéte integral
: dr
Pouzijeme substituci r + 2+ ¢, plati tedy (1 1 237 = (% Potow je 5 ,/Iz + H0r + 35
P " Redent: Doplnénim na étverec zjistime, Ze je 27 + 100 +35 = (r + 517 4+ 10, Je tedy
82 - ¢ : ‘
B [ Popow— o coarclet - oarctelr ¥ 214 €0 E
e Ja st st 2 i [t / i
' : rt 4 10 + 35 (¢ + 52+ 10
1183, Vypoctéte mtegral : ; g
v & / dr : Ponzijeme substituci  + 5 = V101, je tedy (z + 3)* ~ 1062 Potom plati
s 8420 / dr 45 VIt | / V10dt / Vidt ;
Resond: Doplnénim na ctverec zjistime, 7e je £2 # 80+ 20 = {r + 4)% + 4 Jo tedy i (r +5¥+ 10 i dr - v’ﬁdl 102 ¢ EO 1002 1) 710 [3 +1

i
de R — - arct g
pe— —
/1‘2+81‘t20 ,/(Jf4 HEa g ; \/}O o

/

36 7 37




LIBT. Vipoctete integral 1.5.3 Integrace raciondlnich lomenych funkei

Pripomefine, fe definicl racionalni lomené funkee spolu s popisem rozklady této funkee
na soudcet parcialnich zlomkd ctendt nalezne napt. v {11, str. 31-32,

Besens: Doplusnim ns ftveree zpistitae, Fe jo rf 4 Troe 15 - (r4 D)7 %‘ Jotedy %
dr / dr : ..
/ i C L 4 ftetené alohy
Jort e de in fre 5y° s 1 :
. E 1 :

1.203. Vypactéte integral

L . . > Y . -~ iy B
Pouzijerne substituct r ¢ L - *—;—3 toplati tedy (& ¢ 5} i}!", Patom je
2t 2

oo i aretg Redend: Nejprve vyzkousime, zda je viraz v citateli derivaci virazn v jnmn(w:zwli. Je

v ' v 3 24 v

E (r - 6r +15Y - 2r - 6. Upravime proto viraz v ¢itateli do tvara 2r + 10 - - 61 I

? ;
e Am*tg( : Nyui integrand rozdélime na soudet dvou zlomka tak, aby jeden ze 2 umku nixsahovai

v citateli derivact vyrazu v jmenovateli. Je

Nefedend ddohy

2r 4+ 10 C 2r -6 16
— e = ( R dr.
ri-Gr 15 SESIE VAR N 5 SR s T 1.1

Podle Véty 1.1.4 je

Vonasledujicicl dlobach vypodtate zadans neurdité integraly.

) dr
LI9R. [ el
r 3% 6

2r + 10 ; 6 dr ) .
6l S ~dr = e i 16 e - (119
194 /*fii— tige. [t £7 - 6r ¢ 15 £ L5 2 Gr b 15
Srfo 1 PRI

Oba integraly z pravé strany rovnostt (1.19) vypoéteme samostatng. Je

2r -6 i
s N S P SR L RN A
1%~ 6x + 15

uh
1.195. - _
3 /brl “Ti 1.200. /’

86 ' - (I.r 3 7 N n n . . . -
1.196. 1.201. / [ 5 nebot vime, Ze v daném integrandu je vyraz v Gitatel derivaci virtazu ve jenovatelt
o Drruhy integral jsme jiz vybedili v piikladu 1.185. Vime tedy, 7e je
Jr
1.197. - : - 1.202. drA p
{r -5+ 4 TG dr 1 3
) : : : —— ,»z;r(tg——w~ F
e o~ 64 15 V6 N3

Vysledky
Spojenim ohou Easteénich vysledk dostaneme

LI8B (1 VT haretgirs T ¢ O g
L R L I a
LG e 3e — 13 /(%0 ¢ 13,

ROVABY (1M Injie - 101/ 8 WY s Ol r ok
~HL10), ¢ e (10, ) 1,190 (1/\/"zé,nnn,gw’é.z} L€ R O1LL19L
(o A1) 5} £ (- }f‘s 1/3). 7 e (173 %) 1.192
{I/v’gﬁ}hzi("r - VB 1V DO T € (e B2 1 e (] ;/’, VI 1 e
i 2.1 1.183 11/ \/()S}ant;, (v 11‘)/3} L r e H 1194 {(i/'\( ) { AN SRR AN
L 1.195 {5/ (I\f’ﬂlitzhf;r R 1;/“./()1 i \/H} O /31 1,196
arctgilr - 2)/Vh1 ¢ o £ 1.197 5;))Ar(lg{( % 1.198
ni(r P VB + 3 m,g s :”‘W:sm(

) 1199 it/
[ \»/5} [ \,’/r) 23
‘ f e IRV TV RN
re \/3‘ ~) 1202 {1/2) arctg{{r ~ 3372

r -3

+C.

Ir 4 10 L 1
= dr = Inlr® ~ 61 + 15] + —= arctg —
¥~ 6 + 15 Vv V6

/ 4r + 3 |
e ¢} 1
4+ 20

Resent: Integrand roedélime na dva zlomky, z nich jeden bude v éitateli obasahovat

1.204. Vypoctéte integril

derivact vrazu v jmenovatelt. Je (2% 4z + 207 = 2r + 4 Déle je

3
dr 3.2 (2; + ;) =0 (QI FR

39

arctgllr +

o 1 201
§ V30,

(IR

) ~ 22 4 4) - 5.




Zadany mtepral proto budeme vedetfoval v tvarn

e

Pront s omtepralte na prave strane (1200 e tvpu | 770 [ proto je

e 0 b0 205+ 0

i ’
arcip !t 1 arctg -

DProsizenim do {1207 doxtapene

Redene Itegrand rozdelime na dva zlomky, 7 michs jeden buade v Gitareli obahovat

derivact vermen v jmenovateli Je (e? 8 Tr i 157 20 ¢ T Hhide e

A

saf

by
o

40

1,206, Vypoctdte integral

fr 4 10
i dr o ¥

fedenss Integrand rozddlame na dva zlomky, 2 nichz jeden bude v étateli obsahovat

dertvact vitazu v menovateli. Je (7 ¢ 4y - 45Y 0 20 ¢ 4 Dale o

. S . ’ 10 . 12 . .
Groe 10 3. ~{6r s i 3{2r e — R 5 Y e B v A4y 2
3 y 3 3 3 i

Zadany integrdd proto ndeme vedeffovat ve tvary

6r ¢ 10 ) 25 dr
R el 3 & SN B el 2 K B T {122}
iodr - 45 b dr - 45 e de - 45

Prro prvin integral 2 pravé strany (1.22) pouzijetne vzoree {113, prodrahy integral z pravé

stranv {1.22} dostaneme

Pozndmka 1.5.4. Vyie uvedend priklady tvori zaklad pro vipofet nenréitého integribn
libovolnd lomené raciondlnd funkee. Délenim polynomu polynomem a rozkladenm na par-

cidlni Zlomky lze tvts funkee prevest na neurdité imtegraly tvpu

dr dr wr t b ar + h
e PRSP, Cresp. | e dr, resp. | e
wr 4+ h . ot P er v d (728 er v d)n

ktere jiz nmite Fedit.

1.207. Vepodtote integral

Resend: Nejprve rozlozime polynom o~ 1 pa soucin polynomtt preniho a drubého stapné.
Stiadno ovétime, Ze jedning v kotendt polynomu je x - 1. Dany polynom proto mizeme
delit verazem (r~ 1) Je (- Dy ole 1o P vribtedy (22 -0y Lo~ 1) (W2 r e 1y
Nyni mitzeme integrand rozdezit na parcialng zlomky s (zatini) neuréenvini koctivienty. Je

! A . Bri+ O

: - , (1.23
I A A 1-23)

41



Obe strany roviosts vynasobime vveazem »f - 1 Tim dostaneme
Vool e b B O - 1

Virazy o obou strasach upravime do tvaru polynomu druheébo stupné. Je

Orf ¢ 0r 08 e e Bird s - B o Chr v 04 - O

i

Porovnanim koeficient @ u stejnvel mocnin r dostaneme soustavi roviie s nezuainyin A,
Hoacfr

A v B i
A - B v O - p
A - b
Jefimz fesenim jsou bodnoty A 130 - —1/30 0 =23 Dasazenin vypuoctenyceh
hodnot do (1.23) destameme
: P2 \
I H , - 3 E ( [ roi 2 )
e N R Shr o b rti it

Fro vadany integral tak plati

/ i Pofodr i rt 2
) -dr - / e Bl 72
Jad -1 35 r b 3 )t

Nyni vypoctene oba integraly 2 pravé strany predchozi roviosti. Stadne nahlédneme, e
wehiledem k vztabu (113 jo
dr ) L.
R 1 E P §
Jor =1

Diruby integral rozlozime na soucet dvou zomkd tak, aby jeden 2 nich obsahoval v citateli

dervact virazu v jmenovateli, Je
R A A TR P

proto upravitme viraz 1+ 2 do tvaru, ktery obsabuje clen 20 1 1L Jo

e ! 2;. )i xmw;‘ I"" Pl 3 i2"i\‘3
ol 5?1%—“, 5\.,1,}»; Eg;x—r iv)f—jj(lt )-,,;“},

respy.

Fofo2r 4} 3 dr
- el AR . e
2/,‘15%E 2/t vt

Prvni 2 utegralts na pravé strané snadno vypuditame podle vzoree (1.13). Je

A N L

Pra druhy integral platd

/ dr ) / dr
.2 - [ v, 3
Lol (1« 4 ;} I 3

Lo k- g . /L—‘di o
dr - s dt ] %[z £ f ENCY NERN
51 ¥

7
4 2 P2 ( PN 2 PASENN
ez oaretg ! sz AFCLE | == [ 4 ;)% T ez ATCHE e & (T
N Vi VAl T2/ A V3

Nvwd ji2 niizeme vyjadit hodnotu pivadoé zadanéhn neuréitého integrala. Jo

ddx 1 b \ i 2r 4 N
/u;}—* cednfr - sInlet 4o rs 1l s aretgy T 1
-1 3 83 v} Vi

Pomact vzored (118] ze visledek zjednodusit do tvary

dr 1 | br? - 2p 4 1] 1 . 2r e {,,
- o dnj— [ e Arelg e b ()
PR B rPerid E Vi3 & V3

Nefedené nlohy

V nastedujicich dlobiach vvpoctéte zadané neurdité integraly.

1.218.

/
E

oo, [ 20
/

. i
r* oy Br -7

(%r - Tidr
1.200. B T

1.216. / {2r + Sidr

4830 11 / (r? v 1)dr

e 3x? § 3r - )
5 (32% + 5ridr

{£ ¢ 1~ 1)

—2r+ 1
bt

2r

1.215.
(3r + 7ydx
L2 [ dr  1.220.

2 oidr v M 1.216.

Vysledky

F.208 3Inir 4 dr - 5] = (2/3)Inl{z ~ 1)/(x + 53] + C. 1 € (oo, =5}, 1 € (=5 1),
re (b} 120040 bt 8- Th - (31/8) In (o~ /{24 THHC 2 € (o, ~3~V2). £ &
20 =36V r e (<3 6V2, X 1210 In et 43 4 11+ (4/35) arctg((20 4+ 3)/V3),
re RL2IT(3/2) e + 4r + 2404 (1/25) arctg((x 4 2)/(2V5). r € R 1.212 (1 /1) +
Iil- Vit Cor g (o O e e (0 1 r € {1 e} L2AB (/3 Infle—1/VT2 4 7 £ 1)+
/3 arctg((2e 4+ DV v O 1 € (<00, 1), 1 € (1. %) 1.214 3 (Va7 =27 ¢ 5/lzli+
Zarctgl{{r -~ /2 4+ O € (o0, ), 2 € (0. oo} L2158 Infr ~ 1 — (20 — D) /(r - 117 + C,
€ (=20 b € (Load) 1216 (1Y Il + £)/(1 ~ t3 ~ 2% 4 (1/2)arctgx ¢ C.
re (= =1 r € (=1 Thor € (1 oo} 1.217 (2/3) arctg(r /2y~ (1/3) arctgz+ C. r € B
L218 (20 — 3r)/ (20 - 2) = (3/Inf{r - 13 {x + DI+ C, 2 € (~oe. 0), ¢ € (0, 1),
TE (L] 29 (128 In{a? ¢ 5] 4 (25— 32)/(e* + 5)) — (3/10vB) arctg(x/vE) 1 O,
EL220 (12 infz + 1 (72 Iz~ V= (4/(x - 1)) + O 2 € (—00, 0}, £ € (0. 1),
el wl

x

43




154 Integrély s odmocninou linearniho (lomeného) vyrazu

srikbadech uvedenchio typu piediokladinme, ze mtegrand JoEvEvelen pomot operac
4 \ i ] _

sortant, addtani, nasobenr a defeni 2 vwrazu +oa Var b kede o 2 0an e M oresp

Luvrazii roa Cprtcemz plati e Boaad - be /00N prenim pripadd vetsino

sotine s\lfrxtﬂml f Var b kde «je nepnensi spalecny nasobek Gl o,

pripade pouzivame sulstituet

Ver o

vund prevederse dany iegral ma integral racionalni funkee vehiboden k promeéuné {

Vonekterveh pripadect se tak daji fesit integraly s odmocninou 2 kvadratického vyraz

@ to oz podminky, ze keadratickd vraz ma realne koFenv.
Resené ulohy

S SRS DR S

* 1221 Vipodtote mhgrzl/ Ve

Rrsene K vpoety pouzijeme substituef

t j - R S L e N L B T N LT Cryope?
HIIS B L ; 4t i+

xr - ¢ ¢
- (2}2 (Ll*!l)z

Blosasenim do zadandého integralu dostaneme

e k -
[REEIE SIS TR I ST I A E5 S S S S I
OOA L ) B~ L F 2y (O 8 DY - 1)

:

A B C A B Dy et - B e

tid e By

Posledni roviiost vede k soustave rovnic s neznavini 4, B, [

1w Bt =0
A4 B - -
A-HBeC -0

Av By Do,

44

jejimz Fesenim jron hisdnoty A4

tak doxtali N

Vo druhiém §

jr
Tadanv integral dostaneme dosazenim virazu \/

i

140 B = 1/4,C - 0a 2~ -1/2 Pro integrand jsme

2 1
(r— Py 2 4

a pro zadan? integral plati

t? 1 ot 1/ dt x/ d! )77
! R L
+ / g ;(»z / o a )T ) e
" ' dt ar ;)/' dt
- R e A i
m/lf—z' T T

Shatt -t s ol st Zarctgt nl

i Zarctgt

namisto . Je

F o+
1 /,r l;
i Vi -1
LI C il P m& wts :
¥ il l i
i vid

NI I&—\/.r—fir

v

1.222. Vypedtéte mtegril / - 3/[,_ dr pro viechna r € {0, x}.

Resent: Integrand obsahuje drubou a tfeti odmocning proménné x. Nejmensim spolecnin

333 5 Fered b o= & ), e oo 15
nasobkem téchto disel je @slo $est. Poudijeme proto substituci £ = 7 Potom je r

a dr - 6% dt. Dosazenim do zadaného integrilu dostaneme

<5 # 3 i
dr . f60dt o f P T — dt =
//—lj TS £y 12 e I t
VIoE N

3 2 - ) o
—:()(ZA—»STrf»lnﬁf—ﬁ—li) 2T = 3YTE 4 In(&r4 13+
3 7

» 2
x . réec c (T Y
* 1.223. Vypodtete integral //——wdl pro viechna r € (2. 2).
’ ‘ ) 2w rivt—r?

. T e

Redend: Kvadraticks vyraz pod odmocninou mé redlné kofeny. Proto je mozné ho upravit
e o b i INeArne sonv voraz. I (DYt
do tvaru. ve kteréms bude pod odmocninoun linearné lomeny vyraz. Prore (~2.2}j

r I - ol
(2- o -2t 22 a2 ) (2 - I)v’(‘g_ I)lr'z i
r
. RNCEES
(2 ,’[3 -
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desregne, Zeopr vvpeetn mtegrads pouzijeie substitoes

Pros ds 1)[(11{

Clarctg !

Nefedené tlohy

Vonashedupicich dlohiach vypoctote zadand utegraly

22T Il -

Kapitola 2
Urdity integral

V Definici 1.1.1 na strané 1 jsme zavedli pojem primitival funkee na otevieném inter-

valu 1. Nyni tento poem vyvugijeme k zavedeni tzv. Newtonovie urditého mtegral.

Definice 2.0.5. Nechi' Fje primitived funkee & funker [ onaintervala Ja b 7. kide

Potom svinbol

1
/ Flrydr nazsvame { Newtomie ) untdy mbsgral a defimijerse
o

jei vetahem

to

b
r\\/ Firydr o Fihy - Flay, (21
B

Svinhol (AT v Definici 2,005 zasé@ adiektivam Newtoniiv, Kromé Newtonova inte-
graht je mozné definovat jesté daldi typy integralit. jako jsou napf. Riemannfiv integral,
Lebesaneny integral. atd. Smystem zavedeni daliieh typi integralds je skutecnost, ze v pii-
padi- nekterveh spojityeh elementarnich funked neni mozné vyjadiit v uvazovanei mter-
valt ‘o by prishisnou primitivad funkei ve formé komeeného souctu clementarnich fonkei.
L flry e T flay = e fin)
firy o sinfr?y, a dalsi Protoze nadale budeme uvaZovat pouze Newtoniiv uréity integral,

néinime ta tomto misté dohadu, 7e osmadeni LV} spolu s pHdavoym jménem Newtondiv

Takovd funker jsou naptiklad f{r) Piinr,

v dalginm textu vynechime. Na zavér odstavee poznamenejme. 7o poknd pro danou funkd
existuje na intervalu fa. by Newtondv uréity integral spolecnd s jinym tvpem uréitého
integralu, potom se jejich hodnoty rovnaji.

" . I e 5 tpap 31l -
Misto virazu FibY - Fla) éasto piseme symbaol [Fr} 1u Je tedy napfiklad

- B2

Uvedeny piiklad ukazuje, Ze pri vipodtu urcitého mtegrali neni nutné nvazovat integradni
konstantu €, nebof tato se v rozdity FUb) ~ Fla) vidy odecte.

47



B e

Pri vepoctss ircitveh mtegralts Lae pouzit nielednficl vzoree tza predpokiadu, e aves

dene nrote mtegraly v odanvel mezich shurer e exastugs

La S

flegend dlohy

2.1, Vypodtate hodootu urcitéhbo imtegialu

1
3

/ oy

JY

Resesds Negprve vypocteme primitivad funkor k integranda, Je Flr 5 Dosazenim do

vzoree (2.1 dostaneme

P
i
S
,4/"\
Wil
N
D
PN
o

L2y ddr.

Bedone Privmstivin funkel k mtegrandn je funkee F70r) b - 3 Dosazenim do

vzoree 2 1) dostaneme

a
/ fraridr (20}
/fkrnb’ / floidr / HESE P pro viechnn oo e B {30y 8
ta Ja A,
53

i
/ Fiey s girydy /fi_l‘}(i.l"f /;1{1}:1)' (261

422

MAERE to)

4 3
2.5. / ~::: dr
Jy 3V

2.6. / cos . dr ?.&m u:’ sinfxy sl 060
t

3
"

2.7. / sin rdr [ cens . ( 4‘:)5(ﬂ}} g (. ('c;s(‘(}k}‘} { e [ ]}) - ( ]) 3
0
! ey ¥ b i 3

B P e e

2.8 /1 r gln;’j . 2 2 n2 22 2n2
0 { w e

p o arctel(0) -~ arctgl 13 ) a Foals fy

2.9. /x‘ ! wetg() - arctgl{ -1 0 L 4) ;

2.10.

P £y s
/ b Qeosrde -g cxtyor v Zsinrd
] L i

(33

P
—- e R
4!»

2.11. Vypodtite hodnotu uréitcho integratu

:
/ fridr.
2

Resens: Vvjdeme 2 definice absolutnt hoduoty reilného ¢isla el podle niz je

Pro r ¢ (-2.0) je podle uvedenéd definice [ri - —r, pro r € (0.1 je {2l = 2. Proto
upravime integril podle vzorce (2.5 do tvaru

i o ;
/ bridr / jrieta /Er%d.x /
s 2 4o L
Potom j(’
1 ) i :
/ rlde - /(~-~J‘)dx v / rdr o -
2 2 o




Nefosens tlohy

V Nistedisjiench piiklsdech VYPCtete By Ladanvoh BVl integraly

y K9
2002, / N P 2,15, /z febrog By
o i

B~V B 244
A8 s 209, oo, 226 -2,

2.1 Pouyijti metody per partes a substituce v urcitém
integraly

7 predebog kapitoly I zbeime, ap B vy pociy UTCH ey Wtegrala miitieye Postupovat
tak, e Hefrye talesion e prishusiog Prnatvni funke; a pak dosadinge Heze uréiteheg
earaln, Poknd VVPOCTy brimiaent fupkee POUZLOIE tet sy, P partes, resy. stubst.

TN ety e PIEvvpocty pouzi wisledujic gy vidty,

Véta 2.1 {Metoda per partes pro uréity iutegr:&l}. Nooht Funbes mrta e rag
Sposete deyipg., Provsivkag pos ‘

Sachis Potom platy

A

. 51
/:1!.1‘} iy Sulr)egr i /:z'{}‘} elrdr (2.7}
y . by

o @

Véta 2,12 (Suhstitu(#ni metoda pro urdity inte ral}. Neepr iy e spopt
3 ¥ ) S { S Spa,
Jurkee s g realt (o, 4y, necht fundpee G) md spopton d, TWACL 1o vdechng ¢ o fa by,

ln/!)/l i

Sogths o gy JO gy g provsechng o by Poton e

/f(;}(.!‘}}/f{f}d.l’ /f{[}di, [2.8)
Pt T

I’um;‘amvm‘jnw. 7eve Ve 2,19 J¢ amnnen interval L by, proto predpokladime. P70
Jeu = b Veta vgak Za pristusnyely predpoklady plati i pro o - b Na ohoy Straguich

Veoree 1255 pak stac VYICIL integradn; meze dolni za boryg

St

2.15 66, 2.16 42,1 207 1 R

Regene Hohy

221 Vypoététe hodnaory Breiteh imtepraly

Reseni: Ukazomnse dva moiné 2pasoby vpacty, Nejpryve VIPOcteme pristusng BEHPCIY
mtegral. e /
2rdr Pbp? =y | dt
/(1 Lo [ Drer d/f I

!
A |
Jera=C
Potom je

SN S NS U () (4)- ()
,(T_!.I:}zd,z ,Mh‘?,n | 1__.;12) Sy 3 & 3

- -

1

Druhy 2pfisob vipoety, Spofiva ve vyuiiti Vaty 2.1 9 # vzorce (28] g VIPOCty urei
o Mege urcitélo integraly po
bz

OVEEIme, Ze pro viechng, £ {015 json splnény predpoklady véty. Funkee fiy)

teho integrahy O zavedene stbst it e gfry ¢
substituci hudog a o glai gl 1 g2 Ia.g alhy i1} 2. Snadne

Lt je
R S Y Aty

SPOJIA v inderyaly 13 Funkee glr} 2r jsonu spodite pa 1 & pro

viechna r ¢ (g, 1) el givy 1y 42 L2 Prote je

1 H 7

2r ! y b Farr oy

——— )y T 2 - Pt e -

/{1 u‘*’)’(“ /Hfff}f vl 17 $1pa 2 2
4 S s gt 1 ‘\(/
Srgixyy Fity

Oha POStUpy viddon k stejnd hadnots uréitého iutegrily

1
2 i
"“‘“’*—‘*—;—:—: liI = -
(1 rhy2 2
2]
2.22. Vvpodtate hodnoty uréitehe integraly
3
200
—Emmme

VIt 5.2
g

L = 4 . ) TIPS .
Resens: Zavedee substitue |4 5,72 . L pro dolni mez o L N1 L pro horni
ez Iplati 3. 1 4 5. 44 = 81 Opét snadre ovéfime, e jaoy spiuény viechny podminky

Véty 2.1.2. 4 ponzZitim veoree (2.8} dostaneme

1 4 5t A1 -~
20r I . - ot o 7 . [ ¥ad
/“?:‘:_:;ﬂ_md}' B TEFmmmmme - Mirdy o9 e f LY r—;[
V1l of At VI k52 / v 4 /21,
O a
33

4 f\ﬁj’ = 4 (\/??T Jf) N )
t }

51



fecsene Favedeme substitucs

hornt e destaneme 4 (7]

tedora Lavedenie substituel Ty o7 f poton je o dr d2, pro dolni mez o dostane
piet

sploény viechny podpunky Véty 2.1.2. Potom je

a e 2a pro horn mer J plati 3

Pozsamba: Pridpraveé vistednd funkee jame powsili vzoree pro prict s logaritmy

(AT

fog, r - dog,y o log, ~. Iy
Y

t

2.25. Vypodtéte hodnotn uréitého integralu /l -
G ‘

fopotons je o dar o dE pro deloi ez a je o e

Resend: Zavedene substituct of

A pro horm mez 3 plan 0 of el Vihledem k tomu, 2 funkee of je rostouct na &, .

stuudne ovefine, 2o jsou splnduy véechny podiunky Vowy 2.1.20 8 pouzitim vzoree (2.8)

dostaneme
! >
o’ { ! i { %3 i
ol ———ddt o larctgt o arctpe — arclgl o aretge - —.
Lok PRy KPR S WES £ Be o
0 ¢

I+ o Opet snadno ovefine, 2e jsou

=1
In“f1 ¢ r}

L] ¥

2.26. Vypodtéte hodnotu uréitého imtegribn / =
o

Regent: Zavedeme substituck In(l © r} £ Potom pro dolni mez o je o Il £ 1)) 0

a pro hornd mez 4 plati 3 Infl v e - 1} Ine b

LS H : ant
{1+ 1) (1l ¢z} =2 | - [e31
/ USRS § ¥ & e [ (“ { & !
P tir ! Tor daf $a
13 o
s
de

2.27. Vvpoététe hodnotn urcitého integralu /

EF ¥ ]

« A
sity® A

£. Potom pro dolni mez plati o ; a pra horpi

Redend: Zvolime substitnel 3r

mez 3 je 3 -3 i ; Diemazenim do (2.8) dostaneme:
153 4
s b 3r ¢ Z
dr i b o ! 1R/2
/ — 1 3dr o de S [ a;tg{i :
sin® gy X 4 T f § ass
; dux dt/3 : <14
i ( 2 % g r) 1 (- 1) 1
e ooty — - eotg — R (1 2 =
3 & ' & 4 8. - 3

Preos® rdr.

2.28. Vvpodtote hodnotu uréitéha integralu /sin

4]

Resend: Zavedeme substitucd sinzx = £ Potom pro dolni mez o je o sin0 0 a pro
harni mez 4 plati 4 sinfx/2) - 1 Potom je
/2 552 =/
/sixf’ reos” rde o /siu“ reos’ veos rdr ~ /ﬁi!!:‘fﬂ ~sinfrjcosrdr -
3] ] ]
i } : t . e
i sing o f . = P 5 {
. Lo My - ydi o [P - PdE s |- =
feosrdr o dt 5 i
i -
o u

a8 (0* 0oy 1 b
A6 46/ 4 6 a3

Posnamka: Pii vipodtu byla pouzita znima rovnost mezi goniometrick¥mi funkeemi
s 1 il
sinr beost oo 1, re R,

Pouzita substituce se opira o Casto vyuzivanod mojnost vyjadrit funkei sinr pomoct

fupkee cos ¢ a naopak.

Py

[




S B T

229 Vopodtere odiata urosteho mtegralu

\""n'r'f;’, S
hr.
) b g e

B done Zavedemny substituer arctp 0 Potoms pro dolnd mes o je o

arvty b

U a pry

bovng bees platt 5 wretgl oz o

Fosrse ¥ otomto piikbindin seovvplatn poevést wtegral ve tvarn fied do tvaru fralt

a

Zeavedete substifuor st peotarn je i vost dt Dolnd ez a ziskanie feseni
roviee G s, e tedy se 0 U« kxoa homnt ez je fedenim roviice | st e
tedv o 22 2 koo D Zeolime A U0t destaneme £ st 5020 Protole

Banker st ot jon spoite s monofonm na intervalu 01025 e pouzit Vet 2012

Diosarennn do vzoree (257 dostancme

P R Lo a

(V8 fooxt dt coss® ‘ F Pos
. . Padr o dued
5 i I ' '
- ihre G sl — 1w 4 (0 w0}
| - § ) H

Pranamba: P prechodn 2 proménse £ ba w0 jsme pongili substituer 2 w. g tedy

b du A pro wee meze plati o 200 Ga 2 7. Dale byla pouzita

roviost cosT s b e cos e /20 ktera platt pro viechna oo

2.31. Vvpodctore hodnotu iréiteho integrabi /in b
:
Rese e Opdt pouzijeme metoda per partes, Polozine wirg

e a v'lry I, Potom je

3 &

) TR T ¢ i T
/ brdr 1, ; Lrdnr - / ~ewdr o (ecine 1 o w
X | §5. & Ly % L& J o ) & St

1 : i

2.32. Vvpoctéte hordnotu urciteho integralu / roosrdr

33
Ferdene I vwpodrtu ponzijeme etodu per partes a palazime wley roa dlry o cosa
[otorn je
%02 . .
P 5, B cos o
reosrdr . i
Py e 1 ST .
S : ' o
# R Lo i s%72 K 7 ¥ =32
( Ssitr oo s O b cos ) : «‘n,x(})
5! 2 R B¢ i % & / &

H

2.33. Vypoctete hoduotu urcitého integralu /f arctyg rdr

1’}
Redeni: 1 v tomto piikladn ponzigeme metodu per partes. Dolozime wlr) arctg r

r. Potom e

a ()

i

/.{ arctg . dr

: !
Ar / dr - / .
E
o i

{10y - {arctgl - arc1g 0

B

Spojenim obou vysledkit dostaneme /}' arctg rdr

[

Nefedené dalohy

V nasledugicich alohaelh vvpoctote badnoty zadanyeh uréitveh integrali.

1
2.40. / nlr ¢ Tidr
0

2

2.34./ e dr
0

11}
2.35. / {3r v 4y dr
P 1

2

1
2.38. / rvart v adr

1
2.39. /

YRS
2.36. / sinrdr
Jo




Vystoedky

2.34 (% 503 2,38 850 RN A IS T R z AT 042 80067 ¢ 2 238 1000
230 Ind 240 2in? - 1240 Wnide {0 3 15 2.42

2.2 Nevlastni integral vlivem meze

Nevlastwim midegrales elvent meze rozumime integral, u kterého alesponi jodua joho mes

feri v onekonecmn. Zoadiine je syboly

S 25 o
/f(,l‘)ti]', rosp. /[(.r)d\r‘ resp. /ﬂrjdx.

Definice 2.2.t. Predpoklidejine, e funkee fir} je integrovateld v kazdém intervalu
b kde a b € B 2 b a ze existuje konecna (viasini) limita

i
I /f(f}(ii. (2.9}
£ )
1
Potom fikisne, ze neviastnl integral / Slaydr konverguje {je konvergentni) a pro jeho

x 1
/f{)f}dr < him /f(}r‘}d,‘(. (2103
e

a

hoduate plati roviost

V optipade, 2 neexistuje konednd liita (2.9) (1) limita {2.9) neexistuje, nebo je ne
viastui}, fikite, ge nevlastni integral diverguje (e divergentasi}.
b
Analogicky by se definovada konvergence nevlastniho integrilu / f{zydr.
o
¢
PP# vipodts pustupujeme tak, 2e nejprve vyjadiime uréity integral /f jdr jukozto
funkei horni meze ¢ {viz piiklad 3.6} a poté vypodteme lmitu této funtkee pro { — oc.
Pfi vypodctu neviastoiho integralu ve tvaru

“
/f(r)dr (211}
postupujenie tak. 2e zvolime vhodng bod ¢ € & a vypocteme hodnoty integralty
G o
/ firide a /f(z}dr. (2.12)
e &

56

Konverguii-li oba integraly v (2.12), potom Hkdme, 2o integral (2,11} konwverguie a plati

/f{r}df /f(r)dxfé/j(r}dz, {213}

Jestiiie alespon jeden z bntegrally v (2.12) diverguje, potom fikime, Je integral (2,11}
neexisiuje.
V pfipadé, #e funkee f(2) je lichs, plati (v pipadé konvergence obou integralfi) rovnest

/_[(‘r) dr = /f(r}df {Prog?} a pro neviastni integral pak dostaneme rovnost

-

/f(r}dr = Q. {2.14)

R

V piipadé, Ze fimkee f{;r} Je sudd, plati (v phipadé existence obou integraht) revnost

/ flridr - / fixydr, (Pro€?) a pro sevlastai integral pak dostaneme rovnosti

x 113
/f{r)dr =2 3 /f(r}t /f{f}d.r (2.15)

Resené ulohy

2.43. Vypoctdte hodnotu neviastnibo integralu

dir

. 2.16
e (2.16)
i

Resend: Integral (2.16) pedstavuje neviastni integral viivern (homi) meze. Jiz vime, 7e
funkee firl = 1/r% je integrovatelna na kazdém intervalu {1.¢), kde 1 < ¢ Nejprve
vyjadfime uréity integral jakoZto funkei horni meze. Tim dostaneme

- Jor T H (- (et

Dosazenim do (2.10) dostaneme

x t )
dr ar . 1

Existuje konecna limita s hodnotou 1 a zmim:j' neviastni integral tedy konverguje a jeho

hodnota je rovna 1.



244, Veportdts hodpoto neviastmbo integrala

fteirns: Punkee fie) 1.7 je opet integrovatelng na kazden intervalu {1, ). Vvjadiime
urcH Y mtegral jukosto funket horn mmeze. Je

\/}7 §
i i
YVypocteme bodnotu prishudog Hmity, Je
t
) dr ’ - :
fing | —= - 2 lim (v’z‘ + l;} .
(R VI b

;
Tato linnta je neviastnd, proto neni spinéna podmeinka existence vlastn inity 2 Defi-
pice 2.2.1 o neviastud integral (2,17 diverguje.

ZitstCte, pro jaks hodnoty parametra p € 2 konvergije neviastni integral
g] Al ! £y &

2.45.
oG
dr .
— (218}
Fa
t

ftesends Funkee flry ;7% je integrovatelna na mtervaliy {1, £ pro viechny bodnoty
p ¢ R Proviechna p e 831} je

¢ ' B
dr e
f—-p— /I Pdr o i
r by

i i

Neehl o p ¢ {1, b Potom plati

N : i
[ dr . dor Lopboptt it
/ »; - lim /__‘” - i /I Pdr - lun ;—~——»[ e - Him “;_Tg
~i N . ’f’mx x !‘\x[ R R T I T (TS i
i N 1 1 o/ i ;
e Hay | e o e b e i [ ]~ . i
[p b 2! jpot pol toes o1 Pl
nebol pro p e (1Loach je Tm (1= —— 1 = 1 (Proé?) Pro p e {1 oo integral konverguje
tosee 2 - S
a e
dr L : (1 .
R s e (o).
o opot P ]

e 1 .
Pl e i (1077 = 1) 00,
1 L= o

S
dr X f
i M | 2Tl e
r? toaw | Bt e L

;
nebof pro p € {~oc, 1) e lim (17 1) = o Pro p € { -0, 1) neexistuje viastni mita
[ Rl

A integrd diverguje. Prop 1 je

booo Bmdnt oo
£

b~ £ 4 x

L < H
i i e ¢
R o tim /ﬁ « lim {ln 1} = Hm (lm‘ -l
vw r [ 1 to-x
} i

1y intigral (2,18} diverguje.

Proto pro p & (o,

2.46. Vypoctite hodnotu peviastuibo integriln

o
/ dr .
p {2,149}
{ 4
o

na % integrovatelnd. Pro viechna

[¥3

Resend: Tategrand je funkee spojitd na K, proto je také

re R e
i t
{0} ot e 221 = f{rh
Jt LA (=25 14 1t i
Funkee fir} je sudé, proto mzeme k vipodta hodnoty integrala pouzit vzorec (2,15} Je

x x t
dr dr . dr £ ? 3 3
o = 2hm [ 22 2 lim Eurctgr[ = 2 hin {aretg [ ~ arclg O) =
b or? P ox? e f 14 2? £t -0 ty ”
el [ @
« 2 lim arctgf = 2- = o om,
P i 2

wehot arctgl ~ O a lim arctg? = v /2. Integral (2.19) tedy konverguje a jehio hodnota je
F N 5

rovna T,
2.47. Vypodtéte hodnotu nevlastnibo integralu

o
(2.261)

/ cosrdr.

13

Bedeni: Funkee cos r je integrovatelnd na libovolném intervalu (0, 6}, kde & > 0. Limita

im sinf
o)

z
) TV VRS . .
lim /msrdr o lim [sinz] )« lim (sint - sin0) = 1
AL (ot oy :

i3

ovien neexistuje. Prote integral (2.20) diverguje.
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248, Vyvpoctote hodnotu mevlastniho integralu

/l,' Tadr. {221

o
Redend Iibegrand je funkee spojita na X je proto itegrovatelngd ns X a tedy @ na mnozine

(1 et Prooprimitiviod funked k integramdn platd

{

R & i

! !
/( Tdeo b edr ds ~/z“‘ R T
' Pode o s

i i

Nvid ddosadine meze do primitivat funkee. Tan dostaneme
i € 31 7 g
e “eba e T (: Lo g ) Y
t se

[ -

/e T /:' Tdr o lim (i -t ') ot ] o (pua },
[ [ R TIAY 4
o

¢

H

niehat Jim ¢ 0. Integral (2,21 konverguje a jeho hodnota je rovna jedne.
L

2.49. Vypodtéte hodpotn neviastnibo integrabu

o

/ﬁfﬂu {2,224

a
Resens: hitegrand je spoijita funkee na X, je tedy integrovatelna na % a tedy i na intervalu
(0.~ b Dvejl integraci per partes dostaneme

/ﬁe: fde o o~ F (r" 2023,

Potons je

1

o
: 5 5 ¢ . 2t
/.z“e Tde o /I"«:”’d.ﬁ ~ lim {r‘ HESR ISP T
- e foex K }0
4 o
. Ctey . it I . T 20 %+ 2

ol e M e e 2~ 20T e 20 82y} = 2 im - .

phe >

2o £ ¢

Hodnotu limity v posledui rovnosti vprave zjistime opakovanyin pouzitim 'Hospitalova
pravidla. (Nezapomedite pritom ovefit podminky pro pouziti Hospitalova pravidia.) Je

2 .2 IR L B/
B — -l —~ o i = - 4 Proto je lm <4 a plati
toen oof t—a (“ E=iad (71 t s L‘t

O
/1,‘31\ Felp = 2.
4]

Integral (2.22) konverguje a jebo hodnota je rovas dvéma.
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2.50. Vypodététe hodnotu neviastniho integralu

7 dx

=" 223
_/ xt o4 2p 4 2 ( !
s

Feseni: Integrand je funkes spojitd na R, proto je tato funkee integrovatelud na ¥ a tedy
i na mnFind (0, ~c) Nejprve najdeme primitivoi funked k integrandu. Je

dr / dr 51' 4} a8 /’ ds ret arctelz + 1]
= 2 (= B LI § ¢ & £ g S - :
e 2 (wr el | drodsd st b g 5 )

Pro mtegral (2.23) tak platj

o t
dr dr t 1t
e Y e iy | aretg{r 41 Z
/13 $2rd 2 e ,/I*’ p2r b2 t«xi &l )io
o &
; , ; . A ¥ n %
- lim (arctg{! + 1} - ;xrctgl) = him (arctg(t + I;) -2 o= v 2
st L ¥ P ¥ F
3.
PH vipodcta jsme vyudil rovnostd arctg ] = 7/4 a lm arctgt
1%
2.51. Vypodtéte hodnotu neviastnibo integrilu
o
dr ;
et {2.24)
5 2e 42
b

Ffecsent: 7 predehozibo piikiadu vime, 2e integrand je funkee integrovatelng na . Suadno
ovdFime, e ntegrand nent ani snda, ani lichd fuskee, nelze proto pouzit veoree (2,14},
resp. {2.15}). Hledejme tedy vhodng bod ¢ € ¥, kterim rozdélime redlnoa osn na dva
intervaly (—o0. €} a f¢, ). Volba bodu ¢ mize byt celkem libovolna, nicméné v tomto
pipadi se nabizi veozit fakt, Ze ve imenovateli integrandu je kvadraticka funkee, kterd
mé pa doplnéni na étverec tvar f(x) = (1 ¢ 1)? + 1. Z toho plyne, 3e graf funkee je osovd
soumérny podle svislé ptimky, kterd proting osu r pro £ = ~1. Plati proto rovoost

=l K3
dx dr
2 1) e 2
tedy
X ol x x
dr - e . dr B ,’/ dx
22 ) xTe2re? a2 e2 ) a2
e e 1 T
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Sovnuzitun vvaledkd 2 pikbadu 2.50 dostanemee

r
Zhoe {aretgir i 15 areied)
i ( setgdf 41 mu\(l)

2limarctg(s v 1y 0 L o

[V

Integral (2 24 konverguje a jelis hodnota Jerovie

2.52. Vvpoctete hodiatn neviastiiho integrat

Redeni: Integrand e funkee tegrovatelng na mnozine {5 pro Bhovolné b 6, Vipoe-
teme pripstivin fuukel k integrandy, Jo

H b | i -
4 1 & 3 H i i k:
e Pl g ) S= e ot Y e o8
P=Zrdr o ds | 2 2 2
Prov neviastui integral (2257 dostaneme
i3 3]
o ; 7 T [oogvd b o) 2% {
re™ dx fim s Tdr e e Hm i =i (z e ] D
. tom o 2ty £ § R 2
* ’
nebof jeo i o 0 Integral 1225 konverguje a jeho hodnota L TS
o —.
2.53. Vypodtete bodnota nevisstniho integrafu
~
=
s tf {226}
ot 528}
U

Bedewr Funkee s e integrovateld na intervaly Wby kde b 00 Vypocteme pri-

muvni funket k integrandy. o

/ r i RS I fde -0
- =)~ Inifl
J bl [ 2rde - ot 2f ot Z -

Pro neviwstni integral (2.26) pak phatt

1+ 4.

foi )

4 i .

1 g 1 ;
L | 2yl b i EL
thf’: gln(l =5, gzhA“f: (ln(l LT} inl) .
é(lifz’: Wl ¢ ) o~
PN ) r ) ) )
Limita {2.9) pro ftr; T e nevlastni, proto hitegral {2.26) diverguje.
e e : :
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2.54. Vypoctere hodnotu neviasinibo integralo

~

3 .
/1( T (2,27}

&
Resent: Integrand e steing juko v predehazin prkiade. Pro viechna r £ R je
fl-xy o {—rle © i (~rie = flire e —fer).
hntegrand je tedy hichit funkee a mitzeme powsit vzorec (2,14 bode

/J‘,l‘ “dgr a.

>

2.55. Vypoctate hodnotu neviastniho Hitegralu

b -
% 7 .
/“‘*‘1 —dr. (2.2%)
. ko

Regent: Funkee jo integrovatelnd pro viechna r ¢ %, e

0 DN . M. "
K, ] b §

Fier)

~flr)

S {—rp*

Nahizi se tedy pouzit veores (2,147 a prohfasit integral (9,983 2a konvergentni s hodno-
tou 0 Oviem to by byl chvba, nebof 2 prikladu 2.53 vime, 2o integral {2.26) diverguje.
Proto musime prohlasit integral (228} 7a divergenini, nebot neni splnena zakladni pod-
minka pro jeho existenc (tj, konvergence abou integralty I Lfiridra Jo firidry
NefeSené dlohy
V néasledujicich ptikladech vvpoctete hodnotn zadanych neviastnich integrali,

=

* t/x -
2.56./ AP 2‘60./ kil
gt A

dr

PTEE T -

2.62. / Inzdr
{

x dr ™ (il
2.59./ - * 2.63./ T
BV R A S VA AP

2.61.
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Vosssdedugicich dlobich vypodtete, pro jake pkanvergugi zadané nevilastai mtegraly.

2,64 /,~ e pe 2.65. /r?r de, o pe M 2.686. /e Meinrde pe B

it a [

2

Vystedky

2.56 ¢ - 1257 2/ 258 diverguje, 2.50 22V, 2.60 divergoje. 2.61 diverguje,
2.62 diverguje. 2.64 pro p o 0 konverguje k boduoté 1p pra p < 0 diverguje, 2.65
kotvergige pro viechna p o NK bodnoté (p - 1Y, 2,66 pro p > O kenvergaje k hodnote
i & 1y pro p 7 0 diverguje.

2.3 Nevlastni integral vlivem funkce
U uréitého integridu ;[:fu;xfz Jemie predpokbiutali, ze unegrand ma primitivi Tunkei

na intervaht fa. by tedy e Tunkee £ je ns intervalu Lo, by obranicend. Neni dame smval

v pripssdtim, kdy wento pozadavek neni splodn.

Definice 2.3.1. Necht je funkee fir) integrovatelni v hbovolném intervals ‘. o), kde
« o b Neohf soucasne plati, ze lun fizy o foo Potom viras
L A :

5
/fu‘mf (229}
33

nazyvame nevlastuim mbegralem divem funkeo Fxistuje-li vlastni mita
im /f{,z')tl,t, {2.36
oah ’
a

fikine, ze integral (2,29} konverguje (je konvergentni), a plati

5 .
/f{f}dx > 'li:;x” /f{r)df,, (2.31}

Nevsistuje-i viastnd limita (230, tikdsme, ze integral (2.29) diverguje {je divergentni},
Analogicky by se definovala konvergence neviastnihio integrilu (2.29) v pFipadé, kdy

je lim fir) o 4o a existuje viasind Hinita
X"

b
i / firydr, (2.32)

plicemz hoduota tegralu (2.29) je rovna hodnote thnity v (2.32).

€4

Definice 2.3.2. Nochf funkee f{r) neni ohraniéend v jistém okoli bodu ¢, kde s < ¢ < b,

Poten integral

5
/ Hryedr (2.3

kenverguje, jesthoe konvergnji oba istegraly

€ b
/f(r) dr a _/j{r}d: (234

b ¢ b
/f{r}cl.t /[(rid.’t 4~/f(r}d.r, {2.35}

a

a plati

Jeoli alespers jeden z integralit (2.34) divergentni, pak fikime, 7o integral (2.33) diverguje.
Definice 2.3.3. Bod ¢ € {a, b}, ve kterém neni funkee f ohranideni, nazyvime singula-

ritau funkee f.

Refené dlohy

2.87. Vypoitéte hodnotu integralu
1

dr .
— {2.36)
[ =
o
Resond: Integral (2.36) predstavuje neviastni integral vlivem funkee se singularitou v dolni
miezi. Integrand je funkee integrovatelna na kaZdém intervalu {c. 1}, kde (0 < ¢ < 1.
VysetFime komvergenci integralu (2.36) pomod vypoftn hmity {2.32}. Je
! i 1 L
r dr YL
—= = lim /v- = lim /I 1 dop
v -8t 'v/; ¢ -Gt
[

< o

Integral (2.36) konverguje a jebo hodnota je rovna dvéma.

2.68. Vypodtéte hodnotu integraln
1
. (2.37)
z -1
)

Resend: Integral (2.37) pedstavuje neviastn integral viivem funkee se singulaxitou v horni
mezi. lntegrand je funkee integrovatelnd na kazdém intervalu (0, o), kde 0 < e < 1.
Vysetfime existenci limity (2.30). Je

firn / = lim {}n L~ Iir e fim (e~ 3 —Inf= 1} = lm Inje— 1] = —oc.
Exi} sl

P e 1 aadl el
G

Limita (2.30) neni viastni, proto integral (2.37} diverguje.
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2649 Vipoctete bodnots integrida

i

/l!z,r(if, (72,738

4

Sonr bntegral £2 387 predstavage neviastng integral viivem funkee se singulariton v dolni
mezi Integrand je funkee integrovatelna s kazdém mtervaby o0 15 kde 0 0 ¢ o
Nepprve veaetiime existenel fimity (2,321 Je

t

. 1 , !
b /hu"(b b oolnre o ord tin (H nd o Ly (e e o «f’:)
BRI oot L e et :
. \ ) - . e
(e 1 dae) o o0 - (e duey o o1 = lim e
- oo et b
,? ‘
N T A | T |
ceer P

PHovepodtu Tty fime g (ol el jsmve pouzih PHospitalove pravidio. Existaje viastni
Huita lim, g0 [ linrdr s hodnotou - 1, proto integral (2.38) kenverguje a jeho hodnota
je rovan -1

2.70. Vydetfete konvergenet, resp. hodnotu integralu

=2
/ cotg v dur. {2549

fivdend: begral 12,39} predstavuje nevlastnl mtegral vhivem funkee se singularitou ve

vidtfuin bodé o 00 Nejprve tedy muxine avéiit konvergenet obou integradi

[ wi2
/ cotg rdr a /cutg rddr. {240
5 i
tesdy existenct a konecnost obou bt
iu‘;l / cotg rdr a livs /mtgrdf, (241
o0 coB i ) ’
sk £
Je
IS L]
. . Cers I . { , }”
lim cotg rdr -l — b him | il sin gl
) P SH T e oo L BREYS
lim (ln[simé g - [}) o lim o dndsine =l Ind s el
ol o [t

Gt

V predpostedni rovnests jsme vyudill rovuost lim fsined > lim sine o 0, a viastnosti
o ofY oo ek

linity slozené funkee, viz vapt. {11, str. 389, Limita na levé strane (241} neui visstni.
Proto integral i levé strané (2,407 divergije, a z toho ditvexdn divergnje t integral (2.39)

2.71. Vyportote husdnotu integralu

3

/&,_«_Lfm (2.42%
[V

T

fte Sene: Integral (2.42) predstavuje neviastnd integrdl viivem funkee se singulariton v dolni
i v horni mezi. Proto je vhodnd rozdelit interval (-1, 1) pomoci vhodného bodu na dva
intervaly. Zvolime hod x = 0, nebot integrand je suda funkee. Budeme tedy vyvSetfovat
konvergenci integrali

[ 1
dr dr o
T a . (2'1“
\/1 i I? A% H
-y 1]

7 tabulky zikladnich vzored na strané 2 vime, Ze primitivoi funked k integramdu na

imtervaln { -1, 1} je funkee arcsin . Proto je

o
) dr Lf .19 . . s
him —mmmmsr - lan Larcsineg i (arcsin@ - arcsine) -
PR AT B E Jg gl
<
v~ hm aresine = - (—
PRV S
' ¢
dr i dx e | ” ¥on ( . in 0)
e o0 [ [ e o i [aresinzi e lim {arcsine - arcsinQ) -
o i V1 £ PoC TS lg e} ®
o o
) . #
lim aresine = —.
6=t 2

Oba integraly v {243} jsou konvergentni, proto pro htegral (2,42} plati

i H

o
/ dr /’ dr . / dr
Vi g? Vi 2® Gfl-ﬂ
M

]

31

(SRS
¥

]

To. e oba integraly v (2.43) maji stejnou hodnotu, by nds nemélo piekvapit, nebof
integrand je suda funkee. K vipodtu by tedy statilo ovefit, Je konverguje jeden z téchto
integralit a poté poulit rovnost

o
di

2, e i L
VI~ x?
&

,v’tuﬁ J JT-2

Pokuste se posledni vyslovenoa myslenku zobecnit.
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Netetend alohy

Y opastedujiorch dbohach zjistéte kouvergenci, resp. hodunoto zadanyoh integriali.

i t 2
~ l..,
2.73. /{lu,r}” e, o H 2.75. /,r nrds 2.77. — ek -
g PR Sk
4 1 i3
Vysledky

2T 4 (272, 2,75 1 /1 2.76 6. 2.77 diverguje.

2.4 Numericky vypodcet uréitych integrali

Na steant 47 byly zminény elementirni funkee, pro které nelze viviadiin prisntivai funkei
ve tvaru elementiarnd funkee, V takovém piipade se casto musime spokajit pouze s vipos
<tun piiblizne hodnoty urditdho integralu, K vipoctu priblizné hoduoty uréitého integraln
} Jtryds se pouzivaji viznd metody. Nekteré 2 nich spocivaii v rozdéleni intervalu {a. by
na e podintervalit o délee {6 - aifn a nahrazeni casti grafn funkee na teehbo pordinter-
valech Jinou funker - napt. kenstantni funket, linedrmni funked resp. kvadratickou funket.
Procvidie tzv. Simpsonovn (kvadratickou) metodu.

Véta 2.4.1 (Simpsonova (kvadratickd) metoda). Nechf u - 2% a funkce flrey p

. by
spujitd uoma devieace alespont 4. fidu na nzaviendm mitervadu la. by, Omacme b ol

1
soooabahokded U1 e Lnoaf, < f(r,). Potom e

£
/ firpde o
o

Raviost (244} se Casto nazgrd Stapsoniie vzorec,

he . . ‘ ‘
5§€fu PAIE 2 s fob o fuad v M r frb o S b (200

Redenéd dlohy

2.78. Powoet Simpsonova vzorce vypodtéte piibliznou bodootu uréitého itepralu

t
S ¥
/ = dr. kde i 10,
o I

Beseni: Integrand neni definovany v bode » - 0, jako funkeéni hoduotu v tomto bodd
proto budewe uvazovat imita lim, L o}

© J{0). Potom je integrand funkee spojita
& dostatené diferencovatelnd na interval (0. 1), Interval (0. 1) rozdélite na 10 stejnich
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v ;\,,6“_1".”,,,_, ,\,,,.M,W,,_{;___ ——

06 Ii 07 o8 | 09
T awu 0:«;7 0,870
oo T— PP

=T
1
T
1{
S

v intervalu {0, 1}

sinz
Tabulka 2.1 Hodnoty fumkee f{r) - %

xmm
3 0. 1. Vypotteme hodnote f, Ay
; 1
10,9 1. Podle Simpsonova vzorce je

podintervalit, kaddy z nich ma déltka b -~

kde 1, postupnd nabyva hadnoty 0, 6,1.0,20 .

/?ﬂl “‘%{{fa‘fm}f 2frt ot fo b fx) "(f:v it fsv fr *f't]*"
to z
1

]’[(1 §O.R4L) 4 2 (0,993 1 0,974 0,941 + 0,807} ¢

=
b {0,998 + 0,985 + 0,959 + 0.920 + 0.870)] ~
28,379 :
L (BT 23,808 ¢ A(4,732)] - o 0,946,
30 30

Pozndmka: Pro porovnani uvedeme, e skuteind hodnota urdéitéhe integralu zaokroutslena

na 3 desetinna mista Cini rowméd 0,946,

Nefedené Glohy

Pomaci Simpsonova pravidia vypodtéte ndsledujicl integraly.

2
2.8, / rinrdr. {1 =8
i

4
2.82. / X e (n 6
i

Inft + x}

G
2.79. / \/;(}I, (n = 3}
)
3
2.80. / Vit dsinzdr. {n o 6)
8

Vysledky
2,79 17,333 2.80 5,123 2.81 0,636 2.82 5,956
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Kapitola 3

Pouziti urcitého integralu

3.1 Obsah rovinné plochy

Majme funkes flr} spojiton a nezapornon ms intervalu {a. b5, Ditle uvaiujine plochu £,
ktora je obranicend grafem funkee f(r). osou r a ptinkamior a2 b viz Obrigek 3.1

n
i o

st RS RTeL S ; ‘ . ;]
K& L2 o

Ubrdeek 3.1 Plocha pod grafen: funkee f{r) ohranicend piimkami v - war b

Potam obsah S0P plochy P je roven hodnoté uréitého antegralu

&
SRy o /f(.r,}df. i1

dsou-li viechny hoduoty funkee f{r) v imtervali (a. &) wiporné, potom hodnota rcitého
b

integralu f flr)dr adpovida obsahu plochy P, ale s opacnim znaménkem. PH Vipocty
@

obsabu plochy prote musime ziskanou hodnotu vynasobit @slem 1 Jesthize se v inervaly

. by vyskytuji pediatervaly, na ktergeh ma funkee [ pouze nezapornd, resp. nekladne

hodnoty, potom bze plochu rozdélit na aseky s kludnou, resp. nezapornou funkéus hod-

notot (4. na aseky plochy, které se nachdzeli nad resp. pod osou 1} a vypoditat obsahy
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jednotlivech tsekn. Obsab celé plochy je potom roven soucta ohsahil jednotlivich aseki,
viz Obirieek 3.2

b
F 1 »
: 5
: ; + \
5 N,
. B N
" 3
- 4 . s E
TR ¥ ! E ‘ t
yi
t
- Fo ne
~ y §
A Y

Ohrdzek 3.2: Rozlozeni intervalu {¢. b} na

Refené Glohy

3.1, Vypodtite obsah plochy ohranicend grafem funkee f{z} = 1, osou 1 a piimkon
1 3, viz Obrazek 3.3,

Reseni: 7. obrizku je zfejmé, e hudeme vysetfovat plochu, kterd lezi nad intervalem
/0. 35 a je shora ohranicens grafem funkee f{r} = x. Uvadovand plocha tvofi pravothly

¥

\,! e 2 et S ] ) - erera

v

1
2t -

} v

: o

H 3

— ’ " x
T 1 2 3

Obrdzek 2.3 Plocha obranicend grafem funkce f{r) = z, osou r a pfimkou r = 3

trajuhelnik s délkou zakladny a =~ 3 a v¥skou v = 3. Obsah Ize potom vypoditat podle

(S 4

vzaree S = 3 qe. Dosazenim hotdnot a a ¢ dostaneme

3 {ﬂ r gy
rd[ &9 == L ol ol -t
/0 20, 2 2 2
g

Obsah plochy je roven ;; i2. co? je v souladu s dfive vypoctenou hodnoton.
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3.2 Nyportdte ohsah plochy obirnmitend grafom funkers flry 2 ase x

a piimkot
£ b vz Ubirazek 3.4,

fedrsn: Usisovana plocha b nad intervalen RIS

Proto Je vehikost obsabig plovhiv
rovis urcitemu integralu

-

™.

Obrazek 3.9: Plocha ohraniCens grafem funkee flry o x* oson r s primkon + - 1

= ) L ;
Obsali pluchy je roven 3 37 Porovnanim s obsabem jeduotkovélo ctverce, naznacendm na

Obrizky 3.4, je vidét, 7 obsah plochy pod parabolon je mensi nez 1/23% coz odpavida
vypoctendmn visledkua

3.3. Vypodtite obsal plochy ohrapicens grafem funkee f{r} 725 asoura primkan
o o wbax 2 vip Ubrszek 3.5

2

Rrdoans Nejpeve zkusime vypuditat hodnotu uréitého integralu / rt e 2rdr. de
o]

& " {_& [ (%4 . H 1
/ - Zrdr I Pl g s Fma.
; 3 : 3 3

Obsah zadand plochy viak tésko miige bt ruven nule a proto absah plor hy neodpovida
hodnote vypocteného urcitého integralu. Je (o z toho divodu. 7e funkee fir} neni na
intervaly (1. 2} pouse nezéaporng. Ve skutednosti Je funkee fir} na intervaly (-], 4)

Bezapornd a naintervalu (0, 23 nekladnd. Pro obsah S (P} plochy £ prots plati

4 2 \ 3 po 3 42
S{F} = (/ e Zfd.r) - (/ 22 ZIdJ') % (-{ . :2! = {I— oy l~2£ =
¢ " L3 I 3 J

o
z.(:s ) (‘T ”))J‘ L(?f 3 ’(s“")r“"i‘z“’a

B
Obsali vySetiované plochy je roven ijg,

~1
b

O =P W 1 P ] g e e T T TR Py s

St
R

3

2 p 0 3] L£) o
Obrazek 3.5: Plocha ohrani¢ena grafem funkee f{x) = 1% — 2r, osou 7 a phimkou x 1

ama

3.4. Vypofidte obsah phx by ohranicené grafem funkee flx} = x® ¢ 1% ~dx — 4, vsou x
a primkami £ = ~2az < 3

Resend: Vehledemn k tonu, Ze funkee f predstavuje polynom tfetihio stupné, bade nabjvat
kladngch i zaporngeh funkenich hodnot. Nejprve ziistime, na kteréeh intervalech je funkee
firt kladng a na kteréch zaporna, viz napf. [11]. Pledpis funkee upravime do tvara

Pt e dr =4 2¥r 4 1) = 4lr 4 1) = (o 1t~ 4

7 uvedentch rovnosti je zfejmé, ze nlovimi body funkee json body Ii = v—?, Ty w1
a ry = 2, které d8li redlnon osu na &yl imtervaly. Snadno (),\'éﬁmf’, i na m%ervalf:h
(=2, ~1) a (2, o) fiumkee f{z) nahyva potze kiadné funkéni hadnoty a na ‘xm,erm 1
(1.2} ma funkee f{x) pouze ziporné funkéni hodnoty. Pro obsah plochy plati:

3Py - (/:;’{z)dz) - ([if(r}clr) & (/231(;%;1)

Nejprve vyvpodteme neurdity integral k funket f. Je

4,3
, ™ : .
/r:’/{vrlw4x~4<1x b §~T~2x3~~lr 4

Dile plati

E gt P & 7

IR I 2 I

}T‘ ,.:;_,_..’)1‘ —-.u} N 2 12

[ 3 b 45

_I_ ,{,,.{.L —ZI’Z"’L’I‘ i espmis
PR G
oyt o

{I_ b X e ,u} Pt
43 L 18

LT 45Y 103 245 208 52
Ohbsah plochy je raven S{F) == o S + I



FRh. Vepoctete vzoree pro ohsals SUES elipsy B s rovaict

21*}

i

kb o A7 Dvesp b B0 opredstavage detka blavin, resp. vedleisi poloosy,

forsemes Cobi elipsaneni gralemn zadng funkee {proc? L Niemsene, omezinge-li se pouze na

Jeduu jep (praveu, hornty dhertinn, potom se jidug o plochy obradcenou osana ¢ a y a
R e—

grafem funkee firs ol o r2 Pro obsah S1P) ctvrting elipsy tak plati

; oA a st :
f dr  acos{df i

Sop

i ;)
Tt wm )T rew ] b
alv i~ ¢ :~~—~! th ( ] ()) 4 ())§ ar o
12 4 i, AN ) 1 4

ahs 12

Obsab SO jednd etvrting elipsy jo roven 22 12 o obsahy STE celé olipsy plats

SUEY 1 NPy xab {32
Je zndmo. ze kruzoiee < polomérem ¢ e specialni pripad elipsy se shodnou délkou blavai
pvedlejst polaosy, e tedy o b e oa po dosazent do (3.2} dostanenss zniné vzoree pro

vypocet obsali kruhu S0 207, co? potvrzuje spraviost vipodétu.

3.6. Vypodtete, pro jakon hoduotu £ 2 (050}, bude obsali S(P) plochy P obrauicené

grafem funkee fird o ré osou 1 oa pintkon o+ f roven 937,

Redone: Punkee fir) e werdporna ua &, prote bude obsab plochy P oroven hodnoté
o2
urciteho mtegridu / £ dr. Nasim dkolem tak je vvFesit roviued s nesnamon

41
£
3
/I"dr' 9.
[§3

Vyjadiennn urciiého integralu dostaneme rovaict v bérném tvaru

LS
303 3
Je
£
= 4. tedy fl= 3.

Ubsah plochy P2 bude roven 32 prave tehdy, bude-li t -+ 3. Pokud bychom hodnotu ¢ ne-
omezifi ba kladné hodnoty, potom by sprivuym fedenim byla i hodnota ¢ o =3, (Proé?)
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Pomamka: Vréity integral s jedoou mesi ve forme proménnd ¢ je viastng funkee této
pronnnd, nebol hodnota areitého integralu zavisi prive na hoduoté £V takovém phi-
pade pak minvime o integralu jako funkel dolni, resp hornd meze. Tento pfistup jsme jiz
ponzivali pfi vipodtn neviastaich integrala.

Caston dlohou je vipodet obsahu plochy ohrani@ené grafy dvou funkel. V takovém
pripadi e pouzit masledujicl véta
Véta 3.1.1. Nechf funkee f{x} a glz) psou spojite funkee na miervalu {a, by a nechf
pro vicchna ¢ z tohote miervaly plati f{z) > glr). Potom pro obsah S{17) plochy P,
ehramidene grafy funked [(r) a g{x) o pfomkamy £ - a ax b, platy

14
Sy - / [f(x) ~ glx}] dr. (3.3)
e Obrdzek 3.6.
.
60(
s}
\ ) LI
S~ s #

Obrazek 3.6: Plocha ohraniCena grafy funkei a pfimkami r = aar = b

3.7, Vypoététe obsah plochy obranicens grafy funkei f{r} = r + 5, glr] = 4 - xt

a piimkamir -~ ~lar - L

Redeni: Nejprve ovefime, e na celém intervalu (- L 1) je spinéna podminka f(r) > glr).
Regenim nerovnice 7+ 5 = 4 — 2 json viechna r € &, proto i pro viechua r € (—1, 1) je
sphiéna neroviost f(x) > g{x}. Obé funkee f{x} a g{x) jsou spojité, proto jsou splueny
obé podminky Véty 3.1.1 a k vipodtu obsahu zadané plochy mizZeme pouZit veorec (3.3).

W

Dosazenim dostaneme

3

SOPy - / [ir 4




3.8 Vvpoctete vhaab ploche oliranicend graly funkei favy v btagirr 12 3r 2

Resene NV zndani nejson uvedeiy svisle mese plochy. Mizeme proto predpokbidat o2

sraly funket mafi spolecnst prasediky a0 tvto uréudi hrasice plochy Vypoctems polobig
prisecika vbou grafa, 1) nudezpeme hoduaty 2. pro kterd jo firy  girt Jo

bl ~2=5+
2 ;. .
£ dn - 3=0 (3.4
Hesenun kvadraticks rovniee 13 45 jaou hodnoty iy “dary L Nvnd zjistime vzhjem-
now pololin obau grafii Je fiay 1 oa gl CZ0proto pro viechna o8 L 301 plati

weroviest fLrl s oghr) a vypodet obsaba plochy provedeme dosazenin do vzoree (3.3
RIS o

Obsah plochy jo roven f}

Q€ Fram s iaidi # A . ;
3.9. Vypoctéte obsal plochy obranicene grafy fnke firy 2 gir) o R aosouy, viz
Obrizek 3.7, . -

. :
4
3 R 3 *

Ubrdzek 3.7 Plocha obraniéend osonu y a grafy funked flry « 2 agir) &

Redend: Vo zadind jo uverdena pouze jedna svislt miez (osa y). druhou svislou mez ziskdme
zrovnosti f(r) o gt} Hesenito rovnice 2% - % Je & 3, plocha P proto lezi nad body

;s

{0.35. Pro tyto hodnoty » je 2% < 8, pro obsah S8} plochy P tak plati

3
. o : o E 21 I F - 8 ] e
S 8o 20 dr (Sp e et (2;; PO ST (() PR (S 7 TR ST
, o2y AT W)U Tier) A\

In2

Obisale ploeliy je roven ('.Zti S ) i

T

3.10. Vypodtite ohsali plochy obrani¢end grafy funked f{r) - sing, glr} ! nadd jednon
periodot fimkee sin 7

Regend: V oradant sejsou uvedeny svislé meze, proto vepodteme priseciky obou funkef.

1~

Tyta priseciky vyhovujl rovnicr sinz . jefimz tedgenin na prond kladné” periode jsou

2
) . L I ) /7(
kofeny 1, - %/6 a1y o S7/6. Je sin 1> o, proto na intervain 1
v, 2 b

. b : ; .
perovnost sin o Obsah plochy vypodteme dosazenim do veorce (3.3). Je

5276

= vl i r}’”“ﬁ V3 5w \/i 7
T ST S - e o ) e A - 00— | i
Sy /sm{r} - 2(11' { OBL - 5| 5 5 3 =
o/t 3
(‘“ 3/
Obsah plochy je roven { V3 - /31i%
3.11. Vypoctéte obsah plochy, ktera je ohraniCena grafy Pankef flry - 2% 4r -5

aglx} 7 2r - 1%, viz Obrzek 3.8,
Resent: V zadani nejsou uvedeny svisle meze. proto lze predpokladat, ze  prava a leva
mert plochy jo ddna privseciky nbou funket, Tyto prisetiky vyhovuji roviic

2

e -
e fr 5 T -2 -1

2t 9r 12 20,

kde fesemim kvadratické rovnice (3.5) jsou kofeny 1, = ~2a 12 » 3V intervalu (-2, 3
ledi napt. bod x = 0. Je f{0) = =5 a g{0) = 7. Vzhledem k spojitosti funkei fir) a
glr1 plati pro véechna r £ (-2, 3} nerovnost f(r) < glxl. Proto je obsah plochy roven

Obrdzek 3.8 Plocha ohranicena grafy funkei




hodnoté nrétéheo integraly

3 a

SiPy /g;,zm ~ firiidr /(7 cr ') o {x? o dr B

Obsah SCPY plochy P2 je roven 1242
. -3

Nefedend Glohy

3.12. Vypodtete obsah plochy ohranicend osami r a y a grafem funkee fir) - 4 - 52
313, Vypoctéte ohsal plochy ohranidend osami r a y a grafems funkee flr) - cosr.
314, Vypoctéte obsab pdochy ohranicendé osani £ 4 g s gralem funkee flr) 2~ *
3.15. Vvpodiete obsah plochy obraniCens osou &, grafem funkee fir) - & ¢ sinr a
primbkoe r 5.

3.16. Vypodtite obsal plochy oliranicens osou r, grafem funkes f{r) - /r + 1 a piim-
kami e Oar - &

317, Vypadtéte obsah plochy ohranicené osont r, grafems funkee fird o lor a pHkani
2

Ex LA 4 a7
; e

3.18. Vypactete ahsal plochy ohranicené grafy funkei fle) - 22 a glo) V7

3.19. Vypoctote obsah plochy obranic¢end grafy funkel flr) - sinr, gle} - cosr aasou 1.

3.20. Vypodtéte obsah plochy ohraniéené grafy funkei f{r} - 5-raglri » 24 20 5.

3.21. Plocha je ohramcena grafy funked f{ri - o*
jeji obsal

Y2r-Saglr) o 10t r-r Vypodtite

3.22. Je déna plochs 7 ohranicena oson x, primkami 1 = 1, £~ £ a grafem funkee
flay - 1/a? Vypoctéte, pro jakou hodnotu £ bude obsah (3 plochy P roven 4 /5%

3.23. Je ddna plochs P ohranicena asou 1, pHmkami 5 = Lo <, kde t € %, a grafem
funkee flr} = 1707 Vypoftéte, pro jakou hodnotu ¢ bude obsali S(F) plochy P roven
55%.

3.24. Je dana plocha P oliranicens oson o, pHimkand © = 1 r = ¢ kde { & (1, o), a
grafem Tunkee fir} = 1/27 Vypodtéte, pro jakou hodbotu ¢ bude ohsab S(7) plochy £
roven 33°

3.25. Je dana plodha P ohrani¢ena grafy funkel ffe) = 1% a glr) « tr. kde ¢ ¢ %
piedstavuje parametr. PH jaké hodnoté tohoto parametru ¢ bude obsah S5(P) plochy P
roven 36327

Vysledky

.42 167337 393 1)7 3.14 2In2 - 137 8.15 2 4 #7/25% 3.18 524437 3.17 #232 3.18
17317 3.0 V2 - 1573.20 143/637 321 133172457 3,22 - 5 3.23 ¢ = 1/6 3.24 Takove
{ neexistuje, 3.25 ¢ G

3.2 Stifedni hodnota

Stiednd hodnota fuokee predatavuje analogicky pojem k aritmetickému priméry diskrét-
pich velicin, Pomaha uréit primérnon hodoota veliginy, kterd se plynule méni. Tento
poien se opitd o nasdedujict vétu

Véta 3.2.1. Jeli fun&c:; F{x) spojitd v intervalu la, by, potom existyye fislo ¢ € fa. by
takorw, Je plati

b
/f(f} dr o (b~ a)fie). (3.6}

3 i ey N fa b5 Casto s ,
Hesdnotn fle) pazivame stiedni hodnota funkee f{z) v intervalu {a by Casto se pro

1 SivE o Nati .
enaceni stiedni hodnoty fimkee pouziva symbol € Plati tedy

b
£ fle) = / Jiz)de (3.7)

Resené Glohy
3.26. Vypoitdte stiedni hodnotu funkee flx) = x v intervalu {2, 8}

Reseni: Funkee § je v uvadovaném intervala spojita, hledana stiedni hodnota funkee

proto podle Véty 3.2.1 existuje. Je

L7 S ;fz'”l"‘ ] (64 4‘) s
o s LAY 58 ~ | == 2 - = 2 e
> a~2/ 612, 6\2 2

Stredni hodnota je rovia peti. To je v souladu s intaitivel pledstavou, Ze primér viech
realngeh fsel od 2 do 8 je roven péti.
3.27. Vypoitbte stiedni hodnotu funkee f{r) == 2% v intervalu (0, 4.

feeseni: Funkee f je v uvafovaném intervalu spojitd, hledana st¥edni hodnota funkce

proto podle Véty 3.2.1 existuje. le

i
I ORI
£ u T;«U/xcrwj 3, \3 3 3

o
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A28, Vvpoctéte stiedit hodnotu fumkes f{rd 07 v intervalu o )

Deseni: Usedeny priklad je sobecnonim predehozt dloby, Funkee [ je spojita v intervaly
Gi, B pro libovolié a b € R StFedni badnota funkee proto podle Vety 3201 existuje. Je

2 h

= 5 i

I (1}3 ez“) VOB et at ab e B

bhoa 3 hea 3

ja
T S S - p T : 3 o
nehof jo b0 oF  th - ai(F ¢ b v o) Stiedni bodnota je rovoa (af ¢ ab 1 07)/3

SN

a3 v T 3 % ; I
3.249. Vyportéte stiedni hodnotu funkee flrd - — v intervalu (-3 2}
E o :

Resens: Fupkee [ neni v uvazovaném intervalu spojita. O existenct stiedni hodnoty funkee
proto nelzs rozhodnout podle Véty 3201 Odpovid na otazku, zda existuje ¢islo § s viast-
HESS

1

B 16
{2~ (~3}} /~—2~df,

=
a

maleznene v kapitole o neviastaich integrilech. Snadno ovétime, ze dany integral diver-
wuje. nebof platd

V tamte ptipade prote nema sinyst hledat stiedni hodnotu funkee na uvedenédm intervalu
3/95. Vnpalic safchis W
3.30. Vypoctéte stiedni hoduotu funkee fir} - — v intervaluy (153

3 )

Resend: Fupkee [ je v wazovanén itervaly spojitd, hledana stiednd hodnota funkee
proto podle Vety 3.2.1 existaje. Jo

S s

I T ks 5 5

I3 LN o Skl % 3

e dr - F 10k, Q([IM -t
]

“

Stiednt hosdnota funkee je rovia (3In5}/2.

3.31. Vypoctete stiedni bodnota funkee f(r) - = v intervala {- 1. 1.
4o :

Resene Funkee [ je v uvazovaném imtervalu spojita, stfedni badnota funkee proto exis-
tuje. e

g 1 I o
© 5] Ly Ty = ;;( arctg b - arctg{--1}} -

S

Stredni hodnota funkee je rovnag = /4.

&0

Nefetenéd tlohy

V nasledujicich flolach vipottite stiedni bodnoty funkee [ {r} v wvedengeh intervalech.

3.32. flr) ~sinx, 3 € {071} 3.3%. flry = re{-1.14
3.33. firy=~Inx : {1, ¢ - : 3
13, flry=Inz, r&{l o) 3.36. f(x) = i re (0.1

334, fir) - Vr il rel ) 3.37. flr)=tgz, z€ {0 7/3

Visledky
3.32 2/7 3.33 1/{c - 1).3.34 2(V8 - 11/3 8.35 (¢% — 1)/(2¢) 3.36 In2 3.37 (In8)/7

3.3 Slovni tlohy na uréité integraly

Powmnoct urfitich integrali lze kvantitativnd popsat mnohé geometrické Gtvary, napf. ob-
sah plochy, ubjem rotaénich téles, détku kfivky, atd. Nasteduiici dlohy jsou zaloZeny na
mernestt vyiadit studovatou velifing pomoct absahu plochy.

3.3.1 PFebytek spotiebitele a vyrobcee

Jeuli dokonale koukurentni trh efektivii, znamena to, Ze maximalizuje prospéch viech
Aeastnikin, P anal{ze hospodatské politiky je fasto uiitefné wdhadnout skutednon veli-
kost. piinosi, ktery spotiebitelé a vitobei ziskava §i svou ticastni na uréiteh trzich. V knize
15 str. 401, je uveden priklad viddy nbjaké zemé tetibo svéta, kierd vi, 7e kdyZ postavi
délnici od pobfesi do vnifrozemd, zpFstupni tim nové trhy potravin pFichézejicich z mofe.
Rozhodnuti viady o vistavbé daluice zavisi na tom, zda prospéch, kter? novy trh piinese
spotiebiteliin i dodavateliion, prevysi naklady na vystavba dainice.

Miru prospachu, kteron spotfebitel ziskava Gcasti na trini sméné, nazyvame ufifek
spotiehitele a xnacime 8. P rovnovaZném stavu mezi poptavkou a nabidkou stale existuji
spotiebitelé, ktefi jsou ochotni zaplatit za sboZi cena vysE, net je roviovaing cena.
Predpokladejme, e poptavkova funkee po jistém drahu zbozi je popsdna rovaici

P10 -4,

kde P je cena za jeduotky zbozi (napf. v K&} a Q je muoistvi prodaného zboti phi cend
P 7 poptavkové funkee je ztejmé, ze jeden spotiebitel je ochoten nakupovat za cenu
4 K¢, o jednoho spotkebitele vie je ochotno vydat za jednotku zbodi 8 K¢, atd. Pokud se
ahoi prodava za 5 K&, potom preni uvedeny spotfebitel ugetfil 4K¢, druhy 3Ke, ated.
Thozi koupi celkem pét zakazniki, pFicemz ftyfi 2 nich plati nizf cenu, nez za jakou jsou
achotni nakupovat. Celkové tak zékaznici uSetii (4 +3 42+ 13 K& Prebytek spotiebitele
je roven 10K&

&1




Sinpw e o popsatia ne Obrazky 3.9 Hodnots Tunkee poptavky vyvpsdonge nejevas
castki Kteron je dany pocet spotfebiteli ochoten zaplant za pdiotku zboii. Odedtene.

Hood téte hodnoty nakopoi conu a sedteme b vesledne rosdily pro kazdd mnazstvt az do

Obriazek 3.9 Prebytek spotiehitele

prodeini ceny, dostaneme pribliznon hednotu obsahu vyznacend plochy, Pokud pouzijene
ureity integral, viskame presnon hodootu obsabu vyznacens oblasti. Uzitek spotiebitels

j potom roven
b5

s, /(/)((J) - Pydy.

a
kde (02} jv rovisicr poptavky, @ je muozstyi zbodi prodaného za conn P.

Analogii k piebvtka spotitebitele je prrbytek vyrobec. Tento pojermn je zaloken na mys-
fencw, de pit dand funked nabidky P S1Q), kde P e soucasna cena a @ jo wdpovidajict
nabizend wnozstvi zbozi, existujl veraber, kter json ochotnt dedat jisté muozstvit zboii
za nizai cenu. Plebytek vyrobee S, potom odpovida piipma plyoouctho 2 toho, ze se zholi

prodava za viSSt cenn. Je tedy

3

S / (P - stQ)) d@. 13.8)

T

Cetkovy prospéch ¥ viech neastnikit 2 trini smény je roven souctu prebytka spotiebitele
avvrobee, je tedy

= i < . 3 4
S=8.+5,= / (L)) — PPrded o / (P - S{Q)dg - / (D01 — Sy dg.
Jg O

EaY

kile £((2] wranieni funkci poptavky., S{¢J) je funkee nalidky a @ znaci mnogstvi proda-
neho zbozi

&2

ftegend alohy

3.38. Vypodtete hodnotn piebytku spotfebitele, jestlize se jdnotka whozi prodavd za
poes < . 3 €. . . y

cemnt 7 30K a funkee poptivky ma tvar [' 50~ T kde P je cena v Ké a Q jo

ranodstvi prodandho zbozi za prislusnou casovou jeduatku.

Freseni: Nejprve zjistime maogstvi prodaného zhodi ¢ pfi cené 30 Koo Je
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Q == 200.

Vipodtem jsme ziistili, ze pii cend 30 K¢ se proda 200 kust zhodi. Pro uzitek spotfebitele
plati

e / (DIOY - Py / (50 - X . 30)dQ = / (20 - ZydQ =
o s @ 16
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200 -1 4000 - 2000 - 2000
t g

Ziistili jsme, 2o prebytek spotfebitele je roven 2000 Ké.

3.39. FPunkee poptavky D)) po micku je dana vetahem P o 25 Q. kde P je cena v Ké
a () je muosstvi prodanich lahvi midka tydné O kolik se zmdni prebyviek spotfebitele,
jestlize se cena miéka avedue 2 12 K& pa 14 Ké. Predpokladejme, 7e dichodovy efekt
ze zvyieni ceny mléka je bezviznamuny, takze k vipoctu spotfebitelského piebytku lze
vvaiit funket poptavky pred i po aviSent ceny miéka.

Redend: Nejprve vypodteme muoistvi prodaného micka pii cenach 12 Ké a 14 Ké. Je

T 25,,2} 7;;,/25'—(2
12 2 25 — 1425~ 0
G o 13, Q1L

Zména prebytk spotiehitele pfi obow cendeh je dana vatahem

fn (25 - Q) - n)d{g~-/m(<:zs Q) - 12)dQ =

271t r
/ 11 -grdo- [ (13- Q1aQ - {n(g« g1 - ES
4] o el 1]

132 2 mi
11° 137 - BPRNRGI P % §
() (- 5) -5

Zjistili jsme, Ze pii zvySeni ceny mléka, dojde ke snizeni piebytkn spotfebitele o 24 Ke.
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340, Funkee mmbidky po zboxi e dina vatahen
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Erdete prebnviek virobee, jsthize se zhon prodava pfi cene 40 Ke za kus,

Fedoni: Vypocteme mnozstvi nabizendho zbosi pii cond 40 Ké. e

o
Py e
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Q° 3600
¢ 0.
Kofen (0 <068 teuvadujerse, vzhledem k predpoklada @ = 0 Potom pro prebytek

vyroboe phiti
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Prebviek vyrobee cini 140 Ke

3.41. Naleznote rovoovainou cenn £, mnozstvi zbozl prodavaného @ 2a rovnovaznou
cernn a cetkovy prebytek S| sou-li dany funkee poptavky, resp. nabidky 2 D)), resp.
P 5t} ve tvaruy

i (J?
PN 2 L
' {000
)
PS5 -
= 10

fvsend: PH rovnovaze na tthu je £ D@y + S(Q). Nalexneme tedy (, pro které maji
funkee poptavky a nabidky stejuou hodootu. Je

QY S
)
5 - —2— v Bt @
1 000 10
»)( (2‘ g

< i
1000 10
QG 100Q) - 20000 < 0

) = 200, 100.

#4

Kafen 200 nebudeme yvazovat ) k predpok | € = 0. Pfi roviovaze na trhu
se bde prodivat 100 kasi zhodi. Nynt in do = DG}, resp. P S(Q
nrést cemy, za jakou se bude abed prodivat,

- 1 1007

P DI00Y = 25 = e 5 35 w1 = ¢
D100 b~ ThER 25 ~ 10 = 15 K¢,

= . 1}

P S(00) 5 0 = 54 10 = 15 Ke
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K vipodtu P stadilo urdéit hodnotu dosazenim pouze do jedné funkee, my jsme vipodet
pro kontrolu provedli dosazenim do ohbou funkel. Vypotteme celkovy prebytek. Je

ey - 100 3 :
it L@ . w9 _ 2 Vo
5. /0 (3‘ g (5\;, Té)) 4Q fo (zo : nm) 40 -

(o oQF Q@1 10000 1000000 TO00 .

Zirstili jsine. Zo ph rovnovéze na trhu se bude prodévat 100 kust 2bozi za cenn 15 K& a
celkavy prehytek deastnikit trhu bude (po zackroubleni) 1 167 Ké.

3.3.2 Lorenzova kfivka

Lorewzovy kfivkn pouFivame k méfeni nerovnosti v rozd@leni bohatstvi. MiZeme se ptat:
Jsou pHimy domacnosti razdéleny rovroméméji v Cesku nebo na Slovensku? Juk je roz-
déleno viastnictvi pidy v Cesku? Jak jsou rozdéleny svitbové zasoby ropy ve viech zemich
svéia?

V roce 1905 navrhl americkd ekonom a statistik Max 0110 LORENZ {1880 ~ 1002)
grafické vyjadieni odpovidi na tyto otazky. Roztidil a sefadil nositele znaku podie
néného munozstvi sledovanich statkt. Je-li naptiklad sledovanym znakem p¥ijem, tak
viechuy jedinee ve spoletnosti sefadime podle velikosti jejich piijmu. Nejprve uvederne
ty, kteFi nemaji nic. Pak se postupne do grafu vyjadii, se 1 % nejehudgich jedinct ma y %
procent celkonieh pjmi spolednosti. Napt. 5% populace ma 0% 7 cetkového pFijmu,
10% populace ma 2% 7 celkového pHjmu spolefnosti, 15 % populace ma 5% z celkového
pFijmu, atd. Zaneseme-li zjiSténd udaje do gralu, ve kterém vodorovag osa zinamend pro-
centualni éast populace a svislé oss oznaduje podet procent celkového pijmu, dostaneme
tzv. Lorenzovu kiivku, viz Obr. 3.10.

Zminime nékteré viastnosti Lotenzovy kfivky. Tato prochdzi vidy body o soufad-
nicich 10,00 a [1, 1]. Je to dano tim, %e 0% populace dosabuje 0% celkovych piijmi a
100 % populace dosahuje veskeré piijmy populace, tedy 100 % cetkovych piijmi. Kfivka je
Lrostoudd®, nebof neni mozné, aby vétd édst populace sefazené dle velikosti piijinu méla
mend$t pHjem nez mendi Sast takto sefazené populace. Kiivka lefi pod gralem funkee
y = £, protoze r% pejchuddich nemdZe mit vice nez r % celkovych piijmd. Soucasné
je kiivka konvexni, nebol podil celkovych pfijmé, ktery piipadd na jednotlivé piijemce,
nisi § rostoucim piijmetn riist.
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Obrizek 3100 Lorenzova kiivks a mira neroviosts

Cim jo Lorenzova kfivka probinut 9j3. tim vetst neroviost v rozdélon prignu {majetky,
bobatstvi) pannje. Proto se ke kvantitativaimu vyjadfent (6to nerovnosti ponziva absakl
plochy mezs Lorenzovou kitvkou a grafem funkee v r. Velikost této plochy must bvt v
roranesi ost O do 172 Jsow dva extrémmi pitpady: pfijem je rozdélen naprosto rovoomsne.,
. viichm dosahugt stejncho pfiju, vebo jo piijem rozdélen HAPTOstO HOTOVIOIErne, .
veskery piijern (majetek, bohatstvil ma jeding osoba a ostatni nemaji nie. Voprentm
pripade Lorenzova kitvka splyvi s grafem funkee v 1, v drihem pripade je Loren-
rova kfivka Latoznd s oson 1 az do bodit J00%, kdy odskodi sa hodnot | (1. 1000
cetkového majetku).

Miza nerornosti (0 je definovina jako pomeér plochy mest grafens funkes y £oa
Lorenzovou kiivken k obsabu plochy pod grafem funkce g 1. Obsah plochy pod grafem
funkee g £ Je roven 172, v toho plyne, e mira neroviosti Je rovna dvajnisobka plochy
ohranicend Lorenzovan kivkou a grafers Rmkee o 1 a nabyva proto hednoty o Odo 1
Pornamencinie, 20 nékdy se mira neroviosti také nazyva Gintho koeficient. Josthize e
g Jirprovnict Lorenzovy kiivky, potom pro mirn neroviosti ¢ plati

1
G 2/ {r- flrj)dr (3.9}
6

Pro srovnani uvedme bodnoty miry neroviesti pijmu rodin ve vybrawych zemich svéta.
Nejuizsi hodnota Giniho koeficientu je ve Svédsku, nejvvasi v Namibii. Prisnerms hodnota
v EU je odhadovana na ¢ 0,3

i

Ceski republika
Rusko

USA

Cina

Namibie

A et e m e oo s g

Tabutka 3.1 Giuiho koeficient pro vybrané zemé dle C14, Faetbook 2008
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Resené tlohy

3.42. Vypodtéte miru nerovnosti rozdélend pfiimt v populact pro Lorenzovy kFivin s rov-
. EF S
niclh y o o b

e

Resens: S pouditim vzorce (3.1) dostaneme

Mira nerovniosti je v tomto pfipadé rovna 4/15, tedy 0,26, Tato hoduota pfedstavuje
cetkem madou nerovnonrnost v rozlokeni prijmd v populaci, pfijmy jsou v populaci
vieeménd rovaaméme rovdélend.

3.43. Behem vyzkumu se zjidfoval celkovy piijem domdcnosti v jisté spolecnosti. V Ta-
bulce 3.2 jsou wvedeny vysledky, kde v prvnim fadku je uveden pocet procent populace,
kterd ma procentualni podil na celkovém pFijmu niz3 nebo stejny ne? je odpovidajici Gdaj
v druhém fadkn tabulky. 2 Tabulky 3.2 je zfeimé, 3¢ 107 populace mé nejvise 1.27%

10 ] 20 [ 30 ] 40 [ 50 | 68 | 70 | a0 | 90 |00
127 | 3.36 ] 6,60 | 1168 18,75 | 28,32 | 40,81 | 56,64 | 76.23 | 100

‘

Tabulks 3.2: Hozdélens celkovych pHijmi domacnosti

celkavich pHjmit spolecnosti, 20% populace dosahuje nejvise na 3,36 % celkovich pH-
jmift spolecnosti, atd. Vypodtéte miru nerovoosti rozdélent pFijmu v této spolecnosti.
Redeni: V tomto pHpadé nezname pedpis pro rovnici Lorenzovy kiivky. Neni proto
mozié pouzit vzoree (3.1} Z tabulky véak zndme nékteré funkéni hodnoty. Nabizi se
pouzit Simpsonitv vzorec (2.44) ze strany 068, coZ také udélime. Oznaéme rovaici Lo
renzovy kfivky y o f{x), i = r/10 a fi = [f(0}/100%. Je tedy fo == f(0) = O,
foo~ fL10) = 0.0127, atd Potam je

i
/ flrydr 4 -
4 s

4 4 (06,0127 4 00669 + 0, 1875 + 0.4081 + 0,7623)] =
L P+2-144-1 1’57"} &78
EE + 214 41,4375 = o

Nyni vyuzijeme nasledujict rovnosti

1 i
¢ - 2/0! (r~ f(:r))d;r w9 {/ﬂ rdz ‘/o f{a‘)dx} .
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—

. l‘ [(0+ 1) +2(0.0336 + 6. 1168 + 0,2832 + 0.5664) +




Stesdtio overime rovnast [0y dy 122 Potom

£ i i |
£ra Yy / rdr / forpde 2 ( -
iad RAt X

M perosnosty e s tomito pRipade priblizng rovna 0 01167

3.4 Ruzné dlohy
Redend dlohy

344 Velka 700 zaliijita rekboun kaompan, jejin cilem je phlikat navstevniky, Pocet

beic ktefi ZOO mavatividi po zahisjent kampan®, lze popsat roviost
Vidy o 5000 - 24e B

kede 1 je pocet dot trvam Kumpane a Vi) ani pocet navstesnikin bebem -tého dne.
Vpoctete, kolik navitévaikin piidlo do 200 béheny pronich thiceti dun kampané.

Hesene: K vypoctu opet pouzijeme obsal plochy pod grafens funkee. Stadno overime, 7e
absali této plochy vinezieh od ¢ B do £ L odpovida pacta navatévaika v prvcm du
kaoipane, obsah plochy vimezich od 1 Tdot 2 piiblizne adpovida pactu navatévaks
vodrahens dm kampane, 1) celkovy pocet prichozich v prvnich tieeti doech odpovida
olrabin plochy pod grafemn fonkee VO v mezich od £ 0 dot 30 Jo

-5 il

- gy 130 B
15 / (5000 - 20 M dr o Sou0r s w0 PO (lsmxm : -,w) ,,,,, (¢ b
4 3 N :

i =

1 920,
Za prvid mesic do 200 piidle 149 920 navitevniki,

345, Novy ropay vt ma pocitky provera poskytije 126000 barels ropy rocné. Kagdy
rok viak produkee vt klesd o 4000 barelG oproti predehozini roka. Kolik ropy se vetézl

v vrtn behew proniel 20 et provozn?

Resends Jo sanosfeimé nioiné vwpacitat mnozstyi vvtézenyeh bareli v Jednothiveeh le-
tecl & tyto sedist, nieménd existuje rvehlefsi cesti, Vime, 2o produket ropy Tze popsat
roviosti JU) 120000 ~ 1000 ¢, kde fie) znaci objem t62hy v i-tém roce provor, Ob-
sali plochy pod grafens funkee ft1) v rommest od e do {; adpovidi celkovémn objenm
ropy. vyvtézenénng v obdobn ad fg do ¢y Celkavé muozstvi rapy g za prenich dvacet let
tak vypocitame pomoct vzorce

oA

oo /uzumm ,,,,, LO0GFIdE  TE20000¢ - 20001
33 ~

v 20
) PROOH) - 20 - 2000 406

L ju

1600000 bareln.
Zin dvacet let provoza ropndho vetu bude vytézeno piiblizne 1600000 barelit ropy.
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3.48. Uvazgme podobnon situact jako v predchost nloze. Ropny vrt na podatky provos
poskytije 200000 bareld ropy roéné. Produkee vrtn klesd kandy ok o 6% vetizenyeh

barelt oproti predehozitnn roku. Zijak diouho bude celkové 2 vrtu vyvtézeno
fa) 1OODOOY bareld ropw,
thi 3500 000 bareli ropy”?

Reiens: Objem tézhy v jednotlivich letech piedstavuje deny geometrickeé posloupnaosti,
nebof kazdy nasledhjict clen je o fest procent mend nez predehozi clen; kazdy nasledujic
clen je tedy 0,94 nasobkem predchoziho élenn. Pro vygddieni n-teho élenu georetricke
postenpuosti plati vzorec a, ~ a; - g% ' kde oy je prvni Slen posloupnosts (v nasem
piipade jde o objem 2by v prenim roce provozu vrtul a g je tzv. kvocient posloupuosti
S nadem pEipadd e g 00815 Pro mnogstyi vwtédend ropy [} v roce t proto plati
vzoree fUE} - 200000 0,94 ' kde 102030 PribliZznd celkové muozstvi vytédend

ropy v ohdabi od 1y do ) lze vypoditat pomnoct vioree

1y
& /(L"()()(}{)n»(),s)»i‘ Yyde
2

ail
Vime, 7o Lé7it zacneme v case fg 0 a ptame se, v jakém Case £ resp. {3 bude celkové
muoZstvi vvtezendé ropy rovoo 1O 000 resp. 3 5K000 barellt ropy. Odpovad dostaneme

vyiesenim dvon roviiie s neznamgrmi £ a t2 v horni meei uréityeh integraliy

151 i3 )
1 600 (04 / (200000 - 0, 94" Ny de, resp. 3B0000G = / (200000 - 0.94 "y df.
i b

Nejprve nalezneme Fedeni rovinee vlevo. Je
1
1000 000G - / (200000 - 0. 948 Fy dt
o

Ly
TOGO 000 - 200000 / 004" dt
4]

L5 Q{M;W‘ I
5 0. 04 Vel o |
’ /0 ( [111(0.5#4}}0

510,94 = 0.94% 1 - 09477
6,94 1 5In(0.04) o 0 948}
(.94 1+ 51n(0, 94))
In{0, 94}
{0 947" ¢ 51n{0.94)) e
(0. 94)

ty 1 =

i =
h L 555

Ziistili jsme. ze z topuého vetn bude vyeerpano 1000000 barelil ropy po piblizne peti

a piil letech provosn vrun
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