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Predmluva

Fl

Tato skripta jsou posledni z trojice sbirek pfikladii uréenych pro studenty Fakulty socialné
ekonomické UJEP v prezenéni i kombinované formé studia k procviceni uéiva pfedmétu
Matematika I. '

Pro pfipomenuti jsou na zacatku kazdé kapitoly uvedeny vychozi definice a véty.
Poté nasleduji vzorové vyfesené tlohy, které by mély pomoci s osvojenim spravnych
vypocetnich postupii. Na konci kapitol jsou uvedeny nefefené ilohy s vysledky. Celkem
skripta obsahuji 356 pfikladi, z toho témér 200 jich je vzorové vyfeseno. Nékteré priklady
jsou pievzaty z tradiénich sbirek, éast dloh je vlastnich. V seznamu literatury na konci
skript jsou uvedeny knihy, ze kterjch jsem Cerpal ndméty pfi tvorbé této sbirky.

Jak jiz bylo fefeno, skripta navazuji na dfive vydané sbirky uloh. Pfebiram proto
znadeni, které bylo pouzito v [11]. V fadé dloh se odkazujeme na pojmy jako jsou defini¢ni
obor funkce, spojitost funkce, sudost a lichost funkce, atd. Vsechny tyto pojmy jsou
zavedeny a procvifeny v skriptech [11].

Pfi psani jsem dodrzoval nékteré konvence o zapisu matematickych vyrazi. V né-
kterych pfipadech je vyhodnéjsi zapsat matematicky vyraz do jednoho fadku. Z tohoto

diivodu nékdy pisu vyraz ve formé A/B namisto —. Pfi zapisi matematickych vyrazi

do jednoho fadku vidy dodrZuji pravidlo o pfednosti poéetnich operaci, konkrétné: niso-
beni mé pfi zdpisu pfednost pfed séitdnim a mocnéni ma prednost pfed ndsobenim. To

se projevi napft. tak, ze vyraz 2/x + 4 znamena = + 4, nikoliv i atd. Druhy uvedeny
zlomek by byl zapsan ve tvaru 2/(z+4). V sbirce jsou uvedeny i nékteré obtiznéjsi lohy,
které maji za kol ,pot&sit“ zvidavéjsi studenty. Tyto tlohy jsou oznaceny hvézdickou
a nebudou obsahem zapo¢tu, ani zkousky. V nékterych tilohach budeme poéitat obsahy
jistych ploch. Obsah, jakoZto geometricka veli¢ina, by mél byt vyjadfen v mérnych jed-
notkach. Pokud zadani dlohy neumoziuje uréit ,prirozené” jednotky, uvadime velikost
obsahu plochy znakem ,jednotka &tvereéni“ a symbolem j2. U vétdiny dloh by mél byt
uveden obor integrovatelnosti. Pokud tento neni uveden, potom je funkce integrovatelna
na mnoziné R.

Pfi pfipravé na cviceni, k zapoctu i ke zkousce je nutné si uvédomit, ze tato shirka
neni uéebnici teorie. Je proto vhodné, aby se studenti seznamili s odpovidajici teorii
v nékteré z doporucenych knih ze seznamu povinné, & doporucené literatury v sylabu
predmétu Matematika I. Béhem feSeni tiloh se v textu obéas vyskytne dotaz ve tvaru
(Proc?). Pokuste se na tyto otézky poctivé odpovédét, pomiize vam to pfi pochopeni
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latky. Pokud si neumite na tyto otazky odpovédét, snaite se najit odpovéd v pifslusnych
ucebnicich, nebo na konzultaci u vyuéujiciho.

Na zavér bych chtél podékovat obéma recenzentiim za peélivé prostudovani rukopisu
a poskytnuti mnoha namétd ke zlepseni této sbirky. Doufim, Ze se podafilo odstranit
vétsinu nepfesnosti. Pokud pfesto naleznete pii ¢teni téchto skript néjaké nepfesnosti,
budu vdéény za upozornéni zaslané na adresu ondrej.moc@ujep.cz. Seznam nalezenych
(a opravenych) chyb bude zvefejnén na webové adrese

http://fse.ujep.cz/ "moc/sbmatdif/opravnik.htm.
!
Usti nad Labem
2dii 2008
Ondiej Moc

Kapitola 1
Neurd¢ity integral

1.1 Zakladni vlastnosti

Definice 1.1.1. Funkci F'(z), definovanou na otevieném intervalu /, nazyvame primitivni
funkei k funkei f(x), jestlize pro viechna z € I plati F'(z) = f(z).

1.1. Funkce F(z) = z? + 3z + 10, definovana na intervalu (—00,00) je primitivni funkei
k funkci f(z) = 2z 4 3 na intervalu (—o0,00), nebof pro kazdé = € (—o0, ) je

F'(z) = (22 + 3z 4 10)' =22 + 3 = f(z).

1.2. Funkce F(z) = 5+ 10z — tg z, definovana na intervalu (-3, %) je primitivni funkci

k funkci f(z) = 10 — = na intervalu (—%, %), nebot pro viechna z € (-5:9) e
1

F'(z) = (5 + 10z — tgz) =10 - —— = f(a).

Je-li funkce F(z) primitivni funkei k funkei f(z) na otevieném intervalu I, potom
i kazda funkce ve tvaru F(z) + C, kde C € R, je primitivni funkci k funkci f(z) na
otevieném intervalu I, nebot je (F(z) + C)' = F'(z) + C' = f(z) + 0 = f(xz), pro kaZdé
zel

Definice 1.1.2. MnoZinu viech primitivnich funkei k funkei f na intervalu I nazyvame
neurcitym integrdlem funkce f a znaime ji symbolem J f(z)dz. Funkci f nazjvime
integrand.

Véta 1.1.3. Je-li funkce F(z) primitivni funkei k funkci f(z) na otevieném intervalu I,
potom je

/f(x)drzF(z)+C, zel, CeR,

kde éislo C nazjvdme integracni konstanta.
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Véta 1.1.4. Jsou-licy, ¢y, ..., ¢y libovolné redlné konstanty a ezistuji-li na otevieném in-
tervalu I neurcite integrdly funkei fi, fa, ..., fn, potom na intervalu I ezistuje i neurcity
integrdl funkce ci fi + cofa + ... + enfn a plati

/(clf,+c;fg+..,+cnfn}dx=clff,[z)dx+c3ff2(x)dx ; .,,+c.,ffn(z)dx.

Vzorce pro derivovani elementarnich funkei (resp. jejich modifikace) davaji dilezité za-
kladni vzorce pro integrovani. Neurcité integraly v nasledujicich vzorcich ¢asto nazyvame
tabulkové integrdly. Nejsou-li v nasledujicich vzorcich uvedeny podminky pro proménnou
r nebo pro pfisluiné konstanty, pak tyto vzorce plati bez omezeni.

1 fﬁd::C
2. fldx=fdz:r+c

3. Pron # -1 plati

N 2‘;rﬁ-l
' dp = + C,
n+1

na kazdém otevieném intervalu I, na kierém je funkce z" definovana.

=S

,[%=ln|$|+C,z#0.

]e”dx =e*+C.

6. fa‘”dx'——a‘i;}a+(?, a>0,a#1.

(=]

T /sinzdz =—cosz+C.

8. /cos;r:dr= sinz + C.

dz
9. /CDSZI =tgz+C,z# (2k+1)jm, ke Z
dx
10. —— =—cotgz+C,z #km, k€L
siInTr
dz .
11. /u-——:arcsmx+Cl=—arccos:r+Cz, ld <1
V=)
dx
12 ———— =In|z+ (2?2 -1)|+ C, |z]| > L.
| T =l + VETI+C e

dz 3
13. f—(\/_ii_—-—ﬁ=ln|x+\/(x + 1)+ C.

14. f% = arctgr + C = — arccotg x + Ca.

15 L —lln
: 1—z2 2

Poznamka 1.1.5. Pfi pouziti Véty 1.1.4 ¢asto jeden neuréity integral vyjadfime jako
linearni kombinaci n&kolika neuréitych integralii. U kazdého z nich by méla byt uvedena
integra¢ni konstanta C a vysledek by mél obsahovat soucet integra¢nich konstant. Tento
soucet bude opét n&jaka konstanta ve smyslu libovolného redlného éisla. Na tomto misté
utinime dohodu, Ze p¥isluiné konstanty budeme (pro zkréceni zapisu) uvadét pouze na
konci vypoctu.

1+=x
l1-=z

+C, |z| # 1.

1.2 Prima integrace

Pfi pfimé integraci hledame vyjadfeni neuréitych integréli pouze pomoci algebraickych
tiprav integrand, resp. Véty 1.1.4 a vzorcii pro tabulkové integrély.

Resené ulohy

1.3. Vypoététe integral

/xzdx, z€R.

3
T PR
f.r dr = 3 +C.

[th, teR.

Reseni: V tomto pfipadé jsme proménnou veli¢inu oznaéili pismenem t. Nic jiného se
t!
t?dt = —+C.
_/ 3

/tndx. zeR, teR.

Reseni: Je
1.4. Vypoctéte integral
nezménilo. Proto je

1.5. Vypoététe integral

Reseni: V tomto p¥ipadé integrujeme podle proménné z. Vyraz t* proto pfedstavuje

konstantu a plati
ftzdx =£2fd:r =tz +C.
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1.6. Vypoététe integral
7z° dz, z€R.

Reseni: Je
6 6
f?xsdx=7f:5dx=7.r_=7i+c_

1.7. Vypoctéte integral
dx
/—'xz f T e R\{O},

d -
/T’ f‘zda:— -—_+c,

Reseni: Je

1.8. Vypoctéte integral
Vrdz, zeR,.

3/2 3
/ﬁdx:/x”zdx=£—3—=2f—+6‘.

2

Resend: Je

1.9. Vypoctéte integral

dz
7 z € R,.
Reseni: Je
dz i
et ~Wgs =2
7z fz dz % =2vz+C.
1.10. Vypoctéte integral
dz
f’@» z € R\{0}

Reseni: Je

dz / —4/5
== ¥ dr = —_5\/_+C
Vot I

1.11. Vypoctéte integral
fﬁx’ +5z'dz, z€R.

Reseni: Podle Véty 1.1.4 je

3

3 5
f6x2+5:r"da:=6/$2da:+5/.r‘dz:ﬁ-x—+5-'—r5-'—-2$3+x5+C.

1.12. Vypoététe integral
7 3
o —§x+5dz, reR.

Redeni: Podle Véty 1.1.4 je

3z 3 2 3 22 = 3z
?— w— L — * bl 5 C,
f.’r D} +5dx f{-—" dx 2/IdI+5/dI 3 327 + 5z T 1 +oz+

1.13. Vypoctéte integral

5.3 =
il 2 R\{0}.
f:c+..~:9 4dx_ r € R\{0}

Reseni: Podle Véty 1.1.4 je

[+ 5-Se=s [Fas[G -3 [ete=s [Frsferar-] frar-

::51n|z|+’iv_—l—%-?—ﬁln|z]———§+c

Dale jiz nebudeme uvidét, Ze k zjednoduseni vipoétu pouzivime Vétu 1.1.4 (i kdyz
to tieba bude pravda). Snaite se sami poznat, kterd tprava byla pouzita a zkuste se
zamyslet nad tim, proé¢ byla pouzita.

1.14. Vypoctéte integral
f551n1'—2‘5”+33:d:r, zeR.
Reseni: Je

[53inz—2-5*+3:cd:c=5 sinmdx-?[b"dx+3f.’rdx=

5F 322
—4+C.
In5 i 2 N

= —bcosr+2-

!

1.15. Vypoctéte integrél

fo-
3/2

d
d$—5/ 24z —2 _—J;:S-IT—I(—mtg:c):

sin 2
_ 10va®
]

2
zxdfﬂ, IGR\{kW};‘Ez,

Reseni: Je

fo-3

+2cotgz + C.
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1.16. Vypoététe integral
[5\7?+3.r2\/§:dr. zeR,.

Reseni: Je

5/3 7/2
f5\3/..:.5+3x2\/fd::Sfxz"fadx+3fr5ﬂdx=5-IT+3‘ =

3 2

7
=3V + 6‘?_ +C.
1.17. Vypoctéte integral
[{2::3 +5P%dz, zeR
Reseni: Pomoci vzorce (a + b)* = a® + 3a%b + 3ab? + b upravime integrand do tvaru
(22% + 5)® = 82° + 60z° + 1502° + 125.

Potom plati

/(2134-5)3(]3: =8f:c9d:c4 Gﬂfrsdr+ 150 [ z*dz + 125](};: =

zl0 z’ i 4z'% 607 7524
=8 = 60— 4150 = 4 |2z = — § — L0
0 + 60 7 1 + 125z R + = + 1252
1.18. Vypoététe integral
344
/ = dn FER &R

Reseni: Integrand nejprve upravime na ,integrovatelné* funkce. Je

s i I A 3”+ 4\ 1‘Jr 2\*
6  6* 67 \6 6/ \2 3/

Nyni jiz mZeme integral (1.1) snadno vypocitat. Je
37 447 By 28" 1N\ 1 2% 2
[ [(5) e [(3) ax= (3 m(3) + ) m5) e

1.19. Vypoététe integral

6%+ 4 47
/? dz, z €R.

Reseni: Nejprve upravime integrand. Je

67t + 4%  6.6% 447 6 47 g 6\ (4 .
21 = %‘2: =2'(6‘§+2—1 =2 5(5) +(§)]=123 + 2. 2%,

Pro zadany integral potom plati

6x+1+4:
———dr=12[3dz+2[2°dr=12-3 - In3+2-2°-In2+4C.
9z-1

6

1.20. Vypodtéte integral

]mdx, r€R,.

Regeni: Nejprve opét upravime integrand. Je

4f ”\/E= ((xuz)lﬁ)"“ — pU21/31/4 _ /24
25/24 241 Wr
/V. V \/?-dxzf“'lmdx=$§ =g
24

1.21. Vypoctéte integral

Proto je

3 2
Mdz, z € R\{-2}.
T+2

Refeni: Upravime integrand. Pro viechna = € R\{—2} je
32® + 627  3z*(r +2)

2

z 3z

r+2 r+2

Proto je s ) &
5:c—tﬁidz:3-/..'s’zdx=3-‘T'— =z +C.
T+ 2 3

1.22. Vypoctéte integral

3 2_9

fi’—”’—lfdz, z € R\{1}.
P —

Regeni: Upravime integrand. Pro viechna = € R\{1} je

@?+zl-2r z(z?+z-2) z(z-1)(=+2)

= =:u"2 + 2z.
-1 r—1 z—1
Proto je " 3 5
g T
de=/x2dx+2]$da¢=--+x2+().
z—1 3
1.23. Vypoététe integral
2 q R
x I ER.
f:l:z-l 1~
Reseni: Integrand upravime nasledujicim zptisobem
! #-1+1_ z'-1 1 (2®-1)(=*+1) 1 ik
241 241 x2+1 z24+1 241 2 +1
Proto je
z! ) dr  o°
- == —_— =z tgzr + C.
fr2+1d$ ]:c(lr de+[x?+l 3 T+ arctgr

241
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1.24. Vypoététe integral

/sinzx -cos?x

1

dz,

T € R\{kﬂfz}kez.

Reseni: Pi vipoétu pouZijeme goniometrickou identitu sin? z + cos?z = 1. Je

1 _ sin’z +cos?z

sin?

I

2

Cos™ T

1

3 =

sinz - cos?z  sin’z-cos?z

Proto je

dz

sin’z - cos?

dz

sin’z - cos? z

1
/.2 dr =
sin“zx - cos?zx

1.25. Vypoététe integral

ftgzxdx,

Reseni: P¥i vypoétu pouZijeme goniometrické vzorce sin®z + cos?z = 1 a tgr = 8

sin?x

C

0s?

sin® z

z € R\{(2k — 1)7/2}xez.

1 —cos?z

1

1

cos?r  sin’z’

=tgx —cotgz + C.

tg?z =

Proto je

Nefefené tulohy

cos?z

cos? z

/tng:d:c =f

cos?

cos?r

ws2 T

fdz—tgx—r—rC

V nasledujicich ulohach vypoététe zadané neurité integraly.

1.40. fms2 g dz

1.26. /du
1.27. ]IOd:c
1.28. fl[]dt

1.29. /8r3dt

1.30. f 8t3dz

1.31. f12x5 + 6% dx

1.32. /5:.:' Ldz

1.33. f2“‘”‘
134.[
1.35. f

1.36.

1.37.

1.38.

1.39.

/
/

IE—
xa

2z

dx

1—2xe*

dr

\/E—l

ﬁ

z2-1

12—z

I2

z2+1

6
vz

dz

dx

dz

1.41. /_&Sh_dx
cosT —sinz

1.42. /

1.43. /
sin“x

1.44.

1+tg?x
sin’z

2
cos xda:

2

dz
1+ cos2z

1.45. / .

-1
\/E+1dr

Vysledky

1.26 u+C 1.27 10z+C 1.28 10t+C 1.29 2t* +C 1.30 8t3z+C 1.31 225+ 222+ C 1.32
5lnjz|+C 1.33 2 ~In|z| +C 1.34 e*+2/2+C 1.35In|z| —e*+C 1.36 1/2 - 2/\/z+C
1.37 15V2%/2-12/z+C 1.38 z+In|z|+C 1.39 z—arctg z+C 1.40 z/2+ (sinx)/2+C
1.41 sinz — cosz + C 1.42 tgz — cotgz + C 1.43 —tgz — 2z + C 1.44 (tgz)/2 + C
1.45 2V23/3 -2+ C

1.3 Substitu¢ni metoda

Integrace pomoci substituéni metody je zaloZena na nasledujici vété.

Véta 1.3.1. Necht funkce f(t) je spojitd v intervalu (a,b). Necht funkce p(x) md v in-
tervalu (o, 3) derivaci ¢'(z) a pro viechna x € (o, 8) je p(x) € (a,b). Potom pro kazdé

t € (o, ) je
f f(t)dt = f Fo@))¢ () ds. (12)

Formélni pouziti Véty 1.3.1 je snadné. ObtizZe vétsinou piisobi pouze nalezeni spravné
substituce t = (z). Vypocet potom probihé formélné tak, ze ve vzorci (1.2) dosadime
za t podle rovnosti

t= () (1.3)

a za symbol dt podle rovnosti

dt = ¢'(z)dz. (1.4)

Vzorec (1.2) lze pouzit dvéma zptisoby. Jestlize mame za tikol vypoéitat neuréity integral
ve tvaru [ f(p(z))¢’(z) dz a zndme primitivni funkei F/(t) k funkei f(t), potom s vyuZitim
rovnosti (1.3) postupujeme podle schématu

. plz) =t
/f(tp(x))‘ﬂ (z)dz :‘ ¢(z)dr = dt

Vyraz mezi rovnymi zavorkami pfedstavuje mezivypocet, kterym pfejdeme z vyjadfeni

- f [()dt = F(t) = Flo(z).  (15)

pouZivajici proménnou x k zapisu s proménnou t. Tento popis pfechodu mezi proménnymi
budeme pouzivat i v nésledujicich feSenych lohach.

Druhy zpisob poutziti vzorce (1.2) spoéiva ve vypoctu integralu ve tvaru [ f(t)dt
pomoci integralu [ f(w(z))¢'(z) dz, ktery miize bj't za jistjch okolnosti snazsi k vipottu.
Je-li mezi proménnymi = a t vztah (1.3) a funkce ¢(z) je monoténni na intervalu (a, 3),
existuje k ni na tomto intervalu inverzni funkce, kterou oznacime 1(t), a plati x = ¥(t),
resp. dz = 1'(t) dt.

Pokud jsou splnény pozadavky Véty 1.3.1, lze v nékterych pfipadech pouzit oba
druhy substituce. Nejprve polozime ¢(z) =t a potom t = 1/(s). Tim vlastné dostaneme
substituci p(z) =t = 1(s). Pfitom plati ,pfevodni* vztah

!

¢'(z)dz = dt = ¢'(s)ds

9
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ReZené ulohy
1.46. Vypoététe integral
' f(:::2 + 5)% 2z dz.

Redeni: Snadno vidime, Ze je (a2 + 5)' = 2z. Polozenim t = p(z) = 22 + 5 a f(t) =
dostaneme dosazenim do schématu (1.5) rovnosti

4 2 4
[tadg =(J"_+ﬂ+c_
r 4

5=t

2 3 dr =
/[z +5)"2zdz -

1.47. Vypoététe integral
f(x3 —10)%3z% dz.

Reseni: Pro funkci p(z) = z° — 10 je (z* — 10)’ = 3z2. Proto je

—10=t¢ £ (z*-10)
3 _10)2322dx = 2 ... f)
/(z 0)*3z*dx 33: il thdt = 3 g
1.48. Vypoctéte integral
](sz + 755z dz.

Reseni: Vidime, e je (3224 7)' = 6z. Integrand proto upravime tak, aby obsahoval vyraz
(3z% + 7)%6z. Je

5
f(3z’ +7)*5zdz = /E(sx‘* +7)° 6z dr = g /(3;:2 +7)°6rdr =

5 5 t8  5(3z%47)8
== fdt=c._ =227 4
6/ 66 % 1O

2+7=t |
6rdr = dt |

1.49. Vypoctéte integral
[(za +z+5)7(3z% + 1)dz.

Reseni: Vidime, ze je (2* + 2 +5)' = 3z% + 1. Potom je

/(xa +z+5)7(32% +1)dr = +C.

?+r+5=t it c*" _(@@+az+5)°
(322 +1)dz = dt| 8

1.50. Vypoététe integral
f vz +10dz.

Reseni: Je (x + 10)' = 1 a proto

0= 3/2 /T 3
/ iy = JH;:c;dt :/ﬁdt:]tmdtzis—TQ (I;m) e
?

10

1.51. Vypoététe integral

[(v‘zz+1)rdx.
Reseni: Je (22 + 1)’ = 2z. Proto je
Va? dr = [ (Va?+1 = d =k (V.r"’+])2a:da:= z 41 =1 =
f(xH)I o= [ (V1) geda=3 2rdz = dt

2 3 3

2
fe" dr.

Reseni: Je (—z)' = (—1). Proto volime substituci —x =t a integrand upravime tak, aby

obsahoval vyraz e *(—1). Je
=) f etdt =

=(-1).e'=-e*+C.
f ¢-%(—5) da.
Reseni: Je

f ~3(-5)dz = f(—g) e ¥ (-3)dz =

1¢3/? vV 24+ 18
:%/\/{dt:%/t”edt=—T_L+(L

1.52. Vypoctéte integral

1.53. Vypoététe integral

—Jz =1t
(=3)dz = dt

(e

1.54. Vypocététe integral

/e’zxd:c.
gh=t :l/e'dt;l-e’=i+0.
2xdz = di 2 2 2

fe4r*+s z2dz.

Reseni: Je

fezsxdx =/%-erz-2xdx =

1.55. Vypoététe integral

Reseni: Je
1 3 42°+5=1t 1
4:r+52 . — e 19:2dr =—fetdf=-—.¢t =
/C e /12 EE 12::2dr—dt‘ 12/9 12 ¢
4z3+5
€
= +C.

11
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1.56. Vypoététe integral

dz
/x+10dz’ z € R\{-10}.

Reseni: Je (z + 10)' = 1. Proto volime substituci t = z + 10. Tim dostaneme

[ dz g
410

1.57. Vypoctéte integral

z+10=1t
dr = dt

=/%‘E=]nlt| =lIn|z + 10| + C.

2
s—dz, zE€R\{3}.

Reseni: Je (5 — z)' = —1. Proto volime substituci t = 5 — z a integrand upravime tak
aby v ¢itateli byl vyraz (—1)dz. Tim dostaneme

Ll

2dz (—1}da: 5-—x=t fd B :
_/S—x_/(_2) = e =-2Injt| = -2In|5 - z| + C.
1.58. Vypoctéte integral
f and dz
(z? +5)3

Reseni: Je (2% + 5)' = 2z. Proto volime substituci t = 2 + 5. Je

2z dx dt = 12 1 1
= frtan e e

2 -2 2¢2 2(z? + 5)2
1.59. Vypoctéte integral

/ 5z de
(5x2 + 3)2

Reseni: Je (52% + 3)' = 10z. Proto volime substituci t = 522 + 3 a integrand upravime
tak, aby v Citateli obsahoval viraz 10z dz. Je

/ Srdz _[1 10z dzx
(522 +3)2 )2 (522+3)2
1 1

TR R

T+1
(@ +2z+3)7
Reeni: Je (x + 2z + 3)' = 2z + 2. Proto volime substituci t = 22 + 2z + 3 a integrand
upravime tak, aby itatel obsahoval vyraz (2z + 2)dz. Je

/‘ z+1 _/’l_ (2z2+2)dz _|2*+22+3=¢ | _1fdt 1 o
(22 +2c+3)7 )2 (22+20+3)7 R -

2245=t
2rdr = dt

522 +3 =1
10zdz = dt

dt 1 =1
— -_=~]r2dr=l-t—
2/ 12 2 2

1.60. Vypoctéte integral

(2z 4+ 2)dz = dt v 2

1 " | 1
226 126 T2@+2c 73

12

1.61. Vypoététe integral
fcos(:c +2)dz, zeR.

Reseni: Je (z +2)' = 1. Proto zvolime t = z + 2. Je

lx+2=t

e dtr:/costdtzsint =sin(z + 2} + C.

/cos(z + 2)dz

1.62. Vypoététe integral
jcos(&r) dzx, r €R.

Resend: Je (3z)' = 3. Proto zvolime t = 3z a integrand upravime tak, aby obsahoval ¢len
3dz. Je
1 Jz =t 1 1 . I .
fcos(3z)dx =f§cos(3:.:)3dx =‘3d:c —dt ‘ = gfcostdt-—— §Smt: —3;3m(3x)+C.
1.63. Vypoététe integral
22 sinz®dz, rzeR.

Redeni: Je (23)" = 322 PoloZime t = 2* a integrand upravime tak, aby obsahoval ¢len
3z%dz. Je

]$2 sin(z®) dz =f§(sin 7%)3z%dz =

CO8 .'l'a

e i
3

;h;azf_ 1 1
== [sintdt = —= cost =
3z%dz = dt 3/sm i

1.64. Vypoctéte integral
f:.." -sin(3z% + 5) dz, zeR.

Reseni: Je (3z°+5)' = 6z. Polozime t = 3z + 5 a integrand upravime tak, aby obsahoval
¢len 6z dz. Potom je

1 382+ 5=t Y
o T el fen s 2 i = =~ tdt =
f:c sin(3z* + 5) dz /6311:1(31. +5) - 6zdx T 6]sm
= _l = _w + .
6
1.65. Vypoététe integral
d
[ zeR\{kn/2hen
sin®(2z)
Reseni: Polozime t = 2z, potom je
= 2
—_— SI = i . _2._dI = g E 1 ‘d; = —lcotgt = __cotg( z) + C.
sin®(2#) 2 sin’(2z) |2dz=dt| 2/ sin’t 2 2

13



1.66. Vypoctéte integral

1
_r;_x dr, z € (0,00).

Reseni: Je (Inz)' = 1/, proto polozime ¢ = Inz. Tim dostaneme

Inz 2 In’z
—da:—-/ln:c —dzx = T e
/ /fdf 5 2 + C.

1.67. Vypoctéte integral

Inz =t¢
ldz— dt

1+ In?
f—-—y dz, z € (0,00).

Redeni: Opét polozime ¢ = Inz. Potom je

1+In?z 1 Inz = ¢
_"_—d —_— - 2 . — -
f = T /(l-!ln.?:) Idx '%d.’r:dt

=Inz+ ln°
3

:f1+t3dt—t+£*
=t+o=

+C.

1.68. Vypoététe integral

];dz, z € (0,1) U(1,00).

zlnz

Reseni: Polozime t = Inz. Potom je

/ / | Inz=t
J:ln;r' Inz z = Lldz = dt

1.69. V ypo(‘ftéte lﬂtegral
€
[Ez + 1

Reseni: Je (e¥)' = €*. Proto polozime t = e*. Tim dostaneme

fe‘ fed.r_ & =1 dt  [t+1=3s
et + 1 e+ 1 edx—-dt t+1 | dt=ds

=Inft+1|=In(e*+1) + C.

1
=/Edt:InM =In|lnz|+C.

1.70. Vypoctéte integral

&F
/wdx. reR.

Reseni: Opét polozime t = e*. Tim dostaneme

/ e e*dz
1+ J14(esf

Izt

14

r;/-(-i—szln!g|=
8

dt
e dp — dt’=./1—+?:arctgt=arctg(exj+c_

1.71. Vypoététe integral

e—!.,-’:c
[ zervo

Reseni: Je (=1/z) = 1/z*, proto se vyplati pouZit substituci t = —1/z. Je

e V= ) 1
- -1z, __ —
ffﬁ dx—/e xzdx—

1.72. Vypoététe integral

. .
Ed = dt = ¢t = _U:-I-C.
Ldr dt‘ /e e

T

2%

_ez“ zeR.
Regeni: Opét poloZime t = e*. Je
/ cefdr e =1t 2tdt  [t*+5=3s ds
\/c""+5 \/Ex L5 |€dz= VE+5 | 2tdt=ds NG

=f3"”2ds— — =2V +5=2Ve¥ +5+C.

2
Druha substituce je zvolena vzhledem k rovnosti (t* 4+ 5)' = 2t. Poznamenejme, 7e cely

priklad je mo#Zné vypocitat pomoci jediné substituce £2* + 5 = w. Ovéite vipoétem!

1.73. Vypoctéte integral

sin® z cos z dz, reR.

Redeni: Je (sinz)' = cosz. Proto polozime sinz = t. Je

t4  sin'z
=ftadt=z= +C.

sinr =t
coszdx = dt

‘/sin3 zcoszdz =

1.74. Vypoctéte integral
sin® z cos® rdz, zeR.

Reseni: Je (sinz)' = cosz. Opét polozime sinz = t. Potom je

Fa A L .
fsm xcosaxdxﬂfsma:-:‘coszxcosxd:r=/51n3J:(1 —smg:r)coszdx:

4 6

ging = ¢ 3 2 3 .5 t t
= B(1-t?)dt= = =———=
cosrdr = dt ( ) /t Lt 4 6
P | s B
=smx_smx+a
4 6

Pii vipoétu jsme pouili goniometrickou identitu cos?z = 1 — sin®z.

15
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1.75. Vypoctéte integral

cos® rsinzdr, reR.

Redeni: Je (cosz) = —sinz. Proto polozime cosz = t a integrand upravime tak, aby
obsahoval ¢len (—1)sinz. Je

i . cost =t
cos* rsinzdr = (—1) [(cos® z)(-1 dz = = — JihdE=
.[ ( )/( B(ljsnsds (-1)sinzdr = dt [t dé
t° cos® r
--3=-2+C

1.76. Vypoététe integral

cos® zdz, reR.

Reseni: Integrand upravime na souéin funkei sin z a cos z. Upravu pfitom provedeme tak,
aby integrand obsahoval élen cos z dz. (Pro&?)

/coﬁsxdx=/cos“zcosrd3:=f(mszz)zmsxdx=/(l—sin21)2oosxdz=

sing =t . R . P
coszdr = dt _f(l_t)dt—fl—% +tdt_z_.2§+g=

sinz sinz

+C.

=sinr —2

Neresené tulohy

V nasledujicich tilohdch vypoctéte zadané neuréité integraly.

3
1.77. f{3r—?)3{lx 1.85. / ﬁdx 1.93. f e*sin(e® + 10) dz
5 dz
1.78. /{5—2x}5dx 1.86. /—dx 1.94. /-—*—
VI+5h z(1+ In’z)
e f(ﬁH?)’dx 1.87. /1034”dx 1.95. dez
z(l +Inz)
; 2 3 _ T o=
1.80. /2x(3: +5)°dz 1.88. fsel di 1.96. /e +e i
eT — T
1.81 / £ i 1.89 f’i 557 d a5
il e 89. 73-5%dx 1.97. | ———dz
a 352 Ve ter
5+x?
1.82. f——{4_x3) dz 1.90. /(—J:)e dx 1'98'/ tg: A
COs° T
1.83. /\/10 —zdz 1.91. /Si[l(5 —r)dz 1.99. /sin3 di

1.84. [52v10+ 3z2d .92, 2
f,n/ +3z%dz  1.92 /21{:03(1 +10)dz | 100 fsmaxmazdl.
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Vysledky

1.77 (3z—7)*/12+C 1.78 —(5—22)°/12+C 1.79 (6 +7)*/48+C 1.80 (2 +5)*/4+C
1.81 (1/3)In|2°~8|+C, = # 2 1.82 —In|4-2%|+C, z # V4 1.83 2/(10 - 2)3/3+C,
2 € (~00,10) 1.84 5,/(10 + 327)3/9 + C 1.85 35 + 2% + C 1.88 10/ +5+ C 1.87
5e4 /2+C 1.88 —5€!~*+C 1.89 5/(2In5)+C 1.90 (~1)e**='/2+C 1.91 cos(5—-z)+C
1.92 sin(z? + 10) + C 1.93 —cos(e” + 10) + C 1.94 arctg(Inz) + C, z € (0,00) 1.95
Inz —In|l +Inz| +C, z € (0,1/e) U (1/e,00) 1.96 Inle* — e™*| + C, = # 0 1.97
20/EEte?+C 198 (tg?1)/2+ C, = # (2k — 1)7/2kez 1.99 (cos’z)/3 — cosz + C
1.100 (cos” z)/7 — (cos®z) /5 4+ C

1.4 Metoda per partes

Véta 1.4.1. Maji-li funkce u(z) a v(x) spojité derivace na intervalu I, potom na inter-
valu I plat{ vzorec

fu{z)v’(z}dx = u(z)v(z) — ]u'(a:)v(x) dz, (1.6)

fuv’dz =uv — [u’ﬂdz. (1.7)

Princip metody spoéiva v pfevedeni integralu ve tvaru [ uv'dz na integral ve tvaru
Ju'vdz, jehoZ vipocet miize byt jednodussi.

resp. struénéji

Resené tilohy

1.101. Vypoctéte integral
f.r e dz, reR

Reseni: V zadané tloze poloiime u = x a v' = €*. Potom je ' = 1 a v = €*. PouZitim
vzorce (1.7) dostaneme

u=z, v=¢

. . % |:l.7:=ze’-fczdx=
w=1, =g

T
= gz - £ — 1 .-.e
— f\...,./v
u o o' v

. T =
/ T - € dr
u v
=ze* —e*+C.
1.102. Vypoctéte integrél

z sinzdz, T eR.

Reseni: V zadané tloze polozime u = z a v' = sinz. Potom je «' = 1 a v = cosz.
Pouzitim vzorce (1.7) dostaneme

/I-sin:cdz =

; =zxzcosx —sinz + C.

v =sinz
v =cosT

=T-COST — fl-cos:sdx =x cosx—]cos:sd:c =

I,
]s

u
L‘i’
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1.103. Vypoctéte integral

z? cos z dr, zeR.

Reseni: Polozime u = 2% a v' = cosz. Potom je

fm2 coszdzr =

& ~ . . .
= smr—zfx sinzdzr = 2’sinz — 2(z cosz —sinz) + C

u=z2 o =cosz
u' =2z, v =sinz

= z?sinz — /21‘ sinzdz =

Pfi vypottu jsme pouzili vysledek pfikladu 1.102. Pokud bychom neméli tento vysledek
k dispozici, museli bychom dvakrat pouzit metodu per partes.

1.104. Vypoététe integral

z Inzdr, rER,.

Reseni: V zadané tiloze polozime u = Inz a v’ = 1.

u=Inz, v =1 12 1 z? 5 1
i s i, LB B
./ u=i, v:’; 5 nE T 2d93 211'1.1: 3 zdz
N 2
=gha-+C

1.105. Vypoctéte integral
Inzdz, z € R;.

Reseni: Prestoze integrand neni ve tvaru souéinu, lze jej pfevést na soucin dvou vyrazi
pomoci Gpravy Inz = 1-Inz. Potom lze zvolit u = Inz a v’ = 1. Pak je

fln:rdx——-fl-lnzd:r: =3

u=lnr, =1 1
;o1 =rhzr- [-zdz=zlnz- [dz=
w=3, v== T

=zhz-z+C

=

1.106. Vypoctéte integral

arctgrdr, reR.

Reseni: Integrand neni ve tvaru souéinu, opét pouzijeme tipravu arctgz = 1 - arctg x.

= t 4
/a.rctg:cdx=[1-arctgxdx= u, ar::gx i :xamtgxu_/.Ldz
U= = 1 4 22
Plati
i 1 [ 2zdz 1+z2 =t 1 fdt 1 1
——dr=- = =- === =- 2

f1+x2 2.[1—!—:.,"2 ZIdJ:-_dt‘ 2/: p =g el +G,

proto je

1
/arctg.rd:c =z arctgr — 3 In(1+z%)+C.
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1.107. Vypoététe integral
sin® zdz, zeR.

.§eni: Zfejmé bude u = sinx a v’ = sinzx. Je
£ ]

/sinz zdr =
!

=-sinxcos:c+/coszzdz (1.8)

I T
u=8nx, v sinxT ‘=siua:(—cosx)-—fCOSI(—CDS-'T)dx=

u' =cosT, v =—cCOST

Nyni ur&ime hodnotu integralu [cos® zdz. Je

/coszzdz =

=sinzcosz + fsinzxd:c,

=cosr, v =coszT

; . : =cosxsmx}—fsmr(—smx)dx=
' = —sinz, v =sinz

Dosazenim do (1.8) dostaneme
fsinzxdx = —sinzcosz +sinrcosz + fsinzxdx, tedy 0=0.

Tento postup nés k cili nepfivedl, proto zkusime integral [cos’zdz vyfesit jingm zpiiso-
bem. Vyuzijeme goniometrickou identitu cos? z = 1 — sin® z. Tim dostaneme

fcoszzdz=/l—sinzxdx=fd:c——f5i112$dx=:c—/sin2xdx,

Dosazenim do (1.8) dostaneme
‘/sinzzdz = —sinzcosz + T — fsin?xdx.
Nyni k obéma stranam rovnice pfi¢teme vyraz [ sin® z dz. Tim dostaneme
fsinzxdx - /sinzxdx =gz —sinrcosz
2]5i112:.."d:r =r—sinrcosz

T —sinrcosr
/singa:da: T +C.

1.108. Vypoététe integral

e*sinzdx, zeR.

Reseni: Polozime u = sinz a ' = e*. Je

fczsin.rdz =

uw=gnz, =g
v

T

=sinre® —/ez cosrdz. (1.9)

u' = cosz,

19
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Pro vypocet integrélu [e* cosz dz opét pouzijeme metodu per partes. Je

fe‘coss:dx=

Dosazenim do (1.9) dostaneme

U = COST v =e* F
. i . | =cosze® + [ e sinzdz.
u'=—sinz, v=e¢

/e‘sinzdr =sinre” — ((:(»sxe’r 4 ]e‘ sin:cdx) =sinze® —cosze® — fe‘sina:dz,
K obéma stranim rovnosti pficteme integral Je*sinzdz. Tim dostaneme

2fe’sinxdx =e"sinzr — e*cosz,

4 e*sinr — e*coszx
fe’smxd.r g +C.

V nékterych prikladech je vhodné pouzit jak substituéni metodu, tak i metodu per partes,

viz nasledujici dvé dlohy.
1.109. Vypocététe integral

foos Vzdsz, z € (0,00).

Reseni: Nejprve integrand upravime pro pouZiti substituéni metody. Je

vz d o
fcm\/zdx=f—xcosﬁd1‘:/\/;.-cosﬁ—£= —\};dx=dt =2ftcostdt
Ve vE % =24t

Nyni pouzijeme metodu per partes. Polozime u =t a v’ = cost. Potom je
u =i, v =cost

2]£mstdt: ; . ’=2(tsint—/sintdt) = 2tsint — 2(— cost) =
u =1, v =sint
= 2y/zsin /T 4 2cos Vz + C.
1.110. Vypoététe integral

3_—z?

e dr, z€R.
Reseni:
==y dt\ 1
/3:35:"‘2 dr = fu:ze"’?rdx =|-2zdz=dt |= f(—t]e' (——) == /te‘dt =
e 2 2
rdr = —

t

Ju=t v=e¢
=1 v=¢

_l gicga g _—] 2
_—é(—re‘ .—ex)\.gexz(x +1)+C.

1.111. Naleznéte rekurentni vzorec pro
I,,:fx"e‘d:.:, ze€R, neN.

Redeni: Poznamenejme, Ze v hledaném vzorci znaéi index n mocninu u proménné z. Je
tedy napf.
I, = f z%e® dr,

L= lee’d:r = f.’ce:d:._",
Ip =f:z°e’dx=fe‘dx —e* +C.
Polozime u = z" a v' = e*. Tim dostaneme

u=z" v =¢* E
L= [ze"dz=|", Lo .| =1"€"— [na"le*dz =
u=n""! v=e

=z"% —n fx“"‘e" dz = z"e® — nl,_;.
Je tedy
I,=2"%* —nl, 4. (1.10)

Nyni podle nalezeného vzorce vypoéitame [z%* dz. Je

I; = 1%* - 31,

I, = z%* - 21,

L=z'e -1l

Iy=e¢

Dosazenim do (1.10) dostaneme
fn:ge” dz = I; = 2%" — 3(2%* — 2(z'e* — 1- €%)) = 23" — 3z%€® + 6z — 6¢* + C.
1.112. Naleznéte rekurentni vzorec pro

In-——fsin"xdz, z€R, neN.

Redeni: Polozime I, = [sin"zdz, index n proto zna& mocninu funkce sinz. Je tedy

napf.
Iy = fsinzzdx,

h= fsinl:cd;-:= /sin.rd:z = —cosx + C,

fu=fsin°zdz=/dx:x+c.
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Funkci sin™ z rozlozime na souéin funkei sin® ! z - sinz. Potom je

u =sin"" 'z, v =sinz

In=fsin"zd:c:/sin"“z-sinzdz: ,
u

= sin" (- cosz) — f(n— 1)sin" 2z cosz(— cosz) dx

=(n—1)sin" %rcosz, v = —cosT

= —coszsin" 'z + (n— 1}[sin“"2:cc052.rdz

=—coszsin" 'z +(n—1) jsin“"2 z(1 — sin’ ) dz

= —coszsin" 'z + (n— l)jsin“‘zz —sin" zdz
/sin“:rdx = —coszsin" 'z 4 (n— 1)/sin"""xdx —(n-1) fsin"zda:

Nyni k obéma stranam posledni rovnosti pfi¢teme vyraz (n — 1) fsin" zdz. Tim dosta-
neme

fSi“nIdI +(n— l)fsin"xda: = —coszsin" 'z + (n - l)/sin"_zzdr
n/SinnIdI = —coszsin" 'z + (n—1) /Sin"'zxdx

o1
x coszgin" 'z n-—-1[,,  _
fsm"zd:c= - + /sm" 2rdx
n

m

Hledany rekurentni vzorec ma tvar

coszsin" 'z n-1

L=~ + T (1.11)

n n

Mocnina funkce sinz klesne v kazdém kroku vypoctu o dva. Podle toho, zda je dana
mocnina sudé ¢&i liché &slo, bude vypoéet konéit bud &lenem Iy = z 4+ C nebo élenem

I; = —cosz+C. Jako ilustraci vzorce uvedeme vypocet integralii [sin®zdz a [sin® z dz.
- %
cosrsin"z 3 cosrsiny 1
BBV Rk R BEERE Ll e

Je tedy

oy cosrsin®z 3 [ cosrsinz 1
sin"zdr= ———-—+- | ———F—+ -2z

4 4 2 2
_ coszsin®z _ 3coszsinz 3 3z -
N 4 8 g
Pro integrdl [sin®zdz podle (1.11) dostaneme
= 4 =2
cosrsin*r 4 cosrsin“r 2
B R W N
5 5 t+ 5% 3 3 + 3

22

Je tedy
4 - 3
.5 _ _coszsin’z 4 ( coszsin’z +E -—cos.r)
fsm zdz = e + 5 — 3( )
- __ooszsin‘z _4coszsinz  8cosx -
73 15 15
* 1.113. Naleznéte rekurentni vzorec pro
1n=[in, reR, ne N
(1+2?)
Regeni: Polozime I, = f {l_dxw’ index n proto znaé mocninu funkce 1/(1 + z%). Je
+z

tedy napf.

2_fU+ﬂ)

d
L= = = ; = arctgz + C.
(1+ zz} I+z
Pouzitim metody per partes dostaneme
l ’
U = ———— =1 2
dx (1+ IZ)H‘ T [ T B
= [——g = =4 ————dz =
I .[(l Fa) | M2 |+ (1 + z2)n+
(1 + xz)n{-l‘
/ 1+ 2% — 1
o ( 14+ r?)n+l

REE ”"( - ‘f Q +x2)"+1) ity el

T
I“ = (—lm +2n )'n - 2RI“+||.
z
i, = —-—(1 T ) +2nl, -1,
neboli 1 5 .

S S S 1.12
T =55 (1+2)" " 2n (112)

coz je hledany rekurentni vzorec. Pro ilustraci ukdZeme pouziti vzorce (1.12) pfi vypoctu
B 3 dz G5 3
neurcitého integralu Iy = fmz—)a Je 4, = I3, proto n = 2. Pouzitim vzorce (1.12)

dostaneme

I I limd o e
azzl(l_-xT)? gy a =g A+ 2 1-



s
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Spojenim obou mezivysledkii dostaneme

I—1L+§l = +la,rctr
PTA (4222 a\2 (1429 2 &)

Proto plati
dr % 3z Jarctgx

A+2F 4(0+2¢ 81+ g ¢

Nefesené ulohy

V nasledujicich ilohach vypoététe zadané integraly pomoci metody per partes.

1.126. ff e dz

1.114. /Icoszdz 1.120. jsin7zdr

1.115. fxae’d:c 1:121: [ _3:2 dz 1.127. [:ctgz:cdx
2111 i
1
1.116. fxeﬁ‘dx 1.122. fnx 1.128. f(x—l}lnxdrc
1.117. [arcsinxdaa 1.123. flnz:rdx 1.129. fe“ cos 2z dz
1.118. fzzmctgzd: 1.124. fln(l-i—zz)dx 1.130. [sin(ln:c)dx
sinz .
1.119. fe—xdz 1.125. f(2r+5)3m3xd¢ 1iisi /xcos%dx

V nasledujicich dlohach vypoététe rekurentni vzorce pro uvedené integraly.

1.132. f:c“ sinzdz 1.133. fln“ rdz 1.134. ]COS" rdz

Vysledky

1.114 zsinz + cosz + C 1.115 2%* — 2z¢* + 2% + C 1.116 (z€/2) — (e22/4) + C
1.117 z arcsinz + /1 — 22+ C, z € (—1,1) 1.118 (z® arctgx )/3 = (14 22)/6 + (In(1 +

x2))/6+C 1.119 —e *(sinz+cosx)/2+C 1.120 (- sin® zcos 1) /7 — (6 sin* z cos ) /35 —
(8sin®rcosx)/35—16cosz/35+C 1.121 —x cotgx+In|sinz|+C, = # kr, k € Z1.122
—(1+Inz)/z+C1.123 z In*2 -2z Inz+ 22+ C 1.124 zIn(1 + 2?) — 2z + 2arctgz + C
1.125 (2sin 37) /9~ ((22+5) cos 37) /3+C 1.126 (2% €%’ —€*") /2+C 1.127 s tg z—(22/2)+
In|cosz|+C 1.128 (2?/2 —z)Inz — 2% /4 + x4+ C 1.129 ¥ (2sin 2z + 3cos22)/13 4+ C
1.130 z(sin(Inz) — cos(Inz))/2 + C 1.131 z%/4 + (zsin2z)/4 + (cos2z)/8 + C 1.132
I, = z"cosz + nz"'sint —n(n — 1)[,_» 1.133 [, = zln"z —nl,_; 1.134 I, =

z/(1+ 23" + (2n — 1)1,,/(2n)
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1.5 Vybrané typové ulohy

1.5.1 Integraly typu [f'(z)/f(z)dz

V nasledujicich lohach se zaméfime na dileZity typ neurcitych integralii. Jsou to inte-
graly, ve kterych lze integrand bud pfimo, nebo po tupravé pfevést na tvar zlomku, kde

2z
———dz.
fx2+1 ‘

Resent: Integrand je funkce definovana na R. Pouzijeme substituci t = z* + 1. Potom je

2 e
[t P |=f£=1nu|=ln(x2+1)+0-
?+ 1 ¢

2rdxr = dt
1.136. Vypodtéte integral

citatel je derivaci jmenovatele.

1.135. Vypoctéte integral

%
o
f3;|:3+11 %

Reseni: Pouzijeme substituci ¢ = 3z% + 11. Potom je

52 4o t _fﬁﬁx,dx /dt L
322+ 11 dt | J 3z2+11

=g]n(zz~} 1)+C',

3z2 + 11
6rdzx

Pozndmka: PFi vypoétu jsme zjistili, Zze derivace jmenovatele je rovna vyrazu 6z. Proto
jsme v nasledujicim kroku prevedli ¢itatel integrandu do tvaru, kiery odpovida derivaci
citatele vynasobené jistou konstantou. Tuto konstantu miizeme podle Véty 1.1.4 pfevést
pied integral. Tim se z integrandu stane zlomek, ktery ma v itateli derivaci jmenovatele.

243
=% _ds.
]51‘—7 ‘

Resent: Integrand lze opét snadno upravit do tvaru f'/f. Potom pouzijeme substituci

t=>5z*—7 Je
f 228 2023z |52 -7 =1¢ dt__l It] =
5z4—7 504 —7 | 20z%dz = dt 10 -

— L alszt— 7l +
=10 IniSz 71 +C.

N(ruréity integral existuje pro kazdé z € (—00, —-\‘/g), resp. T € (—{/z, {/E), resp.

1.137. Vypoctéte integral




£
]
]
E

¢
3
]
g
£
:

Posledni tfi pfiklady lze shrnout do nasledujiciho pravidla.

Véta 1.5.1. Je )
f'(z)
f(z)

pro viechna = € R, pro kterd je f(z) # 0 a f'(z) je definovand.

dz = In|f(z)| + C, (1.13)

Drikaz. Pouzijeme substituci t = f(x). Potom pro viechna z € R takové, ze f(x) # 0, je

f(z) flz) =t / dt
= = [ —= =] +C,
@) d Flayde= & : In|t| = In|f(z)| + C,
coz dokazuje vyslovené tvrzeni. O
1.138. Vypoététe integral
/ 2z d
PO g

Reseni: Je (22 + 3)' = 2z. Podle vzorce (1.13) je
2z 2 g
]mdx=lﬂ|$ + 3f+C
Protoze pro viechna redlna ¢isla = je 2+ 3 > 0, plati rovnost |22 + 3| = 22+ 3 a v{sledek

lze psat ve tvaru

2z 2
—dz= 3)+C.
/x3+3da': In(z* + 3) +

Poznémka 1.5.2. V dalsich pfikladech jiz nebudeme uvadét zdiivodnéni, pro¢ v piipads,
kdy pro viechna z € R je f(z) > 0, piSeme misto |f(z)| pouze vyraz f(z).

3r?
f iy

Reseni: Je (23 + 8)' = 322, Podle vzorce (1.13) je

1.139. Vypoctéte integral

3z .
/x3+8dx=ln|z +8|+C,

pro véechna r € R\{-2}.

1.140. Vypoététe integral
2z

——dz.

3T +5
Reseni: Je (3r2+5)' = 6z. Integrand upravime tak, abychom mohli pouzit vzorec (1.13).
Je

2z 1.6z 1 /‘ 6 1 5 In(3z° + 5)
— d == e d =—‘1 3 R e ——————— s
f:*.r.hrsdI /3.7:2+5 =5 Bmrs T~ mBYsHO 3 10

pro viechna r € R.
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1.141. Vypoctéte integral

2 2
A
5— 328
Regeni: Je (5 — 323) = —9z?%. Integrand upravime tak, abychom mohli pouit vzorec
(1.13). Je
22 (=) - (~92%) 2 f —~9g? 2 In|5 — 329
e 28 hpe JACRIS F e 2 dp=-20 T 0
/5—3x3dI / 5-322 9 J5-32 9

pro viechna z € R\{+/5/3}.
1.142. Vypoctéte integral
2727 K
1228 +42

Reseni: Je (122% + 42)' = 9627. Integrand upravime tak, abychom mohli pouZit vzorec
(1.13). Je

7 27 7 7 8 4 49
27z dr— [ 96 o 9 96z B 9 In(122° + 42) +C,
1228 + 42 1228 + 42 32 1228 + 42 32

pro viechna = € R.
1.143. Vypoctéte integral
2r +1
¢4z
Reseni: Je (z* + z)' = 2z + 1. Podle vzorce (1.13) je

2 1
/ f+ dz = In|z? + z| + C,
*+z

dz.

pro viechna z € R\{-1;0}.
1.144. Vypoététe integral
6z + 5 &
3z2+5x+12
Reseni: Je (32% + 5z + 12)' = 6z + 5. Podle vzorce (1.13) je

6
/Wxsiﬁﬁ dz = In(32% + 5z + 12) + C,

pro viechna z € R.
1.145. Vypoctéte integral

f cotg zdz.

Resend: Je cotgzr = =L 3 (sinz)’ = cosx. Podle vzorce (1.13) je

sinx

/cotgrdz = j 22T dz = In|sinz| + C,
sinz
Pro vsechna © € R\ {k7 }rez.
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1.146. Vypoététe integral
sinx
[otne_,
5+ 2cosx
Regeni: Je (5+2cos ) = —2sinz. Integrand upravime tak, abychom mohli pouzit vzorec
(1.13). Je

sinz —1) - (~2sinz) 1 —2sinzx
— " _dg= > > T dr=—e.] " dr=
f5+2cos:r * ] 5+ 2coszt ‘ 2 /5+2cosxd$
1
=—§-1n|5+2cosx|+6‘,

pro viechna z € R.

1.147. Vypoététe integral

fsinx + cosx
—dz.

sinx —coszr

Reseni: Je (sinz — cosz)’ = cosz + sinz. Podle vzorce (1.13) je

sint + cosx ;
—— dr =In|sinz — cosz| + C,
sinx — cosz

pro viechna = € R\{% + kr}yez.
1.148. Vypoététe integral
eI
]]0+ e =

Reseni: Je (10 + %)’ = €*. Podle vzorce (1.13) je

e:
fmdz =In(10+€%) + C,

pro viechna z € R.
1.149. Vypoététe integral
342
.
54 Tedx
Redeni: Je (5 + 7e**)" = 21€**. S pouzitim vzorce (1.13) dostaneme
3x42 2. .3z L . 913 3z
/"3 dzzf" il PR & TN .
5+ Ted 5+ 7e3x 54 Te¥x 21 J 5+ T7e¥

=In(5 + 76*) + C,

pro viechna r € R.
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NeieSené ulohy

v nasledujicich tlohich vypoététe zadané neurdité integraly.

dz 513 dz
et e oo W 1.156. e
1.]50- = 10 1.153. f]—l‘" d.‘i’.‘ /I(l +lnz]

dz S5z sinx

51. 1.154. dx ——
1.151 /51_1 /3”%2 1.157. f{)ﬂosz dz
5z 6e?*

. d 1.155. dz cotg &

1.152 /5’:2"1‘6 % _/8214'2 1.158. mdx

Vysledky

1.150 In|z — 10| + C, = € (o0, 10), € (10, 00) 1.151 (1/5)In5z — 1| + C, z €
(—00, 1/5), « € (1/5, 00) 1.152 (5/2) In(z? +6)+C, z € R 1.153 (—5/4) In |1 — 2| + C,
z € (~o00, =1),z € (~1, 1), z € (1, 00) 1.154 (5/8) In |3 — 4z%| + C, z € (—00, —V/3/2),
z € (—v3/2, vV3/2), z € (v/32, 00) 1.155 3In(e** +2)+C, z € R1.156 In |1 +Inz|+ C,
r € (0,1/e), z € (1/e, 00) 1.157 —In(5 + cosz) + C, = € R 1.158 In|In(sinz)|, z €
(gkﬂ‘, (2.‘\. + ])?T}kez

1.5.2 Integraly typu [1/(z?+1)dz

V dalsich kapitolich budeme &asto pracovat s integraly ve tvaru [1/(z% 4+ 1)dz. Oba
typy patii mezi tabulkové integraly, které byste méli znat. Pfesto tyto vzorce zdlivodnime
v nasledujicich dvou pfikladech odpovidajicim vypoétem.
1.159. Vypoctéte integral
dx
1+ 2%

Reseni: Pouzijeme substituci = = tgt. Potom pro viechna t € (__ _) je

Tow
Z2%g
/ dx | z=tgt
1+ 22 dx:ﬁdt

_f 1 dt _[ 1 dt

T J 1+tg¥t cos?t cm2t+sin2t cos?t
cos?t cos?t

dt dt f
= = = Jdt=1+0C.
,/coszt-Fsinzt ) [5in2t+cos3t
-‘_‘_‘2—'cost
cos“t

V plivodnim zadani byla uvedena funkce proménné , proto se musime vrétit k vyjadfen
visledku jakozto funkce proménné z. Vime, ze je = = tgt. Z toho, co jiz vime o inverznich
funkeich (viz napt. [11], Kapitola 1.6), plyne, ze t = arctg z. Proto je

d
/riz;arctgr+6'. (1.14)
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1.160. Vypoététe integral

f & EERLTE (1.15)

2 -1
Redeni: Vime, ze z2 — 1 = (z — 1)(z + 1). Rozkladem na parcialni zlomky (viz napf. [11],
kapitola 1.7) dostaneme
1 A B
-1 z-1 z+71
kde zbyva uréit zatim neurdené koeficienty A a B. Obé strany rovnosti vynasobime vy-
razem (z — 1)(z + 1), tim dostaneme

1=A(z+1)+ B(z - 1),
O0r+1=(A+ B)z+(A-B).

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin z na obou stranach posledni rovnosti dosta-
neme soustavu rovnic

A+ B =0,
A-B=1,
jejimZ feSenim jsou hodnoty A = § a B = —1. Je tedy

1 i il SR Y AR 1
2-1 z-1 z+1 2\z-1 z+1/}°
Nyni jiz snadno vypocteme integral (1.15). Je
dz 1 1 1 1 dz dz
= == - dz = - - ’
-1 2\z-1 =z+1 2 z-1 z+1

Protoze je (x — 1) = (z + 1)’ = 1 lze k vypoétu obou integralii pouzit vzorec (1.13).
Potom dostaneme

dx dz
—Inlz-1|+C : L 5
f:r—l nlz—1|+C, resp ]I‘i‘l Injz+ 1]+ C

Pro integrél (1.15) plati

dx 1
ﬁ = E{ln|z—l|—ln|x+l|) +C.
Vime, Ze pro véechna r,y € R* a a € R plati vzorce
Inz® =alnz, resp. Int—Iny=1In 2, (1.16)
Y

Proto je mozné dany integral vyjadfit ve tvaru

dz 1 |z-1
e S|
[l o
resp.
dx -1
I C.
fﬁ—l x”‘+ (1.18)
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1.161. Vypoététe integral
dz

16 + 22
feseni: Potfebujeme, aby platilo 22 = 16t2. (Pro&?) Proto pouZijeme substituci = = 4t.

dz x=4f [ 4dt f 4dt 4 dt 1
= = - = — = - arctg{.
/16+z2 dz = 4dt 16+1622 J16(1+¢2) 16J1+2 4
I
7 uvedené substituce je patrné, Ze t = 1 Proto je
dz 1 T
= —arctg— +C.
f 6+a2 4 087
1.162. Vypoététe integral
dz
6+ 22’

Reseni: Pouzijeme substituci z = V6, plati tedy z* = 6t2. Potom je

dz | z=v6t | _ v'édz_fﬁsds V6 [ dt I
/5+z2_ de=v6dt| Je6+62 Je(1+e) 6 J1+82 ;

T y
7 uvedené substituce je patrné, 7e t = -—ﬁ . Proto je

dx 1

—— = —arctg — + C.
6+22 b o \/_
1.163. Vypoctéte integral
dz
a? + z?’
Reseni: Pouzijerne substituci = = at, plati tedy % = a?t%. Potom je
dx 2 =at f adt /' adt a dt 1
—_—= = C = — —arctgt.
a®+1* | dz=adt a? + a?t? a*(1+1t%) a®J1+4 £ a

: : . o x .
Z uvedené substituce je patrné, Ze t = =2 Proto je

dz 1 T
P M ) -+ C.
a?+x? a a.rctga+
1.164. Vypoététe integral
dz
59 TER\{-3, 3}.

Reseni: Pouzijeme substituci = = 3¢, tedy z* = 92, Potom je

dz | z =3t 3dt _/ 3dt 3 11 =1
22-9 | dz = 3dt 92-9 Jor—1) 9 :2-1 3205
1 £-1 T
=-In|d =-1 C.
ﬁ“;—f+1‘ 6“:+3|+

PFi vypoétu integralu byl pouZit vzorec (1.17) ze strany 30.
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1.165. Vypoététe integral

2 eR{—vE VB

2 -5

Reseni: Pouzijeme substituci = = V5, plati tedy 2* = 5t%. Potom je

dz | z=+v56t |_ \/Edz_f\/ﬁdt _VE [ dt
2—5 |dr=+5dt| J5t2-5" 5(:2—1)_ 5 J12-1

=—v—ln>t—‘——l- =—l-—l . =—l~]nI_\/5 +C.
Ve 2 |t+1] V20 |ZH+1| V20 |2+

1.166. Vypodététe integral

pro viechna z € R\{+a}.

Regeni: PouZijeme substituci z = at, je tedy 22 = a’t*. Potom plati

dz | z=at _[ adt _[ adt o [ dt
2-a |de=adt| Ja2-a® Ja¥(2-1) a2Jt2-1
t—1 1 £-1 1 r—a
et | ol b [Pty KN =—1 +C.
a 2nt+1| 2a [£+1 % "|z+a

1.167. Vypoététe integral

dr
1+4z%

Reseni: Pouzijeme substituci 2z = t, plati tedy 4z% = t*. Potom je

2r =1

146227 2J1+482 2
= 1dt N N

1.168. Vypoctéte integral

dz |
-1 IER\‘{_E‘E}'

Regeni: Pouzijeme substituci 2z = t, je tedy 4z* = t*. Pak dostaneme

dz = 11 1fdt _11, |t-1
.. - e e LT S -
e i 1:2—12 2[:24 22 1:+1
dl‘=§dt
1 |22-1
= -1 c
4"2x+1|+

32

; 1 1 dt 1 1
o =|2dz = di =f—-l~——dt:* —=—arctgt:§arctg2x+(?.

1.169. Vypoététe integral

] dz
1+ 1022
FResent: Pouzijeme substituci v10z = ¢, je tedy 10z* = t%. Potom je
_ \/\/__dz:tdt —/ i - dt = : AL arctgt =
f}-{leZ i “J1+e2 10 VioJ 1+t V10 &
1
= —— arctg V10z + C.
Vo
1.170. Vypoctéte integral
dz
9 + 25z2°
Resent: PouZijeme substituci 5z = 3t, plati tedy 25z% = 9t2. Potom dostaneme
. - Sjiigtdt —f ] S L [ _
9+2522 | :édt B 9+9t25 91+t25 15/1+82

= ] tgt : ct, +C
T T g

1.171. Vypoctéte integral

dz 3 3
e R\ —=, =¢.
Wy T \{ 2-2}

Reseni: Pouzijeme substituci 2z = 3¢, plati tedy 4z* = 9¢%. Potom je

2z =3t
d ¥ 8. 1 1 i, [E-1
f-izzdx::adc / sdt= gy
- s 9% -92" 6 :2—1 6 21
I 1, |2z-3
. . o G
12 23£+1| 12 2x+31+
1.172. Vypoététe integral
dx
3+ ba?’
Reseni: Pouzijeme substituci 5z = v/3t, je tedy 52 = 3t2. Potom dostaneme

\/5:.:‘_\/—1‘

/3:1;2 fdz - &__f;t f3+3t2 \/- / (1+12) \/7dt

1 dt 1 1 5
= —= [—F5 = —F=arcigt = —=arctg -z | +C.
vis J 1+t /15 V15 3
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1.173. Vypoététe integral

dx
(z+1)241
Resent: Pouzijeme substituci = + 1 = ¢, plati tedy (z + 1) = t%. Potom je
dz z+l=t 1
_ = = dt = arctgt = arctg(zr + 1) + C.
f{z+1)2+1 dzr = dt f:2+1 actl =arolgls -+ 1t

1.174. Vypoctéte integral

f(d%_l z € R\{-3, -1].

T +2)

Reseni: Pouzijeme substituci = + 2 = t, je tedy (z + 2)2 = t2. Potom dostaneme

dz  |z+2=t | _ OV Lt S (x+2)—1‘_
(r+2)2-1 | dzr=dt| t’—] Tkl [ES Nez+r2)+1
1 z+1
==l +C.
2“x+3‘

1.175. Vypoététe integral .
T
[ 6+ (z+1)°

Resent: Pouzijeme substituci = + 1 = v/61¢, plati tedy (z + 1) = 6t2. Potom je

dz |z +1= 6t _f\/édz_f B L
6r@+1)? | de=+v6dt| J6+62 6 J1+2 o °
z+1
= —= arct, + C.
V6"t R

1.176. Vypoctéte integral
dz
4+ (z+3)%

Reseni: Pouzijeme substituci = + 3 = 2{, je tedy (z + 3)% = 4t%. Potom plati

V™

r+3=2t
dz = 2dt

= % arctg(z + 3) + C.

Roznasobenim vyrazu 4 + (z + 3)? snadno ovéfime rovnost 4 + (z + 3)* = 2% + 6z + 13

pro véechna r € R. Z fedeni piikladu 1.176 proto plyne, Ze

dz 1 y
]———-—-—-—I T za.rctg(z+3)+6
34

]th _/ 2dt 1 [ dt _lmtt_.
“Jaivar Jaare) 2)1+e 2R T

1.177. Vypoctéte integral

[@lﬁ‘ z € R\{-5, —1}.

Reieni: Pouzijeme substituci = + 3 = 2t, plati tedy (z + 3)? = 4t%. Potom je

dz T+3=2t fzdr _lgfa 11 qe-1)
[(J;+3}2-4_ dz = 2dt w-4 2/e-1"2 2" tv1|”
1, |52 - (z+3)-2| 41
=-In|5 =-In|—F——
4|21 4 |(z+3)+2| T+5

Roznasobenim vyrazu (z+ 3)% — 4 ovéfime rovnost (z +3)? —4 = z% + 6z + 5 pro viechna
1 € R. Z feeni Piikladu 1.177 tak plyne, Ze

f dz _Il
24+ 6z+5 4 -

Poznamka 1.5.3. Obecné, kazdy kvadraticky polynom s redlnymi koeficienty lze dopl-
nénim na ¢tverec (viz napf. [11], Kapitola 1.7) upravit do tvaru (z + a)? £ b. Pfedchozi
priklady ukazaly, jakou substituci v takovém piipadé zvolit a integral vypoéitat.

z+1
T+5

‘+C,

1.178. Vypoctéte integral

dr
_ R\{-1}.
fx2+2x+l cey{-1)
Reseni: Je 22 + 2z + 1 = (z + 1)2. Pouzijeme substituci = + 1 = ¢, potom je
-/ dz __f de  Jz+1=t | _[dt :_gdt_t“_ 1
2242z +1 (z+1)? de=dt| J 2 -1t
1
= +C.
Tzl
L.179. Vypoctéte integral
dz
2 +2z+2

Reseni: Doplnénim na étverec zjistime, ze je 22 + 2z + 2 = (z 4+ 1)2 + 1. Je tedy

/ dx / dx
22+2z+2 ) (z+1)24+1

Mizeme proto pouzit vysledek pfikladu 1.173. Je

dz
fm = arctg(:.c+ I) + C.
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1.180. Vypoététe integral

f dzx
22+ 2 + 10

Regeni: Doplnénim na étverec zjistime, Ze je 22 + 2z + 10 = (z + 1)2 + 6. Je tedy

] dz _f de
22+22+10 ) (z+1)2+6

Pouzijeme vysledek pfikladu 1.175. Je

/ dz L@ 41

—— T ) t
?+22+10 6 8T

1.181. Vypoctéte integral

j—-d“’—_5, z € R\{-1, 5.

2 —4x

Reseni: Doplnénim na &tverec zjistime, Ze je 22 — dz — 5 = (z — 2)? — 9. Je tedy

f dz B dz
z2—4z—5_[(x—2)2-9'

Nyni pouZijeme substituci z — 2 = 3¢, je tedy (z — 2)? = 9¢%. Tim dostaneme

/ dz z—-2=3t /Bdt _lfde 11 -1
z-27-9 | dz=3dt or -9 3J#—-1 3 2" |t+1]|

1, 521 1, |(z-2)-3| 1, |z-5

= n ==In|———| = = C.

6 %“H‘ 6 |@-2)+3| "6 |z+1|t
1.182. Vypoctéte integral

/ dx
24474+ 5

Regeni: Doplnénim na &tverec zjistime, Ze je 2% + 4z + 5 = (z + 2)% + 1. Je tedy

f dx ] dz
24+4z+5 ) (z+2)2+1

Pouzijeme substituci z + 2 = ¢, plati tedy (z + 2)? = t%. Potom je

f(zféﬁ=

1.183. Vypoététe integral

dt
t2+1

dz
2+ 82420

Reseni: Doplnénim na étverec zjistime, Ze je z° + 8z + 20 = (z + 4)? + 4. Je tedy

j dz _/ dr
2+ 8z+20 ) (z+4)2+4
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z+2=1t

ool = arctgt = arctg(z + 2) + C.

Pouzijeme substituci = + 4 = 2¢, je tedy (z + 4)? = 4t. Pak plati

dz  |z+a=2 “f2dt _/ 2dt _l] dt
(z+4)2+4 | dz=2dt| J4a2+a Ja(2+1) 2/ 2+1
1 1 4
=§arctgt:§arctg%+c.
1.184. Vypoctéte integral
dz
-, € R\{-7, -3}.
_/r2+105:+21 SERY )

Reseni: Doplnénim na &tverec zjistime, ze je 27 + 10z + 21 = (z 4 5)® — 4. Je tedy
p

f dz _/ dz
22+10z+21  f (z+5)2—4

Nyni pouzijeme substituci z + 5 = 2t, je tedy (z + 5)? = 4t%. Tim dostaneme

f dz T+5=2t 2dt 1 f dt 1.1, |t—1
(z+52—-4 | dz=2dt w-1 2)E-1 2 2071
_l]nil_ln(z__”l;?_ll =
47|53 +1] 4 |(z+5)+2] 4
1.185. Vypoctéte integral
/ dz
22 -6z +15

Regeni: Doplnénim na &tverec zjistime, ze je 22 — 6z + 15 = (z — 3)2 + 6. Je tedy

/ dz _/ dz
22—6z+15 ) (z-3)2+6

Pouzijeme substituci « — 3 = v/6¢; z ni plyne rovnost (z — 3)? = 62. Potom je

f dr |z-3=6t Vedt [ VEdt 1 dt
(z-3)24+6 | dzr=+6dt 6t’+ﬁ‘/6(z2+1):ﬁ t2+1
N P e
—ﬁﬂ.rcg —ng.rctg7+ :

1.186. Vypoététe integral

/' dr
2410z + 35
Reseni: Doplnénim na étverec zjistime, Ze je x + 10z + 35 = (z + 5)? + 10. Je tedy

[ dz B dz
22+ 10z+35 J (z+5)2+10

Pouzijeme substituci z + 5 = v/10¢, je tedy (z + 5)? = 10t%. Potom plati

f*‘—'ilf—-—= z+5 =10t Viodt [ Vi0dt 1 [ dt
(z+5)2+10 d:c=\/_dt 10:2+10_ 1002 +1)  JioJ 2+1

1
arctgt = arct +C.
G e
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1.187. Vypoctéte integral
[ dz
r2+7r+15

. ; PR, 2
Reseni: Doplnénim na &tverec zjistime, Ze je 22 + 7Tz + 15 = (z + 1) + 4. Je tedy

f dx B E
2 - 72, u’
*+ Tz+15 (I+§] + 4

Pouzijeme substituci z + 1 = ﬂt plati tedy (z + %)2 = 1t2. Potom je

dx z+] =1 a2 dt 2 B
T .C Tﬁ:— 2———'——3.['Ctgt—
(3—‘+7)+‘T |:l.7:— dt -t+7 viiJ 2+1° 11

i [—( 3)| - dee (AT +©
Vit v v\ )
Nerfesené tlohy
V nasledujicich ulohach vypoététe zadané neurcité integraly.

1.188. / = 1.193. /% 1.198./(I+§;_6
1.190. Szf—il 1.195. /ﬁ;—d_xm 1.200./%
e % e /(w_—is)iz-ﬁ b [zz—g; 13
Vysledky

1.188 (1/v7)arctg(z/V7) + C, = € R 1.189 (1/20)In|(z — 10)/(z + 10)| + C, = e--'
(—oc, —10), = € (-10, 10), z € (10, o) 1.190 (1N§) arctg(v8z) + C, z € R 1.191

(1/6)In|(3z — 1)/(3z + 1), z € (—o0 —1;'3 € (-1/3,1/3), = € (1/3, c0) 1.192
(1/+/80) In|(2z — /5)/ (2x+\/_|+C z € (
(v5/2, 0c) 1.193 (1/v/63) arctg((v7x)/3)+C, J:G]Rl 194 (6/1/55) arctg(z+/5/11)+C

2 € R 1.195 (5/(4v30)) In(v/6x — VI3)/(VBr + V) + C, 7 € R\{7/3, 7/3} 1.196
(1/v/5) arctg((z — 2)/V5) + C, z € R 1.197 (5/2)arctg((z — 5)/2) + C, = € R 1.198 §

(V6/2)In|(z+3 - V6)/(x+3+V6)| +C, z € (—00, —v6-3), z € (-6 -3, V6-3),

z € (VB -3, 00) 1.199 (1/+/5) arctg((z +2)/V5) + C, = € R 1.200 (1/v/20) In|(z +2 - .i_
V) /(z+2+V5)|+C, z € (—00, V5—2),z € (V5—-2, V5+2), 2 € (vV5+2, 00) 1.201
(1/2v3)In|(z -1 - V3)/(x =1+ V3)| +C, z € (00, 1 = V3), z € (1 — V3,1 + V3),

(14 /3, 00) 1.202 (1/2) arctg((z —3)/2) +C,z € R
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—v/5/2), z € ( \/‘ﬂ\/'ﬂ z €}

1.5.3 Integrace racionalnich lomenych funkci

piipomeiime, Ze definici raciondlni lomené funkce spolu s popisem rozkladu této funkce
na soudet parcialnich zlomki étenaf nalezne napf. v [11], str. 31-32.

Regené alohy
1.203. Vypoctéte integral
/ 2z + 10 2
2—6z+15
Reseni: Nejprve vyzkouSime, zda je vyraz v Citateli derivaci vyrazu v jmenovateli. Je
(z* — 6z + 15)" = 2z — 6. Upravime proto vyraz v ¢itateli do tvaru 2z + 10 = 22 — 6 + 16.

Nyni integrand rozdélime na soucet dvou zlomki tak, aby jeden ze zlomki obsahoval
v citateli derivaci vyrazu v jmenovateli. Je

] 20410 /' 20-6 16 3
—_——dzr = 3
22 —6z+ 15 Z2—6z+15 z2—6z+15)

Podle Véty 1.1.4 je

2z + 10 2r—=6 dz
—dz = —-d +16 | ————. 1.19
_/2:2—61+15 ‘ f 6z 15 " ]xz—ﬁx+15 (1.19)

Oba integraly z pravé strany rovnosti (1.19) vypoéteme samostatné. Je

2z-6 B
[mdzzlnlx —6&:+15|+C,

nebof vime, Ze v daném integrandu je vyraz v Citateli derivaci virazu ve jmenovateli.
Druhy integrél jsme jiz vyfesili v pfikladu 1.185. Vime tedy, e je

f i = larct I_3+C
T-6z+15 St T
Spojenim obou ¢asteénych vysledkii dostaneme

2z + 10
[——I——-dx—lnlx — 6z + 15|+ —

2?2 — 6z + 15
4r + 3
. i 5 I
]z2+4z+20 =

Resent: Integrand rozdélime na dva zlomky, z nichz jeden bude v Ccitateli obsahovat
derivaci virazu v jmenovateli. Je (z2 + 4z + 20)' = 21 + 4. Dile je

16
arctg
‘/— \/"
1.204. Vypoctéte integral

3
4x+3=2(2x+§)=2(2$+4—g) =2(2z +4) - 5.
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Zadany integral proto budeme vy3etfovat ve tvaru

4z + 3 2r+4 dz
P T VR O B ORS (R 1.20
fz!+43:+20d"c /z?+4x+20 * fx2+4z+20 (1:20)

Prvni z integralii na pravé strané (1.20) je typu [ f'/f, proto je

4
I X

Pro druhy integral dostaneme

de _f dr
2244420 J(z+2)2+16

1 1
= Z arctgt = Z arctg

Dosazenim do (1.20) dostaneme

T+2=4t _f 4dt __1] .
de=4dt| J16t2+16 42 +1

z+2

+C.

"

5 + 2
f4x—ﬂ—dz; 2In(2? + 4z + 20) — Zarctgx
T

2447 +20
Sr — 2
—_— .
/x2+7x+15 e

+C.

1.205. Vypoctéte integral

Reseni: Integrand rozdélime na dva zlomky, z nichZ jeden bude v Eitateli obsahovat -

derivaci virazu v jmenovateli. Je (2% + 7z + 15)' = 2z + 7. Déle je

5 2 5 4 5 35 39 5 39
—2=2.2(5z-2)=2(22-2) =2 o) [P TS )
5z —2 3 5(5: 2) 2(‘21 5) 2(2x+5 5) 2{x+) 3

Zadany integral proto budeme vySetfovat ve tvaru

f 5z —2 d _§/’ 2r + 14 d 3 dr (121):

_—dr = T A
2+ T+ 15 222+ T7x+15 2/)x24+Tx+15

Vzhledem k (1.13) je

f#—ﬁ—dlen(x2+h+15)+(}.

24+7zx+15 ]

Pfi vipoétu druhého integralu na pravé strané (1.21) opét pouzijeme doplnéni na étverec. ;
Je

dr dr |z+I1=¢ | a2 rodr

_/xz-+-7x+15 _](z+§)’+% 7| de =t _fm_ﬁ 2+1

2 g 2 t[2 (+7)} 2 L2;c+7
= ——= AIC = —— arc s | = = ——— arc
V11 5 V11 § V11 2 V1l % V11

Spojenim obou &asteénych vysledkii dostaneme

-2 5 39 2247
le-—dz = =In(z? + 72 + 15) — — arctg-jL-+C_
2+ 7x+15 2 Ji1 1
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1.206. Vypoctéte integral
[ 6z + 10 d
2 tdz 45 0
Reseni: Integrand rozdélime na dva zlomky, z nichZ jeden bude v ¢itateli obsahovat
derivaci virazu v jmenovateli. Je (2 + 4z — 45)' = 2z + 4. Dale je

1 10 12
6x +10—-3-§{61+10)=3(2x+?) =3(2x+?—§) =3(2z+4) -2

Zadany integral proto budeme vy3etfovat ve tvaru

6z + 10 2r +4 dz
Lt el YR sl
Zrdz -4 /.7:2+43:—45dx 2fz2+4x—45' ()

Pro prvni integral z pravé strany (1.22) pouzijeme vzorec (1.13), pro druhy integral z pravé
strany (1.22) dostaneme

/ dx :/ dz |z+2=1t f Tdt 1 [ dt
z? + 4z — 45 (z+2)2—49 de =7dt| J492-49 7 )2 -1
11 r—l 1 |52 - 1 |z+2-7
=—-—N|—|=—1In = —mn|—| =
72 t+1] 1 [EE41] 14 [z +2+7
1 T—5
=—In|—— i
14nx+9‘+c
Dosazenim do (1.22) dostaneme
6z + 10 1 -5
——————dz = 3In|z? —45| - = .
]3:2+4x-45 T n|z* + 4z — 45| 7lnx+g’+(*.

Poznamka 1.5.4. Vyge uvedené priklady tvoii zaklad pro vypocet neuréitého integralu
libovolné lomené racionalni funkce. Délenim polynomu polynomem a rozkladem na par-
cidlni zlomky lze tyto funkce pfevést na neuréité integraly typu

dx dzr ar+b ar+b
. Tesp. —_— Y — — il
/az+b' P [(am+b}ﬂ'reﬁp _/x?+m:+ddx‘ resp- f(x2 +cz+d}"d£‘

které jiz umite Fesit.

1.207. Vypoététe integral

1
fﬁdﬂ

Reseni: Nejprve rozlozime polynom z®— 1 na soucin polynomi prvniho a druhého stupné.
Stlal.dno ovéfime, Ze jednim z kofenti polynomu je = = 1. Dan§ polynom proto mizeme
d'e'lt’v.‘i’razem (@—1). Je (#*~1)+(z—1) = 2 +z+1, tedy (>~ 1) = (z—1)-(2?+2+1).
Nyni miizeme integrand rozlozit na parcialni zlomky s (zatim) neuréenymi koeficienty. Je

1 A Bx+C

B-1 z-1 Z2+z+1 (1.23)
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Obé strany rovnosti vynasobime vyrazem z° — 1. Tim dostaneme
1=A(z*+z+1)+ (Bz+C)(z - 1).
Vyrazy na obou stranach upravime do tvaru polynomu druhého stupné. Je
0z +0x+1=(A+B)x*+(A-B+C)z+(A-C). -

Porovnanim koeficientil u stejnych mocnin = dostaneme soustavu rovnic s neznamymi A,
BaC

A+ B = 0
A- B+ C=0
A - C =1,

jejimz feSenim jsou hodnoty A = 1/3, B = —1/3, C = —2/3. Dosazenim vypoétenych

hodnot do (1.23) dostaneme
1 _ 3
-1 z-

-3z-2 1/ 1 T+2
+ = - — .
1 z224z+1 3\z-1 z?+z+1

Pro zadany integral tak plati

1 d 1 dr 1 T+2 d
3 -1 3Jz-1 3)zt+z+1

Nyni vypoéteme oba integraly z pravé strany pfedchozi rovnosti. Snadno nahlédneme, ze

vzhledem k vztahu (1.13) je

/ i =In|z-1]+C.
z—1

Druhy integral rozlozime na soucet dvou zlomkii tak, aby jeden z nich obsahoval v ¢itateli

derivaci vyrazu v jmenovateli. Je
(Z*+z+1) =2z+1,

proto upravime vyraz r + 2 do tvaru, ktery obsahuje élen 2z + 1. Je

[0

2 1 1 1
S = -(2 =—(2z+1 — =
l(x+2) 2( z +4) 2{ z+1+3) 2(2:c+]) ¢

1
2

T+2 d 1/’ 2z + 1 d+3/ dr
— e e e R P [ e—
2+zr+1 2/r2+zx+1 2 )22+ +1

Prvni z integralii na pravé strané snadno vypoéitame podle vzorce (1.13). Je

T+2=

resp.

2z + 1
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Pro druhy integral plati

[ dz f dz |z+3= _fzgidr_z dt
2+z+l S (z41) 43 | de=Radt| JIE+] BIE+1

2 2 2 1 2 2
= —=arctgt = —= arctg {— (x+—)} = —arctg cual +C.

V3 V3 3 2 V3 V3
Nyni jiz miizeme vyjadfit hodnotu pivodné zadaného neuréitého integralu. Je
dr 1 1 1 2r+1
=—Injz -1 - =In|z? - — —+C
_/1:3—1 3n|x 1 6]n|z +z+1| v@arctg 7 +C.
Pomoci vzorcii (1.16) lze vysledek zjednodusit do tvaru
dz 1 2r+1

" -2z +1 1 . +C
== — —arctg——— +C.
»-1 6 |z2+z+1 V3 . V3
Neregené tlohy

V nasledujicich tlohach vypoctéte zadané neurcité integraly.

6z +8)d d 2
1.208. /M 1.212. /3—I2 1.217. /_“'E._____dr
-z 4+ 52244

24+ 4z -5
I
Lo, [0z 1 f e i
22+ 627 18 | e
1214/(7..":—15}dx Tt -2z +1
1.210 / (2z +5)dzx 3 — 222 + 5z o
a2+ 3z + 11 1_215_/ (z?+1)dz  1.219. ‘{mdr
2 —-3z2+3zx-1

1:2i1. ]M

2 5—2 1 3 2 5
2%+ 4z + 24 1,215_]1__T‘Ld,: 1.220. fLL”)d_x

11—zt (x+1)(x—1)?
Vysledky

1.208 3In|z? + 4z — 5| — (2/3)In|(z — 1)/(z + 5)| + C, = € (00, =5), T € (=5, 1),
T € (1, 00) 1.209 41In [z%+62—7| - (31/8) In |(z—1)/(z+7)|+C, T € (~o0, -3-V2),z ¢
(=3-V2, -3+ ), z € (=342, ), 1.210 In |2%+3z+11|+(4/35) arctg((2z+3) /v/3),
€ R 1.211 (3/2) In |22 + 4z + 24| + (1/2V/5) arctg((z +2) /(2V5)), = € R 1.212 (1/z) +
In1-1/z]4C, z € (=00, 0), z € (0, 1), z € (1, 00) 1.213 (1/3) In(jz—1|/Va® F = + 1)+
(1/V3) arctg((2z + 1)/V3)+C, z € (—00, 1), z € (1, 00) 1.214 3In(vz% — 2z + 5/|z|)+
2arctg((z —1)/2)+C, z € (~o00, 0), z € (0, 00) 1.215 In|z — 1| - (2 - 1)/(z — 1)+ C,
T € (=00,1), z € (1, 00) 1.216 (1/4)In|(1 + z)/(1 — t)] - 22 + (1/2)arctgz + C,
i‘ € (=00, ~1),z € (-1, 1), z € (1, 00) 1.217 (2/3) arctg(z/2) - (1/3) arctg z+C, z € R

218 (22° - 32) /(22 - 2) — (3/4)In|(z — 1)/(z + 1)] + C, = € (—o0, 0), z € (0, 1),
EE _§1= o) 1.219 (1/2) In(z? + 5) + ((25 — 3z)/(z? + 5)) — (3/10v/5) arctg(z/V/5) + C,
. Z ﬁl-?ﬂ (=1/2)Infe+1|+(7/2)In|z — 1| - (4/(z—1)) +C, z € (—00, 0), z € (0, 1),
x 45100
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1.5.4 Integrily s odmocninou lineiarniho (lomeného) vyrazu jejimz feSenim jsou hodnoty A =1/4, B =1/4, C = 0a D = —1/2. Pro integrand jsme

ak dostali
w I 1 1 1 1 1 1

A= +)(1+) 4 1—-t 4 1+t 2 1+
a pro zadany integral plati

i ettt [ B L
J -+ " \aS1-t 4) 1+t 2 1+¢2)
dt dt dt

= — } —_— —_—
1-t 1+t 1+ t2

V prikladech uvedeného typu pfedpokladime, Ze integrand je vytvofen pomoci operaci 3

s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni z vyrazii x a Vaz +b, kde a # 0 a n; € N, resp. §

o b . O .

z vyrazi T a :J:_Id' pfi¢emz plati n € N a ad — bec # 0. V prvnim pfipadé vétéinou
T

volime substituci ¢t = vax + b, kde s je nejmensi spolecny nasobek éisel n;. V druhém

pfipadé pouzivame substituci
wia fax + b
" Vex+d

¢imz pfevedeme dany integral na integral raciondlni funkce vzhledem k proménné t. |
V nékterych pfipadech se tak daji Fesit i integrily s odmocninou z kvadratického vyrazu |
a to za podminky, Ze kvadraticky vyraz ma redlné kofeny.

= —In|l —¢t|+In|1 +t| + 2arctgt = In

1+
.]_—_t + 2arctgt,

3 oy fz—1 i
Zadany integrél dostaneme dosazenim vyrazu T namisto t. Je
I

1 [z-1 1+/5 I
I — 1 —

f - dz = In |—tomme + 2arctg i i
zVz+1 y (O [ ¥ z+1

x+1

Resené nilohy

1 -1
* 1.221. Vypodtéte integral [;‘,‘i+ 1 dx pro véechna z € (—o0, —1) U (1, 0o).

1 if v
Reseni: K vypoétu pouzijeme substituci ¢ = 1;‘1 Je =In ve+ltvz—-1 + 2arctg e
z+1 V+1-vz-1 z+1

-1 -1 r—1
t=y/ e 2=l a4z 1P+ 1=z s> o(l —t2) =1+ 1] =1'1|I+V¢2—1|+2ﬂfct5\}—+f3-
T+1 r+1 3 z4+1
1+¢2 2t(1 — %) + 2¢(1 + £2) 4t dr
= — = dzr = dt = dt 1.222. Vypoctéte i A —_— 8
T T G-y -y ypoctéte integral _/\/54- 7 dz pro véechna z € (0, 00).

Redeni: Integrand obsahuje druhou a tfeti odmocninu proménné z. Nejmensim spoleénym
nasobkem téchto isel je ¢islo Sest. Pouzijeme proto substituci t = ¢/Z. Potom je z = ¢
a dr = 6t° dt. Dosazenim do zadaného integralu dostaneme

dz 6t5 dt t° t3 1
— = =6 ~dt =6 | —dt =6 [ #* - - ——dt =
VI + Y /t3+t? /t“(t+l) f:+1d / e

EB 2

t
:G(S—E +t—ln|t+1|)=2\/..::—3\’/5-\‘ vz —In(¢z +1)+C.

Dosazenim do zadaného integralu dostaneme

1 {z—-1 1-1¢2 At t?
fEVz+1dI"'f1+t2't'(1—tz)zdt_'4/(1—t2)(1+12}dt'

Ziskali jsme integral raciondlni funkce. Nyni integrand rozloZime na parcialni zlomky. Je}
t* A B Ct+D
A-00+00+8) 1t 1+t 1+88
t? = A(1 + t)(1 +t3) + B(1 = t)(1 4+ t?) + (Ct + D)(1 - t?)
t*=t}(A-B-C)+t*(A+B-D)+t(A- B+C)+
+(A+ B+ D).

¥ 1.223 Vypoététe inte; rél/ = d
- Vypoc , ————————dz pro viechna z € (-2, 2).
g TR ( )
Reseni: Kvadraticky vyraz pod odmocninou ma realné kofeny. Proto je mozné ho upravit

do tvaru, ve kterém bude pod odmocninou linearné lomeny vyraz. Pro z € (-2, 2) je
Posledni rovnost vede k soustavé rovnic s neznamymi A, B, C, D:

T r T
~ @-2)vVi-2  (2- — 2+ -
A—B-C=0 Wa-22  (2-z2)\/2-2)2+z) {z—z)\/@—xp-z“’
A+B-D=1 & e
A-B+C=0 :(2* o 24z
A+ B+ D=0, )
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Je ziejmé, zZe pfi vypoctu integrilu pouzijeme substituci

Vyjadiime, ¢emu se rovna veli¢ina . Je

= 2Q2-z)=2+z=28 -t =242

2+J:=>t2_2+:c
2—zx T2-¢
t2—1

=:~2t2—2=12x+x=:~2(t2-—1)=3:(t2+1)=:~x=2-m

Pro dz plati

Lo (1) -2 1)) 8t
dx—?-( @I dt—(t2+])zdt.

Dosazenim do piivodniho integralu dostaneme

2-1 8t

f@ E I)x\“ — dz = f(2 - x):\/“—" i f [2. t(:tlﬁ ?’l’j}‘: f Qo=

2—-x t2+1

- v
=4 e =1 2dt=/t E e

GET HGE

1241)3.¢.
L ( t2+1

24+1-2 t2+1 2 dt
= dt = - dt = [dt—2 =
[ #2+1 /r.2+1 2+1 f £2+1

24z 24z
=t-2 tgl = —_——2 t —+C.
arctg ‘IIIQ-—;: arcg‘,‘g_x

V nasledujicich alohach vypoététe zadané integraly.

Nefesené tlohy

vit+1
* 1.224, f—wx—f—-dx * 1.226. fl 2 do
T X
8
* 1.225. &d; 2 I
Vi+1+Vz+1 " Ye41™"
1.227.
T2-z
Vysledky

1.224 — YT 4 1| L
1.227 In(3/(2 — 7)) — 2arctg /(2 - z)/(z + 1)+ C, T € (-1, 2)
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+C, T €(~1/2,0)U(0, 00) 1.225 (3/2)3/(1 + 2)? + C4}

z € (-1, 00) 1.226 -2/(z - 2)/z +1n|2 -z —Jz(z - 2)’ +C, z € (—o0, 0) U (2, oo}

Kapitola 2
Urcity integral

V Definici 1.1.1 na strané 1 jsme zavedli pojem primitivni funkce na otevfeném inter-
valu /. Nyni tentg pojem vyuzijeme k zavedeni tzv. Newtonova uréitého integralu.

Definice 2.0.5. Necht F je prlmltwm funkce k funkei f na intervalu (a,b) C I, kde
a,b € R. Potom symbol (N / f(z) dz nazgvame (Newtontiv) urcity integrdl a definujeme

jej vztahem

0 [ 1)z = FO) - Fla). (21)

Symbol (N} v Definici 2.0.5 zna¢i adjektivum Newtontiv. Kromé Newtonova inte-
gralu je mozné definovat jesté dalsi typy integrali, jako jsou napf. Riemanniiv integral,
Lebesgueiiv integral, atd. Smyslem zavedeni dalsich typii integralii je skuteénost, e v pfi-
padé nékterych spojitych elementarnich funkci neni mozné vyjadfit v uvazovaném inter-
valu (a.b) pFislusnou primitivni funkci ve formé konetného souétu elementérnich funkei.
Takové funkee jsou napiiklad f(z) = e**, f(z) = e %, f(z) = £%, f(z) = 1/ Iz,
f(z) = sin(2?), a dal&i. Protoze nadéle budeme uvazovat pouze Newtoniiv uréity integrél,
ucinime na tomto misté dohodu, e oznadeni (A) spolu s piidavnym jménem Newtoniiv
v dalsim textu vynechdme. Na zavér odstavce poznamenejme, Ze pokud pro danou funkei
existuje na intervalu (a,b) Newtoniiv uréity integral spoleéné s jinym typem uréitého
integrdlu, potom se jejich hodnoty rovnaji.

Misto virazu F(b) — F(a) €asto piseme symbol [F{.‘r)]ir Je tedy napfiklad

[z*+32+C); = (4*+3-4+C) - (2* +3-2+C)
=4 4+3.44+C-22-3.2-C
=43+3.4-22-3.2
=64+12-8—6
= 62

E*f‘dem priklad ukazuje, Ze pfi vypoctu ur¢itého integralu neni nutné uvazovat integraéni
onstantu C, nebof tato se v rozdilu F(b) — F(a) vidy odete.
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2.4.

[[svaz=s [ P =5 Z] =2 [VE][ =2 (v - VF) =2 - ) =

Pii vipoétu uréitych integralii lze pouZit néasledujici vzorce (za pfedpokladu, Ze uve
dené uréité integraly v danych mezich skutecné existuji).

/ﬂbcf(z}dx=c/:f(1)dr (2.
l “fldem @
[1@te=-[ 1z (2..

fbf{x}dr 5 [Cf(x) dz + fbf(f) dz,  pro viechna c € (a, b) (2.

/ 'f@) + e de = [ s+ [ o 24

Regené tilohy

= 422

s [sgpemi e~ (] =S - 50 =S

2.6. / cosrdx = [sin I]; = sin(7) —sin(0) =0-0=10
0

2.7. fsinxdw=[-cosr]§=(—cos(r))—(-cos(o))=(—(—1))—(—1)—2

: g#1t @ g1 g 1 3
8 | Pdr=]|—] === _
s ./-1 ¥ [1:]2]_1 In2 In2 In2 2In2 22

0
1
2.9. ] S ——dz = [arctgr]'i] = arctg(0) — arctg(—1) = 0 — (__) o
2.1. Vypottéte hodnotu uréitého integralu

1
f z?dz.
o

/4 1 /4
f ?+4+2cosxdr = |- 2* + 4z + 2sinz =
o 4 0

3 1 /Ry m R 1
Redeni: Nejprve vypoéteme primitivni funkei k integrandu. Je F(z) = % Dosazenim dg = (Z . (Z) +i4- 5 + 2sin Z) - (E 0t +4.04 Qgin{]) =
2.1) dostaneme
S ) 7T4+- +2\/§ (0+0+0 r V2
flgl #0 (1® ®\ 1 0 1 g 2 Y= brtyd
= |— = —_ )= — —_— e = E= =
5 3.7 \3@ 3/ % 8 4

2.11. Vypoététe hodnotu uréitého integralu
2.2. Vypoététe hodnotu urcitého integralu

5
f:c2+2r—3dz.
2

Resend: Primitivni funkef k integrandu je funkce F(z) = %a + x% — 3z. Dosazenim di
vzorce (2.1) dostaneme

5 _‘,’.3 5 53 23
fx2+2r—3d:c= '—+:c2—3r] ——(—452—-3-5)—(—4-22—3-2)
2 3 2 3 3

125 8
=(—+4+25-1 = =E = 51.
(3 + 25 5) (3+4 6) 51
2.3.

2 2 3 -212 5 2
7 5z~ dx—[r—ﬁ —] :{71-{——} =
v/l( ) [ 2}, 222,
(7 2-i ) (7 1+ a )=ﬂ
2.12 8
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1
/ lo] de.
~2
Redeni: Vyjdeme z definice absolutni hodnoty realného éisla |z, podle niz je
-T, £-<(,
|z =
T a2,
Pro 1 € (~2,0) je podle uvedené definice |z| = —=z, pro z € (0,1) je |z| = z. Proto
upravime integrél podle vzorce (2.5) do tvaru

1 0 1 0 1
/ Ix[d.rzf 1x|dx+/ |:c|dx=f(—:c)d:c+f.rd1
-2 2 0 g 0
Potom je
1 0 1 270 271
/ |1‘| dI = / {-.’t‘) dl“l’/ rdr = — [E—j’ + I_ i
-2 -2 0 2 _2 2

0

(§-E2)+ (3-9) oo+ (1)-
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NefeSené tlohy ftesené ulohy

V nasledujicich pfikladech vypoététe hodnotu zadanych uréitych integrald. 2.21. Vypoététe hodnotu uréitého integralu

1
2z
m(ii‘,‘,
0

fieseni: UkdZeme dva moZné zpiisoby vypoc¢tu. Nejprve vypoéteme pfislusny neuréity

integral. Je
dt -1
=f_2:/t—2dt:_:_1=_;'
t -1 t 1+ 22

2rdr
] (1+a22)?
Potom je
1 1

[wtmee= =), - () - () - () - () -

J (1+23)2 7 " [ 1+2%), 1+12 1+02 2 1 2
Druhy zpiidob vypoétu spotiva ve vyuziti Véty 2.1.2 a vzorce (2.8). Pfi vypoctu urdi-
tého integralu opét zavedeme substituci g(z) =t = 1 + z°. Meze uréitého integralu po
substituci budou @ = g(a) = g(0) =1+ 0*=1a 3= g(b) = g(1) = 1+ 12 = 2. Snadno
ovéfime, ze pro viechna z € (0,1) jsou splnény predpoklady véty. Funkce f(t) = 1/t* je
spojita v intervalu (1,2). Funkee g(z) = 1 + 2* a ¢'(z) = 2z jsou spojité na (0,1) a pro
viechna z € (0,1) je 1 < g(z) = 1+ 2% < 2. Proto je

2 4 =1
1 3
2.12.f5x2+3xdz 2.15. fz2+4$+5dx 2.18.[ = — —dz
0 1 -2 I T

w4 3 x 10 9
2:13. f sinz — 2coszdzr 2.16. f 3+2z—z"dzx 2.19. ] Sdr
0 -1 1 I
w2 .z

1 4

2
2.14./3‘—2‘(11‘ 2.17.[—613; & ; i
A | VI 2.20.[_ 3 + 2sinz dz

w2

1+22=1
2zdr = dt

Il

Vysledky

2.12 58/3, 2.13 1 — V2 — V/2/2, 2.14 (2/In3) - (1/1n2), 2.15 66, 2.16 32/3, 2.17 4
2.18 —3/8, 2.19 In 100, 2.20 (e™/2 — e~ /%) /4. '

2.1 Pouziti metody per partes a substituce v uréitém
integralu

7 piedchozi kapitoly je zfejmé, Ze pfi vypoctu uréitého integralu mizeme postupova
tak, Ze nejprve nalezneme pfislusnou primitivni funkci a pak dosadime meze urcitéh

1 1 2
integralu. Pokud k vpoétu primitivni funkce pouzijeme metodu per partes, resp. subst# L | - [ 1 _ i]* 1 1
ik el e R e (]_;_.[.2)2(‘1" - (1+Iz)2 \_2\5‘”_,(1:":_ I,'?" dt = _] =|-=] =—z+1=-.
tuéni metodu, lze pii vypoétu pouzit nasledujici dvé véty. ) Ty . o) y \._m_/] —th tl, 2 2
Slglx))

Véta 2.1.1 (Metoda per partes pro uréity integral). Nechf funkee u(r) a v(z) maj

Oba postupy vedou k stejné itého i 1
spcité darisass pro wechnaz e (). Potorn plalé P py vedou k stejné hodnoté urcitého integralu

1
2z 1
——dr = -.
/ T+z22 0 2
0
2.22. Vypoététe hodnotu uréitého integralu

b b

- /u’(r) v(z)dzx (2. :

a a

Véta 2.1.2 (Substituéni metoda pro uréity integral). Nechl y = [(t) je spoji§ 4 20
funkce na intervalu (o, 3) a necht funkce g(z) md spojitou derivaci pro viechna z € (a, b} f‘/—dex
plati g(a) = a, g(b) = § a je a < g(z) < B pro viechna z € (a,b). Potom je 0 L+-ba
n 5 _ R*’-S'--’n;-' IZavedeme substituci 1+ 5z = ¢; pro dolni mez @ je &« = 1 +5-0% = 1 a pro horni
3 mez piiti,j:].*.5_42:81 Opét ad & w . i 5
it A ___[ ) dt. 2.8 - . Opét snadno ovéfime, ze jsou splnény viechny podminky

/f{‘?( N () 1@ ( Véty 2.1.2. S pouzitim vzorce (2.8) dostaneme
a o z

Poznamenejme, Ze ve Vété 2.1.2 je zminén interval (a,b), proto pfedpokladame,
je a < b. Véta viak za piisluinych pfedpokladii plati i pro a > b. Na obou stranad
vzorce (2.8) pak stadi vyménit integracni meze dolni za horni.

20 4 81 81 81
/“‘—‘—-‘/—Lclx:?/—__,—l-—-mrdr—2 dt—Q/f'”?dt—z s
4 ¥1+5z2 J 1+ 522 P N = ml“
1 1

~4[vi]| =4 (B~ Vi) =4.8=32.
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2.23. Vypoététe hodnotu urcitého integralu

16

/ 20z
V1+56z
0

Reseni: Zavedeme substituci /1 + 5z = t; pro dolni mez plati a = v1+5-0=1ap

VI+5-16=+81=09. Je
" Vi+toz =t

horni mez dostaneme [ =

20z 145z = t? f‘zn H2-1) /,
—dr= = tdi-— t? —1dt
[\/1+5:c ’ z=(t2-1)/5 _

. de = Ztdt !

8 3 ® g[/9® ) (13 5632
R e ) [ S () i
53 , B[\8 3 15

2.24. Vypoététe hodnotu ur¢itého integralu

e*
f dr
14 e®

[]

Reseni: Zavedeme substituci 1+ e = t; potom je e* dz = df, pro dolni mez o dostane

a=1+¢€" =2 a pro horni mez 3 plati § = 1 +e' = 1+ e. Opét snadno ovéfime, Ze j

splnény viechny podminky Véty 2.1.2. Potom je

1
c:
S
0

Pozndmbka: Pii Gipravé vysledné funkce jsme poutili vzorec pro praci s logaritmy

l4e

-/%dt ln|f|] '—ll1(l+e)—ll12—ln—;£-—e.
2

log, z — log, y = log, 2, syeR' aeR\(1}.
y

1
T

2.25. Vypoététe hodnotu uréitého integralu f %ﬁ dz.

0

Resdent: Zavedeme substituci e* = t; potom je e* dz = dt, pro dolni mez a je a = €° =

a pro horni mez g plati 3 = e! = e. Vzhledem k tomu, Ze funkce e” je rostouci na

snadno ovéfime, Ze jsou splnény vsechny podminky Véty 2.1.2. S pouzitim vzorce (2.8

dostaneme
1 e
o} 1
f : f = dz = -/ 138 dt = [arctgt]f-— arctge — arctg 1 = arctge — g
o 1
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e 21+ 1)

&
2.26. Vypottéte hodnotu uréitého integralu f i e dz.

Reseni: Zavedeme substituci In(1 + z) = t. Potom pro dolni mez a je @ = In(1 +0) = 0
a pro horni mez GplatiB=In(l+e—-1)=Ine=1.

1
dz _|In(l+z)=t a!
ln /ln n( :';) =jtzdt= N
l+ x 1+ T T =l 3,
o 1]
B 0® 1
B 3 373
w /6
g T dz
2.27. Vypoététe hodnotu uréitého integralu —r—
sin® 3z
n/12

Resend: Zvolime substituci 3z = t. Potom pro dolni mez plati o = 3- 112 = g a pro horni

mez Bjed=3- = g Dosazenim do (2.8) dostaneme:

6
L] 3r = w2
dz G =4 1 dt w2
Sin? 32 =|3dz = di = a Tﬁ = [— cotgt] =
w12 = dz = (lt,"3 w/4 o bl
1 T T 1 1
= —= [cotg — — == 0—-1)=2=
3(c0g2 cotg4) 3 (0—1) 3
nf2
2.28. Vypoététe hodnotu uréitého integralu fsinazcosaxdr.
0

Reseni: Zavedeme substituci sinz = t. Potom pro dolni mez a je @ = sin0 = 0 a pro
horni mez @ plati 3 = sin(w/ 2) = 1. Potom je

w1 /2 /2

. 3 3 o . ‘ .
sin” rcos” zdzx = fmnas:cos?:ccosxd:c = /sm3 z(1 —sin’z) coszdx =
0

]
54
4 6],

=]

1
=ft3(1 —t%)dt =/t3—t5dt =

0 1]
-(5-5)-(5-%)-5-3-1
4 6 4 6/) 4 6 12

Pozndmka: P¥i vinos - A
amka: PFi vypoctu byla pouzita znaAma rovnost mezi goniometrickymi funkcemi

X sinr =t
cosrdr = dt

sin?z + cos® = 1, reR.

Pouzita
By substituce se opira o &asto vyuzivanou moznost vyjadfit funkei sinz pomoci
unkce cos r a naopak.
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2.29. Vypoététe hodnotu urcitého integralu g ;

2.32. Vypottéte hodnotu uréitého integralu ] rcoszdz.
0

1
[ \/arctgx di

l+zx ) Reseni: K vypoctu pouzijeme metodu per partes a polozime u(z) = = a v'(z) = cosz.
0 : .

Potom je
Reseni: Zavedeme substituci arctg z = t. Potom pro dolni mez o je a = arctg0 =0 a

. # ! 2
horni mez plati 3 = arctgl = 7 /4. /2 =/

u =g, v=cosz : w2 )
/1coszdr-—' = |zsinz — | sinzdx =
0

/4 n/4 u'=1, v=sinz
J/arc = 0
f tgzdx— [\/ arctga - arctix B f\/_dt— /tmdt * T - w2 T r—2
Wx‘!_ -_—(—-sin—-—ﬁ‘sin(])—[—cosx] :-—+(cos—-—c0@0)=—,
2 2 0 2 2 .

1]
321" o9 = ;
“[mh—a[ L. 3[(”“ V@) =5 » I
2.33. Vypoététe hodnotu uréitého integralu [ z arctgzdz.
0

Reseni- 1 v tomto pfikladu pouzijeme metodu per partes. PoloZime u(r) = arctgz
av'(z) = z. Potom je

* 2.30. Vypoététe hodnotu uréitého integralu

1
[vl — z?dz.
0 1 1

u = arctgz, v —:.c L | 22
/J;arctg.‘cdx = I | [_ -arctg;"] i "[I2+ 1 dz.

Reseni: V tomto piikladu se vyplati prevést integrdl ve tvaru f(x) do tvaru f(g(t))g'( i e
z24+1' 0

Zavedeme substituci z = sint; potom je dz = costdt. Dolni mez a ziskime Fede
rovnice 0 = sina, je tedy a = 0 + km a horni mez 3 je feSenim rovnice 1 = sin f3,
tedy § = w/2 4 2km, kde k € Z. Zvolime k = 0, tim dostaneme t € (0, 7/2). Pro
funkce sint i cost jsou spojité a monotdnni na intervalu (0, 7/2) lze pouzit Vétu 2.1

=]

2 ! 2 2
] 1 0
Je [%-arct.ga:} = (—Q--arctgl - E-arctgﬂ) = %-E -0-0= % . Déle plati

e

Dosazenim do vzorce (2.8) dostaneme e, 1 ¥ 4 : ]
- T
w2 /2 l||f21+ - 5 ] 2+1 f 1 I=/d'€"/‘r2+l = [3:]“— [arcth]oz
/Vl—:czda:—fVl—smtoostdt-[cﬂs tdt = f%dt:lmjt:;} I . v o 1 7r .
° i =(1- )-—(arctgl—a.rctg0)=l-—(z— ):1—1.

[(r +sinw) — (0+ sin(})] ==

| =

1
=f+—zo§£dw-— %[w+smw]u =

] Spojenim obou vysledkii dostaneme [1 arctgrdr = g = % (1 s

Pozndmbka: Pfi pfechodu z proménné ¢t na w jsme pouzili substituci 2t = w, je n

2dt = dw a pro nové meze platia =2-0=0a 3 = 2-7/2 = 7. Dale byla po Nefesené tilohy
rovnost cos’z = (1 + cos2z)/2, ktera plati pro viechna z € R.

V nésledujicich tlohach vypo¢téte hodnoty zadanych uréitych integralii.

2.31. Vypoctéte hodnotu urcitého integralu / Inzdz. 2 5 Ltz 4 5 1
I
.34, fo e dg 2.37. f —dz 2.40. f In(z +1)dz
Reseni: Opét pouzijeme metodu per partes. PoloZime u(z) = Inz a v'(z) = 1. Potom " o € 0
12 1 =
f - fiom e f . B / (82 +4)°dz 238. [ o3 70dr 241 [ - ds
u=hz, V=1 1 iy =
Inzdz=| _, -—-[a:in.r] - —-xd:::=(c'llle—1-lnl]—[.7:] 3 o €F+3
=1/, v==1x 1 T 1 x/3 ;
1 1
2.36. f ?sinzd It In’z
=(e-0)—-(e—-1)=1. A T 2.39. _2£2+x_ﬁdrc 2.42, & dz
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Vysledky

2.34 (¢ — 1)/3, 2.35 85/4, 2.36 ©/v/3 — 72/18 — 1, 2.37 €2/2 — 5/(2¢?) + 2 2.38 1005
2.39 In4 2.40 2In2 — 1 2.41 In(4e/(3e + 1)) 2.42 1/3

2.2 Nevlastni integral vlivem meze

Nevlastnim integrdlem vlivem meze rozumime integral, u kterého alespori jedna jeho mez
lezi v nekone¢nu. Znaé¢ime je symboly

jf(a:)dx‘ resp. ff(:l:)dl‘, resp. ff(z)dz.

Definice 2.2.1. Pfredpoklidejme, 7e funkce f(z) je integrovatelna v kaZzdém intervalu
(a, b), kde a,b € R, a < b, a Ze existuje konetna (vlastni) limita

t]lr& ff(:.c) dz. (2.9)

o0
Potom fikame, Ze nevlastni integral / f(z) dz konverguje (je konvergentni) a pro jeho
a

/ f(x)dz = Jim f f(z)dz. (2.10)

V piipadé, ze neexistuje konecna limita (2.9) (tj. limita (2.9) neexistuje, nebo je ne-
vlastni), fikime, Ze nevlastni integral diverguje (je divergentni).

hodnotu plati rovnost

Analogicky by se definovala konvergence nevlastniho integrdlu [ f(z)dz.

-0
t
PFi vipoétu postupujeme tak, Ze nejprve vyjadiime urcity integral f f(z) dz jakozto

a
funkci horni meze ¢ (viz piiklad 3.6) a poté vypoéteme limitu této funkce pro t — oc.
Péi vipoétu nevlastniho integralu ve tvaru

ff(.r:)dx (2.11)

postupujeme tak, Ze zvolime vhodny bod ¢ € R a vypoéteme hodnoty integrali

/c f(z)dz a ]cf(x)dx‘ (2.12)

56

Konverguji-li oba integrily v (2.12), potom fikame, Ze integral (2.11) konverguje a plati

ff(r) dr = fc flz)dz + 7f(z)dx. (2.13)

Jestlize alespoii jeden z integrald v (2.12) diverguje, potom Fikame, Ze integral (2.11)
neexistuje.
" V pfipadé, Ze funkce f(z) je lich4, plati (v pfipadé konvergence obou integrali) rovnost
o0

f flz)dz = - f f(z)dz, (Pro¢?) a pro nevlastni integral pak dostaneme rovnost
1]

ff(r) dz =0. (2.14)

V ptipadé, Ze funkce f(z) je suda, plati (v pfipadé existence obou integralf) rovnost

f f(z)dz = f f(x)dz, (Proé?) a pro nevlastni integral pak dostaneme rovnosti

oo 0 o0
ff{:.:)dx= 2[f(x)d;':= 2ff(x)d.1:. (2.15)
-0 —00 ]
Resené tlohy
2.43. Vypoététe hodnotu nevlastniho integralu
P dx
= (2.16)

1

Reseni: Integral (2.16) pedstavuje nevlastni integral vlivem (hornf) meze. Jiz vime, Ze
funkee f(z) = 1/2* je integrovatelni na kazdém intervalu (1,t), kde 1 < ¢. Nejprve
vyjadfime ur¢ity integral jakozto funkci horni meze. Tim dostaneme

[ frelE] - () -(H -t

Dosazenim do (2.10) dostaneme

[ de

T 1
/_z"'.“l‘; —z‘,'fz.‘c(l—z)ﬂv
1

Existuje koneéna limita s hodnotou 1 a zadany nevlastni integral tedy konverguje a jeho
hodnota je rovna 1.
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2.44. Vypoctéte hodnotu nevlastniho integralu

mtl..'r

= (2.17)

Reseni: Funkce f(z) = 1//T je opét integrovatelné na kazdém intervalu (1, t). Vyjadiime
urcity integral jakozto funkci horni meze. Je

dz ~1/2 1)
f f de = [ﬁ} =2[va] =2(vi-1)
Vypoéteme hodnotu pfisludné limity. Je

‘llrgjf\/_—iellm \/_—l)z

Tato limita je nevlastni, proto neni splnéna podminka existence vlastni limity z Defi-
nice 2.2.1 a nevlastni integral (2.17) diverguje.

!

2.45. Zjistéte, pro jaké hodnoty parametru p € R konverguje nevlastni integral

]oi;. (2.18)

Regeni: Funkce f(z) = 1/aP je integrovatelna na intervalu (1, t) pro véechny hodnoty
p € R. Pro viechna p € R\{1} je

t i t L-p 1t
f—I :/z"dr: [ } 5

TP 1-—p 1
1 1

Necht je p € (1, 0o). Potom plati

oo t t . A
dr dr . R . . e 1 } -
?C;=!ll°rgo F_tl—lfg: * dzntlig]o[]—pl 1—p tooe|zP} .

Yy 1 1 1
1 1 1 1 ; 1 1
L O LT T [ S SO, | PR BV [ | =
T1-p tlin;: (ip‘l IP“) p—-1 gll.rgo( tp—l) p-1
nebof pro p € (1, o0) je lim (l - %) = 1. (Proé?) Pro p € (1, o0) integral konverguje
t—oc

aje

fd—ﬂ=—l-— p € (1,00).
1
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Prop e (—oo0, 1) je

oo
¢ 1
Lo Fhr= = lim .’-.“1"’] =——lim (77 - 1) = 0o,
P l—ac l—p t— 1 1—p tooo
1 o 4
nebot pro p € (—o0, 1) je Jim ("7 = 1) = o0. Pro p € (—oo, 1) neexistuje vlastni limita
—00
a integrél diverguje. Pro p =1 je

t—oo xr t—oo t—oc t—oc

[d—=fﬁ_ Ty [m}‘ = lim (Int—In1) = lim Int = 0o
P T 1
1 1

Proto pro p € (—o00, 1) integral (2.18) diverguje.

2.46. Vypoctéte hodnotu nevlastniho integralu

dz
f T (2.19)

—00

Resent: Integrand je funkce spojita na R, proto je také na R integrovatelna. Pro viechna
r €R je

1

f(—r)—m 1+I2 = f(x).

Funkee f(z) je suda, proto mitzeme k vypoétu hodnoty integralu pouit vzorec (2.15). Je
7 d T d [ d
T T T t
T e [ ] =2 = .
[l TR i tirgfl e 2,112,1‘, arctg r i 2‘I_l'r§1c(arctgt arctg 0)

—o0 ] 0

=2 lim arctgt =2 ~ — 1,
t—oo 2

nebof arctg0 =0 a tlim arctgt = m/2. Integral (2.19) tedy konverguje a jeho hodnota je
—00
rovna .

2.47. Vypoctéte hodnotu nevlastniho integralu
oo
/ cosrdz. (2.20)
o
Reseni: Funkce cosz je integrovatelna na libovolném intervalu (0, b), kde b > 0. Limita
t
lim fcosrd:c = lim [sinz]; = lim (sint —sin0) = lim sint
t—ac t—oc t—oac t—o0
0
oviem neexistuje. Proto integrél (2.20) diverguje.
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2.48. Vypoététe hodnotu nevlastniho integralu

oo
f e *dz. (2.21)
o
Resent: Integrand je funkce spojita na R, je proto integrovatelné na R a tedy i na mnoziné
(0, 00). Pro primitivni funkei k integrandu plati
-r=s
fe"’d:l: =|-dz=ds |= —fe’ds =—e'=—e".
dz = —ds

Nyni dosadime meze do primitivni funkce. Tim dostaneme

t
-x - —:l:s___ =+ _ 0\ = -
fe clJ:——[e ]u— (e e) 1-¢".
1]
Nyni jiz miiZeme snadno vypocitat hodnotu nevlastniho integralu (2.21). Je
o0 t
/e“dm= lim fe"d:c= lim (1-¢*) =1-0=1,
t—oo t—00
0 0
nebof lim et = 0. Integral (2.21) konverguje a jeho hodnota je rovna jedné.
t—oo
2.49. Vypocététe hodnotu nevlastniho integralu

o0
[ 2’e " dx. (2:22)
o
Regent: Integrand je spojita funkce na R, je tedy integrovatelna na R a tedy i na intervalu
(0, 00). Dvoji integraci per partes dostaneme

fzze“ dz = —e % (z* +2z+2).

Potom je
-] t
fa:"e" de = lim [ 2% *dz = - lim [e"(::z +2z + 2)]
—+00

t—oc

t
o
0

2+ 2t +2

= — lim (e7(t* + 2t +2) — €°(0* +2-0+2)) =2- lim —

\ t_’m - sgr ¥ -
Hodnotu limity v posledni rovnosti vpravo zjistime opakovanym pouzitim 1'Hospitalova
pravidla. (Nezapomeiite piitom ovéfit podminky pro pouziti I'Hospitalova pravidla.) Je

4 2t .. 2 .o 242042 :
lim — = lim = = lim = = 0. Proto je lim ————=0a plati
t—oo gt t—oc gl t—oo et t—oo e
o0

f:a:ie"= dr =2

o
Integral (2.22) konverguje a jeho hodnota je rovna dvéma.
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2.50. Vypoététe hodnotu nevlastniho integralu

00

dz
_ 2.2
,/x2+2z+2 (2.23)

[1]

Resent: Integrand je funkce spojita na R, proto je tato funkce integrovatelni na R a tedy
i na mnoziné (0, co). Nejprve najdeme primitivni funkci k integrandu. Je

[ dr _f dr g
2+22+2 J(z+1)2+1

Pro integral (2.23) tak plati

ds
241

r+l=3s
dr = ds

= arctg s = arctg(z + 1).

o0 ;

dx . dzx . t
fx’+2x+2_:l—f§o :c2+2:c+2":lﬂ[mtg(z+l)]nF
0

i)
. " T T 7
= ‘ll'r& (arctg(t +1) - arctgl) = tlln;(a.rctg(t + 1)) g
T
Pfi vypodtu jsme vyuzili rovnosti arctgl = 7/4 a t]im arctgt = 7/2.
2.51. Vypoététe hodnotu nevlastniho integralu
7 dz
—_— 2.
,/ 2+ 2r+2 (224)

Reseni: Z piedchoziho piikladu vime, Ze integrand je funkce integrovatelna na R. Snadno
ovéfime, Ze integrand neni ani sud4, ani licha funkce, nelze proto pouzit vzorce (2.14),
resp. (2.15). Hledejme tedy vhodny bod ¢ € R, kterym rozdélime redlnou osu na dva
intervaly (—o0, ¢) a (e, c0). Volba bodu ¢ miize byt celkem libovolna, nicméné v tomto
pripadé se nabizi vyuzit fakt, Ze ve jmenovateli integrandu je kvadraticka funkce, ktera
ma po doplnéni na étverec tvar f(z) = (z+ 1)+ 1. Z toho plyne, Ze graf funkce je osové

soumérny podle svislé ptimky, ktera protina osu = pro z = —1. Plati proto rovnost
-1 o0
f dx B f dz
224 20+2° ) 2242042
—oo =1
tedy
oo -1 20 oo
f dr B ] dr 2 / dx B 2/ dz
2242r+2 ) 22420+2 22+22+2 ) 22+ 22 +2
—%0 -00 =1 -1
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S vyuzitim vysledka z prikladu 2.50 dostaneme

o0
dz £ . :
f W TR 2.11.'20 [arctg(x + 1}]—1 = 2:@3; (arctg{t +1) - a.rctgf}) =

—D0

. T
= 2‘1Lr&arctg(t+ 1)=2- 3=™
Integrél (2.24) konverguje a jeho hodnota je rovna 7.
2.52. Vypocététe hodnotu nevlastniho integralu

1]

fxe"j dz. (2.25)

-0

Resent: Integrand je funkce integrovatelna na mnoziné (0, b) pro libovolné b > 0. Vypoé-
teme primitivni funkci k integrandu. Je

f:c e dr =

Pro nevlastni integral (2.25) dostaneme

-2 =35s

—2rdzr = ds

1 1 1
= _5_[88(13 - e’ = . ¥

0
s ) 0 E - 1
[zc“? dz = lim f.’ce"‘z dz = —= lim e""‘z] =—— lim (e"—e ") =,
t——00 t——00 t 2 t——oo 2
—o0 t
nebot je lim e = 0. Integral (2.25) konverguje a jeho hodnota je —1/2.
——00
2.53. Vypoctéte hodnotu nevlastniho integralu
oc
s
—dzr. 2.26
,[ L \&:26)

0

Resent: Funkce Lz je integrovatelnd na intervalu (0, b), kde b > 0. Vypoéteme pri-
mitivni funkei k integrandu. Je

I
. S
_/1+:52 2

\
Pro nevlastni integral (2.26) pak plati

1+a? =t

dt 1 1
- ==1 )
o et [t 2]n.|t| 2n(l+:r:)

] t
T o T _ L o] L 2y .
1+$2dI_¢]l.T¢,f1+32dx_§g]lr2[ln(1+x)]D_lel.rg(ln(1+t) lnl)_
0 0

llim In(1 + t?) = oo.

B =

Limita (2.9) pro f(z) = % je nevlastni, proto integral (2.26) diverguje.
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2.54. Vypoététe hodnotu nevlastniho integralu

o

f e ® dz. (2.27)

Reseni: Inpegrand je stejny jako v predchozim piikladé. Pro viechna r € R je
f(=2) = (-)e ' = (~2)e™ = (-))ze ™ = —f(a).

Integrand je tedy licha funkce a miiZeme pouzit vzorec (2.14). Je

oc

f::e“" dz = 0.

-0
2.55. Vypoététe hodnotu nevlastniho integralu

oo

z
/ s dz. (2.28)

—00
Redeni: Funkce je integrovatelna pro viechna z € R. Je

(—z) -z T

fl==)= 1+ (—z)? Tt 1+ (—-2)

;= ~1().

Nabizi se tedy pouzit vzorec (2.14) a prohlésit integral (2.28) za konvergentni s hodno-
tou 0. Ovsem to by byla chyba, nebot z pfikladu 2.53 vime, Ze integral (2.26) diverguje.
Proto musime prohldsit integral (2.28) za divergentni, nebot neni splnéna zakladni pod-
minka pro jeho existenci (tj. konvergence obou integrali ffm f(z)dz a [j° f(z)dz).
Nefesené dlohy

V nésledujicich pfikladech vypoététe hodnotu zadangch nevlastnich integrali.

oo 1/x ]
2.56. f S de 2.60. f —dz
1 T 2

€T
oo 0
2.57. / = _dz 2.61. f o
e T3+1 V1l -z
o .’..."2 oo
2,58 [ ——d .62.
/; S 2.62 /1 Inzde
o 00
2.59. / el N .
—eZita+1 v VIt
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V nasledujicich tlohéach vypocététe, pro jaké p konverguji zadané nevlastni integraly.

20 oo oc
2.64. [e"”“‘ dz, peR - 2.65. fx"e“’ dz, peN 2.66. /e"" sinzdz, pe R
(1] 0 0

Vysledky

2.56 ¢ — 1, 2.57 27//3, 2.58 diverguje, 2.59 27/v/3, 2.60 diverguje, 2.61 diverguje,
2.62 diverguje, 2.64 pro p > 0 konverguje k hodnoté 1/p, pro p < 0 diverguje, 2.65
konverguje pro viechna p € N k hodnoté (p — 1)!, 2.66 pro p > 0 konverguje k hodnoté
1/(p* + 1), pro p < 0 diverguje.

2.3 Nevlastni integral vlivem funkce

U uréitého integralu f: f(z)dz jsme pfedpokladali, Ze integrand méa primitivni funkci
na intervalu (a, b), tedy ze funkce f je na intervalu (a, b) ohrani¢ena. Nyni dame smysl
i pfipadiim, kdy tento poZadavek neni splnén.

Definice 2.3.1. Necht je funkce f(z) integrovatelna v libovolném intervalu (a, c), kde
a < ¢ < b. Necht soucasné plati, ze lir;l_ f(z) = +o00. Potom vyraz

b
f i (2.29)

nazyvame nevlastnim integralem vlivem funkce. Existuje-li vlastni limita
]irp_ /f(a:)dx, (2.30)

fikime, Ze integral (2.29) konverguje (je konvergentni), a plati

jf(z)dz=£rgl_jf(1:)dr. (2.31)

Neexistuje-li vlastni limita (2.30), fikdme, Ze integral (2.29) diverguje (je divergentni).
Analogicky by se definovala konvergence nevlastniho integralu (2.29) v pfipadé, kdy
je lim+ f(z) = 2oo a existuje vlastni limita
Ir—a

b
lim [ f(z)da, (2.32)

c=—sa’
[4

pii¢emz hodnota integralu (2.29) je rovna hodnoté limity v (2.32).
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Definice 2.3.2. Necht funkce f(z) neni ohrani¢ena v jistém okoli bodu ¢, kde a < ¢ < b.
Potom integral

b
/ f(z)dx (2.33)
konverguje, jestlize konverguji oba integuré.ly

e b
/ f(z)dz a / flz)dz (2.34)

a plati ' ’

b c b

/ i f Feriet / f(@)dz. (2.35)

Je-li alespon jeden z integralii (2.34) divergentni, pak Fikime, Ze integral (2.33) diverguje.

Definice 2.3.3. Bod c € (a, b), ve kterém neni funkce f ohranicena, nazyvame singula-
ritou funkee f.

Resené tlohy
2.67. Vypoctéte hodnotu integralu
1 dx
Z (2.36)
0
Redeni: Integral (2.36) predstavuje nevlastni integral vlivem funkce se singularitou v dolni

mezi. Integrand je funkce integrovatelna na kazdém intervalu (c, 1), kde 0 < ¢ < 1.
VySetiime konvergenci integralu (2.36) pomoci vypoétu limity (2.32). Je

1 1 1
dr - dx 1 1
o’ — ez “Y24e — | = i 2
v [ = dm, [ an= i [o3] = i o202
Integral (2.36) konverguje a jeho hodnota je rovna dvéma.

2.68. Vypoététe hodnotu integralu
1
dz
P (2.37)
0

Reseni: Integral (2.37) predstavuje nevlastni integral vlivem funkce se singularitou v horni
mezi. Integrand je funkce integrovatelnd na kazdém intervalu (0, c), kde 0 < ¢ < 1.
Vysetfime existenci limity (2.30). Je

c—1= =

1]

. dz . I
lim — c]l”f‘- [quz - 1!]0 = cl_]}']rl (Infe =1 —In| - 1)) :J_igl_lt;ir: - 1| = —0o0.
/
Limita (2.30) neni vlastni, proto integrél (2.37) diverguje.
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2.69. Vypoététe hodnotu integralu

1
fin:cdz. (2.38)
0

Reseni: Integral (2.38) predstavuje nevlastni integrél vlivem funkce se singularitou v dolni
mezi. Integrand je funkce integrovatelnd na kazdém intervalu (c, 1), kde 0 < ¢ < 1.
Nejprve vydetfime existenci limity (2.32). Je

1

1
lim [lnzdz = llm [:CIIII—I] = ]it;l+ ((l-lnlul}—(c-lnc—c)) =

0+
c
Inc
= lim (c=1-c-Inc)=-1- lim(c-In¢) = =1 = lim — =
c—0t c—0t c—0+ c
1
=-1-lim 5 =-1+ lim ¢= -1

c—0t — b § c=0*

PFi vpoétu limity lim._g+(cInc) jsme pouzili I'Hospitalovo pravidlo. Existuje vlastni
limita lim_o+ [, Inzdz s hodnotou —1, proto integral (2.38) konverguje a jeho hodnota
je rovna —1. :
2.70. Vygetfete konvergenci, resp. hodnotu integralu
/2
f cotg x dz. (2.39)
—x/2

Reseni: Integral (2.39) pfedstavuje nevlastni integral vlivem funkce se singularitou ve
vnitinim bodé ¢ = 0. Nejprve tedy musime ovéfit konvergenci obou integralii

0 w2
[ cotg zdz a fcotg zdr, (2.40)
—x/2 0

tedy existenci a kone¢nost obou limit

nf2

c
i cl_igl_ /cotgo:d:.: a cl_i't'?+ [COthdI. (2.41)
—mf2 c
Je
c c
lim fcotgzd:.:= lim fcfgd:r— lim [lnlsm:r]] =
c—0- c—0- sinz —x/2
—-n/2 -nf2

= lim (]n|sinc| —In| - 1]) = lim In|sin¢| = lim Int = —oo.
o0~ el t—0+
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V pfedposledni rovnosti jsme vyuzili rovnost lilzl |sine| = hrc:|1 sinc = 0, a vlastnosti
limity sloZené funkce, viz napf. [11], str. 39. Limita na levé strané (2.41) neni vlastni.
Proto integral na levé strané (2.40) diverguje, a z toho diivodu diverguje i integral (2.39).
2.71. Vypoététe hodnotu integralu
1
dz
J7izs

-1

(2.42)

Reseni: Integral (2.42) predstavuje nevlastni integral vlivem funkce se singularitou v dolni
i v horni mezi. Proto je vhodné rozdélit interval (—1, 1) pomoci vhodného bodu na dva
intervaly. Zvolime bod z = 0, nebof integrand je sudd funkce. Budeme tedy vySetfovat
konvergenci integrali

0 1

/1 u/

Z tabulky zdkladnich vzorcii na strané 2 vime, Ze primitivni funkci k integrandu na
intervalu (—1, 1) je funkce arcsin z. Proto je

(2.43)

0
0

I 3
S AT ] =
fm !I_l‘:+ m hu_n arcslnxc c_lj{r}+(arm;n0 an:smc}
23

lim aresine = ( rr)_rr
c—1+ B 2/ 2’

1
f Py O . e [ ']° lim (arcsi in0)
= = lim arcsinrx = 11im arcsin ¢ — arcsin =
Vi—22 e=1- ) JT—22 c1- 0 e—l-
0 0
: g ™
= lim arcsine = —.
ol 2

Oba integraly v (2.43) jsou konvergentni, proto pro integral (2.42) plati

1 0
[s/ld—za:? \/1--:r:2 ./\/lmx’_

To, ze oba integraly v (2.43) maji stejnou hodnotu, by nis nemélo piekvapit, nebof
integrand je suda funkce. K vypoctu by tedy stacilo ovéfit, Ze konverguje jeden z téchto
integralii a poté pouZit rovnost

1 0 1
f dr 2/ dr 2[ dx T

=2 ==,
1m JVi-z ) 2

Pokuste se posledni vyslovenou myslenku zobecnit.

MI=4

TII'——
2-1!'.

(=

i

67



NereSené ulohy
V nasledujicich dlohach zjistéte konvergenci, resp. hodnotu zadanych integrala.

2

1 2
dz f1+z dz
2.72. * 2.74. f d 2.76. f—
vz —1 T=g Yz -1)2
1 0 0
1

1 2
2.73. f(lnz}“d.’c, neN 2.75. [:l:ln:rd:: 2.77.[ e
0 (1]

—

x —1)?
o

Vysledky
2.72 3/2, 2.73 (—-1)"n!, 2.74 1 + (/2), 2.75 —1/4, 2.76 6, 2.77 diverguje.

2.4 Numericky vypocet urcitych integrala

Na strané 47 byly zminény elementarni funkce, pro které nelze vyjadfit primitivni funkci
ve tvaru elementarni funkce. V takovém pfipadé se éasto musime spokojit pouze s vypo-
¢tem pfiblizné hodnoty uréitého integralu. K vypoétu pfiblizné hodnoty uréitého integralu
f: flz) dz se pouzivaji rizné metody. Nékteré z nich spoéivaji v rozdéleni intervalu (a, b)
na n podintervalii o délce (b — a)/n a nahrazeni ¢asti grafu funkce na téchto podinter-
valech jinou funkci - napf. konstantni funkci, linearni funkci resp. kvadratickou funkci.
Procvi¢ime tzv. Simpsonovu (kvadratickou) metodu.

Véta 2.4.1 (Simpsonova (kvadratickd) metoda). Nechf n = 2k a funkce f(z) je
spojitd a md derivace alespori 4. fddu na uzavieném intervalu (a, b). Oznacme h = — : i

n
Ti=a+ih, kdei=0,1,...,n—1,n a f; = f(z;). Potom je

ff(I)dI = g[(fo + fa) 4 2(fa+ fat oo+ foroa) 4 Afr + fa+ oo+ faor)] . (2.44)
Rovnost (2.44) se casto nazijvd Simpsontv vzorec.

ReSené tlohy

\
2.78. Pomoci Simpsonova vzorce vypoctéte pfibliznou hodnotu uréitého integralu

| g
/ = dr. kde n = 10.
0

I

Reseni: Integrand neni definovany v bodé z = 0, jako funkéni hodnotu v tomto bodé
proto budeme uvazovat limitu lim,_q 222 = 1 = f(0). Potom je integrand funkce spojita

a dostatecné diferencovatelna na intervalu (0, 1). Interval (0, 1) rozdélime na 10 stejnych
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i |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(|0 01 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
0,998 | 0,993 | 0,985 | 0,974 | 0,959 | 0,941 | 0,920 | 0,897 | 0,870 | 0,841

=

sinz

Tabulka 2.1: Hodnoty funkce f(z) = v intervalu (0, 1)

podintervaldi, kad§ z nich mé délku h = 11__0? — 0,1 Vypotteme hodnoty f, = S0

Z
kde x; postupné nabgvé hodnoty 0; 0,1; 0,2; ...;0,9; 1. Podle Simpsonova vzorce je'

Ysinz . . h
[a TdT=‘§ [(fo+ fro) + 2(fa+ fa+ fo + fs) +4(fi+ st fs+ fr+ fo)] =

1 1

o [(1+0,841) +2 (0,993 + 0,974 + 0,941 + 0,897) +

+ 40,998 + 0,985 + 0,959 + 0,920 + 0,870)] =

28,379
30

Pozndmka: Pro porovnéani uvedeme, e skuteéna hodnota uréitého integralu zaokrouhlena
na 3 desetinna mista éini rovnéz 0, 946.

1
=g (1,841 +2(3,805) + 4(4,732)] = = 0,946.

NerfeSené tilohy

Pomoci Simpsonova pravidla vypo&téte nasledujici integraly.

9 2
2.79. / Vzdz, (n=4) 281, f zlnzdz, (n=8)
1 1
3 4
2.80. [ v1+3sinzdz, (n=6) 2.82. [ i dz, (n=06)
i y In(1+z)

Vysledky
2.79 17,333 2.80 5,123 2.81 0,636 2.82 5,956
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Kapitola 3
Pouziti urcitého integralu

3.1 Obsah rovinné plochy

Méjme funkei f(z) spojitou a nezapornou na intervalu (a, b). Dale uvazujme plochu P,
ktera je ohrani¢ena grafem funkce f(xz), osou z a pfimkami « = a, z = b, viz Obrazek 3.1.
/

Obrézek 3.1: Plocha pod grafem funkce f(z) ohranicend pfimkamiz =aaz =15

Potom obsah S(P) plochy P je roven hodnoté uritého integralu

b
S(P) = [ f(z)dz. (3.1)

\
Jsou-li viechny hodnoty funkce f(z) v intervalu (a, b) zaporné, potom hodnota uréitého
integralu [ f(z)dz odpovida obsahu plochy P, ale s opaénym znaménkem. Pfi vypoctu

obsahu ploghy proto musime ziskanou hodnotu vynasobit éislem —1. Jestlize se v intervalu
{a, b) vyskytuji podintervaly, na kterych méa funkce f pouze neziporné, resp. nekladné
hodnoty, potom lze plochu rozdélit na useky s kladnou, resp. nezapornou funkéni hod-
notou (tj. na seky plochy, které se nachazeji nad resp. pod osou ) a vypocitat obsahy
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jednotlivych tsekii. Obsah celé plochy je potom roven souétu obsahi jednotlivych tseki,
viz Obrazek 3.2.

Obrazek 3.2: RozloZeni intervalu (a, b) na

ResSené ulohy

3.1. Vypoététe obsah plochy ohrani¢ené grafem funkce f(z) = =z, osou z a pfimkou
z = 3, viz Obrazek 3.3.

Reseni: 7 obrizku je zfejmé, ze budeme vySetiovat plochu, ktera lezi nad intervalem
(0, 3) a je shora ohrani¢ena grafem funkce f(z) = z. UvaZovana plocha tvofi pravothly

Obrazek 3.3: Plocha ohranid¢ené grafem funkce f(z) = z, osou z a pfimkou = = 3

trojihelnik s délkou zakladny a = 3 a vyskou v = 3. Obsah lze potom vypoéitat podle
vzorce S = 1 av. Dosazenim hodnot a a v dostaneme

94

i
Se=zidi3=il
2 27

3
Kromé toho lze obsah plochy vypoéitat jako hodnotu uréitého integralu f zdz. Je

0
fzdx_ AT g o 9
£ BT S T

9
Obsah plochy je roven 3 j?, coZ je v souladu s dfive vypoétenou hodnotou.
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3.2. Vypoctéte obsah plochy ohranicené grafem funkce f(z) = z?%, osou = a piimkou
z =1, viz Obrazek 3.4.

Reseni: Uvazované plocha lezi nad intervalem (0, 1). Proto je velikost obsahu plochy
rovna urcitému integralu

-

o o o
o O @

-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 3.4: Plocha ohrani¢ena grafem funkce f(z) = 2%, osou z a pfimkou z = 1

1
Obsah plochy je roven 3 j2. Porovnanim s obsahem jednotkového étverce, naznaceném na
Obréazku 3.4, je vidét, ze obsah plochy pod parabolou je mensi nez 1/2j2, coz odpovida
vypoétenému vysledku.
3.3. Vypoctéte obsah plochy ohranicené grafem funkee f(x) = 2* 2z, osou r a pfimkami
T =—1az =2, viz Obrazek 3.5

2

Reseni: Nejprve zkusime vypoéitat hodnotu uritého integralu f z? - 2zdz. Je
-1

2 3 2 3 3
2 % 2 2 2 (=1 2 8 1
= - ) . = ] = Seg
[lr 2zdx [3 :r:]_1 (3 2) ( (-1) 3 dop =

Obsah zadané plochy viak tézko miiZe byt roven nule a proto obsah plochy neodpovida
hodnoté vypocteného uréitého integralu. Je to z toho diivodu, e funkce f(z) neni na
intervalu (—1, 2) pouze nezapornd. Ve skuteénosti je funkce f(x) na intervalu (—1, 0)
nezaporna a na intervalu (0, 2) nekladna. Pro obsah S(P) plochy P proto plati

5(P) = ijz-zm) - U:x?-zzdz) = [%s_zﬂr_l - lf; uzﬁ]::
() (- [5-)- (5503

8
Obsah vySetfované plochy je roven 3 : e

Obrézek 3.5: Plocha ohraniena grafem funkee f(z) = 2? — 2z, osou z a pfimkou z = —1
ag=2

3.4. Vypoctéte obsah plochy ohranicené grafem funkce f(z) = z* + z? — 4z — 4, osou x
a pfimkami z = -2a z = 3.

Regeni: Vzhledem k tomu, Ze funkce f predstavuje polynom tfetiho stupné, bude nabyvat
kladnych i zapornych funkénich hodnot. Nejprve zjistime, na kterjch intervalech je funkce
f(z) kladna a na kterjch zaporna, viz napf. [11]. Predpis funkce upravime do tvaru

P+ -dr—4=z(z+1) —4(z+1) = (z +1)(z* - 4).

Z uvedenych rovnosti je zfejmé, Ze nulovymi body funkce jsou body z, = -2, z, = —1
a r3 = 2, které déli realnou osu na ¢&tyfi intervaly. Snadno ovéiime, Ze na intervalech
(=2, ~1) a (2, 00) funkce f(z) nabyva pouze kladné funkéni hodnoty a na intervalu
(=1, 2) ma funkee f(z) pouze zéporné funkéni hodnoty. Pro obsah plochy plati:

S(P) = ( f :f(x]dr) - ( /: Tf(x] dz:) ¥ ( ]: f{:.:}d:c).

Nejprve vypocteme neuréity integral k funkci f. Je

3 gt
fa: +.1:2—-4x-4d1::—-+—3——212—4:.c+0‘

4
Dile plati
et 3 -1,
—t— -2 —dz| =—
7 =+ 3 T :J_2 2
[zt 2 2 45
T et -—-4 = ——
i + 3 2z .7:}_1 7
[zt 2 * 103
— =2t 4z = —
| 4 g x], 12
: 7 45 103 2
Obsah plochy je roven S(P) = T (__ :l_) o5 = li; =20&j2



* 3.5. Vypoététe vzorec pro obsah S(E) elipsy E s rovnici
2,2

2

a® B

kde a € R*, resp. b € R* predstavuje délku hlavni, resp. vedlejsi poloosy.

=1,

Reseni: Cela elipsa neni grafem zadné funkce (proé?). Nicméné, omezime-li se pouze na
jednu jeji (pravou, horni) étvrtinu, potom se jedna o plochu ohrani¢enou osami z a y a

grafem funkee f(z) = %v‘a2 — z2. Pro obsah S(P) étvrtiny elipsy tak plati

w2
b
- —f\/a'*‘ —a?sin®t-acostdt =
a
0

T = asint
dr = acostdt

sm):gfmdx:
0

w2 wj2

/2
b 1 2
s —fa"\/l —sin‘t-costdt=abfcm’tdt=abfi—;°—s—d:=
a
] 0 ]

~afpe 5 - a (o) -0ro) - e

Obsah S(P) jedné étvrtiny elipsy je roven % j?, pro obsah S(E) celé elipsy plati
S(E)=4-S(P)=mab. (3.2)
Je znamo, Ze kruznice s polomérem r je specidlni pfipad elipsy se shodnou délkou hlavni

i vedleji poloosy, je tedy a = b = r a po dosazeni do (3.2) dostaneme zndmy vzorec pro
vypodet obsahu kruhu S = 7r?, co potvrzuje spravnost vipoétu.

3.6. Vypoctéte, pro jakou hodnotu t € (0,00), bude obsah S(P) plochy P ohranicené
grafem funkce f(z) = 22, osou r a pfimkou z = t roven 9j2.

Reseni: Funkce f(r) je nezaporna na R, proto bude obsah plochy P roven hodnoté
t

uréitého integralu f 22 dz. Nadim tkolem tak je vyfedit rovnici s nezndmou ¢

0
t

fﬂ:zdz =9.
0

Vyjadienim urcitého integrélu dostaneme rovnici v béZném tvaru:
t 37t 3 g8 48
9=/.’c2dz=[z-—] U
0 3], 3 38 3

t3
Obsah plochy P bude roven 9j? pravé tehdy, bude-li ¢ = 3. Pokud bychom hodnotu t ne-

omezili na kladné hodnoty, potom by spravnym feSenim byla i hodnota t = —3. (Proc?)

Je
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Pozndmka: Uréity integral s jednou mezi ve formé proménné ¢ je vlastné funkece této
proménné, nebot hodnota uréitého integralu zavisi pravé na hodnoté ¢t. V takovém pfi-
padé pak mluvime o integrélu jako funkei dolni, resp. horni meze. Tento pfistup jsme jiz
pouzivali pfi vypo¢tu nevlastnich integrali.

Castou tlohou je vypocet obsahu plochy ohranitené grafy dvou funkci. V takovém
piipads Ize pouzit nasledujici vétu.

Véta 3.1.1. Necht funkce f(z) a g(z) jsou spojité funkce na intervalu {(a, b) a nechf
pro viechna = z tohoto intervalu plati f(z) > g(z). Potom pro obsah S(P) plochy P,
ohranicen€ grafy funkci f(z) a g(x) a piimkami x = a a x = b, plat{

b
S(P) = j [£(2) - 9()] dz, (3.3)

viz Obrdzek 3.6.

Obrazek 3.6: Plocha ohranidené grafy funkci a pfimkami z =aaz =10

3.7. Vypoctéte obsah plochy ohrani¢ené grafy funkci f(z) = z + 5, g(z) = 4 — 2?
a pfimkami z = -laz = 1.

Reseni: Nejprve ovéfime, Ze na celém intervalu (—1, 1) je splnéna podminka f(z) > g(z).
Resenim nerovnice z+5 > 4 — 22 jsou vechna z € R, proto i pro viechna z € (—1, 1) je
splnéna nerovnost f(x) > g(x). Obé funkce f(z) a g(z) jsou spojité, proto jsou splnény
obé podminky Véty 3.1.1 a k vipoétu obsahu zadané plochy miizeme pouzit vzorec (3.3).
Dosazenim dostaneme

S(P)=j[(a:+5)—(4—:’]]dz=/l:r’+:c+1dz= {-x-;+%2+x]l =
5 e -1

Obsah plochy je roven g 1%
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3.8. Vypoctéte obsah plochy ohranifené grafy funkci f(z) =z +1a g(z) = 22+ 3z - 2.
Reseni: V zadani nejsou uvedeny svislé meze plochy. MiZeme proto predpokladat, e
grafy funkci maji spoleéné prisediky a tyto uréuji hranice plochy. Vypoéteme polohu
priisecikil obou grafi, tj. nalezneme hodnoty z, pro které je f(z) = g(z). Je

?+3r-2=z+1
?24+2r-3=0 (3.4)

Resenim kvadratické rovnice (3.4) jsou hodnoty z, = —3 a z, = 1. Nyni zjistime vzéjem-
nou polohu obou grafi. Je f(0) = 1 a g(0) = —2, proto pro viechna = € (-3, 1) plati
nerovnost f(z) > g(z) a vypoéet obsahu plochy provedeme dosazenim do vzorce (3.3).
Je
1 1 5 7
S(P) = f{(z+1)— (a® + 3z - 2)] dz =[—12—21:+3d:c= [_% _I2+3x} ~
-3
-3 -3

_(_1 _ 32,
_(_3_1+3)-(9 9-9)=2j2

32
Obsah plochy je roven T §2.

3.9. Vypoctéte obsah plochy ohranicené grafy funkei f(z) = 2%, g(z) = 8 a osou y, viz
Obrazek 3.7.

-1 1 2 3

Obrazek 3.7: Plocha ohranigena osou y a grafy funkci f(z) = 2% a g(z) =8

Reseny: V zadéni je uvedena pouze jedna svisla mez (osa y), druhou svislou mez ziskime
z rovnosti f(z) = g(z). Reenim rovnice 2* = 8 je = = 3, plocha P proto lezi nad body
x € (0, 3). Pro tyto hodnoty z je 2* < 8, pro obsah S(P) plochy P tak plati

3
2z 13 8 1Y TN
S(P}=f8“2zdx—{8$—ln2:|o-—(24—[;]"—2')"(0—@)—(24—51—2)_}
1]

7
Obsah plochy je roven (24 - 5—2-) i
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3.10. Vypoététe obsah plochy ohranicené grafy funkei f(z) = sinz, g(z) = 4 nad jednou
periodou funkce sin z.

Regeni: V zadani nejsou uvedeny svislé meze, proto vypocteme prisediky obou funkei.

Tyto priiseciky vyhovuji rovnici sinz = 3 jejimZ FeSenim na ,prvni kladné“ periodé jsou
1 5
kofeny z; = 7 /6 a z; = 57/6. Je siu-g- =1> > proto na intervalu <g—, ?> plati

1
nerovnost sinz > 5 Obsah plochy vypocteme dosazenim do vzorce (3.3). Je

b /6
= [ - oo e 0 () - (--5)
/6
(-

Obsah plochy je roven (V3 — 7/3) j2.
3.11. Vypoctéte obsah plochy, ktera je ohranifend grafy funkci f(z) = 22 — 4z — 5
a g(z) = 7 — 2z — z?, viz Obrazek 3.8.
Reseni: V zadani nejsou uvedeny svislé meze, proto lze predpokladat, ze sprava a leva
mez" plochy je ddna priseciky obou funkei. Tyto priiseciky vyhovuji rovnici
-4z -5=7-2z —

2r% — 2z — 12 =0, (3.5)

kde fesenim kvadratické rovnice (3.5) jsou kofeny z; = —2 a z, = 3. V intervalu (-2, 3)

lezi napf. bod r = 0. Je f(0) = —5 a g(0) = 7. Vzhledem k spojitosti funkei f(z) a
g(z) plati pro vechna z € (-2, 3) nerovnost f(z) < g(z). Proto je obsah plochy roven

Obréazek 3.8: Plocha ohrani¢ené grafy funkci
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hodnoté uré¢itého integralu

3 3
5() = [[o(e) = s@ dz = [ (1-20~ ) - (2 - 42 - 5) dr =

3

Il

2231°
f]2+2a:-2a:"‘dx= [1QI+I== i _3_] i
-2
-2

16 125

Obsah S(P) plochy P je roven 12 j2.

NefeSené tlohy

3.12. Vypoététe obsah plochy ohraniéené osami z a y a grafem funkce f(z) =4 — z°
3.13. Vypoététe obsah plochy ohrani¢ené osami z a y a grafem funkce f(z) = cosz.
3.14. Vypoététe obsah plochy ohranifené osami = a y a grafem funkce f(z) =2 — e”.
3.15. Vypoététe obsah plochy ohranicené osou z, grafem funkce f(z) = = +sinz a
pfimkou z = .

3.16. Vypoététe obsah plochy ohranicené osou z, grafem funkce f(z) =/ +1 a pfim-
kami z =0az = 8.

3.17. Vypoététe obsah plochy ohranicené osou z, grafem funkce f(z) = Inz a pfimkami
o il

T=eazx=e"

3.18. Vypoététe obsah plochy ohranicené grafy funkei f(z) = z? a g(z) = V/z.

3.19. Vypoététe obsah plochy ohrani¢ené grafy funkei f(x) = sin z, g(r) = cosz a osou y.

3.20. Vypoététe obsah plochy ohranicené grafy funkei f(z) = 5—1z a g(z) = 2%+ 2z —5.

3.21. Plocha je ohranicena grafy funkei f(z) = 22+ 2x—5a g(z) = 10+z —2?. Vypoététe

jeji obsah.

3.22. Je dana plocha P ohraniena osou z, pfimkami x = 1, z = t a grafem funkce

f(z) = 1/2*% Vypoététe, pro jakou hodnotu t bude obsah S(P) plochy P roven 4/5j%

3.23. Je déna plocha P ohrani¢ena osou z, pfimkami = = 1, z = ¢, kde teR,a grafem

funkce f(z) = 1/z2. Vypottéte, pro jakou hodnotu ¢ bude obsah S(P) plochy P roven

5§2. "

3.24. Je dana plocha P ohranifena osou z, pfimkami z = 1, z = ¢, kde t € (1, 00), &

grafem funkee f(z) = 1/z%. Vypoététe, pro jakou hodnotu t bude obsah S(P) plochy P

roven 3j*.

3.25. Je dana plocha P ohranifena grafy funkci f(z) = 2? a g(z) = tz, kde t € R
pfedstavuje parametr. Pfi jaké hodnoté tohoto parametru ¢ bude obsah S(P) plochy P
roven 36327
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Vysledky

3.1216/3j23.131j23.142In2-1j2 3.15 2+ x%/2j? 3.16 39j2 3.17 ¢*j* 3.18 1/3?
3.19 v2 — 12 3.20 343/6j% 3.21 343/3j2 3.22 t = 5 3.23 t = 1/6 3.24 Takové ¢
neexistuje. 3.25 ¢t =6

3.2 Stfedni hodnota

Stfedni hodnota funkce predstavuje analogicky pojem k aritmetickému priméru diskrét-
nich veli¢in. Pomaha uré¢it primérnou hodnotu veliéiny, kterd se plynule méni. Tento
pojem se opira o nasledujici vétu:

Véta 3.2.1. Je-li funkce f(x) spojitd v intervalu (a, b), potom eristuje éislo ¢ € (a, b)
takové, zZe plati

b
[ f(@)dz = (b - a)(c). (3.6)

Hodnotu f(e) nazyvéame stiedni hodnota funkce f(x) v intervalu (a, b). Casto se pro
oznaceni stfedni hodnoty funkce pouZiva symbol £. Plati tedy

b
€= 10 = 5= [ 1@ (3.7)

Resené ulohy

3.26. Vypoctéte stiedni hodnotu funkce f(z) = x v intervalu (2, 8).

Reseni: Funkce f je v uvazovaném intervalu spojita, hledana stfedni hodnota funkce
proto podle Véty 3.2.1 existuje. Je

B
1 1[221% 1/64 4
= d = = = = - — = = = h
¢ 8—2[‘”’" 5{2}, 6(2 2) 5

2

Stfedni hodnota je rovna péti. To je v souladu s intuitivni pfedstavou, Ze primér viech
realnych ¢isel od 2 do 8 je roven péti.

3.27. Vypoététe stfedni hodnotu funkce f(z) = x? v intervalu (0, 1).

Redeni: Funkce f je v uvazovaném intervalu spojita, hledana stfedni hodnota funkce
proto podle Véty 3.2.1 existuje. Je

1
1 2 1221 /1 o\ 1
5"'1_off"f—l[i]n*(a“a)—a'
1}

Stfedni hodnota funkce f(z) = 2? v intervalu (0, 1) je rovna 1/3.
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3.28. Vypoététe stfedni hodnotu funkce f(z) = z? v intervalu (a, b).

Reseni: Uvedeny piklad je zobecnénim pfedchozi lohy. Funkee f je spojita v intervalu
{a, b) pro libovolné a,b € R. Stfedni hodnota funkce proto podle Véty 3.2.1 existuje. Je

b
—szdz— 1 [2%"_ 1 (P @\ _1 P-d _ a’+abt P
U e et vl 3 Il S (R ) - B e T

nebot je b* — a® = (b — a)(b* + ab + a?). Stfedni hodnota je rovna (a® + ab + b%)/3.

3.29. Vypoctéte stiedni hodnotu funkee f(z) = -:E—g v intervalu (-3, 2).

Reseni: Funkce f neni v uvaZovaném intervalu spojita. O existenci stiedni hodnoty funkce
proto nelze rozhodnout podle Véty 3.2.1. Odpovéd na otazku, zda existuje ¢islo £ s vlast-
nosti

2
10
£-(2-(-3) = f—,dz.
T
'
nalezneme v kapitole o nevlastnich integralech. Snadno ovéfime, Ze dany integral diver-
guje, nebof plati
2 ] 2

10 10 1
f—dz: lim f—d;H- lim/
e s—0- | x? t—0t | T

-3 =3 t

=

dz = co.

w

V tomto pfipadé proto nemé smysl hledat stfedni hodnotu funkce na uvedeném intervalu.

10
3.30. Vypoététe stiedni hodnotu funkee f(x) = = ¥ intervalu (1, 5).

Reseni: Funkce f je v uvaZzovaném intervalu spojitd, hledana stfedni hodnota funkce
proto podle Véty 3.2.1 existuje. Je

5

10 1 5 5 5Inb
{=—f?dxzz[l{]lnz]l=-§(ln5—ln1): R
1

Stfedni hodnota funkce je rovna (5In5)/2.

3.31. Vypoététe stiedni hodnotu funkce f(z) = v intervalu (-1, 1}.

1
1422
Res’et{:’: Funkce f je v uvazovaném intervalu spojitd, stfedni hodnota funkce proto exis-
tuje. Je

1 1 1 1 1
= ——f—- dr = E[arctgz]_l = E(arctgl —arctg(-1)) =

Stredni hodnota funkce je rovna w /4.
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Nefesené tlohy
V nasledujicich tlohach vypoctéte stiedni hodnoty funkce f(z) v uvedenych intervalech.

3.32. f(z) =sinz, z€ (0, m) 3.35. f(z) =e* ze€(-1,1)

3.33. f(z) =Inz, z€(l,e) 3.36. f(z) = 17 i“ﬁ, z€(0,1)
3.34. f(z)=vVz+1, z€(0,1) 3.37. f(z) =tgz, =€ (0, n/3)
Vysledky

3.322/m 3.33 1/(e — 1) 3.34 2(v/8 — 1)/3 3.35 (2 — 1)/(2¢) 3.36 In2 3.37 (In8)/x

3.3 Slovni tlohy na urcité integraly

Pomoci uréitych integrali lze kvantitativné popsat mnohé geometrické tvary, napf. ob-
sah plochy, objem rotaénich téles, délku kfivky, atd. Nasledujici ulohy jsou zalozeny na
moznosti vyjadfit studovanou veli¢inu pomoci obsahu plochy.

3.3.1 Prebytek spotfebitele a vyrobce

Je-li dokonale konkuren¢ni trh efektivni, znamena to, Ze maximalizuje prospéch viech
ucastniki. PFi analyze hospodafské politiky je ¢asto uZiteéné odhadnout skutecnou veli-
kost pfinosu, ktery spotfebitelé a virobci ziskavaji svou ucastni na uréitych trzich. V knize
[5] str. 401, je uveden pfiklad vlady néjaké zemé tietiho svéta, kterd vi, Ze kdyz postavi
dalnici od pobfezi do vnitrozemi, zpFistupni tim nové trhy potravin pfichazejicich z mofe.
Rozhodnuti vlady o vystavbé dalnice zavisi na tom, zda prospéch, ktery novy trh pfinese
spotfebiteliim i dodavatelium, pfevysi naklady na vystavbu dalnice.

Miru prospéchu, kterou spotfebitel ziskdva u¢asti na trzni sméné, nazyviame uzitek
spotfebitele a znacime S,. P¥i rovhovaZném stavu mezi poptévkou a nabidkou stéle existuji
spotiebitelé, ktefi jsou ochotni zaplatit za zboZi cenu vyS8i, nez je rovnovdzna cena.
Predpokladejme, Zze poptavkova funkce po jistém druhu zboZi je popséna rovnici

P=10-Q,

kde P je cena za jednotku zbozi (napi. v Ké&) a @ je mnozstvi prodaného zbozi pfi cené
P. Z poptavkové funkce je zfejmé, Ze jeden spotiebitel je ochoten nakupovat za cenu
9 K¢, o jednoho spotiebitele vic je ochotno vydat za jednotku zbozi 8 K¢, atd. Pokud se
zbozi prodava za 5 K¢ potom prvni uvedeny spotfebitel udetfil 4 K& druhy 3Ké, atd.
Zbozi koupi celkem pét zakazniki, pficemz ¢tyfi z nich plati nizsi cenu, nez za jakou jsou
ochotni nakupovat. Celkové tak zdkaznici usetfi (4 + 3+ 2+ 1) K&. Piebytek spotiebitele
je roven 10 Ké.
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Situace je popsidna na Obrazku 3.9. Hodnota funkce poptavky vyjadiuje nejvyssi
¢astku, kterou je dany pocet spotfebitelli ochoten zaplatit za jednotku zbozi. Ode¢teme-
li od této hodnoty nékupni cenu a seéteme-li vysledné rozdily pro kazdé mnozstvi az do

P

Q

Obrézek 3.9: Piebytek spotfebitele

prodejni ceny, dostaneme pfibliznou hodnotu obsahu vyznagené plochy. Pokud pouZijeme
urcity integrél, ziskAme pfesnou hodnotu obsahu vyznacené oblasti. Uzitek spotfebitele
je potom roven

Q
B / (D(Q) - P)d@Q,

kde D(Q) je rovnice poptavky, @ je mnozstvi zbozi prodaného za cenu P.

Analogii k pfebytku spotfebitele je prebytek vijrobce. Tento pojem je zaloZen na mys-
lence, Ze pfi dané funkci nabidky P = S(Q), kde P je soucasna cena a @ je odpovidajici
nabizené mnoZstvi zboZi, existuji vyrobci, ktefi jsou ochotni dodat jisté mnozstvi zbozi
za niz8i cenu. Pfebytek virobce S, potom odpovida pfijmu plynouciho z toho, Ze se zhozi
prodéava za vysii cenu. Je tedy

Q
5= [ (P-5) de. (38)
[1]

Celkovy prospéch S viech i¢astniki z trzni smény je roven souétu prebytkd spotiebitele
a vyrobee, je tedy

qQ s g Q
§=5,+85,= /D (D(@Q) - P)d@+ / (P - 5(Q))dQ = fo (D(@Q) - 5(Q))dQ,

kde D(Q) znamena funkei poptavky, S(Q) je funkce nabidky a @ zna¢i mnozstvi proda-
ného zbozi.
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3.38. Vypoététe hodnotu piebytku spotiebitele, jestlize se jednotka zboZi prodava za
cenu P = 30K¢ a funkce poptavky mé tvar P = 50 — 10’ kde P je cena v Ké a @ je
mnozstvi prodaného zboZi za piisluinou éasovou jednotku.

Reseni: Nejprve zjistime mnozstvi prodaného zbozi Q pfi cené 30K¢&. Je

0 @
= 50 1
|
30=50- %
Q_
12_20
0 =200

Vypoctem jsme zjistili, Ze pfi cené 30 K¢ se proda 200 kust zbozi. Pro uzitek spotiebitele
plati

a i I -8 = [®20-240-
s.= [ (0@-Pag= ["e0- 3 -wde- [ (o-Dyao-
200
=[2UQ-%2] = 4000 — 2000 = 2000.
]

Zjistili jsme, 7e pfebytek spotfebitele je roven 2000 K&.

3.39. Funkce poptavky D(Q) po mléku je dana vztahem P = 25— Q, kde P je cena v K&
a @ je mnozstvi prodanych lahvi mléka tydné. O kolik se zméni pfebytek spotiebitele,
jestlize se cena mléka zvedne z 12 K& na 14 K& Pfedpokladejme, 7e diichodovy efekt
ze zvySeni ceny mléka je bezvyznamny, takze k vypoctu spotiebitelského piebytku lze
vyuzit funkei poptavky pfed i po zvySeni ceny mléka.

Reseni: Nejprve vypoéteme mnozstvi prodaného mléka pii cenéch 12 K& a 14 Ké&. Je

P=2-Q P-2-0
12=2-Q 14=25-0Q
Q=1 Q=11

Zména pfebytku spotfebitele pfi obou cendch je ddna vztahem
11 13
ASC=/ ((25-@) < 14)dQ—/ ((25-@)— 12) dQ =
0 1]

11 11 13
=f (11 - Q)dQ - 13(13-(;;}:1(.9:[11 —92] —[13Q-Q2] =
0 0 2 2

0 0
113 2 2 _ 2
=Oﬁ—3q—(w%3%)=ﬂjiiz—m

Zjistili jsme, Ze pfi zvydeni ceny mléka, dojde ke snizeni prebytku spotiebitele o 24 K¢.
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3.40. Funkce nabidky po zbozi je diana vztahem

Q2
P=5SQ)=4+—.
@) 100
Uréete prebytek vyrobce, jestlize se zboZi prodava pfi cené 40 K¢ za kus.

Reseni: Vypoéteme mno#stvi nabizeného zboZi pfi cené 40 K&. Je

i
B=dtot

cp p B
Wt

_@
B=1
Q% = 3600
Q = 60.

Kofen @ = —60 neuvazujeme, vzhledem k pfedpokladu @ > 0. Potom pro piebytek
vyrobce plati

s (o (e )0 [ (o o -5

. 60°
—36-&0—5—144{]

Ptebytek vyrobee ¢ini 1440 K¢.

3.41. Naleznéte rovnovaznou cenu P, mno#stvi zbo#i prodavaného @ za rovnovéznou
cenu a celkovy pfebytek S, jsou-li dany funkce poptavky, resp. nabidky P = D(Q), resp.
P = S(Q) ve tvaru

Redeni: PFi rovnovéze na trhu je P = D(Q) = S(Q). Nalezneme tedy Q, pro které maji
funkce poptévky a nabidky stejnou hodnotu. Je
\

D(Q) = S(Q)
@ Q
25 1000 Bk 10
Q Q
0: _ —
B 1000 T 10
Q%+ 100Q — 20000 =0
Q = —200, 100.
84

Kofen —200 nebudeme uvazovat vzhledem k predpokladu @ > 0. Pfi rovnovéze na trhu
se bude prodéavat 100 kust zbozi. Nyni miizeme dosazenim do P = D(Q), resp. P = S(Q)
urcit cenu, za jakou se bude zboZi prodavat. Je

P = D(100) = 25 100 _ 55 10=15 Ke
B - 1000 - :

= 100 :

P =5(100) =5+ - =5+ 10 =15 K&.

K vypoétu P stacilo urcit hodnotu dosazenim pouze do jedné funkce, my jsme vypodet
pro kontrolu provedli dosazenim do obou funkci. Vypoéteme celkovy piebytek. Je

B 100 Q'z Q B 100 Q Qz -
5= [ (-2 (5+ ) o= [ (-2 &) ao-
10000 1000000 _ 7000

100
S SR, O = 2000 — = -
AR L 000~ =35 3000 6

= 1167 K¢.

Zjistili jsme, Ze pfi rovnovaze na trhu se bude prodavat 100 kusti zbo#i za cenu 15 K& a
celkovy pfebytek ucastniki trhu bude (po zaokrouhleni) 1167 K&.

3.3.2 Lorenzova kfivka

Lorenzovu kfivku pouzivaime k méfeni nerovnosti v rozdéleni bohatstvi. MiiZzeme se ptat:
Jsou pfijmy domacnosti rozdéleny rovnomérnéji v Cesku nebo na Slovensku? Jak je roz-
déleno vlastnictvi pudy v Cesku? Jak jsou rozdéleny svétové zasoby ropy ve véech zemich
svéta?

V roce 1905 navrhl americky ekonom a statistik MAX OTTO LORENZ (1880 - 1962)
grafické vyjadfeni odpovédi na tyto otdzky. Roztiidil a sefadil nositele znaku podle vlast-
néného mnozstvi sledovanych statkG. Je-li napfiklad sledovanym znakem pfijem, tak
viechny jedince ve spolecnosti sefadime podle velikosti jejich pfijmu. Nejprve uvedeme
ty, ktefi nemaji nic. Pak se postupné do grafu vyjadii, ze z % nejchudsich jedincti ma y %
procent celkovych pfijmi spolecnosti. Napf. 5% populace ma 0% z celkového pfijmu,
10% populace mé 2% z celkového pifjmu spole¢nosti, 15% populace ma 5% z celkového
pfijmu, atd. Zaneseme-li zjisténé idaje do grafu, ve kterém vodorovné osa znamena pro-
centudlni &ast populace a svisld osa ozna¢uje pocet procent celkového piijmu, dostaneme
tzv. Lorenzovu kfivku, viz Obr. 3.10.

Zminime nékteré vlastnosti Lorenzovy kfivky. Tato prochazi vidy body o soufad-
nicich [0, 0] a [1, 1]. Je to déno tim, Ze 0% populace dosahuje 0% celkovych pFijmi a
100 % populace dosahuje veskeré piijmy populace, tedy 100 % celkovych pEijmii. Kfivka je
wrostouci, nebot neni moZné, aby vétsi éast populace sefazené dle velikosti pfijmu méla
mensi pfijem neZ mensi ¢ist takto sefazené populace. Kfivka lezi pod grafem funkce
y = z, protoze =% nejchudsich nemiize mit vice nez =% celkovych piijmi. Soucasné
je kfivka konvexni, nebot podil celkovych pfijmi, ktery pfipada na jednotlivé pfijemce,
musi s rostoucim pfijmem rist.

85



Obrazek 3.10: Lorenzova kfivka a mira nerovnosti

Cim je Lorenzova kfivka prohnut&jsi, tim vétsi nerovnost v rozdéleni piijmu (majetku,
bohatstvi) panuje. Proto se ke kvantitativnimu vyjadfeni této nerovnosti pou#iva obsah
plochy mezi Lorenzovou kfivkou a grafem funkce y = z. Velikost této plochy musi byt v
rozmezi od 0 do 1/2. Jsou dva extrémni pfipady: pfijem je rozdélen naprosto rovnomérng,
tj. viichni dosahuji stejného pfijmu, nebo je pifjem rozdélen naprosto nerovnomérné, tj.
veskery pfijem (majetek, bohatstvi) mé jedina osoba a ostatni nemaji nic. V prvnim
pfipadé Lorenzova kfivka splyva s grafem funkce y = z, v druhém piipadé je Loren-
zova kfivka totoZna s osou z aZ do bodu 100 %, kdy ,odsko¢“ na hodnotu 1 (tj. 100%
celkového majetku).

Mira nerovnosti G je definovana jako pomér plochy mezi grafem funkce y = = a
Lorenzovou kfivkou k obsahu plochy pod grafem funkce y = . Obsah plochy pod grafem
funkee y = z je roven 1/2, z toho plyne, Ze mira nerovnosti je rovna dvojnasobku plochy
ohrani¢ené Lorenzovou kfivkou a grafem funkce y = z a nabjva proto hodnoty od 0 do 1.
Poznamenejme, Ze nékdy se mira nerovnosti také nazjva Giniho koeficient. Jestlize je
¥ = f(z) rovnici Lorenzovy kfivky, potom pro miru nerovnosti G plati

G=2 j; ] (z = f(z)) dz. (3.9)

Pro srovnani uvedme hodnoty miry nerovnosti pfijmu rodin ve vybranjch zemich svéta.
Nejniz8i hodnota Giniho koeficientu je ve Svédsku, nejvyssi v Namibii. Priimérn4 hodnota
v EU je odhadovana na G = 0, 3.

stat Giniho koeficient
| Svédsko 0,23

Ceska republika 0,26

Rusko 0,41

USA 0,45

Cina 0,47

Namibie 0,70

Tabulka 3.1: Giniho koeficient pro vybrané zemé dle CIA, Factbook 2008
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3.42. Vypoctéte miru nerovnosti rozdéleni piijmi v populaci pro Lorenzovu kiivku s rov-
2

i o

nici y = — + =.
V=% 7%

Reseni: S pouzitim vzorce (3.1) dostaneme

3 472 Vi 4x? 212 41’3]1
= e T s s AR N 0O )| e "
¢ 2./0(1 (5+5))dx 2]0(5 5) g [5 15,
2 4 4
—2(5—5)—13-

Mira nerovnosti je v tomto pfipadé rovna 4/15, tedy 0,26. Tato hodnota piedstavuje
celkem malou nerovnomérnost v rozlozeni pfijmii v populaci, pfijmy jsou v populaci
viceméné rovnomeérné rozdélené.

3.43. Béhem vyzkumu se zjistoval celkovy pfijem domécnosti v jisté spole¢nosti. V Ta-
bulce 3.2 jsou uvédeny vysledky, kde v prvnim Fadku je uveden pocet procent populace,
kterd ma procentudlni podil na celkovém pf{jmu nizsi nebo stejny nez je odpovidajici tdaj
v druhém Fadku tabulky. Z Tabulky 3.2 je zfejmé, Ze 10% populace ma nejvyse 1,27 %

(% o] 10203 [ 40 [ 50 [ 60 | 70 | 80 | 90 |100
y[%) [ 0]1,27]3,36 6,69 11,68 18,75 | 28,32 | 40,81 | 56,64 | 76,23 | 100

Tabulka 3.2: Rozdéleni celkovych pfijmi domécnosti

celkovych pfijmii spoleénosti, 20% populace dosahuje nejvyse na 3,36 % celkovych pi-
jmi spolecnosti, atd. Vypoé¢téte miru nerovnosti rozdéleni piijmu v této spole¢nosti.

Reseni: V tomto pfipadé neznéme predpis pro rovnici Lorenzovy kfivky. Neni proto
mozZné pouzit vzorec (3.1). Z tabulky vSak zndme nékteré funkéni hodnoty. Nabizi se
pouzit Simpsonliv vzorec (2.44) ze strany 68, coZ také ud&lame. Oznacme rovnici Lo-
renzovy kiivky y = f(z), i = z/10 a f; = [f(z)]/100%. Je tedy fo = f(0) = 0,
fi = f(10) = 0,0127, atd. Potom je

f f(x)d

[(fo+ fro) +2(fa+ fa+ fo+ fo) +4(fr + fa+ fs + frt+ fo)] =

._.u|;:-

= ;[(0+1)+2(0 0336 + 0, 1168 + 0, 2832 + 0,5664) +

+ 4(0,0127 + 0,0669 + 0,1875 + 0, 4081 + 0,7623)] =
875

1 144-1,4375
[+2 + | = 3000°

Nyni vyuzijeme Ila.SlEdll_]lCl rovnosti

-—2[ (z— f(2)) z=‘2‘[folxdx—fn]f(z)dz].
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Snadno ovéfime rovnost fol zdz = 1/2. Potom je

! : 1 875 .
G_-2-|:/u xdx-—fo flz)dz =2-(———)L0,416?,

2 3000
Mira nerovnosti je v tomto pfipadé pfiblizné rovna G = 0,4167.

3.4 Ruzné ulohy

Redené tilohy

3.44. Velka ZOO zahajila reklamni kampaii, jejimZ cilem je pfilakat navitévniky. Pocet
lidi, ktefi ZOO navétivili po zahajeni kampané, lze popsat rovnosti

V(t) = 5000 — 24e93¢,

kde t je pocet dni trvani kampané a V(t) znaéi poéet navitévniki béhem {-tého dne.
Vypoététe, kolik navitévnikd pfislo do ZOO béhem prvnich tficeti dnii kampané.
Redeni: K vypoétu opét pouzijeme obsah plochy pod grafem funkce. Snadno ovéfime, ze
obsah této plochy v mezich od ¢t = 0 do t = 1 odpovida poétu navitévnikd v prvém dni
kampané, obsah plochy v mezich od t = 1 do t = 2 pfiblizné odpovida poétu navitévniki
v druhém dni kampané, tj. celkovy pocet pfichozich v prvnich tficeti dnech odpovida
obsahu plochy pod grafem funkce V(t) v mezich od t =0 do t = 30. Je

% % 80
Vr :] (5000 — 24e7%3¢) dt = [5000: +80e '°-3‘] = (150000+ hg) - (0+80) =
0 1] €
= 149920.

Za prvni mésic do ZOO pfislo 149 920 navstévniki.

3.45. Novy ropny vrt na po¢atku provozu poskytuje 120 000 barelii ropy roéné. Kazdy
rok viak produkce vrtu klesa o 6 000 barelii oproti pfedchozimu roku. Kolik ropy se vytézi
z vrtu béhem prvnich 20 let provozu?
Redeni: Je samoziejmé moZné vypoditat mnozstvi vyt&Zenych barelii v jednotlivich le-
tech a tyto secist, nicméné existuje rychlejsi cesta. Vime, Ze produkci ropy lze popsat
rovnosti f(t) = 120000 — 4000¢, kde f(t) zna¢i objem t&zby v t-tém roce provozu. Ob-
sah plochy pod grafem funkce f(t) v rozmezi od to do t; odpovida celkovému objemu
ropy, vyt&Zenému v obdobi od t do ¢,. Celkové mnozstvi ropy Py za prvnich dvacet let
tak vypoéitame pomoci vzorce
20 20
Pw= [ (120000 —4000t)dt = [120000¢ — 20009] = 120000 - 20 — 2000 - 400 =
0 0
= 1600000 bareld.

Za dvacet let provozu ropného vrtu bude vytézeno pfiblizné 1600000 barelii ropy.
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3.46. Uvazujme podobnou situaci jako v predchozi tiloze. Ropny vrt na poéatku provozu
poskytuje 200000 barelii ropy roéné. Produkce vrtu klesa kazdy rok o 6% vytézenych
barelli oproti pfedchozimu roku. Za jak dlouho bude celkové z vrtu vytézeno

(a) 1000000 barelii ropy,
(b) 3500000 barelii ropy?

Reseni: Objem té&zby v jednotlivich letech pfedstavuje leny geometrické posloupnosti,
nebot kazdy nasledujici élen je o Sest procent mensi nez predchozi élen; kazdy nasledujici
¢len je tedy 0,94 nésobkem pfedchoziho ¢lenu. Pro vyjadieni n-tého ¢lenu geometrické
posloupnosti plati vzorec a, = a; - ¢""!, kde a; je prvni élen posloupnosti (v naSem
ptipadé jde o objem téZby v prvnim roce provozu vrtu) a q je tzv. kvocient posloupnosti
(v naSem pfipadé je ¢ = 0,94). Pro mnoZstvi vytézené ropy f(t) v roce t proto plati
vzorec f(t) =200000-0,94*! kde t = 1, 2, 3, .... Pfiblizné celkové mnozstvi vytézené
ropy v obdobi od ty do t; lze vypoéitat pomoci vzorce

31
F= / (20(}000 . 0,94t_l)dt.
to

Vime, Ze téZit zacneme v Case ty = 0 a ptame se, v jakém Case t;, resp. t; bude celkové
mnozstvi vytéZzené ropy rovno 1000000 resp. 3500000 bareli ropy. Odpovéd dostaneme
vyfesenim dvou rovnic s nezndmymi ¢, a t; v horni mezi uréitych integrali

t2

th
1000 000 =f (200000 0,94°1)dt,  resp. 3500000 = | (200000-0,94*")dt.
0 0

Nejprve nalezneme feseni rovnice vlevo. Je
t1
1000000 =f (200000 - 0,941 dt
1]

131
1000000 = 200 Oﬂﬁf 0,941 dt
o

ty 0 g4t—l t
5= [ 0,94 'dt = | =
[J {111(0, 94)]0
5In(0,94) = 0,94 ' — 0,947

0,947 + 5In(0,94) = 0,948
_ In(0,947" + 5In(0,94))

i —1
! In(0,94)
In(0,9471 + 51n(0,94))
;. _ (o, i
' In(0, 94) i
t, = 5,55

Zjistili jsme, Ze z ropného vrtu bude vycerpano 1000000 barelfi ropy po pfiblizné péti
a piil letech provozu vrtu.
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Analogicky miizeme hledat feSeni druhé rovnice. Zapis fedeni jiz bude struénéjsi. Je

3500000=f(200000-0,94‘-‘)dz
]
B g [09€Y ]
2 _,[0 i [ln((},gtl) L
0,947 + 922 In(0,94) = 0,94%!
_In(0,947" + ¥1n(0,94)) . In(—0,019)
i In(0, 94) ~ “In(0,94)

Hodnota In(—0, 019) vSak neni definovana, nebof funkce In z je definovana jen pro z > 0.
Hodnota t, tedy neexistuje. Pro¢? Odpovéd poskytne vypoéet nasledujiciho nevlastniho
integrilu. Je

+1

% . 0,94t-11°
f 200000 - 0,941 dt = 200000 - lim [ 0,94 'dt = 200000 - lim | —— | =
0 s—o0 Jg s~ In(0,94) |,
200000 —0,9471
= . lim (0,94°' — 0,947') = 200000 - ——— =

In(0, 94) B {9, ) In(0,94)

= 200000 - 17,2 = 3440000.

Zavér zni, ze pokud by tézba probihala za stanovenych podminek po neomezenou dobu,
celkové by se vytézilo pfiblizné 3 440 000 barelt ropy. Proto neni mozné vytézit v koneé-
ném case 3 500 000 barelii ropy.

3.47. Pole je z jedné strany ohrani¢eno pfimou silnici o délce 2 km a z druhé strany
klikatou fekou. S odstupem 100 metrii od sebe byly méfeny vzdalenosti od silnice k fece
(vzdy kolmo na silnici) a byly zjistény tyto hodnoty: 51 m, 72 m, 154 m, 203 m, 254 m,
324 m, 512 m, 754 m, 811 m, 823 m, 795 m, 712 m, 687 m, 712 m, 749 m, 763 m, 751 m,
654 m, 421 m, 214 m, 68 m. Pomoci Simpsonova vzorce odhadnéte velikost plochy pole.

Reseni: Bteh feky pfiléhajici k poli miiZzeme povaZovat za graf funkce f. Dané vzdélenosti
potom lze brat jako hodnoty funkce f v bodech z = 0, z = 100, = = 200, atd. Je tedy
fo = f(0) =51, f; = f(100) = 72, f; = f(200) = 154, atd. KdyZ jsme si vyjasnili, jak
vypadaji funkéni hodnoty, miZeme pouzit Simpsontiv vzorec k vypoéctu velikosti plochy
pole jakoZto uréitého integralu funkce f v mezich od 0 do 2000 m. Je

S —;-? [(fo+f20) +2(f2+f4+fs+fs+fw+f12+fm+flﬁ+fla)+
+4(fi+ fat+ fs+ fr+ fot fu+ fis+ fis + fir + fro)] =
=% [(51 + 68) +2 (154 + 254 + 512 + 811 + 795 + 687 + 749 + 751 + 421)+
+ 4(72+ 203+ 324 + 754 + 823 + 712 + 712 + 763 + 654 + 214)] =

100 - 31311

=%0 (119 +2- (5134) + 4 (5231)] = = 1043700 m? = 104, 37 ha.

Ptiblizna vyméra pole €ini pfiblizné 104,37 ha.
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