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Predmluva

Tato skripta jsou poslední z trojice sbírek príkladu urcených pro studenty Fakulty sociálne

ekonomické UJEP v prezencní i kombinované forme studia k procvicení uciva predmetu
Matematika I. '

Pro pripomenutí jsou na zacátku každé kapitoly uvedeny výchozí definice a vety.

Poté následují vzorove vyrešené úlohy, které by mely pomoci s osvojením správných

v)'pocetních postupu. Na konci kapitol jsou uvedeny nerešené úlohy s výsledky. Celkem
skripta obsahují 356 príkladu, z toho témer 200 jich je vzorove vyrešeno. Nekteré príklady

jsou prevzaty z tradicních sbírek, cást úloh je vlastních. V seznamu literatury na konci
skript jsou uvedeny knihy, ze kterých jsem cerpal námety pri tvorbe této sbírky.

Jak již bylo receno, skripta navazují na dríve vydané sbírky úloh. Prebírám proto

znacení, které bylo použito v [111. V rade úloh se odkazujeme na pojmy jako jsou definicní
obor funkce, spojitost funkce, sudost a lichost funkce, atd. Všechny tyto pojmy jsou

zavedeny a procviceny v skriptech [111.

Pri psaní jsem dodržoval nekteré konvence o zápisu matematických výrazu. V ne

kterých prípadech je výhodnejší zapsat matematic1 výraz do jednoho rádku. Z tohoto
di'lvodu nekdy píšu výraz ve forme Aj B namísto B' Pri zápisu matematických výrazu
do jednoho rádku vždy dodržuji pravidlo o prednosti pocetních operací, konkrétne: náso

bení má pri zápisu prednost pred scítáním a mocnení má prednost pred násobením. To
2 2

se projeví napr. tak, že výraz 2jx + 4 znamená - + 4, nikoliv --, atd. Druhý uvedenýx x+4
zlomek by byl zapsán ve tvaru 2j(x+ 4). V sbírce jsou uvedeny i nekteré obtížnejší úlohy,

které mají za úkol "potešit" zvídavejší studenty. Tyto úlohy jsou oznaceny hvezdickou

a nebudou obsahem zápoctu, ani zkoušky. V nekterých úlohách budeme pocítat obsahy

jistých ploch. Obsah, jakožto geometrická velicina, by mel být vyjádren v merných jed
notkách. Pokud zadání úlohy neumožnuje urcit "prirozené" jednotky, uvádíme velikost

obsahu plochy znakem "jednotka ctverecní" a symbolem j 2. U vetšiny úloh by mel být
uveden obor integrovatelnosti. Pokud tento není uveden, potom je funkce integrovatelná
na množine IR.

Pri príprave na cvicení, k zápoctu i ke zkoušce je nutné si uvedomit, že tato sbírka

není ucebnicí teorie. Je proto vhodné, aby se studenti seznámili s odpovídající teorií
v nekteré z doporucených knih ze seznamu povinné, ci doporucené literatury v sylabu

predmetu Matematika I. Behem rešení úloh se v textu obcas vyskytne dotaz ve tvaru
(Proc?). Pokuste se na tyto otázky poctive odpovedet, pomi'lže vám to pri pochopení
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látky. Pokud si neumíte na tyto otázky odpovedet, snažte se najít odpoved v príslušných
ucebnicích, nebo na konzultaci u vyucujícího.

Na záver bych chtel podekovat obema recenzentum za peclivé prostudování rukopisu
a poskytnutí mnoha námetu ke zlepšení této sbírky. Doufám, že se podarilo odstranit
vetšinu nepresností. Pokud presto naleznete pri ctení techto skript nejaké nepresnosti,
budu vdecný za upozornení zaslané na adresu ondrej.moc@ujep.cz. Seznam nalezených
(a opravených) chyb bude zverejnen na webové adrese

http://fse.ujep.cz/-moc/sbmatdif/opravnik.htm.

/

Ústí nad Labem

zárí 2008

Ondrej Moc

Kapitola 1

Neurcitý integrál

1.1 Základní vlastnosti

Definice 1.1.1. Funkci F(x), definovanou na otevreném intervalu I, nazýváme primitivní

funkcí k funkci f(x), jestliže pro všechna x E I platí F'(x) = f(x).

1.1. Funkce F(x) = x2 + 3x + 10, definovaná na intervalu (-00, (0) je primitivní funkcí

k funkci f(x) = 2x + 3 na intervalu (-00, (0), nebot pro každé x E (-00, (0) je

F'(x) = (x2 + 3x + lO)' = 2x + 3 = f(x).

1.2. F\mkce F(x) = 5 + lOx - tgx, definovaná na intervalu (-~,~) je primitivní funkcí

k funkci f(x) = 10 - ~ na intervalu (-~, ~), nebot pro všechna x E (-~,~) je

F'(x) = (5 + lOx - tg x)' = 10- -\- = f(x).cos x

Je-li funkce F(x) primitivní funkcí k funkci f(x) na otevreném intervalu I, potom

i každá funkce ve tvaru F(x) + C, kde C E IR, je primitivní funkcí k funkci f(x) na
otevreném intervalu I, nebot je (F(x) + C)' = F'(x) + C' = f(x) +0= f(x), pro každé
x E I.

Definice lt.1.2. Množinu všech primitivních funkcí k funkci f na intervalu I nazýváme

neurcitým integrálem funkce f a znacíme ji symbolem J f(x) dx. Funkci f nazýváme

integrand.

Veta 1.1.3. Je-li funkce F(x) primitivní funkcí k funkci f(x) na otevreném intervalu I,

potom je

v

J f(x) dx = F(x) + C,

kde císlo C nazýváme integracní konstanta.

x E I, C E IR,



Pri prímé integraci hledáme vyjádrení neurcitých integrál!1 pouze pomocí algebraických

Úprav integrand!l, resp. Vety 1.1.4 a vzorcu pro tabulkové integrály.

13. 1 dxJ(x2+1) =lnlx+J(x2+1)I+C.

14. 1 ~ = arct C1 + x2 g x + I = - arccotg x + C2·

1 dx 1 11 + x I

15. --2=-ln -- +C,lxlf 1.I-x 2 I-x

Poznámka 1.1.5. Pri použití Vety 1.1.4 casto jeden neurcitý integrál vyjádríme jako

lineární kombinaci nekolika neurcitých integrálu. U každého z nich by mela být uvedena

integracní konstanta C a výsledek by mel obsahovat soucet integracních konstant. Tento
soucet bude opet nejaká konstanta ve smyslu libovolného reálného císla. Na tomto míste
uciníme dohodu, že príslušné konstanty budeme (pro zkrácení zápisu) uvádet pouze na

konci výpoctu.

I

Veta 1.1.4. Jsou-li CI, C2, ... , Cn libovolné reálné konstanty a existují-li na otevreném in

tervalu f neurcité integrály funkcí ft, 12, ... , fn, potom na intervalu f existuje i neurcitý
integrál funkce" cdl + C2/2+ ... + enfn a platí

1 (Clft + C2/2+ ... + enfn) dx = CI1 ft (x) dx + C21 f2(x) dx + .. "+ Cn 1 fn(x) dx.

Vzorce pro derivování elementárních funkcí (resp. jejich modifikace) dávají duležité zá

kladní vzorce pro integrování. Neurcité integrály v následujících vzorcích casto nazýváme
tabulkové integrály. Nejsou-li v následujících vzorcích uvedeny podmínky pro promennou
x nebo pro príslušné konstanty, pak tyto vzorce platí bez omezení.

1. 1Odx = C

2. 11dx = 1dx = x + C

3. Pro n f -1 platí

1 xn+1
xn dx = -- + C,n+l

na každém otevreném intervalu f, na kterém je funkce xn definovaná.

1.2 Prímá integrace

1 t2dx = t21 dx = t2x + C.

Rešení: V tomto prípade integrujeme podle promenné x. Vi'raz t2 proto predstavuje

konstantu a platí

1t2 dt, t E JR.

Rešení: V tomto prípade jsme promennou velicinu oznacili písmenem t. Nic jiného se

nezmenilo. Proto je

1 t3
t2 dt - - + C

- 3 .

x E JR.

x E JR, t E JR.

1 x2 dx,

1 X3x2 dx = "3 + c.

1t2dx,

Rešení: Je

1.4. Vypoctete integrál

1.5. Vypoctete integrál

Rešené úlohy

1.3. Vypoctete integrál

1 dx
12. ~ = ln lx + J(x2 - 1)1 + C, Ixl > 1.

1dx4. -;- = ln Ixl + C, x f o.

5. 1eX dx = eX + C.

6. 1aX dx = aX I: a + C, a > o, a f 1.

7·1sinxdx=-cosx+C.

8. 1 cosxdx = sinx + C.

1 dx
10. -'-2-=-cotgx+C,xfb,kEZ.Slll x

11. 1 dx - .,/(1 _ x2) - arCSlllX+ CI = - arccosx + c2, Ixl < 1.

1 dx9. -2- = tgx + C, x f (2k + 1)~71", k E Z.cos x

2 3



1 1 x6 7x67x5dx=7 x5dx=7·(f=6+C.
Rešení: Podle Vety 1.1.4 je

1 3x J 31 1 X8 3 x2 x8 3x2
x7 - - + 5 dx = x7 dx - - x dx + 5 dx = - - - .- + 5x = - - - + 5x +C.

2' 2 8 2 2 8 4

I
I

1.6. Vypoctete integrál

Rešení: Je

1. 7. Vypoctete integrál

17x5dX,

1dxx2 '

x E IR.

x E IR\{O}.

1.12. Vypoctete integrál

17 3
x --x+5dx
. 2 '

1.13. Vypoctete integrál

x E IR.

Rešení: Je

1 dx = 1 x-2 dx = X-I = _.!. + c.~ -1 x
15. 3 x

- + - - - dx
X x2 4 '

x E IR\{O}.

Rešení: Podle Vety 1.1.4 je

1vx dx = 1 Xl/2 d _ X3/2 2Hx--3-=--+C
"2 3 .

1~=1-1/2 XI/2.JI x dx = ! = 2VX + C.2

Dále již nebudeme uvádet, že k zjednodušení výpoctu používáme Vetu 1.1.4 (i když

to treba bude pravda). Snažte se sami poznat, která úprava byla použita a zkuste se

zamyslet nad tím, proc byla použita.

1 5 3 x 1 dx 1 dx 11 1 dx 1 -2 11
- + - - - dx = 5 - + 3 - - - x dx = 5 - + 3 x dx - - x dx =
X x2 4 X x2 4 x 4

X-I 1 x2 3 x2
= 5ln Ixl + 3 . - - - . - = 5ln Ixl - - - - + c.-1 4 2 x 8

x E IR.
15 sin x - 2 . 5X + 3x dx,

Rešení: Je

1.14. Vypoctete integrál

x E IR+.

x E IR+ .1~.JI'

1vxdx,
Rešení: Je

Rešení: Je

1.8. Vypoctete integrál

1.9. Vypoctete integrál

,

I

1.10. Vypoctete integrál

1dx~'
x E IR\{O}.

15 sin x - 2 . 5X + 3x dx = 51sin x dx - 21 5X dx + 31 x dx =
5X 3x2= -5cosx+2· - + - +c.

ln5 2
Rešení: Je

1~= 1-4/5 XI/5~ x dx = ! = 5?Ix + C.5

J J J x3 x56x2 + 5x4 dx = 6 x2 dx + 5 x4 dx = 6 . 3 + 5 . "5 = 2x3 + x5 + C.

1 2 1 1 dx X3/2
5vx - -'-2-dx = 5 xl/2dx - 2 ~ = 5· -3- - 2· (-cotgx) =

Slil X Slil "2

WH
= -3- + 2 cotg x + C.

1.11. Vypoctete integrál

Rešení: Podle Vety 1.1.4 je

16x2 + 5x4 dx,
XEIR.

1.15. Vypoctete integrál

15VX- _._2_dx,sm2x

Rešení: Je

x E IR\{k1rhEZ'

4 5



1.17. Vypoctete integrál

J J J X5/3 X7/25~+3x2v'Ídx=5 x2/3dx+3 x5/2dx=5.T+3.T=
3 6.jXi

= 3.y;;5 + -- + C
7 .

J(2X3 + 5)3 dx, X E IR.

Rešení: Pomocí vzorce (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 upravíme integrand do tvaru

(2x3+ 5)3 = 8x9 + 60x6 + 150x3+ 125.

J3X3 + 6x2---2- dx,x+

Rešení: Upravíme integrand. Pro všechna x E IR\ {-2} je

x E IR+.

x E IR\{-2}.

J~dX,

Rešení: Nejprve opet upravíme integrand. Je

«if:!i: = ( (XI/2) 1/3) 1/4 = XI/2.1/3.1/4= XI/24.

Proto je

J« if:!i: dx = J XI/24dx = X25/24= 24x '-YX + C~ 25 .

1.21. Vypoctete integrál

1.20. Vypoctete integrál

x E IR+.J5~+3X\/XdX,

Rešení: Je

1.16. Vypoctete integrál

I

Potom platí

J(2X3 + 5)3 dx = 8J x9 dx + 60J x6 dx + 150Jx3 dx + 125J dx =
XIO x7 x4 4xlO 60x7 75x4

= 8· - + 60· - + 150· - + 125x = - + -- + - + 125x+ C.
10 7 4 5 7 2

J6X+I + 4X-2-x-_I-dx!

Rešení: Nejprve upravíme integrand. Je

_6x_+_I_+_4_x__ 6_.6_x_+_4_x= 2. (6. 6x + 4X) = 2· [6. (~J+ (iJ] = 12· 3x + 2· 2x.2x-1 ~ . 2x 2X 2x 2 2

Pro zadaný integrál potom platí

J6X+I + 4X J J
---dx=12 3xdx+2 2xdx=12·3x·ln3+2·2x·!n2+C.

2x-1

x3 + x2 - 2x x(x2 + x - 2) x(x - l)(x + 2) 2----=----=-----=x +2x.
x-I x-I x-I

J X4 J J J dx x3-2-- dx = x2 dx - dx + -2-- = "3 - x + arctg x + C.x+l x+l

x E IR\{I}.J X3 + x2 - 2x
-----dx,x-I

Rešení: Upravíme integrand. Pro všechna x E IR\ {I} je

Proto je

J X3+ x2 - 2x J J x3x-I dx = x2 dx + 2 x dx = "3 + x2 + C.

1.23. Vypoctete integrál

J-2-X_4 - dx, x E IR.x + 1

Rešení: Integrand upravíme následujícím zpusobem

x4 x4 _ 1 + 1 x4 - 1 1 (x2 - 1)(x2 + 1) 1 2 1--=----=--+--=------+--=x -1+--.
x2 + 1 x2 + 1 x2 + 1 x2 + 1 x2 + 1 x2 + 1 x2 + 1

Proto je

3x3 + 6x2 3x2(x + 2) 2---- = ---- = 3x .
x+2 x+2

Proto je

J3X3 + 6x2 J x3x + 2 dx = 3 x2 dx = 3 . "3 = x3 + C.

1.22. Vypoctete integrál

(1.1)

x E IR.

J3X;4X dx = J GYdX+ JOYdX = Gr ln G) + Orln O) +C.

J3X + 4x
---dx, x E IR.

6x

Rešení: Integrand nejprve upravíme na "integrovatelné" funkce. Je

3X+4X =~+~=(~Y+(iY=UY+(~Y6x 6x6x 6623

Nyní již mužeme integrál (1.1) snadno vypocítat. Je

1.18. Vypoctete integrál

1.19. Vypoctete integrál

i
I
I

6 7



Proto je

Rešení: Pri výpoctu použijeme goniometrickou identitu sin2 x + cos2x = 1. Je

J-_-l--dx = J_d_X_ + J_d_X_ = tg x - cotg x + C.sin2 x . cos2 X cos2x sin2 x

sin2 x + cos2 x sin2 x cos2xii
~-- = ----- = ----- + ----- = -- + --o

sin2 x . cos2x sin2 x . cos2x sin2 x . cos2 x sin2 x . cos2X cos2 x sin2 x

1.3 Substitucní metoda

Integrace pomocí substitucní m~tody je založena na následující vete.

Výsledky

I.26u+C 1.271Ox+C 1.2810t+C 1.29 2t4+C 1.30 8t3x+C 1.31 2x6+2x2+C 1.32

5ln Ixl+C 1.33 x2 -ln Ixl +C 1.34 eX+2/x+C 1.35 ln Ixl-ex+C 1.36 l/x-2/JI+C

1.37 15~/2-12JI+C 1.38 x+ln Ixl+C 1.39 x-arctgx+C 1.40 x/2+(sinx)/2+C
1.41 sin x - cos x + C 1.42 tg x - cotg x + C 1.43 - tg x - 2x + C 1.44 (tgx)/2 + C

1.45 2H/3 -x+C

x E IR\ {k1r/2} kEZ'J-~2~---dX,sin x 1cos2 X

1.24. Vypoctete integrál

I
iII
i

Rešení: Pri výpoctu použijeme goniometrické vzorce sin2 x + cos2x = 1 a tg x = :~~~.Je

2 sin2x 1 - cos2 X 1 cos2X 1

tg x = -co-s-2-x-= -c-o-s-2-x- = -co-s-2-x-- -co-s-2-x = -co-s-2-x-- 1.

Formální použití Vety 1.3.1 je snadné. Obtíže vetšinou pusobí pouze nalezení správné

substituce t = cp(x). Výpocet potom probíhá formálne tak, že ve vzorci (1.2) dosadíme
za t podle rovnosti

Veta 1.3.1. Necht funkce f(t) je spojitá v intervalu (a, b). Necht funkce cp(x) má v in

tervalu (Q,{3) derivaci cp'(x) a pro všechna x E (Q,{3) je cp(x) E (a,b). Potom pro každé

t E (Q, {3) je

(1.2)
J f(t) dt = J f(cp(x))cp'(x) dx.

x E 1R\{(2k - 1)1!-j2hEZ'

1.25. Vypoctete integrál

Jtg2 xdx,

,
Proto je

Jtg2 Xdx = J d~ - J dx = tg x - x + C.cos x a za symbol dt podle rovnosti

t = cp(x)

dt = cp'(x) dx.

(1.3)

(1.4)

Nerešené úlohy

V následujících úlohách vypoctete zadané neurcité integrály.II
~

1.26. jdU

1.27. jlOdX

1.28. jlOdt

1.29. j 8t3 dt

1.30. j 8t3 dx

1.31. j 12x5 + 6x2 dx

1.32. j 5x-1 dx

J2X3 - x1.33. -x-2 -dx

Jx3eX - 2x
1.34 .• dx

JI - xex1.35. -x- dx

JJI -11.36. ~dx

J 5 61.37. {/X - JI dx

JX2 - 11.38. -2-- dxx -x

J X2
1.39. -2-- dxx + 1

1.40. j cos2 ~ dx

J cos 2x
1.41. ---- dx

cos x - sin x

ji + tg2 x1.42 .. 2 dx
S11l X

jCOS2X1.43. -'-2-dx
S11l x

j dx1.44. 1 + cos 2x

j~dx1.45. JI + 1

Vzorec (1.2) lze použít dvema zpusoby. Jestliže máme za úkol vypocítat neurcitý integrál

ve tvaru J J(cp(x))cp'(x) dx a známe primitivní funkci F(t) k funkci J(t), potom s využitím
rovnosti (1.3) postupujeme podle schématu

J J(cp(x))cp'(x) dx = I CP'(~~; : tdt 1= J J(t) dt = F(t) = F(cp(x)). (1.5)

Výraz mezi rovnými závorkami predstavuje mezivýpocet, kterým prejdeme z vyjádrení
používající promennou x k zápisu s promennou t. Tento popis prechodu mezi promennými

budeme používat i v následujících rešených úlohách.

Druhý zpusob použití vzorce (1.2) spocívá ve výpoctu integrálu ve tvaru J J(t) dt
pomocí integrálu J J(cp(x))cp'(x) dx, který muže být za jistých okolností snažší k výpoctu.

Je-li mezi promennými x a t vztah (1.3) a funkce cp(x) je monotónní na intervalu (Q,{3),

existuje k ní na tomto intervalu inverzní funkce, kterou oznacíme 1j;(t), a platí x = 1j;(t),
resp. dx = 1j;'(t)dto

Pokud jsou splneny požadavky Vety 1.3.1, lze v nekter)'ch prípadech použít oba

druhy substituce. Nejprve položíme cp(x) = t a potom t = 1j;(s). Tím vlastne dostaneme
substituci cp(x) ='t = 1j;(s). Pritom platí "prevodní" vztah

cp'(x)dx = dt = 1j;'(s)ds.

8 9



je-x dx = j e-X( -1)( -1) dx = (-1) j e-X( -1) dx = I (-1)~~ : tdt 1= (-1) jet dt =
= (-1)· et = _e-x +C.

j e-x dx.

Rešení: Je (-x)' = (-1). Proto volíme substituci -x = t a integrand upravíme tak, aby

obsahoval výraz e-X(-I). Je

Rešení: Je (x2 + 1)' = 2x. Proto je

j ( ,Jx2 + 1) x dx = j ( vix2 + 1) ~ x dx = ~ j ( VX2+l) 2x dx = 1x;x:~ : tdt I =

= ~ j vtdt = ~ jt1/2dt = ~t3/2 = yI(x2 + 1)3 + C2 2 2 ~ 3 .

Rešené úlohy

1.46. Vypoctete integrál

j (X2 + 5)3 2x dx.

Rešení: Snadno vidíme, že je (x2 + 5)' = 2x. Položením t = tp(x) = x2 + 5 a f(t) = t3
dostaneme dosazením do schématu (1.5) rovnosti

j(X2+5)32xdx=lx2+5=t 1= jt3dt=t-= (x2+5)4 +C.2x dx = dt 4 4

1.47. Vypoctete integrál

j (x3 - 10)23x2 dx.

Rešení: Pro funkci tp(x) = x3 - 10 je (x3 - 10)' = 3x2. Proto je

j(X3-IW3X2dx=lx~x~~~:tdtl= jt2dt=~=(X3~IW +C.

1.48. Vypoctete integrál

1.51. Vypoctete integrál

1.52. Vypoctete integrál

j (VX2+l) xdx.

jeX'xdx.I

j(3x2 + 7)5 5xdx.

Rešení: Vidíme, že je (3x2 +7)' = 6x. Integrand proto upravíme tak, aby obsahoval výraz
(3x2 + 7)5 6x. Je

j j 5 5 j /3X2 + 7 = t I(3x2+7)55xdx= -(3x2+7)56xdx=- (3x2+7)56xdx= d d =6 6 6x x = t

= ~ j t5dt = ~ . ~ = 5(3x2 + 7)6 + C.6 6 6 36

1.49. Vypoctete integrál

j(x3 + x + 5)7(3x2 + l)dx.

Rešení: Vidíme, že je (x3 + x + 5)' = 3x2 + 1. Potom je

j(X3+X+5)7(3X2+1)dx=1 x3+x+5 = t 1_ j 7 _ t8 _ (x3+x+5)8(3x2+1)dx=dt- tdt-s- 8 +C.

1.50. Vypoctete integrál

J vlx + lOdx.

Rešení: Je (x + 10)' = 1 a proto

jvlx+ 10dx =1 x+ 10 = t 1= J vtdt = jt1/2dt = t3/2 = 2y1(x+ lOp Cdx = dt ;! 3 +.2

10

1.53. Vypoctete integrál

je-3X(-5)dX.

Rešení: Je

je-3X(-5)dx = j (-V e-3X(-3)dx =1 {-3)~~:tdt 1 = (-V jetdt =

( 5) 5e-3x= -3 .et=--3-+C,

1.54. Vypoctete integrál

Rešení: Je

j x' ji x' I X2 = t 1 1j t 1 t eX'
e x dx = - . e . 2x dx = = - e dt = - . e = - + C.

2 2x dx = dt 2 2 2

1.55. Vypoctete integrál

je4X3+5x2dX,

Rešení: Je

J 4x3 5 2 ji 3 2 14x3 + 5 = t I 1 ji
e + x dx = - . e4x +5 . 12x dx = 2 = - et dt = - . et =12 12x dx = dt 12 12

e4x3+5
= -- + C.

12
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Rešení: Je (x + 10)' = 1. Proto volíme substituci t = x + 10. Tím dostaneme

i 2dx i (-1) dx I 5 - x = t I i dt
-- = (-2)-- = = -2 - = -2lnltl = -2In/5-xl +c.5-x 5-x (-I)dx = dt t

1.58. Vypoctete integrál

i dx I x + 10 = t I i dtx + 10 = dx = dt = T = lnltl = lnlx + 101+ C.

1.57. Vypoctete integrál

i-2-dX, xEJR\{5}.5-x

Rešení: Je (5 - x)' = -1. Proto volíme substituci t = 5 - x a integrand upravíme tak,
aby v citateli byl výraz (-I)dx. Tím dostaneme

x E JR.

x E JR\{k1r/2hEZ.

i cos(x + 2) dx, x E JR.

Rešení: Je (x + 2)' = 1. Proto zvolíme t = x + 2. Je

i IX+2=t I i ..cos(x + 2) dx = dx = dt = cos t dt = sm t = sm(x + 2) + C.

1.63. Vypoctete integrál

i dxsin2(2x) ,

Rešení: Položíme t = 2x, potom je

i~=i~'~=12X=t I=~i d~ =_~cotgt=_cotg(2x)+C.sin2(2x) 2 sin2(2x) 2dx = dt 2 sinAt 2 2

i i 1 13X2 + 5 = t I 1 ix,sin(3x2+5)dx= -sin(3x2+5)·6xdx= d =- sintdt=6 6x dx = t 6

= -~cost = cos(3x2 + 5) + C.
6 6

i cos(3x) dx, x E JR.

Rešení: Je (3x)' = 3. Proto zvolíme t = 3x a integrand upravíme tak, aby obsahoval clen
3 dx. Je

i i 1 I 3x = t I 1 i 1 1cos(3x)dx= -cos(3x)3dx= d d =- costdt=-sint=-sin(3x)+C.3 3 x= t 3 3 3

1.62. Vypoctete integrál

ix2sinx3dx, x E JR.

Rešení: Je (x3)' = 3x2. Položíme t = x3 a integrand upravíme tak, aby obsahoval clen
3x2dx. Je

i il I X3 = t I 1 i 1x2 sin(x3) dx = -(sin x3)3x2 dx = 2d I = - sintdt = --cost =3 3x x = (t 3 3

= _cos x3 + C.
3

1.61. Vypoctete integrál

1.64. Vypoctete integrál

i X· sin(3x2 + 5) dx,

Rešení: Je (3x2 + 5)' = 6x. Položíme t = 3x2 + 5 a integrand upravíme tak, aby obsahoval
clen 6x dx. Potom je

1.65. Vypoctete integrál

1 __.. +C.

x E JR\{-ID}.i~dX.x+ 10 .

1.56. Vypoctete integrál

i 2x
,. _'n dx.

Rešení: Je (x2 + 5)' = 2x. Proto volíme substituci t = x2 + 5. Je

i 2xdx _IX2+5=t 1- i~- iC3dt-t-2 --~(x2+5)3 - 2xdx = dt - t3 - - -2 - 2t2-

1.59. Vypoctete integrál

i ,- .5x .. n dx.

Rešení: Je (5x2 + 3)' = lOx. Proto volíme substituci t = 5x2 + 3 a integrand upravíme
tak, aby v citateli obsahoval výraz lOx dx. Je

i 5xdx - i~' 10xdx _/5X2+3=t 1-~idt_~it-2dt-~.C(5x2 + 3)2 - 2 (5x2 + 3)2 - lOx dx = dt - 2 t2 - 2 - 2 -I-
1 1

= -2i = --~~'_-n-_-~+ C.

1.60. Vypoctete integrál

i x+l d(x2 + 2x + 3)1 x.

Rešení: Je (x2 + 2x + 3)' = 2x + 2. Proto volíme substituci t = x2 + 2x + 3 a integrand
upravíme tak, aby citatel obsahoval výraz (2x + 2) dx. Je

i x + 1 - i 1 (2x + 2) dx _I x2 + 2x + 3 = t 1_ 1i dt _ 1it-7 dt _(x2 + 2x + 3)1 - 2' . (x2 + 2x + 3)1 - (2x + 2) dx = dt - 2' (l - 2' -

1 t-6 1 1=-. - = -- = ------+C
2 -6 12t6 12(x2 + 2x + 3)6 .

t

I
íI
I

II
f
~.,
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XE(O,oo). xEIR.\{O}.

1.66. Vypoctete integrál

jh:X dx,

Rešení: Je (In x)' = I/x, proto položíme t = Inx. Tím dostaneme

1. 71. Vypoctete integrál

je-I/X-2-dx,x

Rešení: Je (-I/x), = I/x2, proto se vyplatí použít substituci t = -I/x. Je

jlnX dx = jlnx . .!.dx =/llnx = t 1= jtdt = t = ln2x + C.x x - dx = dt 2 2x

1.67. Vypoctete integrál

je-I/X j 1 I _1 = t I j
--dx = e-I/x. -dx = X = etdt = et = e-I/x + C.
I x2 x2 ~ dx = dt

Rešení: Opet položíme t = eX. Je
jI + In2 x

--- dx
x ' XE(O,oo).

1. 72. Vypoctete integrál

j 2e2x
~== dx,
ve2x + 5

x E IR..

14

j eX

--dx
eX + 1 '

Rešení: Je (ex)' = eX. Proto položíme t = eX. Tím dostaneme

i_ex _ i eXdx , eX = t I j dtI+e2x- I+(eX)2= eXdx=dt = I+t2=arctgt=arctg(eX)+C.

jI jI 1 Iln x = t I jI-I - dx = -I - • - dx = 1 d d = - dt = ln Itl = ln Iln xl + C.x nx nx x x x = t t

1.69. Vypoctete integrál

15

jSin3xcosxdX, x E IR..

Rešení: Je (sin x)' = cosx. Proto položíme sin x = t. Je

j. 3 1 sinx=t I j t4 sin4xsm x cos x dx = d = t3dt = - = -- + C.cos x x = dt 4 4

jSin3xcos3XdX, x E IR..

Rešení: Je (sin x)' = cos x. Opet položíme sin x = t. Potom je

jsin3 x cos3 x dx = j sin3 x cos2 x cosxdx =i sin3 x (1 - sin2 x) cos x dx =

=1 sinx=t 1= jt3(I-t2)dt= jt3-t5dt=t--~=cosxdx = dt 4 6

= sin4 x _ sin6 x + C.
4 6

j 2e2x j 2ex . eXdx I eX = t I i 2t dt I t2 + 5 = s 1 j ds
ve2X+5 = /(eX)2+5 = eXdx= dt = vt2+5 = 2tdt=ds = ..;s=

j SI/2= s-I/2dS=T=2Vt2+5=2Ve2X+5+C.

Pri výpoctu jsme použili goniometrickou identitu cos2 x = 1 - sin2 x.

Druhá substituce je zvolena vzhledem k rovnosti (t2 + 5)' = 2t. Poznamenejme, že celý

príklad je možné vypocítat pomocí jediné substituce e2x + 5 = w. Overte výpoctem!

1. 73. Vypoctete integrál

1. 74. Vypoctete integrál

x E IR..

xER

x E (0,1) U (1,00).j_I_I_dx,x nx

Rešení: Opet položíme t ~ ln x. Potom je

Rešení: Položíme t = ln x. Potom je

i-C- - j ~ -I eX = t 1-i~ -I t + 1 = s 1- j ds - ln s -eX + 1 - eX + 1 - eXdx = dt - t + 1 - dt = ds - s - I I -
= lnJt + 11 = ln (eX + 1) +C.

jI + In2 x j 2 1 Iln x = t I j 2 t3--- dx = (1 + ln x)· - dx = 1 d d = 1 + t dt = t + - =x x - x= t 3x

ln3 x
= Inx+ --+C.

3

1.68. Vypoctete integrál

j eX
--2z-dx,I+e

Rešení: Opet položíme t = eX. Tím dostaneme

1.70. Vypoctete integrál

f

I
L

II
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1. 75. Vypoctete integrál

JCos4xsinxdx, xEIR.

Rešení: Je (cos x)' = - sin x. Proto položíme cos x = t a integrand upravíme tak, aby
obsahoval clen (-I) sin x. Je

J. f I cos x = t I Jcos4xslllxdx=(-I) (cos4x)(-I)sinxdx= ( )' d d =- t4dt=-I Sll1X x= t

t5 cos5 X
= -- = --- + C.

5 5

Výsledky

1.77 (3x-7)4/12+C 1.78 -(5-2xnI2+C 1.79 (6x+7)8/48+C 1.80 (x2+5)4/4+C

1.81 (1/3) ln Ix3- 81+ C, x i- 2 1.82 -In 14- x3\ +C, x i- ?14 1.83 2)(10 - xp /3+C,

x E (-00,10) 1.84 5)(10 + 3x2)3/9 + C 1.85 3V5 + x2 + C 1.86 10vx + 5 + C 1.87
5e4x/2+C 1.88 -5 e1-x+C 1.89 56x/(21n 5)+C 1.90 (_I)e5+x2 /2+C 1.91 cos(5-x)+C
1.92 sin(x2 + 10) + C 1.93 -cos(eX + 10) + C 1.94 arctg(lnx) + C, x E (0,00) 1.95

lnx-lnll+lnx\+C, x E (O,I/e) U (I/e,oo) 1.961nlex-e-xl+C, x i- O 1.97
2Jex+e-x+C 1.98 (tg2x)/2+C, x i- (2k-I)7r/2kEz 1.99 (cos3x)/3-cosx+C

1.100 (cos7 x)/7 - (cos5 x)/5 + C

1.4 Metoda per partes

Veta 1.4.1. Mají.li funkce u(x) a v(x) spojité derivace na intervalu I, potom na inter·

valu 1 platí vzorec

J uv' dx = uv - J u'vdx. (1.7)

Princip metody spocívá v prevedení integrálu ve tvaru J uv' dx na integrál ve tvaru

J u' v dx, jehož výpocet muže být jednodušší.

1. 76. Vypoctete integrál

JCOS5XdX, x E IR.

Rešení: Integrand upravíme na soucin funkcí sin x a cos x. Úpravu pritom provedeme tak,
aby integrand obsahoval clen cosxdx. (Proc?)

J cos5 x dx = J cos4 Xcos x dx = J (cos2 x) 2 cos x dx = J (I - sin2 x) 2 cos x dx =

I sin x - t I f J t3 t5= d - d = (I - t2)2 dt = 1- 2t2 + t4 dt = t - 2- + - =cos x x = t 3 5

sin3 x sin5 x
= sin x - 2-- + -- + C.

3 5

resp. strucneji

J u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) - J u'(x)v(x) dx,
(1.6)

Nerešené úlohy

V následujících úlohách vypoctete zadané neurcité integrály. 1.101. Vypoctete integrál

I
III
i

I
f

J

I

1. 77. J(3X - 7)3dx

1.78. J(5 - 2X)5 dx

1.79. J(6X + 2)7 dx

1.80. J 2x(x2 + 5)3 dx

J X2
1.81. -3-dxx -8

J 3X21.82. (4 _ x3) dx

1.83. J VIO - xdx

1.84. J5XVIO+3x2dX

J 3x1.85. ~ dxv5+x2

1.86. J ~ dxvx+5

1.87. JlOéxdX

1.88. J 5 e1-x dx

1.89. J 3 . 56xdx

1.90. J(-x)é+x2 dx

1.91. fsin(5 - x) dx

1.92. J 2x cos(x2 + 10) dx

16

1.93. JeXsin(eX + lO)dx

J dx
1.94. --

x(1 + In2 x)

J lnx1.95. ( I . dxx 1+ nx

Jex + e-x
1.96. --- dx

eX - e-X

1.97. J ~dXeX + e-X

J tg x1.98. -2- dxcos x

1.99. J sin3 dx

1.100. J sin3 x cos4 x dx

Rešené úlohy

JxeXdx, x E IR.

Rešení: V zadané úloze položíme u = x a v' = eX. Potom je u' = I a v = eX. Použitím

vzorce (1.7) dostaneme

J lu=x vl=exl J J'--x~. eX dx = I' = X . eX - I· eX dx = x eX - eXdx =-..- '-v-' u = I, v = eX '-v-' '-v-' '-v-' '-v-'
u v' u v u' v

= x eX - eX + C.

1.102. Vypoctete integrál

J x sin x dx, x E IR.

Rešení: V zadané úloze položíme u = x a v' = sinx. Potom je u' = 1 a v = cosx.

Použitím vzorce (1.7) dostaneme

J I I' I J J

u = x v = Slil X
X . sin x dx =.' = x . cos x - I . cos x dx = x cos x - cos x dx =

u' = I, v = cos X

I =xcosx-sinx+C.

17



Nyní urcíme hodnotu integrálu Jcos2 x dx. Je

/ I u = cosx, v' = cosx I . / ..
cos2 X dx =, .. = cos X Slilx) - Slilx( - srn x) dx =

u = - srn x, v = srn x

= sinxcosx + /sin2 xdx.

/ 2 1u =sinx, v'=sinx I. /
sin xdx= , =SIllX(-cosx)- cosx(-cosx)dx=

I u = cosx, v = -cosx

= -sinxcosx+ /cos2XdX (1.8)

1.107. Vypoctete integrál

xEIR.
/sin2 xdx,

Rešení: Zrejme bude u = sin x a v' = sin x. Je

1.103. Vypoctete integrál

/ x lnxdx, x E IR+.

Rešení: V zadané úloze položíme u = ln x a v' = x.

/x2coSXdX, XEIR.

Rešení: Položíme u = x2 a v' = cos x. Potom je

/ I u = x2• v' = cos x I . / .
x2 cos x dx =, , . = x2 srn x - 2x SlilX dx =

u = 2x, v = SlilX

= x2sinx - 2/ x sinxdx = x2sinx - 2(x cos x - sinx) + C

Pri výpoctu jsme použili výsledek príkladu 1.102. Pokud bychom nemeli tento výsledek
k dispozici, museli bychom dvakrát použít metodu per partes.

1.104. Vypoctete integrál

Dosazením do (1.8) dostaneme

/sin2 xdx = - sinxcosx + sinxcosx + /sin2 xdx, tedy 0=0.

Tento postup nás k cíli neprivedl, proto zkusíme integrál Jcos2 x dx vyrešit jiným zpuso
bem. Využijeme goniometrickou identitu cos2 x = 1 - sin2 x. Tím dostaneme

/ cos2 x dx = /1 - sin2 x dx = / dx - / sin2 x dx = x - / sin2 x dx.

Dosazením do (1.8) dostaneme

/sin2 xdx = - sinxcosx + x - / sin2 xdx.

Nyní k obema stranám rovnice pricteme výraz J sin2 x dx. Tím dostaneme

/sin2 xdx + /sin2 xdx = x - sinxcosx

2 /sin2 xdx = x - sinxcosx

/ • 2 d x - sin x cos x CSlil X X = 2 +.

1.108. Vypoctete integrál

(1.9)

x E IR.

v'=exl /

X = sinxex - eX cos x dx.v = e
/ X· d I u = sin x,e SIllX x = u' = cosx,

/ eX sinxdx,

Rešení: Položíme ti = sin x a v' = eX. Je

J arctgxdx = x arctgx - ~ In(1 + x2) + C.

/lnxdx, x E IR+.

Rešení: Prestože integrand není ve tvaru soucinu, lze jej prevést na soucin dvou výrazu
pomocí úpravy ln x = 1 . ln x. Potom lze zvolit u = ln x a v' = 1. Pak je

/ / IU=lnx, V'=l! /1 /
ln x dx = 1 . ln x d." = , I = x ln x - - x dx = x ln x - dx =

u = ;, v = x x

= X ln x - x + C

/ I u = ln x. v' = x I X2 / 1 x2 x2 1 /
x ln x dx = I' 2 = - ln x - - . - dx = - ln x - - x dx =

u' = x' v = T 2 x 2 2 2
x2 x2

= -ln x - - + C
2 4

1.105. Vypoctete integrál

1.106. Vypoctete integrál

/arctgxdx, x E IR.

Rešení: Integrand není ve tvaru soucinu, opet použijeme úpravu arctg x = 1 . arctg x.

/ / I u = arctgx. v' = 11 / x
arctgxdx = 1· arctgxdx =, l' = x arctgx - --2 dxu=J+X2' v=x Itl-x

Platí

/ x 1J 2x dx 11 + x2 = t I 1 / dt 1 1 2
--dx = - -- = = - - = -lnltJ = -ln(l +x) +C.1 + x2 2 1 + x2 2x dx = dt 2 t 2 2 '

proto je

I

I

I,
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Pro výpocet integrálu J eX cos x dx opet použijeme metodu per partes. Je

/cos JIdx,

Rešení: Nejprve integrand upravíme pro použití substitucní metody. Je

V nekterých príkladech je vhodné použít jak substitucní metodu, tak i metodu per partes,
viz následující dve úlohy.

1.109. Vypoctete integrál

(1.10)

12 = jsin2xdx,

II = /sinl xdx = /sinxdx = -cos x + C,

10 = / sino x dx = / dx = x + C.

Nyní podle nalezeného vzorce vypocítáme J x3ex dx. Je

13 = x3ex - 312

h = x2ex - 211

II = xlex - llo

10 = eX

In = xnex - nIn-I'

h = j x2exdx,

h = j Xl eX dx = j x eX dx,

10 = / xOex dx = j eX dx = eX + C.

Položíme ti = xn a Vi = eX. Tím dostaneme

/ I ti = xn Vi = eX I jIn = xnex dx =' = xnex - nxn-Iex dx =
U' = nxn-l, V = eX

= xnex - n / xn-Iex dx = xnex - nIn_I'

21

Je tedy

1.111. Naleznete rekurentní vzorec pro

In = /xneXdx, x E JR, nE N.

Rešení: Poznamenejme, že v hledaném vzorci znací index n mocninu u promenné x. Je

tedy napr.

Dosazením do (1.10) dostaneme

/ x3ex dx = 13 = x3ex - 3(x2eX - 2(xleX - 1 . eX)) = x3ex - 3x2ex + 6xex - 6ex + C.

1.112. Naleznete rekurentní vzorec pro

In = jSinnxdx, x E JR, nE N.

Rešení: Položíme In = Jsinn x dx, index n proto znací mocninu funkce sin x. Je tedy
napr.

= j(-t)et (_ ~t) = ~ j tetdt =

x E JR.

XE(O,oo).

vI=exl /

= cos x eX + eX sin x dx.
v = eX

_x2 = t

/ x3e-x' dx,

-2xdx = dt

xdx = -~

I ti = t Vi = et I 1 ( j ) 1
= I' t =- tet- etdt =-(tet_et)=tt = 1, v = e 2 2

= ~ (_x2e-X' - e-x') = -=.;. (x2 + 1) + C.2 2ex

/ Itl = cos x,
eX cos x dx = I .

ti = -smx,

j x3e-x' dx = j x2e-x'xdx =

Dosazením do (1.9) dostaneme

2 j d I ti = t, Vi = cos t I 2 (. j. d) 2' 2( )
t cos t t = I . = t sm t - sm t t = t sm t - - cos t =

ti = 1, v = sm t

= 2JI sin.jI + 2 cos JI + C.

/ eX sin x dx = sin x eX - (cos x eX + / eX sinxdx ) = sin x eX - cosxex - / eX sinxdx.

K obema stranám rovnosti pricteme integrál J eX sin x dx. Tím dostaneme

2 / eX sin x dx = eX sin x - eX cos x,

/ X· d eX sin x - eX cos x C
e sm x x = ~ + .

JI= t

/ cos JI dx = / 'lx cos JI dx = / JI . cos JI ~ = I ~ ~ : :~t 1= 2 / t cos t dt

Nyní použijeme metodu per partes. Položíme ti = t a Vi = cos t. Potom je

Rešení:

1.110. Vypoctete integrál

I
I
I

II
I
I•



I
Funkci sinn x rozložíme na soucin funkcí sinn-I x· sinx. Potom je Je tedy

Mocnina funkce sin x klesne v každém kroku výpoctu o dva. Podle toho, zda je daná
mocnina sudé ci liché císlo, bude výpocet koncit bud clenem 10 = x + C nebo clenem

II = - cos x+C. Jako ilustraci vzorce uvedeme výpocet integrálu J sin4 xdx a JSin5 x dx.

Jsinn xdx + (n - 1) Jsinn xdx = - cosxsinn-I X + (n - I) JSinn-2 xdx

n Jsinn xdx = -cosxsinn-I x + (n - I) JSinn-2 xdx

J . n d cos X sinn-1 x n - 1J . n-2 d
SlIl X X = - ------ + -- SlIl X Xn n

J J I u = sinn-I x v' = sin x IIn = sinnxdx= sinn-Ix·sinxdx= I ( )'. n-2U = n - I SlIl XCOSX, V = -cosx

= sinn-I x( - cos x) - J(n - 1) sinn-2 x cos x( - cos x) dx

= - cosxsinn-I x + (n - 1) JSinn-2 xcos2 xdx

= -cosxsinn-I x + (n -1) JSinn-2x(1 - sin2x)dx

= - cos x sinn-I x + (n - 1) J sinn-2 x - sinn X dx

Jsinn xdx = -cosxsinn-I X + (n - 1) JSinn-2 xdx - (n - 1) Jsinn xdx

Nyní k obema stranám poslední rovnosti pricteme výraz (n - 1) Jsinn xdx. Tím dosta
neme

Použitím metody per partes dostaneme

= __ x_ + 2nJ __ x_2_ dx =(1 + x2)n (1 + x2)n+1

x E IR, nE N.

v' = I

J dxIn = (1 + x2r'

J. 5 d cos x sin4 x 4 (cosxsin3x 2( ))Slil X X = ----5-- + 5 ----3--+:3 - cos x

cosxsin4x _ 4cosxsinx _ 8cosx C
5 15 15 + .

12 = J dx(1 +X2)2'

h = J dx - J dx(l+x2)1 - l+x2 =arctgx+C.

Iu----
J dx I - (I +x2)n'In= (l+x2r= ,_ (-n).2x _

u - (1 + x2)n+I' V - X

x J I + x2 - 1= . + 2n (1 + x2)n+1dx =

=. x + 2n (J_I_+_x2_dX _ J __ d_X__ ). (I + x2)n+1 (1 + x2)n+1

= x + 2n (J (1 ::2)n - J (1 + ~~)n+1 ) = I •• x O\~ + 2n (In - In+d·

Je tedy

J dxRešení: Položíme In = ( ,n, index n proto znací mocninu funkce 1/(1 + x2). Je1 +X2

tedy napr.

* 1.113. Naleznete rekurentní vzorec pro

(1.11 )I co_s_x_si_n_n_-_1_x n - 1 In - + n-2'n n

Hledaný rekurentní vzorec má tvar

Pro integrál J sin5 x dx podle (1.11) dostaneme

J. 4 d cosxsin3x 3 (cosxsinx I)SlIl X X = 4 + 4" 2 + 2 x

cos x sin3 x 3cosx sinx 3x

---4--- 8 +S+C.

neboli

I
t

I
I
I
I

Je tedy

I _ cos X sin3 x ~ I
4 - 4 + 4 2,

I _ cos X sin4 x 4 I
5 - - - + 5 3,

22

cosxsinx 1 I
12 = ---2-- + 2 o·

I - cosxsin2 x 2 I
3 - 3 +:3 I·

x

In= 1 2) +2nIn-2nIn+1,1 + x n
X

2n In+1 = 1 2\ + 2n In - In'1 +x n

I x 2n - I
In+1= - . ( 2) + -- . In' (1.12)2n 1 + x n 2n

což je hledaný rekurentní vzorec. Pro ilustraci ukážeme použití vzorce (1.12) pri výpoctu

neurcitého integrálu 13 = J dx 2)3' Je In+1 = 13, proto n = 2. Použitím vzorce (1.12)(I + x
dostaneme

1 x 3 I x I

13 = 4" . (1 + x2)2 + 4" . 12, a 12 = 2 . (1 + X2)1 + 2 . II

23



Spojením obou mezivýsledkil dostaneme

1 x 3C Xl)13 = 4" . !1 + X2)2 + 4" 2' (1 + x2) + 2 . arctg x .

1.5 Vybrané typové úlohy

1.5.1 Integrály typu J J'(x)/ f(x) dx

24

Proto platí

V následujících úlohách vypoctete rekurentní vzorce pro uvedené integrály.

J dx x 3x 3arctgx C
---= ---+ --- + --- +
(l+x2)3 4(1+X2)2 8(I+x2) 8 .

J~dX3x2 + 11 .

Rešení: Použijeme substituci t = 3x2 + 11. Potom je

25

J 2xx2 + 1 dx.

Rešení: Integrand je funkce definovaná na ~. Použijeme substituci t = x2 + 1. Potom je

Neurcitý integrál existuje pro každé x E (-00, - i/I), resp. x E (- i/I, f"i), resp.

x E (i/I, 00).

J 2X3 J fo . 20x3 dx 15X4 - 7 = t I 1 J dt 1
-- - - - - - - - ln t -
5x4 -7 dx - 5x4 -7 - 20x3dx = dt - 10 t - 10 I I-

1
= - lnl5x4 - 71 + C.10

J 5x d 13X2 + 11 = t I J ~ . 6x dx 5 J dt 5
--- x - - --- dt - - - - - ln t -
3x2 + 11 - 6x dx = dt - 3x2 + II - 6 t - 6 I 1-

5
= - ln (X2 + 1) + C.6

J 2x dx I x2 + 1 = t I J dtx2+1 = 2xdx= dt = T=ln1tl=ln(x2+I)+C.

J 2X3
--- dx
5x4 - 7 .

Rešení: Integrand lze opet snadno upravit do tvaru f' / f. Potom použijeme substituci
t = 5x4 - 7. Je

1.137. Vypoctete integrál

Poznámka: Pri výpoctu jsme zjistili, že derivace jmenovatele je rovna výrazu 6x. Proto

jsme v následujícím kroku prevedli citatel integrandu do tvaru, který odpovídá derivaci
citatele vynásobené jistou konstantou. Tuto konstantu mužeme podle Vety 1.1.4 prevést

pred integrál. Tím se z integrandu stane zlomek, který má v citateli derivaci jmenovatele.

1.136. Vypoctete integrál

1.135. Vypoctete integrál

V následujících úlohách se zameríme na duležitý typ neurcitých integrálu. Jsou to inte

grály, ve kterých lze integrand bud prímo, nebo po úprave prevést na tvar zlomku, kde
citatel je derivací jmenovatele.

1.134. J cosn x dx1.133. Jlnn xdx

1.114. JXCOSXdX 1.120. JSin7 xdx1.126. Jx3eX'dx

1.115. J x2 eXdx

1.121. J ~ dx1.127. Jxtg2xdXSlil x

1.116. Jxe2Xdx

tnx1.128. J(x-l)lnxdx
1.122. ~ dx

1.117. J arcsinxdx

1.123. Jln2 x dx1.129. Je3X cos2xdx

1.118. J x2 arctg x dx

1.124. Jln(1 + x2) dx1.130. JSin(lnx)dx

JSinx

1.125. J(2x+5)sin3xdx1.131. Jxcos2XdX

1.119. -- dx eX

1.132. Jxnsinxdx

Nerešené úlohy

V následujících úlohách vypoctete zadané integrály pomocí metody per partes.

Výsledky

1.114 xsinx + cos x + C 1.115 x2ex - 2xex + 2ex + C 1.116 (xe2x/2) - (e2x/4) + C

1.117 x arcsinx + Vf=X2 + C, x E (-1,1) 1.118 (x3 arctgx)/3 - (1 + x2)/6 + (In(1 +
x2))/6+C 1.119 -e-X(sinx+cosx)/2+C 1.120 (-sin6xcosx)/7-(6sin4xcosx)/35

(8sin2 xcosx)/35-16cosx/35+C 1.121 -x cotgx+lnl sinxl+C, x f h, k E Z 1.122

-(1 + Inx)/x +C 1.123 x ln2x -2x Inx+ 2x +C 1.124 x In(1 +X2) - 2x+ 2 arctgx+C

1.125 (2sin3x)/9-((2x+5)cos3x)/3+C 1.126 (x2eX' -eX')/2+C 1.127 xtgx-(x2/2)+

ln Icosxl + C 1.128 (x2/2 - x) lnx - x2/4 + x + C 1.129 e3X(2sin2x + 3cos2x)/13 + C

1.130 x(sin(lnx) - cos(lnx))/2 + C 1.131 x2/4 + (x sin 2x)/4 + (cos2x)/8 + C 1.132

In = xn cos x + lIXn-1 sinx - 11(11 - 1)ln_2 1.133 In = x lnn x - n1n_l 1.134 ln+l =

x/(1 + x2)n + (211 - 1)ln/(211)

I
II

II
I
Ii
~
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Veta 1.5.1. Je

Poslední tri príklady lze shrnout do následujícího pravidla.

/ f'(x)f(x) dx = ln If(x)1 + C,

pro všechna x E JR, pro která je f(x) i- O a f'(x) je definovaná.

Dukaz. Použijeme substituci t = f(x). Potom pro všechna x E JRtaková, že f(x) i- O,je

1.141. Vypoctete integrál

/ _2_x_2_ dx5 - 3x3 .

Rešení: Je (5 - 3x3)' = -9x2. Integrand upravíme tak, abychom mohli použít vzorec

(1.13). Je

J 2X2 / (-~) . (-9x2) 2 / -9X2 2 ln 15- 3x31
---dx= 9 dx=--· ---dx=------+C
5 - 3x3 5 - 3x3 9 5 - 3x3 9 '

pro všechna x E JR\{y'573}.

(1.13)

/ f'(x) dx =I f(x) = t 1- / dtf(x) f'(x) dx = dt - t = ln Itl = ln If(x)1 + C,

II
I
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pro všechna x E JR.

1.139. Vypoctete integrál

1.140. Vypoctete integrál

/ 27x7
---- dx.
12xB + 42

Rešení: Je (12xB + 42)' = 96x7. Integrand upravíme tak, abychom mohli použít vwrec

(1.13). Je

J 27x7 dx = J ~.96x7 dx = ~./ 96x7 dx = 9 In(12xB + 42) + C12xB + 42 12xB + 42 32 12xB + 42 32 '

pro všechna x E JR.

1.142. Vypoctete integrál

/ 2x + 1 dx.x2 + x

Rešení: Je (x2 + x)' = 2x + 1. Podle vzorce (1.13) je

/2X+1-2-- dx = ln Ix2+ xl + C,x +x

pro všechna x E JR\{-I; O}.

/ _ ~ 6x_+5_ dx.

Rešení: Je (3x2 + 5x + 12)' = 6x + 5. Podle vzorce (1.13) je

/ 6x+52 dx = In(3x2 + 5x + 12) + C,3x +5x+12

27

1.143. Vypoctete integrál

1.144. Vypoctete integrál

/ cotgxdx.

Rešení: Je cotg x = cosx a (sin x)' = cosx. Podle vzorce (1.13) jesmx

pro všechna x E JR.

/ /cosx .
cotgxdx = -.- dx = ln ISlilxl + C,Slilx

pro všechna x E JR\{brhez.

1.145. Vypoctete integrál

o

/ 2x-2-- dx.x +3

Rešení: Je (x2 + 3)' = 2x. Podle vzorce (1.13) je

/ 2xx2 + 3 dx = ln Ix2 + 31+ C.

což dokazuje vyslovené tvrzení.

Protože pro všechna reálná císla x je x2 + 3 > 0, platí rovnost Ix2 + 31 = x2 + 3 a výsledek
lze psát ve tvaru

/ 3x2-3-- dx.
X +8

Rešení: Je (x3 + 8)' = 3x2. Podle vzorce (1.13) je

/ 3X2x3 + 8 dx = ln Ix3 + 81+ C,

1.138. Vypoctete integrál

/ 2x-2-- dx = In(x2 + 3) + C.x + 3

Poznámka 1.5.2. V dalších príkladech již nebudeme uvádet Zdllvodnení, proc v prípade,

kdy pro všechna x E JRje f(x) > 0, píšeme místo If(x)1 pouze výraz f(x).

pro všechna x E JR\{-2}.

/~dX3x2 + 5 .

Rešení: Je (3x2 +5)' = 6x. Integrand upravíme tak, abychom mohli použít vzorec (1.13).
Je

/ 2x / 1. 6x 1 / 6x 1 In(3x2 + 5)
--- dx = _3__ dx = -. -- dx = - ·ln 13x2+51+C = ---~+C.
3x2 + 5 3x2 + 5 3 3x2 + 5 3 3'

f

I

I

I



V následujících úlohách vypoctete zadané neurcité integrály.

Nerešené úlohyI
1.146. Vypoctete integrál

J sinx dx.5 + 2cosx

Rešení: Je (5+2cosx)' = -2sinx. Integrand upravíme tak, abychom mohli použít vzorec
(1.13). Je

1 sinx 1(-4)' (-2sinx) 1 1 -2sinx
---- dx = ~~---- dx = --. ----dx =
5 + 2 cos x 5 + 2 cos x 2 5 + 2 cos x

1
= --·lnI5+2cosxl+C,2

pro všechna x E JR.

1.150. 1~x-lO

1 dx1.151. 5x - 1

1 5x1.152. x2+6dx

1 5X3
1.153. --4 dxI-x

1 5x1.154. --2 dx3- 4x

1 6e2x1.155. -2-- dxeX+2

1 dx1.156. x(1 + ln x)

1 sin x dx1.157. 5+cosx

1cotg x dx1.158. In(sin x)

r

1.141. Vypoctete integrál

Js~nx + cos x dx.smx - cos x

Rešení: Je (sin x - cos x)' = cos x + sin x. Podle vzorce (1.13) je

1sin x + cos x dx = ln I sin x - cos xl + C,sinx - cos x

pro všechna x E JR\n + k1rhEZ.

1.148. Vypoctete integrál

J eX

--dx.
10 + eX

Rešení: Je (10 + eX)' = eX. Podle vzorce (1.13) je

J eX10 + eX dx = In(lO + eX) + C,

pro všechna x E JR.

1.149. Vypoctete integrál

J e3x+2
--- dx
5+7e3x .

Rešení: Je (5 + 7e3x)' = 21e3x. S použitím vzorce (1.13) dostaneme

1 e3x+2 1e2 . e3x 1..L . 21e3x 1 121e3x
--- dx = --- dx = 21 dx = -. --- dx =
5 + 7e3x 5 + 7e3x 5 + 7e3x 21 5 + 7e3x

= In(5 + 7e3x) + C,

pro všechna x E JR.

Výsledky

1.150 ln/x - 101+ C, x E (-00, 10), x E (10,00) 1.151 (1/5) ln 15x - 11+ C, x E

(-00, 1/5), x E (1/5, 00) 1.152 (5/2) In(x2 + 6) + C, x E JR 1.153 (-5/4) ln 11- x41 + C,
x E (-00, -1), x E (-1,1), x E (1, 00) 1.154 (5/8)lnI3-4x21+C, x E (-00, -../3/2),

x E (-..;3/2, ..;3/2), x E (../32, 00) 1.155 3In(e2x +2) + C, x E JR 1.156 ln 11+ ln xl +C,

x E (O, I/e), x E (1/e, 00) 1.157 -ln(5 + cos x) + C, x E JR 1.158 ln Iln(sinx)l, x E

(2k1r, (2k + 1)7rhEZ

1.5.2 Integrály typu Jl/(x2 ± 1) dx

V dalších kapitolách budeme casto pracovat s integrály ve tvaru JI/(X2 ± l)dx. Oba

typy patrí mezi tabulkové integrály, které byste meli znát. Presto tyto vzorce zduvodníme
v následujících dvou príkladech odpovídajícím výpoctem.

1.159. Vypoctete integrál

1 dx1 +X2'

Rešení: Použijeme substitucí x = tg t. Potom pro všechna t E ( - ~, ~) je

1 dx I x = tg t I 1 1 dt 1 1 dt1 + x2 = dx = ~ dt = 1 + tg2 t . cos2 t = cos2 t sin2 t . cos2 t =
cos __ + __

cos2 t cos2 t

= 1 dt = 1__d_t__ = 1dt = t + C.cos2 t + sin2 t 2 sin2 t + cos2 t
--co-s-2-t--' cos t

V puvodním zadání byla uvedena funkce promenné x, proto se musíme vrátit k vyjádrení
výsledku jakožto funkce promenné x. Víme, že je x = tg t. Z toho, co již víme o inverzních

funkcích (viz napr. [11], Kapitola 1.6), plyne, že t = arctgx. Proto je

I
28

1 dx1 + x2 = arctg x + C.

29
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1.160. Vypoctete integrál

Porovnáním koeficientu u stejných mocnin x na obou stranách poslední rovnosti dosta
neme soustavu rovnic

A + B = O,

A - B = I,

1 = A(x + I) + B(x - 1),

Ox + I = (A + B)x + (A - B).

x E IR\{-3, 3}.

J dxa2 + x2'

Rešení: Použijeme substituci x = a t, platí tedy x2 = a2t2. Potom je

J dx j x = a t I J a dt J a dt a J dt Ia2+x2= dx=adt = a2+a2t2- a2(I+t2)=a2 l+t2=~arctgt.
x

Z uvedené substituce je patrné, že t = - . Proto jea

J dx I X
-2--2 = - arctg - + C.a +x a a

J dxx2 - 9'

Rešení: Použijeme substituci x = 3t, tedy x2 = 9t2• Potom je

J dx I x = 3 t I J 3 dt J 3 dt 3 J dt I I I I t - 11x2 - 9 = dx = 3 dt = 9t2 - 9 = 9(t2 - I) = '9 t2 - I = :3 . 2 n t + I =

1 I;!:-II I IX-31
= -ln _3_ = -In -- +C.

6 ~+1 6 x+3

Pri výpoctu integrálu byl použit vzorec (1.17) ze strany 30.

J dx6+X2'

Rešcní: Použijeme substituci x = J6 t, platí tedy x2 = 6t2• Potom je

J dx I x = J6 t I J J6 dt J J6 dt J6 J dt I6+x2 = dx = J6dt = 6+6t2 = 6(1 +t2) =""6 1+ t2 = J6arctgt.
x

Z uvedené substituce je patrné, že t = J6' Proto je

J dx I X--2 = r;: arctg r;: + C.6+x v6 v6

1.163. Vypoctete integrál

1.164. Vypoctete integrál

J 16~X2'

Rešení: Potrebujeme, aby platilo x2 = 16t2. (Proc?) Proto použijeme substituci x = 4t.

J dx I x = 4t I J 4 dt J 4 dt 4 J dt I-16-+-x-2= dx = 4dt = -16-+-1-6-t2= -16-(-I-+-t2-)= 16 1+ t2 = 4 arctgt.
x

Z uvedené substituce je patrné, že t = - . Proto je
4

JdX I x
--- = -arctg- + C.
16 + x2 4 4

1.162. Vypoctete integrál

1.161. Vypoctete integrál

(1.15)

( 1.16)

(1.17)

(1.18)

J dxx + I = Inlx + II + C.

XEIR\{-I,I}.

resp.

J dxX2 -I'
Rešení: Víme, že x2 -1 = (x - I)(x + I). Rozkladem na parciální zlomky (viz napr. [11],
kapitola 1.7) dostaneme

J~=ln H+cxLI VI;;+J/ .

J dx
-- = ln lx - II + C,x-I

Pro integrál (1.15) platí

J dx 1-2- = - (lnlx - 11- ln lx + II) + C.x -I 2

Proto je možné daný integrál vyjádrit ve tvaru

J dx I Ix-II
--=-In -- +C,
x2 - I 2 x + I

I A B--=--+--
x2 - I x - I x + 1 '

kde zbývá urcit zatím neurcené koeficienty A a B. Obe strany rovnosti vynásobíme vý
razem (x - 1)(x + I), tím dostaneme

Víme, že pro všechna x, y E IR+a a E IRplatí vzorce
x

lnx"=alnx, resp. Inx-lny=)n-.
y

J~= J~(_I __ I )dx=~(J~- J~)x2 - I 2 x - I x + 1 2 x - I x + I .

Protože je (x - 1)' = (x + I)' = I lze k výpoctu obou integrálu použít vzorec (1.13).
Potom dostaneme

resp.

jejímž rešením jsou hodnoty A = 4 a B = -4. Je tedy

I _ 4 -4 _ I (I I)x2 - I - x - I + x + I - 2 x - I - x + I .

Nyní již snadno vypocteme integrál (1.15). Je
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Rešení: Použijeme substituci x = J5 t, platí tedy x2 = 5t2. Potom je

pro všechna x E IR.\{±a}.

Rešení: Použijeme substituci x = a t, je tedy x2 = a2t2. Potom platí

J dx I x = a t I J a dt J a dt a J dtx2 - a2 = dx = a dt = a2t2 - a2 = a2(t2 - 1) =";;2 t2 - 1 =

1 lit-II 1 1~-11 1 Ix-al= ~ . 21n t + 1 = 2a ln ; + 1 = 2a ln x + a + C.

J dx I x = J5 t 1 J J5 dt J J5 dt J5 J dtx2 - 5 = dx = J5dt = 5t2 - 5 = 5(t2 -1) = 5"" t2 - 1 =

1 lit-II 1 1~-11 1 !x-J51= J5' 2ln t + 1 = J20 ln ~ + 1 = J20 ln x + VS + C.

JIOx=t

J~ =1 JIOdx = dt 1= J_I __ l-dt = _1_J~ = -1-arctgt =1 + IOx2 dx = Jto dt 1 + t2 VID VID 1 + t2 JIO
1

= r;r; arctg JWx + C.vl0

5x = 3t I

dx 1 3 1 3 1 dt

J9+25X2=15~::;~~ = J9+9t2"5dt= J9(I+t2)"5dt=15Jl+t2=
1 1 5x

= 15 arctgt = 15 arctg"3 + C.

J dx9 + 25x2'

Rešení: Použijeme substituci 5x = 3t, platí tedy 25x2 = 9t2. Potom dostaneme

J dx1 + IOx2'

Rešení: Použijeme substituci JIO x = t, je tedy 10x2 = t2. Potom je

1.171. Vypoctete integrál

1.170. Vypoctete integrál

1.169. Vypoctete integrál

x E JR\{ -J5, J5}.

J dxx2 - a2 '

J dxX2 - 5'

1.166. Vypoctete integrál

1.165. Vypoctete integrál

II

Rešení: Použijeme substituci 2x = t, je tedy 4x2 = t2. Pak dostaneme

J dx1+ 4x2 •

Rešení: Použijeme substituci 2x = t, platí tedy 4x2 = t2. Potom je

2x = t I
J~=12dX= dt = J_l_~dt=~ J~=~'~lnl~l=4x2 - 1 t2 - 1 2 2 t2 - 1 2 2 t + 1

dx = 4 dt

= ~ln 12x - 11 + C.4 2x + 1

= J_I- ~ dt = ~J ~ - ~ 11 + t2 2 2 1 + t2 - 2 arctg t = 2 arctg 2x + C.

XEJR\{-~ ~}2' 2 .J dx4x2 - 9'

J dx3 + 5x2 •

Rešení: Použijeme substituci VS x = v'3 t, je tedy 5x2 = 3t2• Potom dostaneme

VSx = v'3t

J_d_X -IVSdx=v'3dt 1- J_I- 0.dt- J_l- 0.dt
3 + 5X2 - dx = ff dt - 3 + 3t2 V "5 - 3(1 + t2) V"5 -

= _1_J~ = _I-arctgt = -1-arctg ( ~x) +C.Ji5 1+ t2 Ji5 Ji5 V "3

J dx I 2x = 3t I J 1 3 1 J dt 1 1 It - 114x2 _ 9 = 2 ~x = ~~t = W _ 9 2 dt ="6 t2 _ 1 ="6' 2 ln t + 1 =x = 2 t

1 I ~ - 11 1 12x - 31

- -In _3__ = -In -- C
- 12 ~ + 1 12 2x + 3 + .

Rešení: Použijeme substituci 2x = 3t, platí tedy 4x2 = 9t2. Potom je

1.172 . Vypoctete integrál

x E IR.\ { -i, n·J dx4x2 - 1 '

2x = t

J dx = 12 dx = dt
1 + 4x2 dx = 4 dt

1.168. Vypoctete integrál

1.167. Vypoctete integrál

I
II
I
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1.173. Vypoctete integrál

J dx(x+1)2+1'

Rešení: Použijeme substituci x + 1 = t, platí tedy (x + 1)2 = t2• Potom je

1.177. Vypoctete integrál

J dx(x + 3)2 - 4'
xEIR\{-5,-1}.

J dx I x + 1 = t I J 1(x+1)2+1 = dx= dt = t2+1dt=arctgt=arctg(x+1)+C.

1.174. Vypoctete integrál

J dx(x + 2)2 - l x E IR\{-3, -I}.

Rešení: Použijeme substituci x + 3 = 2t, platí tedy (x + 3)2 = 4t2. Potom je

J dx -I x + 3 = 2t 1- J ~ - ~ J ~ - ~ . ~ ln I t - 11_(x + 3)2 - 4 - dx = 2dt - 4t2 - 4 - 2 t2 - 1 - 2 2 t + 1 -

= ~ ln I X;3 - 11 = ~ ln I (x + 3) - 21 = ~ ln Ix + 11 + C4 X;3 + 1 4 (x + 3) + 2 4 x + 5 .

1.175. Vypoctete integrál

1.176. Vypoctete integrál
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Rešení: Je x2 + 2x + 1 = (x + 1)2. Použijeme substituci x + 1 = t, potom je

XEIR\{-l}.J dxx2 + 2x + 1 '

J dxx2 + 2x + ...•= arctg(x + 1) + C.

J dx = ~ln Ix + 11 + C.x2 + 6x + 5 4 x + 5

ROZllásobením výrazu (x + 3)2 - 4 overíme rovnost (x + 3)2 - 4 = x2 + 6x + 5 pro všechna
x E IR. Z rešení Príkladu 1.177 tak plyne, že

Poznámka 1.5.3. Obecne, každý kvadratický polynom s reálnými koeficienty lze dopl

nením na ctver~c (viz napr. [11], Kapitola 1.7) upravit do tvaru (x + a)2 ± b. Predchozí
príklady ukázaly, jakou substituci v takovém prípade zvolit a integrál vypocítat.

J dxx2 + 2x + 2 .

Rešení: Doplnením na ctverec zjistíme, že je x2 + 2x + 2 = (x + 1)2 + 1. Je tedy

1.178. Vypoctete integrál

J dx _J~_IX+1=t I-Jdt_Jt-2dt-t---~-x2 + 2x + 1 - (x + 1)2 - dx = dt - t2 - - -1 - t-
1

= ---+C.
x+1

1.179. Vypoctete integrál

J dx J dxx2 + 2x + 2 = (x + 1)2 + l
!\hUeme proto použít výsledek príkladu 1.173. Je

J dx4 + (x + 3)2'

Rešení: Použijeme substituci x + 3 = 2t, je tedy (x + 3)2 = 4t2. Potom platí

J dx I x + 1 = V6 t 1 J V6 dt V6 J dt 16+(x+1)2= dx=V6dt = 6+6t2=""6 1+t2= V6arctgt=
1 x + 1

= V6 arctg V6 + C.

Roznásobením výrazu 4 + (x + 3)2 snadno overíme rovnost 4 + (x + 3)2 = x2 + 6x + 13.

pro všechna x E R Z rešení príkladu 1.176 proto plyne, že

34

J dx 1x2 + 6x + 13 = 2" arctg(x + 3) + C.

J dx 1 x + 2 = t 1 J dt 11 It - 11 1 I I (x + 2) - 11(x + 2)2 - 1 = dx = dt = t2 - 1 = 2" n t + 1 = 2" n (x + 2) + 1 =

= ~ ln Ix + 11 + C.2 x+3

J dx6+(x+1)2'

Rešení: Použijeme substituci x + 1 = V6 t, platí tedy (x + 1)2 = 6t2. Potom je

J dx I x + 3 = 2t I J 2 dt J 2 dt 1 J dt 1-4-+-(-x-+-3-)-2= dx = 2dt = 4 + 4t2 = -4(-1-+-t2-)= 2" 1 + t2 = 2" arctgt =
1

= 2" arctg(x + 3) + C.

Rešení: Použijeme substituci x + 2 = t, je tedy (x + 2)2 = t2• Potom dostaneme

I

I
I

I
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1.180. Vypoctete integrál

1.183. Vypoctete integrál

Rešení: Doplnením na ctverec zjistíme, že je x2 - 4x - 5 = (x - 2)2 - 9. Je tedy

37

J dxx2 + IOx + 35 .

Rešení: Doplnením na ctverec zjistíme, že je x2 + IOx + 35 = (x + 5)2 + 10. Je tedy

J dx J dxx2+lOx+35= (x+5)2+10'

Použijeme substituci x + 5 = v'lO t, je tedy (x + 5)2 = IOt2. Potom platí

J dx I x + 5 = v'lO t I J v'lO dt J v'lO dt 1 J dt(x+5)2+1O = dx= v'lOdt = 10t2+1O= lO(t2+1) = v'lO t2+1 =
1 1 x+5

= r,;; arctg t = r,;; arctg r,;; + C.v10 v10 v10

J dxx2 - 6x + 15'

Rešení: Doplnením na ctverec zjistíme, že je x2 - 6x + 15 = (x - 3)2 + 6. Je tedy

J dx J dxx2 - 6x + 15 - (x - 3)2 + 6'

Použijeme substituci x - 3 = Vii tj z ní plyne rovnost (x - 3)2 = 6t2• Potom je

J dx I x - 3 = Vii t I J Vii dt J Vii dt 1 J dt(X-3)2+6= dx=Viidt = 6f2+6= 6(t2+1) = Vii t2+1 =
1 1 x - 3

= Vii arctg t = Vii arctg Vii + C.

1.186. Vypoctete integrál

použijeme substituci x + 4 = 2t, je tedy (x + 4)2 = 4t2• Pak platí

J dx I x + 4 = 2t 1 J 2 dt J 2 dt 1 J dt(X+4)2+4 = dx=2dt = 4t2+4 = 4(t2+1) =2' t2+1 =
1 1 x+4

= - arctg t = - arctg -- + C.2 2 2

1.184. Vypoctete integrál

J dxx2 + IOx + 21' x E JR\{ -7, -3}.

Rešení: Doplnením na ctverec zjistíme, že je x2 + 10x + 21 = (x + 5)2 - 4. Je tedy

J dx J dxx2+lOx+21 = -,--.-
Nyní použijeme substituci x + 5 = 2t, je tedy (x + 5)2 = 4t2. Tím dostaneme

J dx I x + 5 = 2t I J 2 dt 1 J dt 1 1 I t - 11(x+5)2-4 = dx=2dt = 4t2-4 =2' t2-1 =2"2'ln t+1 =

= ~ ln I X~5 - 11 = ~ ln I (x + 5) - 21 = ~ ln Ix + 314 X~5 + 1 4 (x + 5) + 2 4 x + 7 + C.

1.185. Vypoctete integrál

x E JR\{-1, 5}.J dxx2 - 4x - 5 '

J dxX2 + 2x + 10'

Rešení: Doplnením na ctverec zjistíme, že je x2 + 2x + 10 = (x + 1)2 + 6. Je tedy

J dx J dxx2+8x+20 = (X+4)2+4'

J dxx2+4x+5'

Rešení: Doplnením na ctverec zjistíme, že je x2 + 4x + 5 = (x + 2)2 + 1. Je tedy

JX2-~:-5 = J~

Nyní použijeme substituci x - 2 = 3t, je tedy (x - 2)2 = 9t2. Tím dostaneme

J dx I x + 2 = t 1 J dt(x + 2)2 + 1 = dx = dt = t2 + 1 = arctgt = arctg(x + 2) + C.

J dx J dxx2 + 2x + 10 = -.--.-

Použijeme výsledek príkladu 1.175. Je

J dx Vii x + 1 Cx2 + 2x + 10 = ""6 arctg Vii + .

J dxx2 + 8x + 20'

Rešení: Doplnením na ctverec zjistíme, že je x2 + 8x + 20 = (x + 4)2 + 4. Je tedy

J x2 +~: + 5 = J, d~_

Použijeme substituci x + 2 = t, platí tedy (x + 2)2 = t2• Potom je

1.181. Vypoctete integrál

J dx -I x - 2 = 3t 1- J ~ - ~ J ~ - ~ . ~ ln I t - 11_(x - 2)2 - 9 - dx = 3dt - 9t2 - 9 - 3 t2 - 1 - 3 2 t + 1 -

_ 11 I X;-2 - 11_ 11 I (x - 2) - 31_ 11 I x-51 C
--n----n------n--+ .

6 X;-2 + 1 6 (x - 2) + 3 6 x + 1

1.182. Vypoctete integrál

II
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1.187. Vypoctete integrál

Rešené úlohy

1.203. Vypoctete integrál

I
I

J dxX2 + 7x + 15'

Rešení: Doplnením na ctverec zjistíme, že je x2 + 7x + 15 = (x + ~)2 + lf. Je tedy

J dx J dxx2 + 7x + 15 = (x + ~)2 + lf-'

Použijeme substituci x + ~ = .ifI t, platí tedy (x + n2 = lft2. Potom je

J __ d_x__ -I x + ~ = .ifI t 1- J_.ifI_ll_d_t_- 2 J dt - 2 arct t(x + ~)2 + lf - dx = .ifI dt - lft2 + lf - VIT t2 + 1 - VIT g-

= Jrr arctg [Jrr (x + D] = Jrr arctg C~7) + C.

Nerešené úlohy

V následujících úlohách vypoctete zadané neurcité integrály.

1.5.3 Integrace racionálních lomených funkcí

Pripomeiíme, že definici racionální lomené funkce spolu s popisem rozkladu této funkce
na soucet parciálních zlomku ctenár nalezne napr. v [11], str. 31-32.

J 2x + 10 dx2 _ 6x + 15 x.

Rešení: Nejprve vyzkoušíme, zda je výraz v citateli derivací výrazu v jmenovateli. Je

(x2 - 6x + 15)' = 2x - 6. Upravíme proto výraz v citateli do tvaru 2x + 10 = 2x - 6 + 16.
Nyní integrand rozdelíme na soucet dvou zlomku tak, aby jeden ze zlomku obsahoval
v citateli derivaci výrazu v jmenovateli. Je

J 2x + 10 d J ( 2x - 6 16) d-x2---6x-+-1-5 x = -x2---6x-+-1-5 + -x2---6x-+-1-5 x.
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Výsledky

1.188 (1/,;7) arctg(x/,;7) + C, x E IR 1.189 (1/20) ln I(x - 10)/(x + 10)1 + C, x E

(-00, -10), x E (-10,10), x E (10, (0) 1.190 (l/V8)arctg(V8x) + C, x E IR 1.191

(1/6) ln [(3x - 1)/(3x + I)\, x E (-00, -1/3), x E (-1/3, 1/3), x E (1/3, 00) 1.192
(l/v'sO) ln 1(2x - ../5)/(2x + ../5)1 + C, x E (-00, -../5/2), x E (-../5/2, ../5/2), x E

(../5/2, 00) 1.193 (1/)63) arctg(( ,;7x)/3)+C, x E IR1.194 (6/../55) arctg(xJ57Tl)+C,
x E IR 1.195 (5/(4J21)) ln( V6x - V14)/( V6x + Vl4) + C, x E IR\ {-7 /3, 7/3} 1.196

(1/../5) arctg((x - 2)/../5) + C, x E IR 1.197 (5/2) arctg((x - 5)/2) + C, x E IR 1.198
(..16/2) ln I(x + 3 - V6)/(x+3+ ..16)1+C, x E (-00, -..16 - 3), x E (-..16 - 3, ..16- 3),

x E (..16 - 3, 00) 1.199 (1/../5) arctg((x + 2)/../5) + C, x E IR1.200 (1/v'20) ln I(x + 2 - "
../5)/(x+2+../5)1 +C, x E (-00, ../5-2), x E (../5-2, ../5+2), x E (../5+2, 00) 1.20d

(1/2V3) ln I(x - 1 - .;3)/(x - 1 + .;3)1 + C, x E (-00, 1 - V3), x E (1 - V3, 1 + .;3),,'
x E (1 + V3, 00) 1.202 (1/2) arctg((x - 3)/2) + C, x E IR
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nebot víme, že v daném integrandu je výraz v citateli derivací výrazu ve jmenovateli.

Druhý integrál jsme již vyrešili v príkladu 1.185. Víme tedy, že je

(1.19)

J 2x-6
_? ~_,'" dx = ln Ix2 - 6x + 151+ C,

J _2_x_+_1O_dx = J _~2x~-_6_ dx + 16 J __ d_x__ .x2 - 6x + 15 x2 - 6x + 15 x2 - 6x + 15

Podle Vety 1.1.4.je

4x + 3 = 2 (2X + ~) = 2 (2X + 4 - ~) = 2(2x + 4) - 5.

Oba integrály z pravé strany rovnosti (1.19) vypocteme samostatne. Je

J 2x + 10 2 16 x - 3---- dx = ln lx - 6x + 151+ r;; arctg r;; + C.x2-6x+15 v6 v6

1.204. Vypoctete integrál

J dx 1 x - 3-x2---6-x-+-1-5= VB arctg -..16-6-+ C.

Spojením obou cástecných výsledku dostaneme

J 4x+3 dx2+4x+20 x.

Rešení: Integrand rozdelíme na dva zlomky, z nichž jeden bude v citateli obsahovat

derivaci V)'razu v jmenovateli. Je (x2 + 4x + 20)' = 2x + 4. Dále je

J dx1.201. x2 _ 2x 2

J dx1.199. x2 + 4x + 9

J dx1.202. x2 _ 6x + 13

J dx1.200. x2 + 4x - 1

J dx1.198. (x + 3)2 - 6

J dx1.196. (x _ 2)2 + 5

J 5dx1.197. (x _ 5)2 + 4

J dx1.193. 7x2 + 9

J 6dx1.194. 5x2 + 11

J 5dx1.195. 6x2 _ 14

J dx1.192. 4x2 _ 5

J dx1.188. x2+7

J dx1.189. x2 _ 100

J dx1.190. 8x2 + 1

J dx1.191. 9x2 _ 1

i
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Zadaný integrál proto budeme vyšetrovat ve tvaru

J__4_X_+_3_ dx = 2 J__2_X_+_4_ dx - 5 J__ d_X~+~+W ~+~+W ~+~+w·

První z integrálu na pravé strane (1.20) je typu J f' /J, proto je

J 2x+42 2 dx = In(x2 + 4x + 20) + C.x + 4x + O

Pro druhý integrál dostaneme

(1.20)

1.206. Vypoctete integrál

J 6x + 10 dx2 + 4x _ 45 x.

Rešení: Integrand rozdelíme na dva zlomky, z nichž jeden bude v citateli obsahovat

derivaci výrazu v jmenovateli. Je (x2 + 4x - 45)' = 2x + 4. Dále je

1 (10) ( 12 2)6x + 10 = 3· 3(6x + 10) = 3 2x +"3 = 3 2x + "3 - 3 = 3(2x + 4) - 2.
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J 2x + 142 dx = ln(x2 + 7x + 15) + C.x + 7x + 15

Pri výpoctu druhého integrálu na pravé strane (1.21) opet použijeme doplnení na ctverec.,
Je

J 5x-2
-----dx.
x2 + 7x + 15

Rešení: Integrand rozdelíme na dva zlomky, z nichž jeden bude v citateli obsahovat"

derivaci výrazu v jmenovateli. Je (x2 + 7x + 15)' = 2x + 7. Dále je

5 2 5 ( 4) 5 ( 35 39) 5 395x - 2 = 2 . 5(5x - 2) = 2 2x - 5 = 2 2x + 5" - 5" = 2(2x + 7) - 2·

J dx J dx I x + 1 = mt I J 4I dt 2 J dtx2+7x+15- (x+D2+.!j - d;=4dt = .!jt2+.!j - v'IT t2+1 =

2 2 [ 2 ( 7)] 2 2x + 7"= r,; arctg t = r,; arctg r,; x + - = r,; arctg r,; + C..vIl vIl vll 2 vll vll

Spojením obou cástecných výsledku dostaneme

J 5x - 2 5 39 2x + 72 dx = -ln(x2 + 7x+ 15) - r,; arctg r,;'+ C.x + 7x + 15 2 v 11 vIl

(1.22)

(1.23)

J ax+b J ax+bresp. 2 d dx, resp. (2 d) dx,x +cx+ x +cx+ n

J 6x + 10 dx = 3 J 2x + 4 dx - 2 J dx .~+~-~ ~+~-~ ~+~-~

Zadaný integrál proto budeme vyšetrovat ve tvaru

Poznámka 1.5.4. Výše uvedené príklady tvorí základ pro výpocet neurcitého integrálu
libovolné lomené racionální funkce. Delením polynomu polynomem a rozkladem na par
ciální zlomky lze tyto funkce prevést na neurcité integrály typu

J dx J dx--b' resp. ( b)'ax + ax + n

které již umíte rešit.

J dx J dx I x + 2 = 7t I J 7 dt 1 J dtx2 + 4x - 45 = (x + 2)2 - 49 = dx = 7 dt = 4912- 49 ="7 t2 - 1 =

1 1 It - 11 1 I xi2 - 11 1 Ix + 2 - 71= "7. 21n t + 1 = 14 ln xi2 + 1 = 14 ln x + 2 + 7 =

1 lx - 51

=-In -- +C.
14 x + 9

Dosazením do (1.22) dostaneme

41

Pro první integrál z pravé strany (1.22) použijeme vzorec (1.13), pro druhý integrál z pravé
strany (1.22) dostaneme

J 6x+1O 1 IX-512 dx = 3lnlx2 + 4x - 451- "7ln -- + C.x +4x-45 x+9

1.207. Vypoctete integrál

J~3~ 1 dx.

Rešení: Nejprve rozložíme polynom x3 -1 na soucin polynomu prvního a druhého stupne.
Snadno overíme, že jedním z korenu polynomu je x = 1. Daný polynom proto mužeme

delit V}-razem(x-I). Je (x3 -1) -;-(x-l) = X2+X+ 1, tedy (x3-1) = (x -1)· (X2+X+ 1).

Nyní mužeme integrand rozložit na parciální zlomky s (zatím) neurcenými koeficienty. Je

I A Bx + C--=--+---
x3 - I x-I x2 + x + 1

(1.21)

Zadaný integrál proto budeme vyšetrovat ve tvaru

J 5x - 2 dx = ~ J 2x + 14 dx - 39J~x2 + 7x + 15 2 x2 + 7x + 15 2 x2 + 7x + 15·

Vzhledem k (1.13) je

J dx J dx I x + 2 = 4t I J 4 dt 1 J dtx2+4x+20= (x+2)2+16= dx=4dt = 16t2+16=4" t2+1 =
1 1 x+2

= - arctg t = - arctg -- + C.4 4 4

Dosazením do (1.20) dostaneme

J 4x+3 5 x+22 dx = 21n(x2 + 4x + 20) - - arctg -- + C.x + 4x + 20 4 4

1.205. Vypoctete integrál

I
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Nerešené úlohy

V následujících úlohách vypoctete zadané neurcité integrály.

Pro druhý integrál platí

J dx J dx I x + 4 = ~t I J ~dt 2 J dtx2+x+l= (X+4)2+~= dx=~dt= ~t2+~=v'3 t2+1=

2 2 [2 ( 1) ] 2 2x + 1= v'3 arctg t = v'3 arctg v'3 x + '2 = v'3 arctg v'3 + C.

Nyní již ml1žeme vyjádrit hodnotu pl1vodne zadaného neurcitého integrálu. Je

J dx 1 1 2 1 2x+ 1-- = -In lx -11- -lnJx +x + 11- -arctg-- +C.
x3 - 1 3 6 v'3 v'3

Pomocí vzorcl1 (1.16) lze výsledek zjednodušit do tvaru

J~ = ~ ln Ix2 - 2x + 11_ ~ arct 2x + 1 + C.x3 - 1 6 x2 + x + 1 v'3 g v'3

x2 dx
1.217. J x4 + 5x2 + 4

J X4 dx1.218. x4 _ 2X2+ 1

1.219. J x3 - 3
. ~ _.~dx

1.220. J (3x2 + 5x) dx(x + 1)(x - 1)2

1.212. J ~x3 - x2

1.213. J _x_ dxx3 -1

1.214. J (7x - 15) dxx3 - 2X2 + 5x

1.215. J (x2 + 1) dxx3 - 3x2 + 3x - 1

1.216. J 2x5 - 2x + 11 _ x4 dx

1.209. J (Sx - 7) dxx2 + 6x - 7

1.208. J (6x + S) dxx2 + 4x - 5

1.210. J (2x + 5) dxx2 + 3x + 11

1.211. J (3x+7)dxx2 + 4x + 24

Výsledky

1.208 31n Ix2 + 4x - 51 - (2/3) ln I(x - l)/(x + 5)1 + C, x E (00, -5), x E (-5, 1),

x E (1, 00) 1.20941nIx2+6x-71-(31/S)Inl(x-l)/(x+7)I+C,x E (-00, -3-J2),x E

(-3- v'2, -3+ v'2), x E (-3+v'2, 00),1.210 ln Ix2+3x+ 1l1+(4/35) arctg((2x+3)/ v'3),
x E IR1.211 (3/2) ln Ix2+4x+241 + (1/2V5) arctg((x+2)/(2V5)), x E IR 1.212 (1/x) +

Inll-l/xl+C,x E (-00, O),x E (O, 1),x E (1, 00) 1.213 (1/3)ln(lx-lINx2+x+ 1)+

(1/J3) arctg((2x+ 1)/v'3) +C, x E (-00,1), x E (1, 00) 1.214 31n(ýx2 - 2x + 5/1x I)+
2arctg((x - 1)/2) + C, x E (-00, O), x E (O, 00) 1.215 ln lx -11- (2x -1)/(x - 1)2+C,

x E (-00, 1), x E (1, (0) 1.216 (1/4) Inl(1 + x)/(1 - t)1 - x2 + (1/2) arctgx + C,
x E (-00. -1), x E (-1, 1), x E (1, (0) 1.217 (2/3) arctg(x/2) - (1/3) arctgx+C, x E IR

1.218 (2x3 - 3x)/(2x2 - 2) - (3/4) ln I(x - 1)/(x + 1)/ + C, x E (-00, O), x E (O, 1),

x E (1,00) 1.219 (1/2) In(x2 + 5) + ((25 - 3x)/(x2 + 5)) - (3/lOVS) arctg(x/V5) + C,

x E IR1.220 (-1/2) ln lx + 11+ (7/2) ln lx -11- (4/(x -1)) + C, x E (-00, O), x E (O, 1),
x E (1, (0)

J dxx-I = ln lx - 11+ C.

proto upravíme výraz x + 2 do tvaru, který obsahuje clen 2x + 1. Je

1 2 1 1 1 3
x+2 = -. -(x+2) = -(2x+4) = -(2x+ 1 +3) = -(2x+ 1) +-,2 1 2 2 2 2

(x2 + x + 1)' = 2x + 1,

J x + 2 dx = ~J 2x + 1 dx + ~ J~x2 + x + 1 2 x2 + x + 1 2 x2 + x + 1.

První z integráll1 na pravé strane snadno vypocítáme podle vzorce (1.13). Je

Pro zadaný integrál tak platí

J_l- dx = ~J~ - ~J x + 2 dxx3 - 1 3 x-I 3 x2 + x + 1 .

J 2x+lx2 + x + 1 dx = ln Ix2 + x + 11+ C.
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Druhý integrál rozložíme na soucet dvou zlomktl tak, aby jeden z nich obsahoval v citateli ""

derivaci výrazu v jmenovateli. Je

resp.

Nyní vypocteme oba integrály z pravé strany predchozí rovnosti. Snadno nahlédneme, že

vzhledem k vztahu (1.13) je

Porovnáním koeficientl1 u stejných mocnin x dostaneme soustavu rovnic s neznámými A,
BaC

1 = A(x2 + x + 1) + (Bx + C)(x - 1).

Ox2 + Ox + 1 = (A + B)x2 + (A - B + C)x + (A - C) ..

Výrazy na obou stranách upravíme do tvaru polynomu druhého stupne. Je

Obe strany rovnosti vynásobíme výrazem x3 - 1. Tím dostaneme

A + B = O

A - B + C = O

A - C = 1,

jejímž rešením jsou hodnoty A = 1/3, B = -1/3, C = -2/3. Dosazením vypoctených •

hodnot do (1.23) dostaneme

1 1 _lx - ~ 1 (1 x + 2 )x3 - 1 = x ~ 1 + x2: x +31 = 3 x-I - x2 + x + 1 .

II
I
I
~
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x

jejímž rešením jsou hodnoty A = 1/4, B = 1/4, C = O a D = -1/2. Pro integrand jsme
tak dostali

1.5.4 Integrály s odmocninou lineárního (lomeného) výrazu

V príkladech uvedeného typu predpokládáme, že integrand je vytvoren pomocí operací
scítání, odcítání, násobení a delení z výrazil x a 'V/ax + b, kde a # O a ni E N, resp.

'. Vax + b "c • I' N d bc...t O V ' •. ade etfz vyrazu x a --d' pr! emz p atl nE" a a - .,... prvlllm pnp v lIIOUcx+
volíme substitucí t = \/ax + b, kde s je nejmenší spolecný násobek císel ni. V druhém
prípade používáme substituci

_ Vax + bt- cx+d'

címž prevedeme daný integrál na integrál racionální funkce vzhledem k promenné t. ,

V nekterých prípadech se tak dají rešit i integrály s odmocninou z kvadratického výrazu
a to za podmínky, že kvadratický výraz má reálné koreny.

Rešené úlohy

JI~-I* 1.221. Vypoctete integrál - -- dx pro všechna x E (-00, -1) U (1, 00).x x+1

Rešení: K výpoctu použijeme substituci t = VX - I. Jex+ I

~-I x-It = -- ~ t2 = -- ~ t2x + t2 = x-I ~ t2 + I = x - t2x ~ x(1 - t2) = I + t2,x+1 x+1

x = I + t2 ~ dx = 2t(1 - t2) + 2t(1 + t2) dt = _4_t_ dt
l-t2 (l-t2)2 (l-t2)2

Dosazením do zadaného integrálu dostaneme

J ~V_x _-_I dx = J _1-- _t2 . t . _4_t_ dt = 4 J t2 __ dtx x + I I + t2 (1 - [2)2 (1 - t2)(1 + t2) .

Získali jsme integrál racionální funkce. Nyní integrand rozložíme na parciální zlomky. Je

t2 A B Ct + D-------= -- +-- +--
(I - t)(1 + t)(1 + t2) I - t I + t I + t2

t2 = A(I + t)(l + t2) + B(1 - t)(1 + t2) + (Ct + D)(I - t2)

t2 = t3(A - B - C) + t2(A + B - D) + t(A - B + C)+

+ (A + B + D).

Poslední rovnost vede k soustave rovnic s neznámými A, B, C, D:

A-B-C=O

A+B-D=I

A-B+C=O

A + B + D =0,
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t2 1 1 1 I I 1-------= -. -- + -. -- - -._-
(l-t)(1+t)(l+t2) 4 I-t 41+t 21+t2'

a pro zadaný integrál platí

, J t2 dt - 4 U J ~ ~J ~ - ~J ~ ) -I (I _ t2)(1 + t2) - 4 I - t + 4 I + t 2 I + t2 -

= J I ~ t + J 1 ~ t - 2 J I ~t t2 =

= -In 11- ti +Inll +tl +2arctgt = Inl_I_+_tl + 2 arctgt.I-t

'I d d" ~- I , J
Zadau)' integra ostaneme osazenulI vyrazu -- namlsto t. e

x+1

J~vX_-ldX=lnll + ~~~I+ 2arctgVx-- ~ =
x x+1 1- ~ x+

x+1

I 1 JX+T + JX=11 ~-I
= n ------- + 2 arctg -- =

JX+T - JX=1 x + I

= ln Ix + JX2=l1 + 2 arctg V~ ~ ~ + C.

1.222. Vypoctete integrál J r:;. dx 3r:;. dx pro všechna x E (O, 00).vx+?x

Rešení: lutegrand obsahuje druhou a tretí odmocninu promenné x. Nejmenším spolecným
násobkem techto císel je císlo šest. Použijeme proto substituci t = \IX. Potom je x = t6

a dx = ut5 dt. Dosazením do zadaného integrálu dostaneme

J dx J ut5 dt J t5 J t3 JI
--- = -- = 6 --- dt = u -- dt = 6 t2 - t + I - -- dt =
JX+~ t3+t2 t2(t+l) t+1 t+1

= 6 (~ - ~ + t -Inlt + II) = 2VX - 3.yx + \Ix -In( \Ix + I) + C.

* 1.223. Vypoctete integrál J x r;---:::<; dx pro všechna x E (-2, 2).(2-x)v4-x2

Rešení: Kvadratický výraz pod odmocninou má reálné koreny. Proto je možné ho upravit

do tvaru, ve kterém bude pod odmocninou lineárne lomený výraz. Pro x E (-2, 2) je
x x x

(2-x)v'4-x2 = (2-x)J(2-x)(2+x) - (2-x) ~x)2. 2+xV t'" - 2 - x

(2-X)2V2+X'2-x
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Je zrejmé, že pri výpoctu integrálu použijeme substituci

t = J~~:.
Vyjádríme, cemu se rovná velicina x. Je

[fg+x 2+x 2 2
t = -- => t2 = -- => t2(2 - x) = 2 + x=> 2t - t x = 2 + x=>2-x 2-x

. t2 - I
=> 2t2 - 2 = t2x + x=> 2(t2 - 1) = x(t2 + 1) => x = 2· -2t + 1

Kapitola 2

U rcitý integrál
Pro dx platí

dx = 2. Ct(t2 + 1) - 2t(t2 - 1)) dt = _._8_t_ dto(t2+1)2 (12+1)2

Dosazením do puvodního integrálu dostaneme
V Definici 1.1.1 na strane 1 jsme zavedli pojem primitivní funkce na otevreném inter

valu f. Nyní tentQ pojem využijeme k zavedení tzv. Newtonova urcitého integrálu.

Nerešené úlohy

V následujících úlohách vypoctete zadané integrály.

Výsledky

1.224 - v'2~+1+ ln I ~::~: I + C, x E (-1/2, O)U (O, 00) 1.225 (3/2) {I(l + X)2 + C,

x E (-1, 00) 1.226 -2V(x - 2)/x + ln 12- x - vx(x - 2)1 + C, x E (-00, O)U (2,00)
1.227In(3/(2 - x)) - 2 are tg ,,1(2 - x)/(x + 1) + C, x E (-1,2)

2 t2 - I 8t

J x J x 1 .t2+i . (t2+1)2
(2 - x)Ý4 - x2 dx = (2 _ x)2J2 + x dx = [2, (1 _ t2 - 1) r. t dt =2 - X t2 + 1

1 t(t2-1) 1t2-1
=4 Ct2+1)-(t2-1)rdt= t2+1dt=(t2 + 1)3. t· --t-2-+-I--

1t2 + I - 2 d 1 t2 + 1 2 d 1 d 1 dt= t2 + 1 t = t2 + 1 - t2 + I t = t - 2 t2 + 1 =

= t - 2 arctg t = J_2 _+_x- 2 are tg J_2 _+_x+ C.2-x 2-x

Uvedený príklad ukazuje, že pri výpoctu urcitého integrálu neuí nutné uvažovat integracní
konstantu C, nebot tato se v rozdílu F(b) - F(a) vždy odecte.

(2.1 )
(N) tf(x) dx = F(b) - F(a).

Definice lO.5. Necht F je primitivní funkce k funkci f na intervalu (a, b) cI, kde

a, b E IR. Potom symbol (N) lbf(x) dx nazýváme (Newtontiv) urcitý integrál a definujeme
jej vztahem

[X3 + 3x + C]; = (43 + 3·4 + C) - (23 + 3·2 + C)
= 43 + 3 . 4 + C - 23 - 3 . 2 - C

= 43 + 3 . 4 - 23 - 3 . 2

= 64 + 12 - 8 - 6

= 62

Symbol (N) v Definici 2.0.5 znací adjektivum Newtonllv. Krome Newtonova inte

grálu je možné definovat ješte další typy integrálu, jako jsou napr. Riemanullv integrál,
Lebesgueuv integrál, atd. Smyslem zavedení dalších typu integrálu je skutecnost, že v prí
pade uekterých spojitých elementárních funkcí není možné vyjádrit v uvažovaném inter
valu (a, b) príslušnou primitivní funkci ve forme konecného souctu elementárních funkcí.

Takové funkce jsou napríklad f(x) = ex', f(x) = e-x', f(x) = x2e-x', f(x) = l/lnx,

f(:r) = sin(x2), a další. Protože nadále budeme uvažovat pouze NewtonllV urcit), integrál,
uciníme na tomto míste dohodu, že oznacení (N) spolu s prídavným jménem Newtonuv

v dalším textu vynecháme. Na záver odstavce poznamenejme, že pokud pro danou funkci

existuje na intervalu (a, b) Newtonuv urcitý integrál spolecne s jiným typem urcitého
integrálu, potom se jejich hodnoty rovnají.

tl/ísto V)TaZUF(b) - F(a) casto píšeme symbol [F(x) ]~. Je tedy napríklad

f2-::x
* 1.227. 1vm+12 _ x dx

* 1.226. 1~J x : 2 dx* 1.224. 1..f2X+T
_ dx

* 1.225. 1 1 + ifrTIJX+1 + ~x + 1 dx
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2.3.

Pri výpoctu urcitých integrálu lze použít následující vzorce (za predpokladu, že uv~,
dené urcité integrály v daných mezích skutecne existují).

[X2 dx = [~3L = (~) - (~) = ~ - ~ = ~ .

12( 5 ) 12 3 [ X-2] 2 [ 5 ]2
7 - 3 dx = (7 - 5x- ) dx = 7x - 5 . -=- = 7x + -2I X 1 2 I 2x I

= (7. 2 + _5_) _ (7. 1+_5_) = 412 . 22 2 . 12 8

"/4 [1 r/41 x3 + 4 + 2 cos x dx = 4" x4 + 4x + 2 sin x °

(1 cr 11' • 11') C 4 • )
= 4" 4' + 4 . 4' + 2 Slil 4' - 4" O + 4 . O+ 2 Slil O =

(11'4 J2) 11'4
= 45 + 11' + 22 -(O+ O+ O) = 45 + 11' + h

2.11. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu

l~lx'dx.

Rešení: Vyjdeme z definice absolutní hodnoty reálného císla Ixl, podle níž je

Ixl = {-x, x < O,x, x ~ O.

Pro x E (-2, O) je podle uvedené definice Ixl = -x, pro x E (0,1) je Ixl = x. Proto
upravíme integrál podle vzorce (2.5) do tvaru

j1lxldx= jOlxldx+ t,x/dx= jO(-X)dX+ txdx.-2 -2 lo -2 lo

142 214 2 [XI/2]4 4[ ]4 4 425 -dx=- X-I/2dx=-· - =- JI =-(v'4-v'1)=-., 1 3JX 3 I 3 1/2 I 3 I 3 3

2.6.1" cosxdx = [sinx]~ = sin(7r) - sin (O) = O- O= O

2.7. [sinxdx = [- cosx]~ = (- cos(7I')) - (- cos(O)) = (- (-1)) - (-1) = 2

JI [ 2%] 1 21 2-1 2 1 32.8. _12%dx = In2 -I = In2 - In2 = In2 - 21n2 = 21n2

2.9.jO_l_2 dx = [arctgx]O 1= arctg(O) - arctg(-I) = O- (-~) = ~_11 + x - 4 4

2.10.

II ° 1 [ 2] ° [ 2] IIxldx = 1(-x)dx + { xdx = - =- + =--2 -2 lo 2 -2 2 °

= - (~ - (-22)2) + (~ - ~) = -(O - 2) + G - O) = ~

2.4·

9 [ [x5/2r 915#dx = 5 4 X3/2 dx = 5 5/2 4 = 2 [v?L = 2 ( J95 - .,145) = 2 (35 - 25) =
= 422

Potom je

(2.6

(2.5

(2.4}

(2.3

(2.2}

pro všechna c E (a, b)

lbcf(x) dx = Clbf(x) dx

[f(X)dX = O

t f(x)dx = - [f(X)dX

tJ(X)dX= [f(X)dX+ [f(X)dX,

t f(x) + g(x) dx = t f(x) dx + t g(x) dx

(5 2 [ x3 2 r C3 2 ) C3 2 )l2 x + 2x - 3dx = "3 + x - 3x 2 = "3 + 5 - 3·5 - "3 + 2 - 3·2

= C~5+ 25 - 15) - G + 4 - 6) = 51.

2.2. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu

15x2 + 2x - 3dx.

Rešení: Primitivní funkcí k integrandu je funkce F(x) = ~ + x2 - 3x. Dosazením d

vzorce (2.1) dostaneme

2.1. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu

llx2dx,

Rešení: Nejprve vypocteme primitivní funkci k integrandu. Je F(x) = ~. Dosazením d

vzorce (2.1) dostaneme

Rešené úlohy
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Nerešené úlohy

V následujících príkladech vypoctete hodnotu zadaných urcitých integrálu.

2.12.1\x2 + 3xdx

1,,/42.13. a sin x - 2cosxdx

2.14.113x - 2x dx

2.15. 14X2+4X+5dX

2.16. 133+2X-X2dX-I

t.2.. dx2.17. JI .Ji

1-11 32.18. 2 - 4dx
-2 x X

1102
2.19. - dx

I X f

1"1.2eX

2.20. - + 2sinxdx
_"/24

Rešené úlohy

2.21. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu
I

!. 2x _. _ dx.
a

Rešení: Ukážeme dva možné zpusoby V)'poctu. Nejprve vypocteme príslušný neurcitý

integrál. Je

! 2xdx =ll+x2=t 1= !~= !t-2dt=C=_~= __ I_(l+x2)2 2xdx=dt t2 -1 t l+x2'

Veta 2.1.1 (Metoda per partes pro urcitý integrál). Nechtlunkce u(x) a v(x) ma~

spojité derivace pro všechna x E (a,b). Potom platí

2.1 Použití metody per partes a substituce V urcité
integrálu

Poznamenejme, že ve Vete 2.1.2 je zmínen interval (a,b), proto predpokládáme, Ž,

je a < b. Veta však za príslušných predpokladu platí i pro a > b. Na obou straná,
vzorce (2.8) pak stací vymenit integracní meze dolní za horní.

potom je

j (1 ~:2)2 dx 7 [-1 ~ x2 L = ( -~ ) - ( -1 ~ 02) = ( -D - (-i) = i·
o

Druh)' zpiisob výpoctu spocívá ve využití Vety 2,1.2 a vzorce (2.8). Pri výpoctu urci
tého integrálu opet zavedeme substituci 9(X) = t = I + x2 Meze urcitého integrálu po

substituci budou Q = 9(a) = 9(0) = 1 + 02 = 1 a /3 = 9(b) = 9(1) = 1 + 12 = 2. Snadno

overíme, že pro všechna x E (O, I) jsou splneny predpoklady vety. Funkce f(t) = l/t2 je

spojitá v intervalu (1,2). F\mkce 9(X) = 1 + x2 a 9'(X) = 2x jsou spojité na (O, I) a pro
všechna x E (O, I) je 1 $ 9(x) = 1 + x2 $ 2. Proto je

JI 2x j 1 ] 1 [t-T [Ir 1 I(J + X2}2 dx = (1 + X2)2 . ~ dx = r dt = =1 1 = -t I = -2 + 1 = 2'
o o "---v----" g' (x) I '-v-"

f(g(x» f(t)

Oba postupy vedou k stejné hodnote urcitého integrálu
1

J 2x dx = ~(I + X2)2 2'
o

2,22. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu
4

J 20x dvI + 5x2 X.
o

Rešení: Zavedeme substituci 1+ 5x2 = t; pro dolní mez Q je Q = 1+ 5.02 = 1 a pro horní

mez {3platí {3= 1 + 5 . 42 = 81. Opet snadno overíme, že jsou splneny všechny podmínky
Vety 2.1.2. S použitím vzorce (2.8) dostaneme

j4 20x j4 1 J81 dt J81 [tl/2] 811J+52dx = 2 ~ ·lOxdx = 2 r; = 2 t-I/2dt = 2 -o v j + "X· I + 5x2 v t 1/2 I
o I I

= 4 [../tJ:' = 4 ( v'šl - Vi) = 4 . 8 = 32.

(2.8

(2.7

b ~!1(9(x»)9'(x) dx =!I(t) dto

b b

!u(x)V'(X)dX = [u(x)v(x)]: - !U'(x)v(x)dX
a

Z predchozí kapitoly je zrejmé, že pri výpoctu urcitého integrálu mužeme postupoval

tak, že nejprve nalezneme príslušnou primitivní funkci a pak dosadíme meze urcitéh
integrálu. Pokud k výpoctu primitivní funkce použijeme metodu per partes, resp. substi
tucní metodu, lze pri výpoctu použít následující dve vety.

Veta 2.1.2 (Substitucní metoda pro urcitý integrál). Necht y = I(t) je spojit

Iunkce na intervalu (a, (3) a nechtlunkce 9(X) má spojitou derivaci pro všechna x E (a, b)

platí 9(a) = a, 9(b) = (3 a je a ~ 9(X) $ {3 pro všechna x E (a, b). Potom je

Výsledky

2.1258/3,2.131- V2 - V2/2, 2.14 (2/1n3) - (l/1n2), 2.15 66, 2.1632/3,2.174
2.18 -3/8, 2.19 ln 100,2.20 (e"/2 - e-1</2)/4.
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2.23. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu

2.24. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu

Poznámka: Pri úprave výsledné funkce jsme použili vzorec pro práci s logaritmy

Rešení: Zavedeme substituci fi+5X = tj pro dolní mez platí Q = Jf+5lj = 1 a pr,

horní mez dostaneme {3= JI + 5 . 16= v'8T = 9. Je

~/6 3x = t ~/2

J dx 1 J dt [ ],,/2
-- = 3 dx = dt = - -- = - cotg t =

sin23x d _ d /3 3 sin2 t ~/4~/12 X - t ~/4

1 (7r 7r) 1 1=-"3 cotg2'-cotg4' =-"3.(0-1)="3'

~/2

2.28. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu J sin3xcos3xdx.
o

Rešení: Zavedeme substituci sin x = t. Potom pro dolní mez Q je Q = sin O = O a pro

horní mez {3platí {3= sin( 7r /2) = 1. Potom je

~/6

2.27, Vypoctete hodnotu urcitého integrálu J ~.Slil 3x
~/12

Rešení: Zvolíme substituci 3x = t. Potom pro dolní mez platí Q = 3· !!... = ~ a pro horní12 4

mez {3je {3= 3 . ~ = ~. Dosazením do (2.8) dostaneme:6 2

~ ~ ~

J sin3 xcos3 xdx = J sin3 x cos2 x cos x dx = J sin3 x(1 - sin2 x) cos x dx =
o o o

1 1

=1 sinx=t 1=Jt3(1-t2)dt= Jt3-tSdt= [~_~]l=cos x dx = dt 4 6 o
o o

= (~-~) - (~- t) = ~ - ~ = 112,

Poznámka: Pri výpoctu byla použita známá rovnost mezi goniometrickými funkcemi

.-1

h d .' 'I' 'I J In2(1+ x)2.26. Vypoctete o notu urclte 10 mtegra u ----dx.
o

Rešení: Zavedeme substituci In(1 + x) = t. Potom pro dolní mez Q je Q = In(l + O)= O
a pro horní mez {3platí {3= ln(l + e - 1) = lne == 1.

e-l e-I 1

J_In_2(_1+_X_)dX=Jln2(1+X)_d_x_=lln(1+:)=t 1=Jt2dt= [!:f=1 + x 1 + x 1+Xx = dt 3 o
o o o

13 03 1

=3"-3"="3

x,y E IR+, a E IR+\{l},
x

log. x - log. y = log. -,
y

JI + 5x = t 9 9

1 + 5x = t2 = J _20_,~t_(t_2_-_1_). ~ tdt = 40 J t2 - 1dt-x = (t2 - 1)/5 t 5 25
dx = ~t dt 1 1

S

= ~ [~ - tr = ~ [(~ - 9) - (i - 1)] = 5~~2

I

J eX
2.25. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu --2- dx.1 + eX

o

Rešení: Zavedeme substituci eX = tj potom je eXdx = dt, pro dolní mez Q je Q = eO ==

a pro horní mez {3platí {3= e1 = e. Vzhledem k tomu, že funkce eX je rostoucí na
snadno overíme, že jsou splneny všechny podmínky Vety 2.1.2. S použitím vzorce (2.&
dostaneme

1 l+e

J eX JI [ J 1+. 1 + e
--dx = -dt = ln Itl 2 = In(l +e)-ln2 = In--.l+ex t 2

o 2

1

J eX

--dx.
1 + eX

o

16

J~dXJI + 5x .
o

16

J 20x dJI + 5x x =
o

Rešení: Zavedeme substituci 1+ eX = tj potom je eXdx = dt, pro dolní mez Q dostanem

Q = 1 + eO = 2 a pro horní mez {3platí {3= 1+ e1 = 1+ e. Opet snadno overíme, že jso

splneny všechny podmínky Vety 2.1.2. Potom je

Použitá substituce se opírá o casto využívanou možnost vyjádrit funkci sin x pomocí
funkce cos x a naopak.

I e

Jex JI 7r
--2 dx = --2 dt = [arctgt J: = arctge - arctg 1 = arctge --.l+ex l+t 4

o 1

sin2 x + cosx = 1, xER
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[ X2 ] 1 ( 12 02 ) I 1f 1f
Je -, arctg x = -. arctg 1 - - . arctg O = - . - - O. O= - . Dále platí

2 02 2 24 8

1 1f 1 1f 1f-2

Spojením obou výsledku dostaneme J x arctg x dx = "8- 2 (1 - 4) = -4- .
o

JI X2 JI X2 + 1 - 1 JI JI dx [] 1 [ ] 1
-2--dx = 2 dx = dx - -2-- = X - arctgx =x+l x+l x+l o o

o o o o

= (1 - O) - (arctg 1 - arctg O) = 1 - G - O) = 1 - ~ .

arctg x

Je In2 x
2.42. -- dx

1 X

11 -x
2.41. _e__ dx

o e-X + 3

[x2 ] 1 1 JI r2
-·arctgx -- -·-dx.
2 o 2 x2 + 1

o

11 x-22.39. 2 6 d:r-2 x + x -

t22.38. J3 xÝ3x2 + 9 dx

JI I u = arctgx, Vi = x I
:rarctgxdx = 1 x2 =u'=-- V =

o x2 + 1 ' 2

1"/32.36. o x2sinxdx

Nerešené úlohy

V následujících úlohách vypoctete hodnoty zadaných urcitých integrálu.

12 11 4x + 5 112.34. e3x dx 2.37. _e __ dx 2.40. ln(x + 1) dx
o o e2x o

~ I ~

J I u = X Vi = cos x I [ ]"/2 Jx cos x dx = I l' . = x sin x - sin x dx =u = , v = sm x o
o o

( 1f 1f ) [ ] ~/2 1f (1f ) 1f - 2
= -·sin--O·sinO - -cosx =-+ cos--cosO =--

22 02 2 2'

2.35·1~(3x + 4)3 dr

1

2.33. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu J x arctg x dx.
o

Rešení: I v tomto príkladu použijeme metodu per partes. Položíme u(x)

a v' (x) = x. Potom je

~/2

2.32. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu J x cos x dx.
o

Rešení: I< výpoc.tu použijeme metodu per partes a položíme u(x) = x a v' (x) = cosx.
potom je

Poznámka: Pri prechodu z promenué t na w jsme použili substituci 2t = w, je ted

2 dt = dw a pro nové meze platí CI = 2 . O = O a /3 = 2 . 1f/2 = 1f. Dále byla použil'
rovnost cos2 x = (1 + cos 2x)/2, která platí pro všechna x E IR.

Rešení: V tomto príkladu se vyplatí prevést integrál ve tvaru f(x) do tvaru f(g(t))g'(t

Zavedeme substituci x = sin t; potom je dx = cos t dt. Dolní mez a získáme rešení,

rovnice O = sin a, je tedy CI = O+ k1f a horní mez /3 je rešením rovnice 1 = sin /3,

tedy /3 = 1f/2 + 2k1f, kde k E Z. Zvolíme k = O, tím dostaneme t E (O, 1f/2). Proto~
funkce sin t i cos t jsou spojité a monotónní na intervalu (O,1f/2) lze použít Vetu 2.1.
Dosazením do vzorce (2.8) dostaneme

~

JI + cosw 1 [ . r 1 [( ,) ( ')] 1f= 4 dw = 4 w + S111W o = 4 1f + S1111f - 0+ S111O = 4'
o

Je I U = ln x Vi = 1 I [ ] e Je 1 [ ] eln x dx = I /' = x ln x - - . x dx = (e . ln e - I . ln 1) - xu = 1 x, v = X 1 X I
1 1

I

J J1=X2 dx.
o

Rešení: Zavedeme substituci arctg x = t. Potom pro dolní mez a je a = arctg O= Oa pr,

horní mez platí /3 = aretg 1 = 1f /4.
I

1 I ~/4 ~/4

J _ý_a_r_ct_g_xdx = J ýarctgx· _d_x_ = I arctgx = t 1= J .Ji dt =; J t1/2 dt =1 + x2 1 + x2 ~ = dt
o o Hx o o

= [_t3/2r4 = ~ [#(4 = ~ [( J(1f/4)3 _ J(3)] = _..J1r3.3/2 o 3 o 3 12

* 2.30. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu

I

J v'arCtgX1 + x2 dx.
o

I ~/2 ~/2 ~/2

J J1=X2 dx = J J-l---s-h-12-t cos t dt = J cos2 t dt = J I + cos 2t dt = I 2t = w I2 2dt=dw
o o o o

= (e - O) - (e - 1) = 1.

e

2.31. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu J Inxdx.
1

Rešení: Opet použijeme metodu per partes. Položíme u(x) = ln x a v' (x) = 1. Potom j

2.29. Vypoctete hodnotu urcitého integrálu
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11

(2.13)

Výsledky

2.34 (é - 1)/3, 2.35 85/4, 2.36 'ff /../3 - 'ff2/18 - 1, 2.37 e2/2 - 5/(2e2) + 2 2.38 1005
2.391n4 2.40 21n2 -1 2.41In(4e/(3e+ 1)) 2.42 1/3

Konvergují-li oba integrály v (2.12), potom ríkáme, že integrál (2.11) konverguje a platí
00 c 00

J f(x)dx= !f(x)dx+ J f(x)dx.
-00

2.2 Nevlastní integrál vlivem meze
Nevlastním integrálem vlivem meze rozumíme integrál, u kterého alespon jedna jeho mez

leží v nekonecnu. Znacíme je symboly

Definice 2.2.1. Predpokládejme, že funkce f(x) je integrovatelná v každém intervalu

(a, b), kde a,b E IR,a < b, a že existuje konecná (vlastní) limita V prípade, že funkce f(x) je sudá, platí (v prípade existence obou integrálu) rovnost
o 00

J f(x) dx = JJ(x) dx, (Proc?) a pro nevlastní integrál pak dostaneme rovnosti
-00 o

(2.14)

00!f(x)dx = O.
-00

Jestliže alespon jeden z integrálu v (2.12) diverguje, potom ríkáme, že integrál (2.11)
neexistuje.

V prípade, že funkce f(x) je lichá, platí (v prípade konvergence obou integrálu) rovnost
o 00

!J(X)dX = - !J(X)dX, (Proc?) a pro nevlastní integrál pak dostaneme rovnost
-00 o

(2.9)

00!f(x) dx.
-00

resp.
a

00!f(x)dx,

t

lim !f(X)dX.t~oo

b!f(x) dx, resp.
-00

Potom ríkáme, že nevlastní integrál l°OJ(x) dx konverguje Ue konvergentní) a pro jeho
hodnotu platí rovnost

00 o 00

! f(x)dx = 2! f(x)dx = 2! J(x)dx.
-00 -00 o

(2.15)

00 t

!f(X)dX = lim! f(x)dx.t~oo
a

(2.10)
Rešené úlohy

2.43. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu

Pri výpoctu postupujeme tak, že nejprve vyjádríme urcitý integrál ltf(X) dx jakožto
funkci horní meze t (viz príklad 3.6) a poté vypocteme limitu této funkce pro t -+ 00.

Pri výpoctu nevlastního integrálu ve tvaru

V prípade, že neexistuje konecná limita (2.9) (tj. limita (2.9) neexistuje, nebo je ne

vlastní), ríkáme, že nevlastní integrál diverguje Ue divergentní).
b

Analogicky by se definovala konvergence nevlastního integrálu !f(x) dx.
-oe

00!f(x) dx

(2.16)Joodx2 •
X

1

Rešení: Integrál (2.16) predstavuje nevlastní integrál vlivem (horní) meze. Již víme, že

funkce f(x) = l/x2 je integrovatelná na každém intervalu (1, tj, kde 1 < t. Nejprve
vyjádríme urcitý integrál jakožto funkci horní meze. Tím dostaneme

j ~~= j x-2dx = [~-11= [-~J:= (-D - (-D = 1-~.1 1

Dosazením do (2.10) dostaneme

00 t!dx = lim J dx = lim (1 - ~) = 1.x2 t~oo x2 t~oo t
1 1

Existuje konecná limita s hodnotou 1 a zadan)' nevlastní integrál tedy konverguje a jeho
hodnota je rovna 1.

(2.11)

(2.12)

00!f(x)dx.
a

-00

c!f(x) dx

postupujeme tak, že zvolíme vhodný bod c E IRa vypocteme hodnoty integrálu

-00
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Rešení: Funkce f(x) = I/..;x je opet integrovatelná na každém intervalu (I, tj. Vyjádríme

urcitý integrál jakožto funkci horní meze. Je

JI dx j [xl/2]1 I..;x = X-I/2 dx = 172 = 2 [JI L = 2 ( Jt - I}.
I I 1

2.44. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu

Joodx..;x'I
(2.17)

Pro p E (-00, 1) je

JOOdx JI 1 [] I 1- = lim x-Pdx = --. lim x1-p = --. lim (t1-P -1) = 00,
xP I-oe 1 - P 1-00 I 1 - P I-oeI I

nebot pro p E (-00, 1) je lim (t1-P - I) = 00. Pro p E (-00, I) neexistuje vlastní limita1-00
a integrál diverguje. Pro p = 1 je

oe 00 1

J dx = J dx = lim J dx = lim [ln xr = lim (ln t - ln I) = lim ln t = 00 .xP X t-oo X t-oo 1 t-oo t-oo
1 1 1

Vypocteme hodnotu príslušné limity. Je Proto pro p E (-00, I) integrál (2.18) diverguje.

,
Rešení: Funkce f(x) = l/xP je integrovatelná na intervalu (1, t) pro všechny hodnoty
pER Pro všechna p E ~\{l} je

I

lim J d~ = 2 lim ( Jt - 1) = 00.t-CIO V X t-ooI

nebot pro p E (I, 00) je lim (1 - ~ ) = I. (Proc?) Pro p E (I, 00) integrál konverguje1-00 tP-

a je

(2.19)

(2.20)

00

J dx1 + X2'

00

J cosxdx.
o

2.46. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu

59

00 00 I

J~ = 2J ~ = 2 lim J ~ = 2 lim [arctgx]1 = 2 lim (arctgt - arctgO) =1 + x 1 + x 1-00 1 + x 1-00 o 1-""
-00 o o

= 2 lim arctg t = 2 . !:. = rr,1-00 2

Rešení: Integrand je funkce spojitá na ~, proto je také na ~ integrovatelná. Pro všechna
x E ~ je

1 1

f(-x) = 1+ (_X)2 = l+x2 =f(x).

Funkce f(x) je sudá, proto mužeme k výpoctu hodnoty integrálu použít vzorec (2.15). Je

t

lim J cos x dx = lim [sin x] ~ = lim (sin t - sin O) = lim sin tt-oo t-:xJ t-X) t-x>
o

2.47. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu

nebot arctg O= Oa lim arctg t = rr/2. Integrál (2.19) tedy konverguje a jeho hodnota je1-00
rovna rr.

Rešení: Funkce cos x je integrovatelná na libovolném intervalu (O, b), kde b > O. Limita

ovšem neexistuje. Proto integrál (2.20) diverguje.

(2.18)

[~r·1- p 1

pE (1,00).

00

J dx.xP
1

58

oe

J ~:= p ~ 1 '
1

1 I

J ~:= J x-P dx =
I 1

Necht je p E (1, (0). Potom platí

Joe dx JI dx JI [ Xl-p ]1 1 [ 1 ]1
- = lim - = lim x-P dx = lim -- = -- . lim --
xP 1-00 xP I-oe 1-00 1 - P 1 - P 1-00 xp-I I

\ I 1 1 1

1 (1 I) 1 ( I) 1
=--·lim ---- =--·lim 1-- =--.

1 - P 1-00 tp-1 IP-l p - 1 1-00 tp-1 p - 1 .

Tato limita je nevlastní, proto není splnena podmínka existence vlastní limity z Defi

nice 2.2.1 a nevlastní integrál (2.17) diverguje.

2.45. Zjistete, pro jaké hodnoty parametru p E ~ konverguje nevlastní integrál



4

tedy

Pro integrál (2.23) tak platí

(2.24)

(2.23)

00

J dxx2 + 2x + 2
o

00

J dxx2 + 2x + 2 .
-00

2.51. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu

Joo dx l dx I dx I dxx2 + 2x + 2 = x2 + 2x + 2 + x2 + 2x + 2 = 2 x2 + 2x + 2'
-'fO -00 -I -I

-I 00

J dx J dxx2 + 2x + 2 = x2 + 2x + 2'
-oe -1

Pri výpoctu jsme využili rovnosti arctg 1 = 7r / 4 a lim arctg t = 7r /2.
t~""

J dx - J dx I x + 1 = s I J dsx2+2x+2- (x+1)2+1 = dx=ds = s2+1 = arctgs =arctg(x+ 1).

Joo dx Jt dx . [ ] t
= lim = hm arctg x + 1 =

x2 + 2x + 2 t~oo x2 + 2x + 2 t~oo ( ) o
o o

= lim ( arctg( t + 1) - arctg 1) = lim ( arctg( t + 1)) - ~ = ~ - ~ =t~oo t~oo 4 2 4
7r

Rešení: Integrand je funkce spojitá na JR, proto je tato funkce integrovatelná na JR a tedy

i na množine (O, 00). Nejprve najdeme primitivní funkci k integrandu. Je

Rešení: Z predchozího príkladu víme, že integrand je funkce integrovatelná na JR. Snadno

overíme, že integrand není ani sudá, ani lichá funkce, nelze proto použít vzorce (2.14),
resp. (2.15). Hledejme tedy vhodný bod c E IR, kterým rozdelíme reálnou osu na dva

intervaly (-00, c) a (c, 00). Volba bodu c muže být celkem libovolná, nicméne v tomto
prípade se nabízí využít fakt, že ve jmenovateli integrandu je kvadratická funkce, která

má po doplnení na ctverec tvar J(x) = (x + 1)2+ 1. Z toho plyne, že graf funkce je osove

soumerný podle svislé prímky, která protíná osu x pro x = -1. Platí proto rovnost

2.50. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu

-x = s

Je-Xdx =1-dX = ds 1= - JeSds = _es = _e-x.dx = -ds

Nyní dosadíme meze do primitivní funkce. Tím dostaneme
t

J e-xdx = _[e-x]: = _(e-t - eO) = 1- e-t.
o

Nyní již mužeme snadno vypocítat hodnotu nevlastního integrálu (2.21). Je
00 t

Je-Xdx = lim Je-Xdx = lim (1- e-t) = 1 - O= 1,t-oo (-00
o o

nebot lim e-t = O. Integrál (2.21) konverguje a jeho hodnota je rovna jedné.
t~oo

2.49. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu
00

J x2e-x dx. (2.22)
o

Rešení: Integrand je spojitá funkce na JR, je tedy integrovatelná na JR a tedy i na intervalu

(O, 00). Dvojí integrací per partes dostaneme

J x2e-x dx = _e-x (x2 + 2x + 2) .

Potom je
00 t

Jx2e-X dx = lim J x2e-x dx = - lim [e-X(x2 + 2x + 2)]t =t-oo t-oo o

o o
t2 + 2t + 2

=_lim(e-t(t2+2t+2)-eO(02+2.0+2))=2-lim t .
\ t-oo t-oo e

Hodnotu limity v poslední rovnosti vpravo zjistíme opakovaným použitím I'Hospitalova

pravidla. (Nezapomeiíte pritom overit podmínky pro použití I'Hospitalova pravidla.) Je

I' t2 l' 2t r 2 OP' r t2 + 2t + 2 I 'lm t = lm t = lm t = . roto Je lm ---- = Oa p atlt-oo e t-oo e t-;)O e t-oo Cf

00

J x2e-x dx = 2.
o

Integrál (2,22) konverguje a jeho hodnota je rovna dvema.

2.48. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu
00

J e-x dx. (2.21)
o

Rešení: Integrand je funkce spojitá na IR,je proto integrovatelná na IRa tedy ina množine

(O, 00). Pro primitivní funkci k integrandu platí
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-00

Rešení: Integrand je funkce integrovatelná na množine (O, b) pro libovolné b > O.Vypoc
teme primitivní funkci k integrandu. Je

o o

Jxe-x' dx = lim J xe-x' dx = -~ lim [e-x'r = -~ lim (eo - e-t') = -~,t~-oo 2 t~-oo t 2 t~-oo 2
-00 t

(2.27)

(2.28)

00

J -'x e x dx.

-""

00

J 1:x2 dx.
-00

00

J -'
x e x dx = O.

-00

(-x) -x __ x =-f(x).
f(-x)= •. , "=I+x2- 1+(-x)2

fr-x) = (-x)e-(-x)' = (-x)e-X' = (-I)xe-x' = -f(x).

Rešení: InFegrand je stejný jako v predchozím príklade. Pro všechna x E JR je

2.54. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu

Integrand je tedy lichá funkce a mužeme použít vzorec (2.14). Je

2.55. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu

Rešení: Funkce je integrovatelná pro všechna x E JR. Je

(2.25)

. ~
= 2 hm arctg( t + 1) = 2 . - = ~.

t~oo 2

J ' I _X2 = s I 1JI 1,
xe-x dx = = -- eSds = __ es = __ e-x .

-2xdx=ds 2 2 2

Pro nevlastní integrál (2.25) dostaneme

Integrál (2.24) konverguje a jeho hodnota je rovna ~.

2.52. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu

o

J xe-x' dx.
-00

S využitím výsledku z príkladu 2.50 dostaneme
00

J 2 dx = 2·lim [arctg(x + 1)f = 2 lim (arctg(t + 1) - arctgO) =x + 2x + 2 t~oo -I t~oo

Rešení: Funkce ~ je integrovatelná na intervalu (O, b), kde b > O. Vypocteme priI+x
mitivní funkci k integrandu. Je

J x II + x2 = t I J dt I 1--2dx= d d = -=-lnltl=-ln(l+x2).l+x 2xx=t t 2 2

\
Pro nevlastní integrál (2.26) pak platí

00 t

J x . J x I. [ ]t I. ( 2 )
--2 dx = hm --2 dx = - hm ln (I + x2) = - hm ln (I + t ) -ln I =I + x t~oo I + x 2 t~"" o 2 t~""

o o

= ~ lim In(1 + t2) = 00.2 t~oo

x
Limita (2.9) pro f(x) = --2 je nevlastní, proto integrál (2.26) diverguje.l+x

2.60. {"" ln x dxJ2 X

10 dx2.61. -00 VI - x

2.62·1°Olnxdx

{"" dx* 2.63. JI xVI + x2

Nabízí se tedy použít vzorec (2.14) a prohlásit integrál (2.28) za konvergentní s hodno

tou O. Ovšem to by byla chyba, nebot z príkladu 2.53 víme, že integrál (2.26) diverguje.
Proto musíme prohlásit integrál (2.28) za divergentní, nebot není splnena základní pod

mínka pro jeho existenci (tj. konvergence obou integrálu f~oo f(x) dx a fo"" f(x) dx).

Nerešené úlohy

V následujících príkladech vypoctete hodnotu zadaných nevlastních integrálu.

i""x2.57. -3-- dx
o x + I

1""el/x
2.56. - dx

1 x2

i""X2
2.58. -3- dx

o x + I

100 dx2.59. _ooX2 + x +

(2.26)

00

J I: x2 dx.
o

nebot je lim e-t' = O. Integrál (2.25) konverguje a jeho hodnota je -1/2.t--oo

2.53. Vypoctete hodnotu nevlastního integrálu
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V následujících úlohách vypoctete, pro jaké p konvergují zadané nevlastní integrály.

2.3 Nevlastní integrál vlivem funkce

Výsledky

2.56 e - 1, 2.5721[/../3, 2.58 diverguje, 2.59 21[/../3, 2.60 diverguje, 2.61 diverguje,

2.62 diverguje, 2.64 pro p > O konverguje k hodnote l/p, pro p ::; O diverguje, 2.65

konverguje pro všechna pEN k hodnote (p - I)!, 2.66 pro p > Okonverguje k hodnote
1/(P2 + I), pro p ::; Odiverguje.

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

b

J f(x) dx
a

b

f f(x)dx

c

f f(x)dx

b c b

J f(x) dx = J f(x) dx + f f(x) dx.

a

konverguje, jestliže konvergují oba integrály

a platí

I

JdXft'
o

Rešení: Integrál (2.36) predstavuje nevlastní integrál vlivem funkce se singularitou v dolní
mezi. Integrand je funkce integrovatelná na každém intervalu (c, 1), kde O < c < 1.

Vyšetríme konvergenci integrálu (2.36) pomocí výpoctu limity (2.32). Je
1 1 1

f ~= lim f d:; = lim JX-l/2 dx = lim [2v'x]' = lim (2 - 2v'C) = 2.v X C-tO+ V X c-o+ c-o+ c c-o+
o c

a c

Je-li alespon jeden z integrálu (2.34) divergentní, pak ríkáme, že integrál (2.33) diverguje.

Definice 2.3.3. Bod c E (a, b), ve kterém není funkce f ohranicená, nazýváme singula
ri tou funkce f.

Rešené úlohy

2.67. Vypoctete hodnotu integrálu

Definice 2.3.2. Necht funkce f(x) není ohranicená v jistém okolí bodu c, kde a < c < b.

Potom integrál

(2.29)

(2.30)

00

2.66. f e-PX sin x dx, p E ~
o

b

f f(x)dx
a

c

c~T-f f(x)dx,

00

2.65. f xPe-x dx, pEN
o

nazýváme nevlastním integrálem vlivem funkce. Existuje-li vlastní limita

U urcitého integrálu J: f(x) dx jsme predpokládali, že integrand má primitivní funkci
na intervalu (a, b), tedy že funkce f je na intervalu (a, b) ohranicená. Nyní dáme smysl
i prípadum, kdy tento požadavek není splnen.

Definice 2.3.1. Necht je funkce f(x) integrovatelná v libovolném intervalu (a, c), kde

a < c < b. Necht soucasne platí, že lim f(x) = ±oo. Potom výrazx-b-

00

2.64. f e-PX dx, p E ~
o

Neexistuje-li vlastní limita (2.30), ríkáme, že integrál (2.29) diverguje (je divergentní).

Analogicky by se definovala konvergence nevlastního integrálu (2.29) v prípade, kdy

je lim f(x) = ±oo a existuje vlastní limitax-a+

ríkáme, že integrál (2.29) konverguje (je konvergentní), a platí

b c

f f(x)dx = c~T-f f(x)dx.
(2.31)

Integrál (2.36) konverguje a jeho hodnota je rovna dvema.

2.68. Vypoctete hodnotu integrálu
1

J dx-. (2.37)x-I
o

Rešení: Integrál (2.37) predstavuje nevlastní integrál vlivem funkce se singularitou v horní
mezi. Integrand je funkce integrovatelná na každém intervalu (O, c), kde O < c < 1.

Vyšetríme existenci limity (2.30). Je
b

lim ff(x)dX,c-a+
c

pricemž hodnota integrálu (2.29) je rovna hodnote limity v (2.32).

(2.32)

c

lim f~= lim [ln1x-lif= lim (Inlc-IJ-lnJ-l/)= limlnlc-ll=-oo.c-I- x-I c-I- o c-1- c-I-
o I

Limita (2.30) není vlastní, proto integrál (2.37) diverguje.
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2.69. Vypoctete hodnotu integrálu
I

Jlnxdx.
o

(2.38)

V predposlední rovnosti jsme využili rovnost lim I sin ci = lim sin c = O, a vlastnostic-o- c-o+
limity složené funkce, viz napr. [11], str. 39. Limita na levé strane (2.41) není vlastní.

Proto integrál na levé strane (2.40) diverguje, a z toho dt"lvodu diverguje i integrál (2.39).

2.71. Vypoctete hodnotu integrálu

Rešení: Integrál (2.38) predstavuje nevlastní integrál vlivem funkce se singularitou v dolní

mezi. Integrand je funkce integrovatelná na každém intervalu (c, 1), kde O < c < 1.
Nejprve vyšetríme existenci limity (2.32). Je

I

J dxVI - x2 •-I
(2.42)

Rešení: Integrál (2.39) predstavuje nevlastní integrál vlivem funkce se singularitou ve
vnitrním bode c = O. Nejprve tedy musíme overit konvergenci obou integrálu

I

lim Jlnxdx= lim [xlnx-xf= lim ((1.lnl-I)-(c.lnc-c))=c-+o+ c-+o+ c c-o+
c

= lim (c-l-c.lnc)=-I-lim(c.lnc)=-I-lim l~c=c-o+ c-o+ c-o+ -c
!

= -I - lim -T = -I + lim C = -1.
c-o+ - CI c-o+

(2.43)JI dxVI - X2'
o

a
Jo dxVI - x2-I

Z tabulky základních vzorcu na strane 2 víme, že primitivní funkcí k integrandu na

intervalu (-1, I) je funkce arcsin x. Proto je

Jo dx .. Jo dx [ oVi _ x2 = c~~~+ VI _ x2 = li~+ arcsin x] = lim (arcsin 0- arcsin c) =I c-- c c_-l+- c

I.. ( rr) rr
= - lm arcslllc= - -- =-

c~-I+ 2 2 .

1 o I

J dx J dx J dx rr rrVi - x2 = VI - x2 + VI _ x2 = 2' + 2' = rr.-I -1 o

1 o I

J & J & J & rrVI - x2 = 2· VI _ x2 = 2 . VI _ x2 = 2 . 2' = rr.-1 -I o

JI dx . Jc dx [ ] cVI _ 2 = hm_ VI 2 = lim arcsin x = lim (arcsin c - arcsin O) =X c-l - X c-l- o c_l-
o o

lim arcsin c = ~
c~l- 2 .

Rešení: Integrál (2.42) predstavuje nevlastní integrál vlivem funkce se singularitou v dolní

i v horní mezi. Proto je vhodné rozdelit interval (-1, I) pomocí vhodného bodu na dva

intervaly. Zvolíme bod x = O, nebot integrand je sudá funkce. Budeme tedy vyšetrovat
konvergenci integrálu

Oba integrály v (2.43) jsou konvergentní, proto pro integrál (2.42) platí

Pokuste se poslední vyslovenou myšlenku zobecnit.

To, že oba integrály v (2.43) mají stejnou hodnotu, by nás nemelo prekvapit, nebot
integrand je sudá funkce. K výpoctu by tedy stacilo overit, že konverguje jeden z techto
integrálu a poté použít rovnost

III

(2.41 )

(2.40)

(2.39)

,,/2

lim J cotg x dx.c-o+
c

,,/2

J cotg x dx,
o

a

a

"/2

J cotgxdx.
-,,/2

o

J cotgxdx
-,,/2

c

c~~- J cotg x dx
-,,/2

Je

tedy existenci a konecnost obou limit

. Jc . Jc cos x . [ . ]c
hm cotg x dx = hm -.- dx = hm lnl SlIlxl =

c~o- c~o- SlIlX c~o- -,,/2
-./2 -,,/2

= lim (lnlsincl-Inl-II) = limlnlsincl= limlnt=-oo.c-o- c-o- t-O+

Pri výpoctu limity limc~o+ (cln c) jsme použili I'Hospitalovo pravidlo. Existuje vlastní

limita limc~o+ fc1ln x dx s hodnotou -I, proto integrál (2.38) konverguje a jeho hodnota
je rovna -1.

2.70. Vyšetrete konvergenci, resp. hodnotu integrálu
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V následujících úlohách zjistete konvergenci, resp. hodnotu zadaných integrálu.

Nerešené úlohy

2.4 Numerický výpocet urcitých integrálu

i O 1 2345678910
x·

O0,10,20,30,40,50,60,70,80,91,0I
fi

10,9980,9930,9850,9740,9590,9410,9200,8970,8700,841

d· 1° k -d ' . h 'd 'lk h 1 - O O 1 V - h d f sin Xipo mterva u, az y z mc ma e u = -- = , . ypocteme o noty i = --,
10 Xi

kde Xi postupne nabývá hodnoty Oj 0,1; 0,2; ... j O,9j 1. Podle Simpsonova vzorce je

t sin x . hlo -;-dx = 3" [Ua + flO) + 2(12 + f4 + f6 + Js) +4UI + h + f5 + h + M] =
1 1

=-. - [(1 +0,841) +2 (0,993+0,974+0,941 +0,897)+10 3

+ 4 (0,998 + 0,985 + O,959 + 0,920 + 0,870)] =
1 28 379=- [1,841 + 2(3.805) + 4(4,732)] =-' - ~0,946.30' 30

sin x
Tabulka 2.1: Hodnoty funkce f(x) = -- v intervalu (O, 1)x

2

2.77. j ~
o (x - 1)2

2 dx

2.76. j \f(x _ 1)2
o

jl~+X
* 2.74. --dxI-x

o

I

2.75. j x lnxdx
o

I

2.73. j(lnxtdx, nEN
o

Výsledky

2.723/2,2.73 (-1)nn!, 2.741 + ('ff/2), 2.75 -1/4, 2.76 6, 2.77 diverguje.

2 dx

2.72. j {jX _ 1I

Poznámka: Pro porovnání uvedeme, že skutecná hodnota urcitého integrálu zaokrouhlená
na 3 desetinná místa ciní rovnež 0,946.

Nerešené úlohy

Pomocí Simpsonova pravidla vypoctete následující integrály.

2.81.12 xlnxdx, (n = 8)

Na strane 47 byly zmíneny elementární funkce, pro které nelze vyjádrit primitivní funkci

ve tvaru elementární funkce. V takovém prípade se casto musíme spokojit pouze s výpo

ctem približné hodnoty urcitého integrálu. K výpoctu približné hodnoty urcitého integrálu

J: f(x) dx se používají ruzné metody. Nekteré z nich spocívají v rozdelení intervalu (a, b)

na n podintervalu o délce (b - a)/n a nahrazení cástí grafu funkce na techto podinter
valech jinou funkcí - napr. konstantní funkcí, lineární funkcí resp. kvadratickou funkcí.

Procvicíme tzv. Simpsonovu (kvadratickou) metodu.

Veta 2.4.1 (Símpsonova (kvadratická) metoda). Necht n = 2k a funkce f(x) je

spojitá a má derivace alesp0714. rádu na uzavreném intervalu (a, b). Oznacme h = b - a,n
Xi = a + ih, kde i = 0,1, ... ,n - 1,n a fi = f(Xi)' Potom je

2.79.19 vxdx, (n = 4)

2.80.13 vI + 3 sin x dx,
(n = 6) t X dx2.82. li InO + x' ,

(n = 6)

lb h
f(x)dx ~ - [(fo + fn) + 2(12 + f4 + ... + hk-2) + 4(f1 + h + ... + f2k-dJ· (2.44)

a 3

Rovnost (2.44) se casto nazývá Simpsonuv vzorec.

Výsledky

2.79 17,333 2.80 5,123 2.81 0,636 2.82 5,956

Rešené úlohy,
2.78. Pomocí Simpsonova vzorce vypoctete približnou hodnotu urcitého integrálu

lisin x
--dx.

o x .
kde n = 10.

Rešení: Integrand není definovaný v bode x = O,jako funkcní hodnotu v tomto bode

proto budeme uvažovat limitu limx~o Si~X = 1 = f(O). Potom je integrand funkce spojitá
a dostatecne diferencovatelná na intervalu (O, 1). Interval (O, 1) rozdelíme na 10 stejných
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Kapitola 3

Použití urcitého integrálu

3.1 Obsah rovinné plochy

Mejme funkci f(x) spojitou a nezápornou na intervalu (a, b). Dále uvažujme plochu P,

která je ohranicená grafem funkce f(x), osou x a prímkami x = a, x = b, viz Obrázek 3.1.
I

~

Obrázek 3.1: Plocha pod grafem funkce f(x) ohranicená prímkami x = a a x = b

Potom obsah S(P) plochy P je roven hodnote urcitého integrálu

jednotlivých úseku. Obsah celé plochy je potom roven souctu obsahu jednotlivých úseku,
viz Obrázek 3.2.

Obrázek 3.2: Rozložení intervalu (a, b) na

Rešené úlohy

3.1. Vypoctete obsah plochy ohranicené grafem funkce f(x) = x, osou x a prímkou
x = 3, viz Obrázek 3.3.

!'lešení: Z obrázku je zrejmé, že budeme vyšetrovat plochu, která leží nad intervalem

(0,3) a je shma ohranicená grafem funkce f(x) = x. Uvažovaná plocha tvorí pravoúhlý

y

x

Obrázek 3.3:Plocha ohranicená grafem funkce f(x) = x, osou x a prímkou x = 3

Jsou-li všechny hodnoty funkce f(x) v intervalu (a, b) záporné, potom hodnota urcitého

integrálu lf(X) dx odpovídá obsahu plochy P, ale s opacným znaménkem. Pri výpoctu
obsahu plochy proto musíme získanou hodnotu vynásobit císlem -I. Jestliže se v intervalu
(a, b) vyskytují pod intervaly, na kterých má funkce f pouze nezáporné, resp. nekladné
hodnoty, potom lze plochu rozdelit na úseky s kladnou, resp. nezápornou funkcní hod

notou (tj. na úseky plochy, které se nacházejí nad resp. pod osou x) a vypocítat obsahy

b

S(P) = J f(x) dx.
(3.1)

trojúhelník s délkou základny a = 3 a výškou v = 3. Obsah lze potom vypocítat podle

vzorce S = 4 av. Dosazením hodnot a a v dostaneme

1 9 .2
3=-·3·3=-j.2 2

Krome toho lze obsah plochy vypocítat jako hodnotu urcitého integrálu 13x dx. Je

13xdx = [x2 r = ~ - ~ = ~o 2 o 2 2 2

Obsah plochy je roven ~ j 2, což je v souladu s dríve vypoctenou hodnotou.2
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Obrázek 3.5: Plocha ohranicená grafem funkce f(x) = x2 - 2x, osou x a prímkou x = -1
ax=2

S(P) = (1:1f(x) dX) - (l>(x) dX) + (13f(X) dX) .

x

7

12

45

4

[4 3 ]-1

X X 2- + - - 2x - 4x
4 3 -2

[x4 x3 ]2
- + - - 2x2 - 4x
4 3 -1

[x4 x3 r 1037 + "3 - 2X2 - 4x 2 = 12

3.4. Vypoctete obsah plochy ohranicené grafem funkce f(x) = x3 + x2 - 4x - 4, osou x
a prímkami x = -2 a x = 3.

Rešení: Vzhledem k tomu, že funkce f predstavuje polynom tretího stupne, bude nabývat

kladných i záporných fnnkcních hodnot. Nejprve zjistíme, na kterých intervalech je funkce

f(x) kladná a na kterých záporná, viz napr. [11]. Predpis funkce upravíme do tvaru

x3 + x2 - 4x - 4 = x2(x + 1) - 4(x + 1) = (x + 1)(x2 - 4).

Z uvedených rovností je zrejmé, že nulovými body funkce jsou body XI = -2, X2 = -1

a X3 = 2, které delí reálnou osu na ctyri intervaly. Snadno overíme, že na intervalech

(-2, -1) a (2, 00) funkce f(x) nabývá pouze kladné funkcní hodnoty a na intervalu

(-1, 2) má funkce f(x) pouze záporné funkcní hodnoty. Pro obsah plochy platí:

Nejprve vypocteme neurcitý integrál k funkci f. Je

J 3 2 x4 x3 2
x + x - 4x - 4 dx = - + - - 2x - 4x +C.

4 3

Dále platí

x

[x2dX = [~3 L = ~ - ~ = ~

3.2. Vypoctete obsah plochy ohranicené grafem funkce f(x) = x2, osou x a prímkou
x = 1, viz Obrázek 3.4.

Rešení: Uvažovaná plochá leží nad intervalem (O, 1). Proto je velikost obsahu plochy
rovna urcitému integrálu

0.4

Obrázek 3.4: Plocha ohranicená grafem funkce f(x) = x2, osou x a prímkou x = 1

0.8

0.6

S(P) = (1)2-2xdx) - (1\2-2xdx) = [~3_X2[1 _ [~3-xzJ:

= [ (~ - 02) - C -; )3 - (_1)2) ] - [ (~ - 22) - (~ - 02)] = ~ + ~ = ~ .

1> - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

y

1.4

1.2

1
Obsah plochy je roven - j 2. Porovnáním s obsahem jednotkového ctverce, naznaceném na3
Obrázku 3.4, je videt, že obsah plochy pod parabolou je menší než 1/2j2, což odpovídá
vypoctenému výsledku.

3.3. Vypoctete obsah plochy ohranicené grafem funkce f(x) = x2-2x, osou x a prímkami
x = -1 a x = 2, viz Obrázek 3.5

Rešení: Nejprve zkusíme vypocítat hodnotu urcitého integrálu 12x2 - 2x dx. Je-I

12 [X3 ]2 (23 ) ((_1)3 )8 1
x2 - 2x dx = - - x2 = - - 22 - -- - (_1)2 = - - 4 + - + 1 = O.-I 3 -I 3 3 3 3

Obsah zadané plochy však težko muže být roven nule a proto obsah plochy neodpovídá

hodnote vypocteného urcitého integrálu. Je to z toho duvodu, že funkce f(x) není na

intervalu (-1, 2) pouze nezáporná. Ve skutecnosti je funkce f(x) na intervalu (-1, O)

nezáporná a na intervalu (O, 2) nekladná. Pro obsah S(P) plochy P proto platí

Obsah vyšetrované plochy je roven ~ j 2.3 . 7 (45) 103 245Obsah plochy je roven S(P) = 12 - -7 + 12= 12= 20-&j2.
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Je

Je známo, že kružnice s polomerem r je speciální prípad elipsy se shodnou délkou hlavní

i vedlejší poloosy, je tedy a = b = r a po dosazení do (3.2) dostaneme známý vzorec pro
výpocet obsahu kruhu S = 1fr2, což potvrzuje správnost výpoctu.

(3.3)

x
2 ba -2-4

Srp) =l [J(x) - g(x)] dx,

Obrázek 3.6: Plocha ohranicená grafy funkcí a prímkami x = a a x = b

viz Obrázek 3.6.

Poznámka: Urcitý integrál s jednou mezí ve forme promenné t je vlastne funkce této
promenné, nebot hodnota urcitého integrálu závisí práve na hodnote t. V takovém prí

pade pak mluvíme o integrálu jako funkci dolní, resp. horní meze. Tento prístup jsme již
používali pri výpoctu nevlastních integrál i!.

Castou úlohou je výpocet obsahu plochy ohranicené grafy dvou funkcí. V takovém
prípade lze použít následující vetu.

Veta 3.1.1. Necht funkce f(x) a g(x) jsou spojité funkce na interualu (a, b) a necht

pro všechna x z tohoto interualu platí f(x) 2: g(x). Potom pro obsah Srp) plochy P,
ohranicené grafy funkcí f(x) a g(x) a prímkami x = a a x = b, platí

1 1 1

S(P) = j[(X+5)-(4-X2)]dX= jx2+X+ldX= [~3+~2 +xLI-I -1

(1 1 ) (-1 1 ) 8,2= 3+2+1 - 3"+2-1 =3J'

Obsah plochy je roven ~ j 2.3

3.7. Vypoctete obsah plochy ohranicené grafy funkcí f(x) = x + 5, g(x) = 4 - x2
a prímkami x = -1 a x = 1.

Rešení: Nejprve overíme, že na celém intervalu (-1, 1) je splnena podmínka f(x) 2: g(x).

Rešením nerovnice x + 5 2: 4 - x2 jsou všechna x E IR, proto i pro všechna x E (-1, 1) je
splnena nerovnost f(x) 2: g(x). Obe funkce f(x) a g(x) jsou spojité, proto jsou splneny

obe podmínky Vety 3.1.1 a k výpoctu obsahu zadané plochy mužeme použít vzorec (3.3).
Dosazením dostaneme

(3.2)S(E) = 4· Srp) = 1fab.

t3

'3 = 9, tedy t = 3.

Obsah plochy P bude roven 9j 2 práve tehdy, bude-li t = 3. Pokud bychom hodnotu t ne

omezili na kladné hodnoty, potom by správným rešením byla i hodnota t = -3. (Proc?)

a ~/2

S(p)=~jv'a2-x2dx=1 x=asint I=~ jva2-a2sin2t.acostdt=a dx = a cos t dt a
o o

~/2 ~/2 ~/2

= ~ ja2Vl - sin2 t . cost dt = ab jcos2 tdt = ab j_l_+_C_OS_2_tdt =
o o o

[ t sin 2tr2 [c) ] a/nr=ab 2+-4- o =ab '4+0 -(0+0) =4j2.

Obsah Srp) jedné ctvrtiny elipsy je roven a:", j2, pro obsah S(E) celé elipsy platí

3.6. Vypoctete, pro jakou hodnotu t E (O, (0), bude obsah Srp) plochy P ohranicené

grafem funkce f (x) = x2, osou x a prímkou x = t roven 9j 2.

liešení: F\tnkce f(x) je nezáporná na IR, proto bude obsah plochy P roven hodnote

urcitého integrálu 11x2 dx. Naším úkolem tak je vyrešit rovnici s neznámou t

ltx2dx = 9.

Vyjád~ením urcitého integrálu dostaneme rovnici v bežném tvaru:

9 = l x2 dx = [ ; 1: = ~ - ~ = ~

* 3.5. Vypoctete vzorec pro obsah S(E) elipsy E s rovnicí

x2 y2
a2 + b2 = 1,

kde a E IR+, resp. b E IR+ predstavuje délku hlavní, resp. vedlejší poloosy.

Rešení: Celá elipsa není grafem žádné funkce (proc?). Nicméne, omezíme-li se pouze na
jednu její (pravou, horní) ctvrtinu, potom se jedná o plochu ohranicenou osami x a y a

b
grafem funkce f(x) = -v'a2 - x2. Pro obsah Srp) ctvrtiny elipsy tak platía
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(3.4)

(3.5)

x2 - 4x - 5 = 7 - 2x - x2

2X2 - 2x - 12 = O,

y

Obrázek 3.8: Plocha ohranicená grafy funkcí

5~/6

S(P) = j sin (x) - ~ dx = [_ cos x _ ::t/6 = ( V'3 _ 57r) _ ( _ V'3 _ ~ )~/6 2 2 ~/6 2 12 2 12

= (V'3-i)j2.

3.10. Vypoctete obsah plochy ohranicené grafy funkcí f(x) = sin x, g(x) = ~nad jednou
periodou funkce sin x.

Rešení: V zadání nejsou uvedeny svislé meze, proto vypocteme prusecíky obou funkcí.
1

Tyto prusecíky vyhovují rovnici sin x = -, jejímž rešením na "první kladné" periode jsou

_ . ; 1 . ( 7r 51f) ,
koreny XI = 7r/6 a X2 = 57r/6. Je sm- = 1 > -, proto na mtervalu -, - platl2 2 6 6

nerovnost sin x > ~. Obsah plochy vypocteme dosazením do vzorce (3.3). Je2

Obsah plochy je roven (v'3 - 7r /3) j 2.

3.11. Vypoctete obsah plochy, která je ohranicená grafy funkcí f(x) - x2 - 4x - 5
a g(x) = 7 - 2x - x2, viz Obrázek 3.8.

Rešení: V zadání nejsou uvedeny svislé meze, proto lze predpokládat, že "pravá a levá

mez" plochy je dána prusecíky obou funkcí. Tyto prusecíky vyhovují rovnici

kde rešením kvadratické rovnice (3.5) jsou koreny XI = -2 a X2 = 3. V intervalu (-2, 3)

leží napr. bod x = O. Je f(O) = -5 a g(O) = 7. Vzhledem k spojitosti funkcí f(x) a
g(x) platí pro všechna x E (-2,3) nerovnost f(x):s g(x). Proto je obsah plochy roven

x

Rešen{: V zadání je uvedena pouze jedna svislá mez (osa y), druhou svislou mez získáme

z rovnosti f(x) = g(x). Rešením rovnice 2X = 8 je x = 3, plocha P proto leží nad body
x E (O, 3). Pro tyto hodnoty x je 2X :S 8, pro obsah S(P) plochy P tak platí

y

Obrázek 3.7: Plocha ohranicená osou y a grafy funkcí f(x) = 2x a g(x) = 8

Rešením kvadratické rovnice (3.4) jsou hodnoty XI = -3 a X2 = 1. Nyní zjistíme vzájem

nou polohu obou grafu. Je f(O) = 1 a g(O) = -2, proto pro všechna x E (-3, 1) platí

nerovnost f(x) ~ g(x) a výpocet obsahu plochy provedeme dosazením do vzorce (3.3).
Je

I I 1

S(P) = j[(X+l)-(X2+3X-2)]dX= j-x2-2X+3dX= [_~3-X2+3XL3-3 -3

( 1) 32.2
= -3 - 1+ 3 - (9 - 9 - 9) = 3" J .

. 32.
Obsah plochy Je roven 3" J 2.

3.9. Vypoctete obsah plochy ohranicené grafy funkcí f(x) = 2x, g(x) = 8 a osou y, viz
Obrázek 3.7.

3.8. Vypoctete obsah plochy ohranicené grafy funkcí f(x) = x + 1 a g(x) = x2 + 3x - 2.

Rešení: V zadání nejsou uvedeny svislé meze plochy. Mužeme proto predpokládat, že

grafy funkcí mají spolecné. prusecíky a tyto urcují hranice plochy. Vypocteme polohu

prÚsecíku obou gram, tj. nalezneme hodnoty x, pro které je f(x) = g(x). Je

x2 + 3x - 2 = x + 1

x2 + 2x - 3 = O

3

S( P) = j 8 - 2x dx = [8X - ~ r = (24 - ~ ) - (O - _1 ) = (24 _ ~ ) j 2.ln 2 o ln 2 ln 2 ln 2
o

Obsah plochy je roven (24 - 1:2) j 2.
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hodnote urcitého integrálu
3 3

S(P) = J [g(X):-: J(X)] dx = J (7 - 2x - x2) - (X2 - 4x - 5) dx =
-2 -2

3

= J 12 + 2x - 2x2dx = [12X + x2 - 2~3r2
-2

( 16) 125 2= (36 + 9 - 18) - -24 + 4 - 3" ="3 j .

Obsah S(P) plochy P je roven 1~5 j 2.

Výsledky

3.12 16/3j2 3.13 1j 2 3.14 21n2 - lj 23.152 + '/1'2/2j 2 3.16 39j 2 3.17 e2 j 2 3.18 1/3j 2
3.19 ..j2 - lj2 3.20 343/6j2 3.21 343/3j2 3.22 t = 5 3.23 t = 1/6 3.24 Takové t

neexistuje. 3.25 t = 6

3.2 Strední hodnota

Strední hodnota funkce predstavuje analogický pojem k aritmetickému prumeru diskrét

ních velicin. Pomáhá urcit prumernou hodnotu veliciny, která se plynule mení. Tento

pojem se opírá o následující vetu:

a

Strední hodnota funkce f(x) = x2 v intervalu (O, 1) je rovna 1/3.

Veta 3.2.1. Je-Ii Junkce J(x) spojitá v intervalu (a, b), potom existuje císlo c E (a, b)

takové, že platí

(3.6)

(3.7)

a

b

J J(x) dx = (b - a)J(c).

8

~ = _1 Jx dx = ~ [xT = ~ (64 - ~) = 5.8-2 6 2 2 6 2 2
2

~ = _1 j x2 dx = ~ [xl = U - ~) = ~1-0 1 3 o 3 3 3'
o

Rešené úlohy

3.26. Vypoctete strední hodnotu funkce f(x) = x v intervalu (2, 8).

Rešení: Funkce J je v uvažovaném intervalu spojitá, hledaná strední hodnota funkce

proto podle Vety 3.2.1 existuje. Je

Hodnotu J(c) nazýváme strední hodnota funkce J(x) v intervalu (a, b). Casto se pro
oznacení strední hodnoty funkce používá symbol ~. Platí tedy

b

~ = f(c) = b ~ a J f(x) dx.

Strední hodnota je rovna peti. To je v souladu s intuitivní predstavou, že prumer všech
reálných císel od 2 do 8 je roven peti.

3.27. Vypoctete strední hodnotu funkce J(x) = x2 v intervalu (O, 1).

Rešení: Funkce f je v uvažovaném intervalu spojitá, hledaná strední hodnota funkce
proto podle Vety 3.2.1 existuje. Je

3.18. Vypoctete obsah plochy ohranicené grafy funkcí J(x) = x2 a g(x) = .Ji.
3.19. Vypoctete obsah plochy ohranicené grafy funkcí J(x) = sin x, g(x) = cos x a osou y.

3.20. Vypoctete obsah plochy ohranicené grafy funkcí J(x) = 5 - x a g(x) = x2 + 2x - 5.

3.21. Plocha je ohranicena grafy funkcí J(x) = x2+2x-5 a g(x) = 1O+x-x2• Vypoctete

její obsah.

3.22. Je dána plocha P ohranicená osou x, prímkami x = 1, x = t a grafem funkce

J(x) = 1/x2• Vypoctete, pro jakou hodnotu t bude obsah S(P) plochy P roven 4/5j2.

3.23. Je dána plocha P ohranicená osou x, prímkami x = 1, x = t, kde t E IR, a grafem

funkce J(x) = l/x2. Vypoctete, pro jakou hodnotu t bude obsah S(P) plochy P roven
5,2 \J ..

3.24. Je dána plocha P ohranicená osou x, prímkami x = 1, x = t, kde t E (1,00), a

grafem funkce J(x) = l/x2. Vypoctete, pro jakou hodnotu t bude obsah S(P) plochy P

roven 3j 2.

3.25. Je dána plocha P ohranicená grafy funkcí J(x) = x2 a g(x) = tx, kde t E IR

predstavuje parametr. Pri jaké hodnote tohoto parametru t bude obsah S( P) plochy P

roven 36j 27

Nerešené úlohy

3.12. Vypoctete obsah plochy ohranicené osami x a y a grafem funkce J(x) = 4 - x2.

3.13. Vypoctete obsah plochy ohranicené osami x a y a grafem funkce J(x) = cosx.

3.14. Vypoctete obsah plochy ohranicené osami x a y a grafem funkce J(x) = 2 - eX.

3.15. Vypoctete obsah plochy ohranicené osou x, grafem funkce J(x) = x + sin x a
prímkou x = 1r.

3.16. Vypoctete obsah plochy ohranicené osou x, grafem funkce J(x) = JX+T a prím
kami x = O a x = 8.

3.17. Vypoctete obsah plochy ohranicené osou x, grafem funkce J(x) = ln x a prímkami
x = e a x = e2.
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p= lO-Q,

3.3.1 Prebytek spotrebitele a výrobce

3.3 Slovní úlohy na urcité integrály

2x
3.36. f(x) = --2' X E (O, I)I+x

3.37. f(x) = tg x, x E (O, rr/3)

3.35. f(x) = e-x, x E (-I, I)

Výsledky

3.32 2/rr 3.33 I/(e - I) 3.34 2(VB - 1)/3 3.35 (e2 - 1)/(2e) 3.36 In2 3.37 (1n8)frr

Nerešené úlohy

V následujících Úlohách vypoctete strední hodnoty funkce f(x) v uvedených intervalech.

3.32. f(x) = sin x, x E (O, rr)

Je-li dokonale konkurencní trh efektivní, znamená to, že maximalizuje prospech všech

Úcastníku. Pri analýze hospodárské politiky je casto užitccné odhadnout skutecnou veli

kost prínosu, který spotrebitelé a výrobci získávají svou Úcastní na urcitých trzích. V knize
[51str. 401, je uveden príklad vlády nejaké zeme tretího sveta, která ví, že když postaví
dálnici od pobreží do vnitrozemí, zprístupní tím nové trhy potravin pricházejících z more.

Rozhodnutí vlády o výstavbe dálnice závisí na tom, zda prospech, který nový trh prinese
spotrebitelum i dodavatelum, prevýší náklady na výstavbu dálnice.

Míru prospechu, kterou spotrebitel získává Úcastí na tržní smene, nazýváme užitek

spotrebitele a znacíme Se. Pri rovnovážném stavu mezi poptávkou a nabídkou stále existují
spotrebitelé, kterí jsou ochotni zaplatit za zboží cenu vyšší, než je rovnovážná cena.

Predpokládejme, že poptávková funkce po jistém druhu zboží je popsána rovnicí

Pomocí urcitých integrálu lze kvantitativne popsat mnohé geometrické Útvary, napr. ob

sah plochy, objem rotacních teles, délku krivky, atd. Následující Úlohy jsou založeny na
možnosti vyjádrit studovanou velicinu pomocí obsahu plochy.

3.33. f(x) = ln x, x E (1, e)

3.34. f(x) = JXTI, x E (O, I)

kde P je cena za jednotku zboží (napr. v Kc) a Q je množství prodaného zboží pri cene
P. Z poptávkové funkce je zrejmé, že jeden spotrebitel je ochoten nakupovat za cenu

9 Kc, o jednoho spotrebitele víc je ochotno vydat za jednotku zboží 8 Kc, atd. Pokud se

zboží prodává za 5 Kc, potom první uvedený spotrebitel ušetril 4 Kc, druhý 3 Kc, atd.

Zboží koupí celkem pet zákazníku, pricemž ctyri z nich platí nižší cenu, než za jakou jsou
ochotni nakupovat. Celkove tak zákazníci ušetrí (4 + 3 + 2 + I) Kc. Prebytek spotrebitele
je roven 10 Kc.

2

110~.(2-(-3))= x2dX,
-3

nalezneme v kapitole o nevlastních integrálech. Snadno overíme, že daný integrál diver

guje, nebot platí

Strední hodnota funkce je rovna (51n 5)/2.
1

3.31. Vypoctete strední hodnotu funkce f(x) = --2 Vintervalu (-I, I).I+x

Reše1l;í: Funkce f je v uvažovaném intervalu spojitá, strední hodnota funkce proto exis
tuje. Je

2 s 2

110 110 1102dx = lim 2dx+ lim 2dx = 00.x 8-0- X t-O+ X

-3 -3 t

1

1 1 1 I[ ]1 1~= () --2 dx = 2" arctg x = - (arctg I - arctg( -1)) =I--II+x -12
-1

Strední hodnota funkce je rovna rr/4.

V tomto prípade proto nemá smysl hledat strední hodnotu funkce na uvedeném intervalu.
10

3.30. Vypoctete strední hodnotu funkce f(x) = - v intervalu (1, 5).x

Rešení: Funkce f je v uvažovaném intervalu spojitá, hledaná strední hodnota funkce

proto podle Vety 3.2.1 existuje. Je
5

1 110 I 5 5 5tn 5~= -- -dx = -[lOlnxL = -(1n5 -ln 1) =-.5-1 x 4 2 2
1

= H~-(-~))= ~.

nebot je b3 - a3 = (b - a)(b2 + ab + a2). Strední hodnota je rovna (a2 + ab + b2)/3.

3.29. Vypoctete strední hodnotu funkce f(x) = I~ v intervalu (-3, 2).x

Rešení: Funkce f není v uvažovaném intervalu spojitá. O existenci strední hodnoty funkce

proto nelze rozhodnout podle Vety 3.2.1. Odpoved na otázku, zda existuje císlo ~ s vlast
ností

3.28. Vypoctete strední hodnotu funkce f(x) = x2 v intervalu (a, b).

Rešení: Uvedený príklad je zobecnením predchozí Úlohy. Funkce f je spojitá v intervalu

(a, b) pro libovolné a, bER Strední hodnota funkce proto podle Vety 3.2.1 existuje. Je
b

~= _1_ 1x2 dx = _1_ [xT = _1_ (!C _ ~) = ~. b3 - a3 = a2 + ab + b2b-a b-a 3 a b-a 3 3 3 b-a 3'
a

80 81



Situace je popsána na Obrázku 3.9. Hodnota funkce poptávky vyjadruje nejvyšší
cástku, kterou je daný pocet spotrebitelu ochoten zaplatit za jednotku zboží. Odecteme

li od této hodnoty nákupní cenu a secteme-li výsledné rozdíly pro každé množství až do

s

p

D

Rešené úlohy

3.38. Vypoctete hodnotu prebytku spotrebitele, jestliže se jednotka zboží prodává za

cenu P = 30Kc a funkce poptávky má tvar P = 50 -!{, kde P je cena v Kc a Q je10
množství prodaného zboží za príslušnou casovou jednotku.

Rešení: Nejprve ,zjistíme množství prodaného zboží Q pri cene 30 Kc. Je

P = 50 - Q
10

30=50- Q
10

Q-=20
10

Q = 200.

o
Q Výpoctem jsme zjistili, že pri cene 30 Kc se prodá 200 kusu zboží. Pro užitek spotrebitele

platí

Obrázek 3.9: Prebytek spotrebitele

Celkový prospech S všech úcastníku z tržní smeny je roven souctu prebytku spotrebitele
a vý~obce, je tedy

prodejní ceny, dostaneme približnou hodnotu obsahu vyznacené plochy. Pokud použijeme
urcitý integrál, získáme presnou hodnotu obsahu vyznacené oblasti. Užitek spotrebitele
je potom roven

Se = lQ(D(Q) - P)dQ,

kde D(Q) je rovnice poptávky, Q je množství zboží prodaného za cenu .P.

Analogií k prebytku spotrebitele je prebytek výrobce. Tento pojem je založen na myš
lence, že pri dané funkci nabídky P = S(Q), kde P je soucasná cena a Q je odpovídající
nabízené množství zboží, existují výrobci, kterí jsou ochotni dodat jisté množství zboží

za nižší cenu. Prebytek výrobce Sp potom odpovídá príjmu plynoucího z toho, že se zboží
prodává za vyšší cenu. Je tedy

P=25-Q
14 = 25 - Q

Q = 11.

P = 25 - Q

12 = 25 - Q

Q = 13,

1200 1200 Q 1200 Q
Se = (D(Q) - P)dQ = (50 - - - 30)dQ = (20 - -)dQ =

O O 10 O 10

= [20Q - Q2foo = 4000 - 2000 = 2000.20 O

Zjistili jsme, že prebytek spotrebitele je roven 2000 Kc.

3.39. Funkce poptávky D(Q) po mléku je dána vztahem P = 25 -Q, kde P je cena v Kc

a Q je množství prodaných lahví mléka týdne. O kolik se zmení prebytek spotrebitele,

jestliže se cena mléka zvedne z 12 Kc na 14 Kc. Predpokládejme, že duchodový efekt

ze zvýšení ceny mléka je bezvýznamný, takže k výpoctu spotrebitelského prebytku lze
využít funkci poptávky pred i po zvýšení ceny mléka.

Rešení: Nejprve vypocteme množství prodaného mléka pri cenách 12 Kc a 14 Kc. Je

Zmena prebytku spotrebitele pri obou cenách je dána vztahem

(3.8)
Sp = lQ(P - S(Q)) dQ.

S=Sc+Sp= lQ(D(Q)-P)dQ+ lQ(p-S(Q))dQ= lQ(D(Q)-S(Q))dQ,

kde D(Q) znamená funkci poptávky, S(Q) je funkce nabídky a Q znací množství proda
ného zboží.

111 t3~Se = o ((25 - Q) - 14) dQ - lo ((25 - Q) - 12) dQ =

111 t3 [Q2] 11 [ Q2] 13= O (11 - Q) dQ - lo (13 - Q) dQ = llQ - '2 o - 13Q - '2 o

= (112 _ 1~2) _ (132 _ 1~2) = 112-132 = -24.

Zjistili jsme, že pri zvýšení ceny mléka, dojde ke snížení prebytku spotrebitele o 24 Kc.
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3.40. Funkce nabídky po zboží je dána vztahem

Q2

P = S(Q) = 4 + 100'

Urcete prebytek výrobce, jestliže se zboží prodává pri cene 40 Kc za kus.

Rešení: Vypocteme množství nabízeného zboží pri cene 40 Kc. Je

P = 4 + Q2
100

40 = 4 + ~
100

36 = Q2
100

Q2 = 3600

Q =60.

Koren Q = -60 neuvažujeme, vzhledem k predpokladu Q ~ O. Potom pro prebytek
výrobce platí

Sp = [O (40 _ (4 + ~~) ) dQ = [O (36 - ~~) dQ = [36Q - ~~ r
603

= 36 . 60 - - = 1440
300

Prebytek výrobce ciní 1 440 Kc.

3.41. Naleznete rovnovážnou cenu 15, množství zboží prodávaného Q za rovnovážnou

cenu a celkový prebytek S, jsou-li dány funkce poptávky, resp. nabídky P = D(Q), resp.
P = S(Q) ve tvaru

Q2

P = D(Q) = 25 - 1000'
Q

P = S(Q) = 5 + 10'

Rešení: Pri rovnováze na trhu je 15 = D(Q) = S(Q). Nalezneme tedy Q, pro které mají
funkce poptávky a nabídky stejnou hodnotu. Je

\

D(Q) = S(Q)

Q2 Q25 - - = 5 + -
1000 10

20 = ~ Q
1000 + 10

Q2 + 100Q - 20000 = O

Q = -200, 100.

84
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Koren -200 nebudeme uvažovat vzhledem k predpokladu Q ~ O. Pri rovnováze na trhu

se bude prodávat 100 kusu zboží. Nyní mužeme dosazením do P = D(Q), resp. P = S(Q)

urcit cenu, za jakou se bude zboží prodávat. Je

_ 1002
P = D(100) = 25 - - = 25 - 10 = 15 Kc,1000
- 100
P = S(100) = 5 + - = 5 + 10 = 15 Kc.10

K výpoctu 15 stacilo urcit hodnotu dosazením pouze do jedné funkce, my jsme výpocet
pro kontrolu provedli dosazením do obou funkcí. Vypocteme celkový prebytek. Je

1100( Q2 ( Q )) 1100( Q Q2)
S = 25 - - - 5 + - dQ = 20 - - - - dQ =

o 1000 10 o 10 1000

= [20Q _ Q2 _ ~]'oo = 2000 _ 10000 _ 1000000 = 7000 ~ 1167 Kc.20 3 000 o 20 3 000 6

Zjistili jsme, že pri rovnováze na trhu se bude prodávat 100 kusu zboží za cenu 15 Kc a

celkový prebytek úcastníku trhu bude (po zaokrouhlení) 1167 Kc.

3.3.2 Lorenzova krivka

Lorenwvu krivku používáme k merení nerovností v rozdelení bohatství. Mužeme se ptát:
Jsou príjmy domácností rozdeleny rovnomerneji v Cesku nebo na Slovensku? Jak je roz

deleno vlastnictví pudy v Cesku? Jak jsou rozdeleny svetové zásoby ropy ve všech zemích
sveta?

V roce 1905 navrhl americký ekonom a statistik MAX OTTO LORENZ (1880 - 1962)
grafické vyjádrení odpovedi na tyto otázky. Roztrídil a seradil nositele znaku podle vlast

neného množství sledovaných statku. Je-li napríklad sledovaným znakem príjem, tak
všechny jedince ve spolecnosti seradíme podle velikosti jejich príjmu. Nejprve uvedeme

ty, kterí nemají nic. Pak se postupne do grafu vyjádrí, že x % nejchudších jedincu má y %

procent celkových príjmu spolecnosti. Napr. 5 % populace má O % z celkového príjmu,
10 % populace má 2 % z celkového príjmu spolecnosti, 15% populace má 5 % z celkového

príjmu, atd. Zaneseme-li zjištené údaje do grafu, ve kterém vodorovná osa znamená pro

centuální cást populace a svislá osa oznacuje pocet procent celkového príjmu, dostaneme
tzv. Lorenwvu krivku, viz Obr. 3.10.

Zmíníme nekteré vlastnosti Lorenzovy krivky. Tato prochází vždy body o sourad

nicích [O, O] a [1, 1]. Je to dáno tím, že O % populace dosahuje O % celkových príjmu a
100% populace dosahuje veškeré príjmy populace, tedy 100 % celkových príjmu. Krivkaje

"rostoucí", nebot není možné, aby vetší cást populace serazené dle velikosti príjmu mela
menší príjem než menší cást takto serazené populace. Krivka leží pod grafem funkce

y = x, protože x % nejchudších nemuže mít více než x % celkových príjmu. Soucasne
je krivka konvexní, nebot podíl celkových príjmu, který pripadá na jednotlivé príjemce,
musí s rostoucím príjmem rust.

85



Obrázek 3.10: Lorenzova krivka a míra nerovnosti

Pro srovnání uvecfme hodnoty míry nerovnosti príjmu rodin ve vybraných zemích sveta.
Nejnižší hodnota Giniho koeficientu je ve Svédsku, nejvyšší v Namíbii. Prumerná hodnota
v EU je odhadována na G == 0,3.

11 (4X 4X2) [2X2 4x3] 1
dx = 2 - - - dx = 2 - - -

o 5 5 5 15 o

3.43. Behem výzkumu se zjištoval celkový príjem domácností v jisté spolecnosti. V Ta

bulce 3.2 jsou uv~deny výsledky, kde v prvním rádku je uveden pocet procent populace,

která má procent!lální podíl na celkovém príjmu nižší nebo stejný než je odpovídající údaj

v druhém rádku tabulky. Z Tabulky 3.2 je zrejmé, že 10% populace má nejvýše 1,27 %

Tabulka 3.2: Rozdelení celkových príjmu domácností

Rešené úlohy

3.42. Vypoctete míru nerovnosti rozdelení príjmu v populaci pro Lorenzovu krivku s rov-
4x2 x

nicí y = - + - .
5 5

Rešení: S použitím vzorce (3.1) dostaneme

G = 2[ (x _ (4~2 + ~) )

= 2 G - 1:) = 1:'

Míra nerovnosti je v tomto prípade rovna 4/15, tedy 0,26. Tato hodnota predstavuje

celkem malou nerovnomernost v rozložení príjmu v populaci, príjmy jsou v populaci
víceméne rovnomerne rozdelené.

celkových príjmu spolecnosti, 20 % populace dosahuje nejvýše na 3,36 % celkových prí
jmu spolecnosti, atd. Vypoctete míru nerovnosti rozdelení príjmu v této spolecnosti.

Rešení: V tomto prípade neznáme predpis pro rovnicí Lorenzovy krivky. Není proto

možné použít vzorec (3.1). Z tabulky však známe nekteré funkcní hodnoty. Nabízí se
použít Simpsonuv vzorec (2.44) ze strany 68, což také udeláme. Oznacme rovnici Lo

renzovy krivky y = J(x), i = x/lO a Ji = [J(x)]/100%. Je tedy Jo = J(O) = O,

JI = J(lO) = 0,0127, atd. Potom je

I

(3.9)
G=2[ (x-J(x))dx.

Cím je Lorenzova krivka prohnutejší, tím vetší nerovnost v rozdelení príjmu (majetku,
bohatství) panuje. Proto se ke kvantitativnímu vyjádrení této nerovnosti používá obsah

plochy mezi Lorenzovou krivkou a grafem funkce y = x. Velikost této plochy musí být v
rozmezí od O do 1/2. Jsou dva extrémní prípady: príjem je rozdelen naprosto rovnomerne,
tj. všichni dosahují stejného príjmu, nebo je príjem rozdelen naprosto nerovnomerne, tj.
veškerý príjem (majetek, bohatství) má jediná osoba a ostatní nemají nic. V prvním

prípade Lorenzova krivka splývá s grafem funkce y = x, v druhém prípade je Loren

zova krivka totožná s osou x až do bodu 100%, kdy "odskocí" na hodnotu 1 (tj. 100%
celkového majetku).

Míra nerovnosti G je definována jako pomer plochy mezi grafem funkce y = x a

Lorenzovou krivkou k obsahu plochy pod grafem funkce y = x. Obsah plochy pod grafem

funkce y = x je roven 1/2, z toho plyne, že míra nerovnosti je rovna dvojnásobku plochy
ohranicené Lorenzovou krivkou a grafem funkce y = x a nabývá proto hodnoty od O do 1.

Poznamenejme, že nekdy se míra nerovnosti také nazývá Giniho koeficient. Jestliže je
y = J(x) rovnicí Lorenzovy krivky, potom pro míru nerovnosti G platí

stát Giniho koeficient
Svédsko

0,23
Ceská republika

0,26
Rusko

0,41
USA

0,45
Cína

0,47
Namíbie

0,70

Tabulka 3.1: Giniho koeficient pro vybrané zeme dle CIA, Factbook 2008

11 ho J(x)dx==3 [(JO+JIO) +2(h+J4+J6+JS) + 4 (JI +fa+Js+h+!9)] =
1 1

= O· - [(0+ 1) + 2 (0,0336+ O,1168 + 0,2832 + 0,5664)+1 3

+ 4 (0,0127 + 0,0669 + O,1875 + 0,4081 + O,7623)] =
1 875=- [1 + 2 . 1 + 4 . ],4375] = -.30 3000

Nyní využijeme následující rovnosti

G=2[ (x-J(x))dx=2' [[XdX-[ J(X)dX].
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Snadno overíme rovnost fol x dx = 1/2. Potom je

G = 2· [[ xdx - l' f(X)dX] = 2· U- 875) ~ 0,4167.o o 2 3000

Míra nerovnosti je v tomto prípade približne rovna G = 0,4167.

3.4 Ruzné úlohy

Rešené úlohy

3.44. Velká ZOO zahájila reklamní kampan, jejímž cílem je prilákat návštevníky. Pocet

lidí, kterí ZOO navštívili po zahájení kampane, lze popsat rovností

V(t) = 5000 - 24e-O,3t,

kde t je pocet dnu trvání kampane a V(t) znací pocet návštevníku behem t-tého dne.

Vypoctete, kolik návštevníku prišlo do ZOO behem prvních triceti dnu kampane.

Rešení: K výpoctu opet použijeme obsah plochy pod grafem funkce. Snadno overíme, že

obsah této plochy v mezích od t = Odo t = 1 odpovídá poctu návštevníku v prvém dni
kampane, obsah plochy v mezích od t = 1 do t = 2 približne odpovídá poctu návštevníku

v druhém dni kampane, tj. celkový pocet príchozích v prvních triceti dnech odpovídá
obsahu plochy pod grafem funkce V(t) v mezích od t = Odo t = 30. Je

3.46. Uvažujme podobnou situaci jako v predchozí úloze. Ropný vrt na pocátku provozu

poskytuje 200000 barelu ropy rocne. Produkce vrtu klesá každý rok o 6% vytežených
barelu oproti predchozímu roku. Za jak dlouho bude celkove z vrtu vyteženo

(a) 1000000 barelu ropy,

(b) 3500000 barelu ropy?

Rešení: Objem težby v jednotlivých letech predstavuje cleny geometrické posloupnosti,

nebot každý následující clen je o šest procent menší než predchozí clen; každý následující

clen je tedy 0,94 násobkem predchozího clenu. Pro vyjádrení n-tého clenu geometrické
posloupnosti platí vzorec an = al . qn-I, kde al je první clen posloupnosti (v našem

prípade jde o objem težby v prvním roce provozu vrtu) a q je tzv. kvocient posloupnosti
(v našem prípade je q = 0,94). Pro množství vytežené ropy f(t) v roce t proto platí
vzorec f(t) = 200000· O,94t-l, kde t = 1, 2, 3, .... Približné celkové množství vytežené
ropy v období od to do ti lze vypocítat pomocí vzorce

ltlP = (200000· O,94t-l) dt.
to

Víme, že težit zacneme v case to = O a ptáme se, v jakém case t" resp. t2 bude celkové

množství vytežené ropy rovno 1 000000 resp. 3500000 barelu ropy. Odpoved dostaneme

vyrešením dvou rovnic s neznámými ti a t2 v horní mezi urcitých integrálu

Nejprve nalezneme rešení rovnice vlevo. Je

130 30 ( 80)VT= o (5000-24e-O,3t) dt= [5000t+80e-O,3tt = 150000+ e9 -(0+80)=

= 149920.

lt11000000 = o (200000· O,94t-l) dt,
resp. lt23500000 = o (200000· O,94t-l) dt.

Za první mesíc do ZOO prišlo 149920 návštevníku.

3.45. Nový ropný vrt na pocátku provozu poskytuje 120000 barelu ropy rocne. Každ5'

rok však produkce vrtu klesá o 6000 barelu oproti predchozímu roku. Kolik ropy se vyteží
z vrtu behem prvních 20 let provozu?

Rešení: Je samozrejme možné vypocítat množství vytežených barelu v jednotlivých le
tech a tyto secíst, nicméne existuje rychlejší cesta. Víme, že produkci ropy lze popsat

rovností f(t) = 120000 - 4000t, kde f(t) znací objem težby v t-tém roce provozu. Ob

sah plochy pod grafem funkce f(t) v rozmezí od to do ti odpovídá celkovému objemu
ropy, vyteženému v období od to do ti. Celkové množství ropy P20 za prvních dvacet let
tak vypocítáme pomocí vzorce

120 20P20= o (120000 - 4000t) dt = [120 000 t - 2000t2t = 120000·20 - 2000·400 =
= 1600000 barelu.

Za dvacet let provozu ropného vrtu bude vyteženo približne 1600000 barelu ropy.
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1000000 = l\200 000 . O,94t-l) dt

1000000 = 200000 ltl O,94t-l dt

5 = lt10 94t-l dt = [_0_,9_4_t-_1ro ' In(0,94) o

5In(0,94) = O,94t,-1 - 0,94-1

0,94-1 + 5In(0, 94) = O,94tl-1

ln (O,94-1 + 5In(0, 94))
ti - 1 = -------

ln (O, 94)

In(O,94-1 + 5In(0, 94))ti = ------- + 1
ln (O, 94)

ti ~ 5,55

Zjistili jsme, že z ropného vrtu bude vycerpáno 1000000 barelu ropy po približne peti
a pul letech provozu vrtu.
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Analogicky mÚŽeme hledat rešení druhé rovnice. Zápis rešení již bude strucnejší. Je

3500000 = ['(200000, 0,941-1) dt

35 = [' O 941-1dt = [_0_,9_4_1-_1r2 o' ln (O, 94) o
35

O 94-1 + -ln(O 94) = O 94t,-1, 2} ,

In(O,94-1 + :3f In(O,94)) . In(-0,019)
t2 = -------- +1 = ----+ 1

In(O,94) In(O,94)

Hodnota ln( -0,019) však není definovaná, nebot funkce ln x je definovaná jen pro x > O.

Hodnota t2 tedy neexistuje. Proc? Odpoved poskytne výpocet následujícího nevlastního
integrálu. Je

1"" 15 [O 941-1 ]5200000· 0,941-1 dt = 200000· lim 0,941-1 dt = 200000· lim -I-'(--)o 5~"" o 5~"" n 0,94 o

= 200000 . lim (O 945-1-0 94-1) =200000. -0,94-1 ~
ln (O,94) 5~""" In(O,94)

~ 200000 ·17,2 = 3440000.

Záver zní, že pokud by težba probíhala za stanovených podmínek po neomezenou dobu,

celkove by se vy težilo približne 3440000 barelu ropy. Proto není možné vytežit v konec

ném case 3500000 barelu ropy.

3.47. Pole je z jedné strany ohraniceno prímou silnicí o délce 2 km a z druhé strany

klikatou rekou. S odstupem 100 metru od sebe byly mereny vzdálenosti .od silnice k rece
(vždy kolmo na silnici) a byly zjišteny tyto hodnoty: 51 m, 72 m, 154 m, 203 m, 254 m,
324 m, 512 m, 754 m, 811 m, 823 m, 795 m, 712 m, 687 m, 712 m, 749 ID, 763 m, 751 m,

654 m, 421 ID, 214 m, 68 m. Pomocí Simpsonova vzorce odhadnete velikost plochy pole.

Rešení: Breh reky priléhající k poli mužeme považovat za graf funkce f. Dané vzdálenosti

potom lze brát jako hodnoty funkce f v bodech x = O, x = 100, x = 200, atd. Je tedy
fo = f(O) = 51, f1 = f(100) = 72, tJ = f(200) = 154, atd. Když jsme si vyjasnili, jak

vypadají funkcní hodnoty, mužeme použít Simpsonuv vzorec k výpoctu velikosti plochy
pole jakožto urcitého integrálu funkce f v mezích od Odo 2000 m. Je

. 100
S = - [(fo + ho) + 2(12 + f4 + f6 + fB + flO + f12 + f14 + f16 + f1B)+3

+4(fI + tJ + f5 + h + f9 + fll + f13 + f15 + fI7 + fI9)] =
100

= - [(51 + 68) + 2 (154 + 254 + 512 + 811 + 795 + 687 + 749 + 751 + 421)+3

+ 4 (72 + 203 + 324 + 754 + 823 + 712 + 712 + 763 + 654 + 214)] =
100 100·31311

=3 [119 + 2· (5134) + 4· (5231)] = n = 1043700 m2 = 104,37 ha.

Približná výmera pole ciní približne 104,37 ha.
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