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Předmluva

V textu jsou vyloženy základnı́ partie diferenciálnı́ho počtu funkcı́ vı́ce proměnných jako
limita a spojitost, parciálnı́ a směrové derivace, diferenciál, Taylorův polynom, lokálnı́
a globálnı́ extrémy, implicitnı́ funkce a vázané extrémy. U čtenářů se předpokládá znalost
diferenciálnı́ho počtu funkcı́ jedné proměnné např. v rozsahu textu [11] a základnı́ch
pojmů z lineárnı́ algebry.

Výklad je pro jednoduchost ve většı́ části textu omezen na funkce dvou proměnných.
V každé kapitole je však v části Pro zájemce uvedeno, jak vypadajı́ přı́slušné pojmy
a výsledky pro funkce třı́ a vı́ce proměnných. Výjimkami jsou pouze část kapitoly o lo-
kálnı́ch extrémech, kde jsou v samostatném oddı́lu uvedeny nutné a postačujı́cı́ podmı́nky
existence pro funkce třı́ a vı́ce proměnných, a kapitola o vázaných extrémech, kde je od
počátku výklad veden pro obecný přı́pad funkcı́ n proměnných. Studium těchto partiı́
(zejména vázaných extrémů) je oproti zbytku textu výrazně náročnějšı́.

V poslednı́ kapitole jsou zavedeny kvadriky v třı́rozměrném prostoru a jsou popsány
nejdůležitějšı́ z nich. Tato problematika sice patřı́ do geometrie, na druhé straně však
kvadriky poskytujı́ užitečné přı́klady implicitně daných funkcı́.

Text obsahuje řadu detailně řešených přı́kladů i neřešených úloh k procvičenı́. Jejich
počet by měl být dostatečný pro pokrytı́ potřeb cvičenı́ i samostatné studium. Velký důraz
je v textu kladen na názorné ilustrace, které pomohou k zı́skánı́ správné geometrické
představy o zaváděných pojmech.

Všechna tvrzenı́ uvedená v textu pro funkce dvou proměnných jsou dokazována.
Chybějı́cı́ důkazy, týkajı́cı́ se předevšı́m funkcı́ třı́ a vı́ce proměnných, lze nalézt v pracı́ch
uvedených v seznamu literatury, zejména v [1], [7], [8] a [18]. Prvně zmı́něný titul rovněž
existuje v elektronické verzi [3]. Zájemcům o hlubšı́ poznatky lze doporučit [5], [8], [14]
a [16].

Text byl vysázen pomocı́ sázecı́ho systému TEX ve formátu LATEX 2ε. Obrázky byly
zhotoveny s použitı́m programů METAPOST (balı́k mfpic), Maple a MG.

V Brně a Ostravě 31. 3. 2012 Autoři
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O projektu

Text vznikl v rámci řešenı́ projektu „Matematika pro inženýry 21. stoletı́ — inovace
výuky matematiky na technických školách v nových podmı́nkách rychle se vyvı́jejı́cı́
informačnı́ a technické společnosti“. Tento projekt je řešen na Vysoké škole báňské —
Technické univerzitě v Ostravě a Západočeské univerzitě v Plzni v obdobı́ 2009–2012.

Hlavnı́ motivacı́ tohoto projektu je potřeba reagovat na změnu úlohy jednotlivých par-
tiı́ matematiky při řešenı́ praktických problémů, způsobenou zejména velkým pokrokem
v matematickém modelovánı́, dramatickým zlepšovánı́m software a rychlým zvyšová-
nı́m výpočetnı́ch kapacit modernı́ch počı́tačů. Inženýři tak nynı́ běžně využı́vajı́ stále se
vyvı́jejı́cı́ komplikované softwarové produkty založené na matematických pojmech, se
kterými se v kurzech matematiky bud’to nesetkajı́ vůbec nebo v nevhodné formě. Na
druhé straně neodrážı́ z nejrůznějšı́ch důvodů prezentace některých pojmů v základnı́ch
kurzech potřeby odborných kateder. Tento stav ztěžuje studentům aktivnı́ použı́vánı́ zı́s-
kaných vědomostı́ v odborných předmětech i orientaci v rychle se vyvı́jejı́cı́ch metodách
inženýrské praxe.

Cı́lem projektu je inovace matematických a některých odborných kurzů na technic-
kých vysokých školách s cı́lem zı́skat zájem studentů, zvýšit efektivnost výuky, zpřı́stupnit
prakticky aplikovatelné výsledky modernı́ matematiky a vytvořit předpoklady pro efek-
tivnı́ výuku inženýrských předmětů. Zkvalitněnı́ výuky matematiky budoucı́ch inženýrů
chceme dosáhnout po stránce formálnı́ využitı́m nových informačnı́ch technologiı́ přı́pravy
elektronických studijnı́ch materiálů a po stránce věcné pečlivým výběrem vyučované látky
s důsledným využı́vánı́m zavedených pojmů v celém kurzu matematiky s promyšlenou
integracı́ modernı́ho matematického aparátu do vybraných inženýrských předmětů. Me-
todiku výuky matematiky a jejı́ atraktivnost pro studenty chceme zlepšit důrazem na
motivaci a důsledným použı́vánı́m postupu „od problému k řešenı́ “.

V rámci projektu vytvářı́me 40 nových výukových materiálů z oblastı́ matematické
analýzy, lineárnı́ algebry, numerických metod, metod optimalizace, teorie grafů, diskrétnı́
matematiky, statistiky a vybraných odborných kurzů. Všechny hotové výukové materiály
budou volně k dispozici na webových stránkách projektu http://mi21.vsb.cz/.

Autoři předem děkujı́ za všechny podnětné nápady k vylepšenı́ textu a za upozorněnı́
na chyby.
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Orientace v textu

Každá kapitola má svou pevnou strukturu, která by vám měla pomoci k rychlejšı́ orientaci
v textu. Při psaná můžete využı́t následujı́cı́ „stavebnı́ kameny“:

Průvodce studiem S

J

VZ

Prostřednictvı́m průvodce studiem vás chceme seznámit s tı́m, co vás v dané kapitole
čeká, které části by měly být pro vás opakovánı́m, na co je třeba se obzvláště zaměřit atd.

Cı́le
ó

V části cı́le se dozvı́te, co všechno zvládnete a budete umět po prostudovánı́ dané kapitoly.

Přı́klad

+

Touto ikonou jsou označeny všechny řešené přı́klady. Konec řešených přı́kladů je označen
plným trojúhelnı́čkem (N).

Pojmy k zapamatovánı́ ∑
Pojmy zde uvedené jsou většinou nové a zcela zásadnı́. To znamená tyto pojmy nejen
pochopit a umět ilustrovat na přı́kladech, ale také umět vyslovit jejich přesné definice.

Kontrolnı́ otázky ?
Odpovězenı́m na tyto otázky si ověřı́te, zda jste daným pojmům porozuměli, zda si uvě-
domujete rozdı́ly mezi zdánlivě podobnými pojmy, zda dovedete uvést přı́klad ilustrujı́cı́
danou situaci atd.

Přı́klady k procvičenı́ !
Tyto přı́klady sloužı́ k tomu, abyste si důkladně procvičili probranou látku. Výsledky
uvedených přı́kladů jsou zařazeny na konci každé kapitoly.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

Na konci každé kapitoly je uveden klı́č ke cvičenı́m, který obsahuje výsledky přı́kladů
k procvičenı́.
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Autotest
-

Pomocı́ autotestu si otestujete své znalosti a početnı́ dovednosti z celého objemu učiva.

Pro zájemce
Tato část, jak již bylo uvedeno výše, obsahuje rozšı́řenı́ výsledků na funkce třı́ a zejména
obecně n proměnných. Je od ostatnı́ho textu odlišena menšı́m typem pı́sma.

Literatura
Jedná se o literaturu použitou autory při vytvářenı́ tohoto studijnı́ho materiálu, nikoliv
jen o literaturu doporučenou k dalšı́mu studiu. Pokud některou z uvedených publikacı́
doporučujeme zájemcům, pak je to v textu spolu s odkazem na daný titul jasně uvedeno.

Rejstřı́k
Rejstřı́k, uvedený na konci skript, posloužı́ ke snadné orientaci v textu.

Definice a věty jsou uvedeny v rámečku (v tiskové verzi) resp. barevným pı́smem s ba-
revným pozadı́m (v obrazovkové verzi). Konce důkazů jsou vyznačeny prázdným čtve-
rečkem ( ), konce řešenı́ přı́kladů plným trojúhelnı́čkem (N).
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1.2 Vlastnosti množin v R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Přı́klady k procvičenı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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6 Globálnı́ extrémy funkcı́ 131
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Klı́č k přı́kladům k procvičenı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
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Přı́klady k procvičenı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
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1

Kapitola 1

Reálné funkce vı́ce reálných
proměnných

Průvodce studiem S

J

VZ

Již vı́te, co jsou reálné funkce jedné reálné proměnné. Jako přı́klad uved’me
y = sin x, u = t ln t . Jde o zobrazenı́ (viz [11, str. 28]), které každému reálnému
čı́slu z definičnı́ho oboru (hodnotě nezávisle proměnné x, t apod.) přiřazuje právě
jedno reálné čı́slo (hodnotu závisle proměnné y, u apod.). Tedy jedna veličina
(hodnota závisle proměnné) závisı́ na jedné veličině (hodnotě nezávisle pro-
měnné). V matematice se ovšem setkáváme i se složitějšı́mi přı́pady, kdy jedna
veličina závisı́ na vı́ce veličinách. Např. vzorec pro výpočet obsahu obdélnı́ku je
S = ab, tedy veličina S závisı́ na dvou veličinách a a b. Podobně vzorec pro výpo-
čet objemu kvádru je V = abc, tudı́ž objem V závisı́ na třech veličinách a, b a c.
Z fyziky známe vzorec pro výpočet dráhy rovnoměrně zrychleného přı́močarého
pohybu s = 1/2 at2 (s závisı́ na dvou veličinách), vzorec pro výpočet hmotnosti
homogennı́ho kvádru m = ρabc (m závisı́ na čtyřech veličinách) atd. To nás vede
k zavedenı́ funkcı́ vı́ce proměnných.

Cı́le
ó

Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni:

• určovat definičnı́ obory funkcı́ dvou a vı́ce proměnných,
• určit, zda množina bodů v R3 je či nenı́ grafem funkce dvou proměnných,
• nakreslit vrstevnice funkce dvou proměnných,
• určit, zda je daný bod v R2 vnitřnı́m, vnějšı́m, hraničnı́m, hromadným resp.

izolovaným bodem dané množiny,
• rozhodnout, zda je daná množina v R2 uzavřená, otevřená nebo nenı́ ani

otevřená ani uzavřená,
• definovat limitu funkce dvou proměnných,



2 Reálné funkce vı́ce reálných proměnných

• vypočı́tat limity některých funkcı́ dvou proměnných resp. rozhodnout o jejı́
neexistenci,
• vysvětlit vztah mezi spojitostı́ funkce a limitou funkce dvou proměnných

v daném bodě.

Označenı́

V následujı́cı́m textu použı́váme standardnı́ označenı́ pro čı́selné množiny. Konkrétně:

R množina všech reálných čı́sel,
Q množina všech racionálnı́ch čı́sel,
Z množina všech celých čı́sel,
N množina všech přirozených čı́sel,
C množina všech komplexnı́ch čı́sel,
R+ množina všech kladných reálných čı́sel,
R− množina všech záporných reálných čı́sel,
R+0 množina všech nezáporných reálných čı́sel,
R−0 množina všech nekladných reálných čı́sel,
N0 = Z+0 množina všech nezáporných celých čı́sel apod.

Pro a, b ∈ R, a < b, symbol (a, b) značı́ otevřený interval reálných čı́sel a symbol
〈a, b〉 značı́ uzavřený interval reálných čı́sel. Obdobně 〈a, b) resp. (a, b〉 znamená interval,
který je z jedné strany otevřený a z druhé uzavřený.

1.1 Množina RRRn

Symbolem Rn, kde n ∈ N, značı́me množinu všech uspořádaných n-tic reálných čı́sel.
Prvky Rn zapisujeme ve tvaru x = (x1, x2 . . . , xn), kde x1, . . . , xn ∈ R. V přı́padě n = 2
se prvky R2, tj. uspořádané dvojice, obvykle značı́ (x, y) a v přı́padě n = 3 se prvky R3,
tj. uspořádané trojice, obvykle značı́ (x, y, z).

Nynı́ definujme pro každé x, y ∈ Rn a c ∈ R následujı́cı́ operace:

x + y =(x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

c · x =(cx1, cx2, . . . , cxn).

Lze ukázat (cvičenı́ v lineárnı́ algebře), že množina Rn tvořı́ spolu s těmito opera-
cemi reálný vektorový prostor (vektorový prostor nad tělesem reálných čı́sel). Prvky x, y
vektorového prostoru pak obecně nazýváme vektory a prvky tělesa R nazýváme skaláry.
Připomeňme, že mluvı́me-li o vektorovém prostoru, musı́ být jasné, co rozumı́me množi-
nou vektorů, co množinou skalárů a jak jsou definovány operace sčı́tánı́ vektorů a násobenı́
vektoru a skaláru.



1.1 Množina Rn 3

Odčı́tánı́ vektorů pak definujeme jako přičı́tánı́ vektoru opačného neboli vektoru vy-
násobeného skalárem (čı́slem) −1.

x − y = x + ((−1)y) = (x1 − y1, x2 − y2, . . . , xn − yn).

Chceme-li ve vektorovém prostoru „měřit“, tj. určovat velikosti vektorů a odchylky
vektorů, je třeba zavést skalárnı́ součin. My budeme dále použı́vat standardnı́ skalárnı́
součin definovaný takto:

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn.

Připomeňme, že skalárnı́ součin je symetrická bilineárnı́ forma na vektorovém pro-
storu, jejı́ž odpovı́dajı́cı́ kvadratická forma je pozitivně definitnı́. Nynı́ lze na vektorovém
prostoru Rn s uvedeným skalárnı́m součinem nadefinovat tzv. normu vektoru:

||x|| =
√
〈x, x〉 =

√
x2

1 + x
2
2 + · · · + x

2
n.

Norma vektoru (někdy budeme také řı́kat velikost vektoru) je tedy odmocninou ze
skalárnı́ho součinu tohoto vektoru se sebou samým. Tato norma se nazývá eukleidovská
norma. Každá norma na vektorovém prostoru přirozeně indukuje (určuje) tzv. metriku
rovnostı́

ρ(x, y) = ||x − y|| =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · · + (xn − yn)2.

Čı́slo ρ(x, y) se nazývá „eukleidovskou vzdálenostı́“ bodů x, y.
Pomocı́ pojmu vzdálenosti pak můžeme definovat epsilonové okolı́ bodu x ∈ Rn

a pomocı́ něho pak pojmy spojitosti a limity funkce vı́ce proměnných. Množinu, na nı́ž
máme definovánu metriku, nazýváme metrický prostor. Skutečnost, že Rn je metrickým
prostorem, nám umožnı́ definovat konvergenci posloupnostı́ v Rn.

Pro zájemce:
Pro lepšı́ pochopenı́ pojmů použitých v předchozı́ch odstavcı́ch uved’me některé definice.

Definice 1.1. Necht’P 6= ∅ a necht’funkce ρ : P × P → R má tyto vlastnosti:
a) ρ(x, y) = 0 pro všechna x, y ∈ P , tj. ρ je nezáporná funkce,

b) ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y,

c) ρ(x, y) = ρ(y, x) pro všechna x, y ∈ P , tj. ρ je symetrická funkce,

d) ρ(x, y) 5 ρ(x, z) + ρ(z, y) pro všechna x, y, z ∈ P , tj. ρ splňuje tzv. trojúhelnı́kovou
nerovnost.

Potom funkci ρ nazýváme metrikou na P a čı́slo ρ(x, y) vzdálenostı́ bodů x, y ∈ P . Dvojici
(P, ρ) nazýváme metrický prostor.

Předchozı́ definice metrického prostoru byla zavedena Mauricem René Fréchetem (1878–1973)
a patřı́ k základnı́m pojmům matematické analýzy. Následuje definice normovaného vektorového
prostoru, která se poprvé objevuje v práci Frederika Riesze (1880–1956).
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Definice 1.2. Necht’V je vektorový prostor nad R nebo nad C. Necht’je na V definována reálná
funkce p s těmito vlastnostmi:
a) p(x) = 0 pro všechna x ∈ V ,

b) p(x) = 0 ⇔ x = 0,

c) p(αx) = |α|p(x) pro všechna α ∈ R a všechna x ∈ V ,

d) p(x + y) 5 p(x)+ p(y) pro všechna x, y ∈ V .

Tato funkce se nazývá norma na V a dvojice (V , p) normovaný vektorový prostor nad R (nebo
nad C). Pro normu budeme často použı́vat značenı́ || · ||. Tedy budeme psát ||x|| mı́sto p(x).

Jak jsme viděli výše, lze v každém normovaném vektorovém prostoru přirozeným způsobem
definovat metriku vztahem ρ(x, y) = ||x − y||. Tedy každý normovaný vektorový prostor je
zároveň metrickým prostorem.

Definujeme-li na množině Rn skalárnı́ součin, normu a metriku pomocı́ vztahů výše uvedených,
mluvı́me o eukleidovské normě, eukleidovské metrice a n-rozměrném eukleidovském prostoru.

Napřı́klad množina R spolu s funkcı́ ρ(x, y) = |x − y|, kde x, y ∈ R, tvořı́ metrický prostor.
Tento prostor a uvedenou metriku (vzdálenost bodů) běžně použı́váme.

Později se setkáte i s jinými než eukleidovskými normami a metrikami.

1.2 Vlastnosti množin v RRR2

Při studiu funkcı́ jedné proměnné jsme vystačili většinou s různými typy intervalů, pro-
tože funkce byly obvykle definovány na intervalech nebo sjednocenı́ch několika intervalů.
U funkcı́ dvou (a vı́ce) proměnných je ale situace daleko složitějšı́. Škála „rozumných“
množin např. v rovině je daleko různorodějšı́. Abychom se mohli snáze a přesněji vyja-
dřovat, zavedeme si několik důležitých pojmů, které nám umožnı́ zavést dalšı́, klı́čové
pojmy, které jsou u „jednoduchých“ množin intuitivně jasné, ale u „složitějšı́ch“ množin
se bez jejich přesné definice neobejdeme. Zaměřı́me se nejprve na rovinu R2.

Definice 1.3. Necht’X = (x0, y0) ∈ R2 je bod a ε > 0 je čı́slo. Pak epsilonovým okolı́m
bodu X rozumı́me otevřený kruh se středem v X a poloměrem ε. Značı́me je O(X, ε)
nebo O((x0, y0), ε). Tedy (viz obr. 1.1 a))1

O((x0, y0), ε) = {(x, y) ∈ R2
: ‖(x, y)− (x0, y0)‖ < ε}.

Poznámka 1.4.
i) Symbol ‖ . ‖ v předchozı́ definici znamená eukleidovskou normu, tj. pro (x, y) ∈ R2

je ‖(x, y)‖ =
√
x2 + y2. Platı́ tudı́ž ‖(x, y) − (x0, y0)‖ = ‖(x − x0, y − y0)‖ =

=
√
(x − x0)2 + (y − y0)2. Vlastně jde o vzorec pro výpočet délky úsečky, jejı́ž

koncové body majı́ pravoúhlé souřadnice (x0, y0) a (x, y).

1V následujı́cı́ch obrázcı́ch plnou čáru zahrnujeme do uvažované množiny, přerušovanou ne. Podrobněji
viz vysvětlenı́ na straně 10.
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x

y

x0 − δ1 x0 x0 + δ1

y0 − δ2

y0

y0 + δ2 ε

O

a)

M
A

B

C

D

b)

Obr. 1.1: Okolı́ a klasifikace bodů v rovině

ii) Nenı́-li v některých úvahách podstatná velikost poloměru okolı́ ε, vynecháme jej
v označenı́, tj. použijeme O(X).

iii) Lze ukázat, že pro dalšı́ definice nenı́ podstatné, že okolı́ bylo definované jako otevřený
kruh. Stejně dobře by posloužil např. otevřený obdélnı́k (co je otevřená množina
se dozvı́te dále) majı́cı́ podobu (x0 − δ1, x0 + δ1) × (y0 − δ2, y0 + δ2), δ1 > 0,
δ2 > 0, o rozměrech 2δ1 a 2δ2 se stranami rovnoběžnými s osami x a y a středem
v bodě (x0, y0) — viz obr. 1.1 a). V každém takovém obdélnı́ku je dostatečně malý
kruh s týmž středem a naopak v každém kruhu je dostatečně malý obdélnı́k s týmž
středem. V následujı́cı́ch definicı́ch totiž bude podstatné, že existuje nějaké (dostatečně
malé) okolı́ s jistou vlastnostı́. Obdélnı́kové okolı́ se nám bude hodit později v kapitole
o implicitnı́ funkci. Naopak při definici limity, lokálnı́ch extrémů apod. se nám bude
lépe pracovat s kruhovým okolı́m.

Definice 1.5. Necht’M ⊂ R2 je množina a X ∈ R2 je bod. Řekneme, že X je
a) vnitřnı́m bodem množinyM , jestliže existuje okolı́ O(X) bodu X takové, že O(X) ⊂
⊂ M , tj. O(X) ∩ (R2 rM) = ∅,

b) vnějšı́m bodem množiny M , jestliže existuje okolı́ O(X) bodu X takové, že O(X) ⊂
⊂ R2 rM , tj. O(X) ∩M = ∅,

c) hraničnı́m bodem množinyM , jestliže pro každé okolı́ O(X) platı́, že O(X)∩M 6= ∅
a O(X) ∩ (R2 rM) 6= ∅.

Na obr. 1.1 b) je znázorněna množinaM a čtyři body se svými okolı́mi. Zřejmě bod A
je vnitřnı́m bodem a bod B je vnějšı́m bodem. Body C ∈ M a D /∈ M jsou hraničnı́ body
množinyM , protože každé jejich okolı́ obsahuje jak body množinyM , tak body R2 rM .

Poznámka 1.6. a) Bod X je vnitřnı́m bodem množiny M , jestliže existuje okolı́ O(X)
boduX, které ležı́ celé vM . Tedy každý vnitřnı́ bod množinyM je prvkem množinyM .

b) Bod X je vnějšı́m bodem množiny M , jestliže existuje okolı́ O(X) bodu X, které ležı́
celé mimo M . Tedy žádný vnějšı́ bod množiny M nenı́ prvkem množiny M .

c) Bod X je hraničnı́m bodem množiny M , jestliže každé okolı́ O(X) bodu X obsahuje
jak body ležı́cı́ vM , tak body neležı́cı́ vM . Hraničnı́ bod může, ale nemusı́ být prvkem
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množiny M . Např. bod C obr. 1.1 b) je prvkem množiny M , bod D nenı́ prvkem
množiny M .

d) Jednotlivé vlastnosti se vylučujı́, každý bod v rovině má právě jednu z nich.

Definice 1.7. Necht’M ⊂ R2 je množina.
a) Množinu všech vnitřnı́ch bodů M nazýváme jejı́m vnitřkem a značı́me intM .
b) Množinu všech vnějšı́ch bodů M nazýváme jejı́m vnějškem a značı́me extM .
c) Množinu všech hraničnı́ch bodů nazýváme jejı́ hranicı́ a značı́me ∂M .
d) Množinu M nazýváme otevřenou, jestliže obsahuje pouze své vnitřnı́ body, tj. když
M = intM .

e) Množinu M nazýváme uzavřenou, jestliže obsahuje všechny své hraničnı́ body,
tj. když ∂M ⊂ M .

f) Množinu M = M ∪ ∂M nazýváme uzávěrem množiny M .
g) MnožinaM se nazývá ohraničená (omezená), jestliže ležı́ uvnitř nějakého (dostatečně

velikého) kruhu, tj. když existuje okolı́ O(X) jakéhokoliv bodu X takové, že M ⊂
⊂ O(X).

Poznámka 1.8.
i) Vzhledem k e) a f) předchozı́ definice je množina M uzavřená, právě když se rovná

svému uzávěru, tj. když M = M .
ii) Z definice 1.5 c) vyplývá, že množina M a jejı́ doplněk R2 rM majı́ stejnou hranici,

tj. ∂M = ∂(R2 rM). Odtud snadno dostáváme, že M je otevřená právě tehdy, když
jejı́ doplněk R2 rM je uzavřený, a naopak.

iii) Množina M je uzavřená, množina intM je otevřená.

+

Přı́klad 1.9. U množin na obr. 1.2 určete vnitřek, hranici a uzávěr. Rozhodněte, které
z nich jsou otevřené a které uzavřené.
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Obr. 1.2: Množiny v rovině

Řešenı́.
a) M1 je kruh včetně jej ohraničujı́cı́ kružnice k. Body ležı́cı́ uvnitř kruhu jsou vnitřnı́

a tvořı́ vnitřek M1, body ležı́cı́ na kružnici k jsou hraničnı́ body M1. Tedy intM1 =

= M1 r k = M2, ∂M1 = k, M1 = M1. M1 je uzavřená.
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b) M2 je kruh bez ohraničujı́cı́ kružnice k. Body ležı́cı́ uvnitř kruhu jsou vnitřnı́ a tvořı́
vnitřek M2, body ležı́cı́ na kružnici k jsou hraničnı́. Tedy intM2 = M2, ∂M2 = k,
M2 = M2 ∪ k = M1. M2 je otevřená.

c) M3 je kruh včetně hornı́ poloviny ohraničujı́cı́ kružnice k. Označme l1 hornı́ polovinu
kružnice k (včetně krajnı́ch bodů této polokružnice) a l2 dolnı́ polovinu kružnice k.
Body ležı́cı́ uvnitř kruhu jsou vnitřnı́ a tvořı́ vnitřekM3, body ležı́cı́ na kružnici k (celé)
jsou hraničnı́. Tedy intM3 = M3 r l1 = M2, ∂M3 = k,M3 = M3 ∪ l2 = M1.M3 nenı́
ani otevřená ani uzavřená.

d) M4 je mezikružı́m s většı́ ohraničujı́cı́ kružnicı́ k1, která k nı́ patřı́, a menšı́ ohraničujı́cı́
kružnicı́ k2, která k nı́ nepatřı́. Body mezikružı́ jsou vnitřnı́ bodyM4 a tvořı́ vnitřekM4,
body ležı́cı́ na těchto kružnicı́ch jsou hraničnı́ body M4. Tedy intM4 = M4 r k1,
∂M4 = k1 ∪ k2, M4 = M4 ∪ k2. M4 nenı́ ani otevřená ani uzavřená.

e) M5 je kruh včetně ohraničujı́cı́ kružnice k, z něhož je vyjmut jeho střed S. Body různé
od středu S, které ležı́ uvnitř kruhu, jsou vnitřnı́ a tvořı́ vnitřek M1, body ležı́cı́ na
kružnici k jsou hraničnı́ bodyM5. Hraničnı́ bodM5 je ale i bod S. Jeho libovolné okolı́
O(S) obsahuje jak body z M5 (je jich dokonce nekonečně mnoho) tak body neležı́cı́
vM5 (takový bod je vždy (pokud je O(S) dostatečně malé) jediný — bod S sám). Tedy
intM5 = M5 r k = M2 r {S}, ∂M5 = k ∪ {S}, M5 = M5 ∪ {S} = M1. M5 nenı́ ani
otevřená ani uzavřená.

f) M6 je úsečka včetně krajnı́ch bodů. Ta nemá (chápaná jako podmnožina R2 !) žádné
vnitřnı́ body. Každé okolı́ jejı́ho libovolného bodu zasahuje mimo ni. Všechny jejı́ body
jsou hraničnı́. Tedy intM6 = ∅, ∂M6 = M6, M6 = M6. M6 je uzavřená. N

+

Přı́klad 1.10. Určete vnitřek, hranici a uzávěr množiny
M = {(x, y) ∈ R2

: 0 5 x 5 1, 0 5 y 5 1, x, y ∈ Q}.

x

y

1

1

O

Obr. 1.3: Hranice
množiny

Řešenı́. Množina M je tvořena všemi body jednotkového čtverce,
jejichž obě souřadnice jsou racionálnı́ čı́sla. Protože jak racionálnı́
tak iracionálnı́ čı́sla jsou na přı́mce rozložena „neomezeně hustě“
(mezi libovolnými dvěma různými racionálnı́mi čı́sly je nekonečně
mnoho dalšı́ch racionálnı́ch i iracionálnı́ch čı́sel a obdobně je tomu
mezi dvěma různými iracionálnı́mi čı́sly), nejsme schopni takovou
množinu nakreslit, obr. 1.3 je jen „přibližný“.

Jestliže vybereme libovolný bod jednotkového čtverce, at’jsou
jeho obě souřadnice racionálnı́ nebo ne, ležı́ v jeho libovolném
okolı́ vždy jak body, jejichž obě souřadnice jsou racionálnı́ (tedy
jsou to body z M), tak body, které majı́ aspoň jednu souřadnici
iracionálnı́ (tedy jsou to body z R2 r M). Proto žádný bod množiny M nenı́ vnitřnı́m
bodem množiny M a libovolný bod jednotkového čtverce je hraničnı́m bodem množiny
M . Tudı́ž intM = ∅, ∂M = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 a M = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉. Množina M nenı́ ani
otevřená ani uzavřená.

Zatı́mco v „rozumných“ přı́padech je hranice rovinných množin tvořena křivkami nebo
jednotlivými body — viz přı́klad 1.9, ukazuje se, že se může stát, že hranicı́ je i čtverec.
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S množinami majı́cı́mi takové vlastnosti se však v běžných aplikacı́ch nesetkáme. N

+

Přı́klad 1.11. Rozhodněte, které z následujı́cı́ch podmnožin R2 jsou ohraničené: Kružnice,
kruh, přı́mka, polopřı́mka, úsečka, obdélnı́k, prvnı́ kvadrant, polorovina, větev hyperboly,
parabola, elipsa, vnitřek trojúhelnı́ka, vnějšek trojúhelnı́ka, množina M z přı́kladu 1.10.

Řešenı́. Podle definice 1.7 g) musı́ ohraničená množina ležet uvnitř nějakého dostatečně
velkého kruhu.

Ohraničené: Kružnice, kruh, úsečka, obdélnı́k, elipsa, vnitřek trojúhelnı́ka, množina M
z přı́kladu 1.10.
Neohraničené: Přı́mka, polopřı́mka, prvnı́ kvadrant, polorovina, větev hyperboly, para-
bola, vnějšek trojúhelnı́ka. N

Definice 1.12. Necht’M ⊂ R2 je množina a X ∈ R2 je bod. Řekneme, že X je
a) hromadným bodem množiny M , jestliže libovolné okolı́ O(X) bodu X obsahuje

alespoň jeden bod množiny M různý od X.
b) izolovaným bodem množiny M , jestliže existuje okolı́ O(X) takové, že platı́

O(X) ∩M = {X} (tj. existuje okolı́ O(X) bodu X ∈ M , které kromě bodu X neob-
sahuje žádné jiné body množiny M).

Množina všech hromadných bodů množiny M se nazývá derivace M a značı́ se M ′,
množina všech izolovaných bodů množiny M se nazývá adherence M .

A

Obr. 1.4

Na obr. 1.4 je znázorněna množinaM , která je tvořena otevřeným kruhem
včetně pravé poloviny kružnice, která jej ohraničuje, a bodem A, který
ležı́ vně kruhu. Hromadné body množiny M jsou všechny body daného
kruhu včetně celé hraničnı́ kružnice, tedy M ′ je uzavřený kruh. Bod A
je jediným izolovaným bodem množiny M .

Poznámka 1.13.
i) Hromadný bod může ale nemusı́ být prvkem množiny M . Může být vnitřnı́m nebo

hraničnı́m (ale ne vnějšı́m) bodem M .
ii) Izolovaný bod je prvkem množiny M a je vždy hraničnı́m bodem M .

iii) Hromadný bod je vždy bodem uzávěru, tj. M ′ ⊂ M .
iv) Uzávěr M je sjednocenı́m derivace M ′ a adherence množiny M .
v) Derivace množiny nemá nic společného s derivacı́ funkce.

Pro zájemce:
Veškeré pojmy, které jsme v tomto oddı́lu zavedli, byly definovány pomocı́ okolı́ bodu. Naprosto
analogicky lze proto postupovat v prostoru Rn, kde n = 3, pokud vhodně zavedeme pojem okolı́.
Nejprve si všimneme prostoru R3.
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Necht’X = (x0, y0, z0) ∈ R3 je bod a ε > 0 je čı́slo. Pak epsilonovým okolı́m boduX rozumı́me
otevřenou kouli se středem v X a poloměrem ε. Značı́me je O(X, ε) nebo O((x0, y0, z0), ε). Tedy

O((x0, y0, z0), ε) = {(x, y, z) ∈ R3
: ‖(x, y, z)− (x0, y0, z0)‖ < ε}.

Přitom pro (x, y, z) ∈ R3 je ‖(x, y, z)‖ =
√
x2 + y2 + z2, takže ‖(x, y, z) − (x0, y0, z0)‖ =

=
√
(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z− z0)2, což je opět délka úsečky s koncovými body o pravoúhlých

souřadnicı́ch (x0, y0, z0) a (x, y, z).
Nynı́ bychom téměř doslova zopakovali předchozı́ definice a poznámky. Pokuste se předsta-

vit si trojrozměrné analogie přı́kladů z obr. 1.2. Trojrozměrná obdoba množiny z přı́kladu 1.10
ukazuje, že hranicı́ množiny může být i těleso (konkrétně zde jednotková krychle). Avšak v přı́-
padě „rozumných“ množin jako krychle, kvádr, koule, jehlan, kužel apod. bude hranice tvořena
plochami, křivkami nebo body.

V přı́padě obecného n ∈ N zavedeme normu v Rn následovně: pro x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

položı́me ‖x‖ =
√

x2
1 + · · · + x

2
n.

Epsilonovým okolı́m bodu x∗ = (x∗1 , . . . , x
∗

n) ∈ Rn rozumı́me otevřenou kouli se středem v x∗

a poloměrem ε > 0, kterou označı́me O(x∗, ε), definovanou takto:

O(x∗, ε) = {x ∈ Rn
: ‖x − x∗‖ < ε}.

Tedy

‖x − x∗‖ =

√
(x1 − x

∗

1 )
2 + · · · + (xn − x∗n)

2.

Jedná se tudı́ž o naprostou analogii s přı́pady n = 2, 3, tentokrát nám ale chybı́ geometrická
názornost.

Veškeré pojmy z tohoto oddı́lu, které byly zavedeny v R2, se nynı́ snadno přenesou do Rn.
Obecněji viz [2].

1.3 Definice funkce dvou proměnných a jejı́ graf

Definice 1.14. Necht’A ⊂ R2. Pak zobrazenı́ f : A→ R, které každé dvojici reálných
čı́sel (x, y) ∈ A přiřazuje právě jedno reálné čı́slo z = f (x, y), se nazývá reálná funkce
dvou reálných proměnných. Množinu A nazýváme definičnı́m oborem a značı́me D(f ).

Protože každý prvek množiny D(f ) je uspořádaná dvojice čı́sel (x, y), lze jej ge-
ometricky chápat jako kartézské souřadnice bodu v rovině. Tedy bodu v rovině (x, y)
je zobrazenı́m f přiřazeno čı́slo z. Podobně jako u funkce jedné proměnné pak pı́šeme
f : z = f (x, y) nebo stručně jen z = f (x, y).

Množinu všech takových z ∈ R, k nimž existuje (x, y) ∈ D(f ) tak, že z = f (x, y),
pak nazýváme obor hodnot funkce f a označujeme H(f ). Tj.

H(f ) = {z ∈ R : ∃(x, y) ∈ D(f ) takové, že z = f (x, y)}.
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Zadánı́ funkce
K zadánı́ funkce f je nutné uvést jednak definičnı́ oborD(f ) a jednak pravidlo (předpis),
pomocı́ něhož je každému (x, y) ∈ D(f ) přiřazen právě jeden prvek z ∈ H(f ).

Ukažme si, s jakými formami zápisu konkrétnı́ funkce se můžeme setkat. Napřı́klad
funkci f , která každému (x, y) ∈ R2

: x 6= y přiřazuje čı́slo ex+y
arctg(x−y) , lze zapsat takto:

f : z =
ex+y

arctg(x − y)
, D(f ) = {(x, y) ∈ R2

: x 6= y},

f (x, y) =
ex+y

arctg(x − y)
, D(f ) = {(x, y) ∈ R2

: x 6= y} .

Často se stává, že je funkce zadána pouze předpisem a definičnı́ obor nenı́ výslovně
uveden. Pak pokládáme za definičnı́ obor množinu všech takových (x, y) ∈ R2, pro která
má daný předpis „smysl“.

Rovnost funkcı́
Z definice plyne, že dvě funkce f a g jsou si rovny (pı́šeme f = g) právě tehdy, když majı́
stejný definičnı́ obor a v každém bodě tohoto definičnı́ho oboru platı́ f (x, y) = g(x, y).
Symbolicky zapsáno:

(f = g) ⇔ [(D(f ) = D(g)) ∧ (∀(x, y) ∈ D(f ) : f (x, y) = g(x, y))]

Uved’me si přı́klad funkcı́ d, r , které se rovnajı́.

d(h, k) =
hk

h2 + k2 , D(f ) = {(h, k) ∈ R2
: h > 0, k > 0},

r(m, n) =
|mn|

m2 + n2 , D(f ) = {(m, n) ∈ R2
: m > 0, n > 0} .

Nezáležı́ samozřejmě na použitých pı́smenech pro označenı́ proměnných.
U funkcı́ dvou proměnných budeme často znázorňovat definičnı́ obor graficky jako

podmnožinu v R2. Definičnı́ obor bývá ohraničen částmi přı́mek, kuželoseček popř. grafů
některých dalšı́ch elementárnı́ch funkcı́. Domluvı́me se, že části těchto hraničnı́ch křivek,
které do definičnı́ho oboru patřı́, vyznačı́me plnou čarou, a ty, které do definičnı́ho oboru
nepatřı́, vyznačı́me přerušovanou čarou.

+

Přı́klad 1.15. Určete a zakreslete definičnı́ obory následujı́cı́ch funkcı́.

a) f (x, y) =
x + y

x − y
, b) g(x, y) =

sin xy
x2 + y2 ,

c) h(x, y) =
√
x2 + y2 − 4 , d) k(x, y) =

√
x − y2

ln(9− x2 − y2)
.

Řešenı́.
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a) D(f ) je množina takových (x, y) ∈ R2, pro něž má předpis
x + y

x − y
smysl. Tento zlomek

má smysl, je-li x − y 6= 0, tj. x 6= y. Tedy

D(f ) = {(x, y) ∈ R2
: x 6= y},

což je celá rovina s vyjmutou přı́mkou y = x — viz obr. 1.5 a).
b) Stejně jako v předchozı́m bodě požadujeme nenulovost jmenovatele, tj. x2

+ y2
6= 0.

Odtud plyne, že (x, y) 6= (0, 0).

D(g) = R2 r {(0, 0)},

což je celá rovina s vyjmutým počátkem — viz obr. 1.5 b).

x

y

O

x = y

a) D(f )

x

y

O

b) D(g)

x

y

O 2

x2
+ y2

= 4

c) D(h)

x

y

32
√

2O

x = y2
x2
+ y2

= 9

x2
+ y2

= 8

d) D(k)

Obr. 1.5: Definičnı́ obory

c) Protože druhá odmocnina je definována jen pro nezáporná čı́sla, musı́ platit nerovnost
x2
+ y2

− 4 = 0, tj. x2
+ y2 = 4. Tedy

D(h) = {(x, y) ∈ R2
: x2
+ y2 = 4},

což je vnějšek kruhu x2
+ y2

= 4 včetně ohraničujı́cı́ kružnice — viz obr. 1.5 c).
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d) Zlomek má smysl, jestliže má smysl čitatel, má smysl jmenovatel a jmenovatel musı́
být různý od nuly. Z toho dostáváme následujı́cı́ podmı́nky.

• x − y2 = 0, tj. x = y2 (druhá odmocnina je definována jen pro nezáporná čı́sla),

• 9−x2
−y2 > 0, tj. x2

+y2 < 9 (přirozený logaritmus je definován jen pro kladná
čı́sla),

• ln(9− x2
− y2) 6= 0, tj. 9− x2

− y2
6= 1, tj. x2

+ y2
6= 8.

Tedy
D(k) = {(x, y) ∈ R2

: x = y2, x2
+ y2 < 9, x2

+ y2
6= 8},

což je průnik otevřeného kruhu s hraničnı́ kružnicı́ x2
+ y2

= 9, z něhož je vyjmuta
kružnice x2

+ y2
= 8, s „vnitřkem paraboly“ x = y2 včetně této paraboly — viz

obr. 1.5 d). N

U funkcı́ jedné proměnné byl velmi důležitým pojmem graf. Nejinak tomu bude
i u funkcı́ dvou proměnných.

Graf funkce
U funkcı́ jedné proměnné f : y = f (x) chápeme uspořádanou dvojici (x, y) jako bod
o souřadnicı́ch x a y. Libovolnou množinu uspořádaných dvojic (x, y) pak geometricky
chápeme jako množinu bodů v rovině. Grafem funkce f : D(f ) → R pak rozumı́me
množinu bodů {(x, y) ∈ R2

: x ∈ D(f ) ∧ y = f (x)}, kde (x, y) značı́ bod roviny
o souřadnicı́ch x a y.

U funkcı́ dvou proměnných f : z = f (x, y) zavedeme pojem graf funkce obdobně.

Necht’f : z = f (x, y) je funkce dvou proměnných. Pak množinu bodů G ⊂ R3 defino-
vanou vztahem

G = {(x, y, z) ∈ R3
: (x, y) ∈ D(f ), z = f (x, y)}

nazýváme grafem funkce f .

Graf funkce f je tedy tvořen body
(
x, y, f (x, y)

)
z R3, přičemž (x, y) ∈ D(f ).

Množina G ⊂ R3 je grafem nějaké funkce dvou proměnných právě tehdy, když
libovolná rovnoběžka s osou z protne G nejvýše v jednom bodě. Definičnı́m oborem této
funkce je průmět množiny G do roviny určené osami x a y — viz obr. 1.6 a).

Tedy např. kulová plocha nenı́ grafem funkce dvou proměnných, protože některé
rovnoběžky s osou z ji protnou ve dvou bodech — viz body M , N na obr. 1.6 b).

Nakreslit graf funkce dvou proměnných je obvykle podstatně obtı́žnějšı́ než nakreslit
graf funkce jedné proměnné. Určitou představu nám mohou pomoci vytvořit tzv. vrstev-
nice, které známe ze zeměpisných map.
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x

y

z

O

x0

y0

f (x0, y0)
G

A = D(f )

a) G je grafem funkce

x

y

z

O

G

N

M

b) G nenı́ grafem funkce

Obr. 1.6: Množiny v R3

Definice 1.16. Necht’f : z = f (x, y) je funkce dvou proměnných a c ∈ R. Pak množinu

vf (c) = {(x, y) ∈ D(f ) : f (x, y) = c} (1.1)

nazýváme vrstevnicı́ nebo hladinou funkce f na úrovni c (o kótě c).

−1 −1

1 1

−2 −2

2 2

−3 −3

3 3

0 0

−2

−1

0

1

2

3

xy

z

z = f (x, y)

vc

z = c

Obr. 1.7: Vrstevnice

Vrstevnice funkce je tedy množina bodů defi-
ničnı́ho oboru, v nichž funkce f nabývá dané hod-
noty c. Vrstevnici dostaneme projekcı́ průniku grafu
funkce f s rovinou z = c do roviny určené osami
x a y — viz obr. 1.7. Pokud dokážeme vrstevnice
odpovı́dajı́cı́ různým hodnotám c nakreslit, pomůže
nám to udělat si představu o grafu funkce f .

Poznámka 1.17. Někdy je vhodné pro lepšı́ před-
stavu o grafu určit nejen vrstevnice, ale také řezy
grafu rovinami x = c resp. y = c. Jejich rovnice
jsou z = f (c, y) resp. z = f (x, c), c ∈ R. Speci-
álně řezy x = 0 a y = 0 jsou v termı́nech technic-
kého kreslenı́ vlastně nárys a bokorys.

+

Přı́klad 1.18. Určete vrstevnice funkce f : z = x2
+ y2 a graf funkce f .

Řešenı́. D(f ) = R2. Podle (1.1) jsou rovnice vrstevnic vf (c) : x2
+ y2

= c.

a) Pro c < 0 je vf (c) = ∅, protože x2
+ y2 = 0 pro každé (x, y) ∈ R2.

b) Pro c = 0 je vf (0) = {(0, 0)}, protože pokud x 6= 0 nebo y 6= 0, je x2
+ y2 > 0.



14 Reálné funkce vı́ce reálných proměnných

c) Pro c > 0 je vf (c) kružnicı́ se středem v počátku a poloměrem
√
c. Čı́m je c většı́, tı́m

většı́ je poloměr a rovina z = c ležı́ výše.

Vzhledem k tomu, že uvedené vrstevnice může mı́t rotačnı́ paraboloid i hornı́ část
rotačnı́ kuželové plochy, podı́váme se ještě na řezy grafu rovinami x = c. Jejich rovnice
jsou z = c2

+ y2, takže jde o paraboly (v rovinách x = c), které vzniknou posunutı́m
paraboly z = y2 směrem vzhůru ve směru osy z o c2 — viz obr. 1.8 b).

Grafem je tedy rotačnı́ eliptický paraboloid, který vznikne rotacı́ paraboly z = x2

ležı́cı́ v rovině y = 0 kolem osy z. Graf spolu s vrstevnicemi je znázorněn na obr. 1.8 a).
Obecné rovnice rotačnı́ho paraboloidu, kuželové plochy i dalšı́ch kvadratických ploch

najdete v kapitole 9. N

−1
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1
1

−2
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2

2
2

−3

−3

3 3

0

0
0

4
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8

x

y

z

z = x2 + y2

a) x2
+ y2

= c

−1

−1

1
1

−2

−2

2

2
2

−3

−3

3 3

0

0
0

4

6

8

x

y

z

z = x2 + y2

b) z = c2
+ y2

Obr. 1.8: Graf funkce f : z = x2
+ y2

Pro zájemce:
Zcela analogicky zavedeme reálnou funkci třı́ reálných proměnných. Prvku množiny A ⊂ R3

přiřadı́me reálné čı́slo. Tudı́ž každé trojici čı́sel (x, y, z) ∈ A, kterou lze geometricky chápat jako
kartézské souřadnice bodu v prostoru, je přiřazeno čı́slo u ∈ R. Tedy f : u = f (x, y, z).

Podobně postupujeme pro reálné funkce n reálných proměnných, kde n = 4, 5, 6, . . . . For-
málně je taková funkce zobrazenı́ f : A → R, kde A ⊂ Rn, n ∈ N. Označenı́ je f : z =
= f (x1, . . . , xn) resp. stručně f : z = f (x), kde x = (x1, . . . , xn). Přı́klady takových funkcı́
jsou

u(x, y, z) = x2yz+(2x+y−z) sin xy, D(u) = R3 , f (x) = x2
1+x

2
2+· · ·+x

2
n, D(f ) = Rn.

Analogicky bychom mohli zavést i pojem graf funkcı́ třı́ a vı́ce proměnných. Pokud bychom jej
ale chtěli geometricky znázornit, potřebovali bychom např. u funkce třı́ proměnných tři dimenze
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na definičnı́ obor a čtvrtou dimenzi na funkčnı́ hodnotu. Protože náš reálný svět je ale pouze
třı́rozměrný, nelze vytvořit model takového grafu.

1.4 Limita a spojitost funkce dvou proměnných
Pojmy limity a spojitosti hrajı́ při zkoumánı́ vlastnostı́ funkcı́ dvou (a vı́ce) proměnných
stejně důležitou roli jako u funkce jedné proměnné. Uvidı́me, že řada klı́čových vlastnostı́
je v přı́padě funkcı́ vı́ce proměnných stejná jako u funkcı́ jedné proměnné.

Definice 1.19. Necht’f : z = f (x, y) je funkce dvou proměnných a M = (x0, y0) je
hromadný bod definičnı́ho oboru D(f ).

Řekneme, že funkce f má v boděM limitu rovnou čı́slu L ∈ R, jestliže platı́: K libovol-
nému čı́slu ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každý bodX = (x, y),X ∈ O(M, δ)∩D(f ),
X 6= M , je f (x, y) ∈ (L− ε, L+ ε).

Pı́šeme:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x, y) = L nebo lim
X→M

f (x, y) = L nebo lim
x→x0
y→y0

f (x, y) = L.

Poznámka 1.20.
i) Vzhledem k tomu, žeM je hromadný bod D(f ), budou v libovolném okolı́ O(M, δ)

vždy nějaké body z D(f ) různé od M . Bez předpokladu, že M je hromadný bod,
by definici limity vyhovovalo libovolné reálné čı́slo L. Proto nedefinujeme limitu
v izolovaném bodě.

ii) Definice vlastně vyjadřuje, že pro body definičnı́ho oboru, které jsou dostatečně blı́zké
bodu M , musı́ být funkčnı́ hodnoty tak blı́zké čı́slu L, jak jen si předem řekneme
(ε volı́me, δ-okolı́ musı́me být schopni najı́t). Tedy body grafu v dostatečně malém
okolı́ bodu M musı́ ležet mezi rovinami z = L− ε a z = L+ ε — viz obr. 1.9 a).

iii) Na bod M kromě toho, že je to hromadný bod D(f ), neklademe žádné požadavky.
Funkce f v něm nemusı́ být definovaná, a pokud definovaná je, nezáležı́ vůbec na
tom, jaká je funkčnı́ hodnota v tomto bodě.

iv) Situace na obr. 1.9 a) odpovı́dá přı́padu, kdy M je vnitřnı́ bod D(f ). Pak dostatečně
malé okolı́ O(M, δ) ležı́ celé v D(f ).
PokudM nenı́ vnitřnı́m bodem, je nutně hraničnı́m bodem definičnı́ho oboru (protože
je hromadným bodem D(f ) — viz poznámka 1.13 i)). Pak na části i sebemenšı́ho
okolı́ nenı́ f definovaná — viz obr. 1.9 b).

v) Vzhledem k tomu, že limita funkce dvou proměnných je definovaná obdobně jako
limita funkce jedné proměnné, lze dokázat podobné výsledky — viz [11, str. 158–160].
Zejména platı́:
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x

y

z

O

L

L+ ε

L− ε

z = f (x, y)

z = L+ ε

z = L− ε

x0

y0

O(M, δ)

D(f )

a) Vnitřnı́ bod D(f )

M

O(M, δ)

D(f )

b) Hraničnı́ bod D(f )

Obr. 1.9: Limita funkce dvou proměnných

a) Funkce nemusı́ mı́t limitu. Pokud limita existuje, je jediná. (Toto tvrzenı́ by nepla-
tilo bez předpokladu, že jde o hromadný bod definičnı́ho oboru.)

b) Jestliže funkce f a g majı́ limitu v bodě M , který je hromadným bodem množiny
D(f ) ∩ D(g), pak také jejich součet, rozdı́l, součin, podı́l (jmenovatel musı́ být
nenulový) a násobek konstantou majı́ limitu v bodě M a platı́, že

lim
X→M

(
f (x, y)± g(x, y)

)
= lim

X→M
f (x, y)± lim

X→M
g(x, y)

(limita ze součtu resp. rozdı́lu je součet resp. rozdı́l limit),
lim
X→M

f (x, y)g(x, y) = lim
X→M

f (x, y) · lim
X→M

g(x, y)

(limita ze součinu je součin limit),

lim
X→M

(
αf (x, y)

)
= α lim

X→M
f (x, y), α ∈ R

(multiplikativnı́ konstantu lze vytýkat),

lim
X→M

f (x, y)

g(x, y)
=

lim
X→M

f (x, y)

lim
X→M

g(x, y)
, pokud lim

X→M
g(x, y) 6= 0

(limita z podı́lu je podı́l limit).

vi) Obdobně by bylo možné zavést nevlastnı́ limitu L = ±∞ a limity v nevlastnı́ch
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bodech (±∞, y0), (x0,±∞) a (±∞,±∞). Tyto pojmy však v úvodnı́m kurzu nebu-
deme potřebovat.

Než se podı́váme na praktický výpočet limit, uvedeme ještě jeden důležitý pojem.

Definice 1.21. Řekneme, že funkce f : z = f (x, y) je spojitá v bodě M = (x0, y0),
jestliže platı́

lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x, y) = f (x0, y0). (1.2)

Poznámka 1.22.
i) Z předchozı́ definice vyplývá: Aby funkce byla spojitá v nějakém bodě (který musı́

být hromadným bodem jejı́ho definičnı́ho oboru — to plyne z definice limity), pak
— funkce musı́ mı́t v tomto bodě limitu L,
— funkce musı́ být v tomto bodě definovaná, tj. existuje f (x0, y0),
— předchozı́ dvě čı́sla L a f (x0, y0) musı́ být stejná.

ii) Pokud je funkce definovaná v nějakém bodě, který je izolovaným bodem definičnı́ho
oboru, nelze zde mluvit o limitě a tedy ani spojitosti, což je nepřı́jemné. Domluvı́me se
proto, že funkci budeme považovat za spojitou v každém izolovaném bodě definičnı́ho
oboru.

Máme-li tedy vypočı́tat limitu funkce v bodě spojitosti, je to jednoduché — jde vlastně
o výpočet funkčnı́ hodnoty. Abychom mohli tuto skutečnost účinně využı́t, potřebovali
bychom vědět o co nejvı́ce funkcı́ch, se kterými se prakticky setkáváme, zda jsou spojité.
V kurzu diferenciálnı́ho počtu funkcı́ jedné proměnné (viz např. [11, str. 63]) jste se
seznámili s elementárnı́mi funkcemi jedné proměnné (jsou to mnohočleny, goniometrické
a cyklometrické funkce, exponenciálnı́ a logaritmické funkce, mocninná funkce a funkce,
které z nich vzniknou konečným počtem aritmetických operacı́ sečı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́
a dělenı́ a skládánı́m) a řekli jste si, že jsou v bodech, v nichž jsou definovány, spojité.

Pro spojitost funkcı́ dvou proměnných bude platit totéž, pokud vyjdeme z elementár-
nı́ch funkcı́ jedné proměnné, jejichž argumenty budou označené různými pı́smeny. Takové
funkce budou spojité ve všech bodech svých definičnı́ch oborů. Napřı́klad

z = x2y − xy3
+ 4xy, z =

(x + y)2

tg
√
x + sin y

, z =
x + 2y − x3

x2 + y2 − x2y2 apod.

+

Přı́klad 1.23. Vypočtěte následujı́cı́ limitu:

lim
(x,y)→(0,1)

√
x2 + y2 arctg x

y

ln(exy + 3y2)
.

Řešenı́. Protože daná funkce je vytvořena výše popsaným způsobem z elementárnı́ch
funkcı́ jedné proměnné a je v bodě (0, 1) definovaná, je zde i spojitá a limita je rovna
funkčnı́ hodnotě. Tedy

lim
(x,y)→(0,1)

√
x2 + y2 arctg x

y

ln(exy + 3y2)
=

√
02 + 12 arctg 0

1
ln(e0·1 + 3 · 12)

=
arctg 0

ln(1+ 3)
=

0
ln 4
= 0.

N
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Pro funkce jedné proměnné existuje velmi účinný nástroj na výpočet limit — l’Hospi-
talovo pravidlo. Bohužel pro funkce vı́ce proměnných nic podobného neexistuje a výpočet
limit je daleko obtı́žnějšı́. Paradoxně často bývá jednoduššı́ ukázat, že nějaká limita nee-
xistuje. To se u funkcı́ vı́ce proměnných (u limit typu 0

0 ) často stává. Použı́vá se při tom
obvykle následujı́cı́ obrat.

(x0, y0)

Obr. 1.10

Jestliže existuje limita funkce f (x, y) v bodě (x0, y0) a je rovnaL,
tj. funkčnı́ hodnoty se při přibližovánı́ bodu (x, y) k bodu (x0, y0) „ze
všech možných stran“ čı́m dál vı́ce blı́žı́ kL, musı́ tı́m spı́š platit totéž,
když se pohybujeme po libovolné křivce „ústı́cı́“ do bodu (x0, y0) —
viz obr. 1.10. Pokud se nám tedy podařı́ najı́t dvě takové křivky,
po nichž vycházı́ tyto „částečné“ limity různě, nemůže zkoumaná
limita existovat. Za křivky se často volı́ např. přı́mky o rovnicı́ch
y = k(x − x0)+ y0 pro různé směrnice k.

+

Přı́klad 1.24. Vypočtěte limitu lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2 .

Řešenı́. Ukážeme, že tato limita neexistuje. Všimněte si, že (0, 0) je jediný problematický
bod. Všude jinde je funkce definovaná, a tudı́ž spojitá a limita je rovna funkčnı́ hodnotě.

Zvolı́me přı́mky y = kx, které procházejı́ počátkem. Body na nich ležı́cı́ majı́ tvar
(x, kx), k ∈ R. Aby se tyto body blı́žily k počátku, musı́ platit x → 0. Tedy

lim
x→0

x · kx

x2 + (kx)2
= lim

x→0

kx2

x2(1+ k2)
= lim

x→0

k

1+ k2 =
k

1+ k2 .

Výsledek závisı́ na k, tj. na směrnici přı́mky, po nı́ž se blı́žı́me k počátku. Tedy limita
skutečně neexistuje.

Mezi uvažovanými přı́mkami nenı́ osa y, která nemá směrnicový tvar. Pro úplnost
určı́me i limitu po této přı́mce. Jejı́ body majı́ tvar (0, y), takže

lim
y→0

0 · y
0+ y2 = lim

y→0

0
y2 = lim

y→0
0 = 0.

Graf funkce je znázorněn na obr. 1.11 (pro názornost jsou uvedeny pohledy ze dvou
směrů). N

I když „částečné“ limity po všech možných přı́mkách existujı́ a jsou stejné, může
se stát, že „dvourozměrná“ limita neexistuje. Může totiž existovat jiná křivka, podél nı́ž
„částečná“ limita neexistuje nebo má jinou hodnotu, jak ukazuje následujı́cı́ přı́klad.

+ Přı́klad 1.25. Vypočtěte limitu lim
(x,y)→(0,0)

3x2y

x4 + y2 .

Řešenı́. Ukážeme, že ani tato limita neexistuje. Bod (0, 0) je opět jediný problematický
bod, všude jinde je funkce spojitá.
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Obr. 1.11: Graf funkce f (x, y) = xy

x2+y2

Zkusı́me nejprve opět přı́mky y = kx, k ∈ R, tj. budeme se přibližovat po bodech
(x, kx), kde x → 0. Dostaneme

lim
x→0

3x2
· kx

x4 + (kx)2
= lim

x→0

3kx3

x2(x2 + k2)
= lim

x→0

3kx
x2 + k2 = 0 pro libovolné k ∈ R.

Doplnı́me ještě osu y, která mezi přı́mkami y = kx nenı́ zahrnuta, protože nemá směrni-
cový tvar. Jde o body (0, y), kde y → 0. Vyjde

x

y

Obr. 1.12

lim
y→0

3 · 02
· y

04 + y2 = lim
y→0

0
y2 = lim

y→0
0 = 0.

Skutečně tudı́ž po všech přı́mkách vcházejı́cı́ch do bodu (0, 0)
vycházı́ částečná limita stejně — viz obr 1.12.

Nynı́ použijeme např. parabolu y = x2, tj. budeme se přibli-
žovat po bodech (x, x2), x → 0 — viz obr 1.12. Dostaneme

lim
x→0

3x2
· x2

x4 + (x2)2
= lim

x→0

3x4

2x4 = lim
x→0

3
2
=

3
2
.

Tato limita nenı́ na rozdı́l od přı́mek nulová, proto celková limita neexistuje. Graf funkce
je znázorněn na obr. 1.13 (pro názornost jsou uvedeny pohledy ze dvou směrů). N

+Přı́klad 1.26. Vyšetřete limitu funkce f (x, y) =
2xy

xy + 2x − y
v bodech: a) A = (1, 1),

b) B = (0, 0), c) C = (−1,−1).

Řešenı́.

a) V tomto přı́padě nenastane žádný problém, do funkce je možno bod A = (1, 1) přı́mo
dosadit, protože je v tomto bodě spojitá. Tedy

lim
(x,y)→(1,1)

2xy
xy + 2x − y

=
2
2
= 1.
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Obr. 1.13: Graf funkce f (x, y) = 3x2y

x4+y2

b) V přı́padě bodu B = (0, 0) již výpočet přı́mým dosazenı́m nenı́ možný, nebot’v tomto
bodě nenı́ funkce definovaná. BodB je tudı́ž bodem nespojitosti dané funkce. Použijeme
např. přı́mky y = kx, k ∈ R, a budeme se k bodu nespojitosti přibližovat po bodech
(x, kx). Dostaneme:

lim
x→0

2kx2

kx2 + 2x − kx
= lim

x→0

x(2kx)
x(kx + 2− k)

= lim
x→0

2kx
kx + 2− k

=

{
0 pro k 6= 2,
2 pro k = 2.

Limita tedy v bodě B neexistuje.
c) V bodě C = (−1,−1) funkce rovněž nenı́ definovaná, takže se jedná opět o jejı́ bod

nespojitosti. Zvolı́me např. přı́mku y = −1. Po dosazenı́ vyjde:

lim
x→−1±

−2x
x + 1

=

(2
0

)
=

{
+∞ pro x →−1+,
−∞ pro x →−1−.

Limita tedy v bodě C neexistuje.

N

Nynı́ si ukážeme, jak lze naopak nějakou limitu spočı́tat. K tomu se často u funkcı́
dvou proměnných použı́vajı́ tzv. polárnı́ souřadnice, se kterými se seznámı́te podrobněji
u transformacı́ dvojného integrálu. Poloha bodu (x, y) je popsána dvěma čı́sly ρ, ϕ —
viz. obr 1.14:

Vztah mezi kartézskými a polárnı́mi souřadnicemi je dán rovnicemi (dá se odvodit za
pomoci definice goniometrických funkcı́)

x = x0 + ρ cosϕ, y = y0 + ρ sinϕ. (1.3)

Dále použijeme následujı́cı́ jednoduché ale užitečné lemma.
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x0 xO

y0

y

ρ

ϕ

ϕ

ρ – vzdálenost bodu (x, y) od pevného bodu
(x0, y0) (tzv. střed; často je to počátek (0, 0)).
Platı́: ρ ∈ 〈0,+∞).

ϕ – úhel, který svı́rá polopřı́mka, jež začı́ná v bo-
dě (x0, y0) a procházı́ bodem (x, y), s kladnou
částı́ osy x (měřeno proti směru hodinových
ručiček).
Platı́: ϕ ∈ 〈0, 2π).

Obr. 1.14

Lemma 1.27. Předpokládejme, že funkci f (x, y) lze v polárnı́ch souřadnicı́ch se středem
v bodě (x0, y0) vyjádřit ve tvaru f (x, y) = L+ g(ρ)h(ρ, ϕ), L ∈ R, kde

i) lim
ρ→0

g(ρ) = 0,

ii) h(ρ, ϕ) je ohraničená na obdélnı́ku (0, ρ0〉 × 〈0, 2π〉, kde ρ0 > 0.

Pak platı́: lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x, y) = L.

Důkaz. Necht’jeh ohraničena na zmı́něném obdélnı́ku konstantouK ∈ R+, tj. |h(ρ, ϕ)| 5
5 K . Zvolme libovolné ε > 0. Z definice limity vyplývá, že existuje 0 < δ < ρ0 takové,
že pro 0 < ρ < δ je |g(ρ)| < ε/K . Tedy pro (x, y) ∈ O((x0, y0), δ), (x0, y0) 6= (0, 0), je

|f (x, y)− L| = |g(ρ)| · |h(ρ, ϕ)| <
ε

K
·K = ε,

z čehož plyne tvrzenı́.

+
Přı́klad 1.28. Vypočtěte limitu lim

(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2 .

Řešenı́. Použijeme-li polárnı́ souřadnice, přičemž (x0, y0) = (0, 0), dostaneme:

x2y

x2 + y2 =
ρ2 cos2 ϕ · ρ sinϕ
ρ2 cos2 ϕ + ρ2 sin2 ϕ

=
ρ3 sinϕ cos2 ϕ

ρ2(cos2 ϕ + sin2 ϕ)
= ρ sinϕ cos2 ϕ.
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Obr. 1.15

Nynı́ použijeme předchozı́ lemma. Zvolı́me
L = 0, g(ρ) = ρ a h(ρ, ϕ) = sinϕ cos2 ϕ

(h zde nezávisı́ na ρ). Předpoklady jsou splněny:
lim
ρ→0

ρ = 0 a funkce sinϕ cos2 ϕ je ohraničená,

protože je | sinϕ cos2 ϕ| 5 1. Tedy naše limita
je rovna L = 0. Graf funkce je znázorněn na
obr. 1.15.

Všimněte si zdánlivě jen nepatrného rozdı́lu
v zadánı́ funkcı́ v tomto a předchozı́m přı́kladu
a zcela odlišného chovánı́ jejich grafů v okolı́ po-
čátku. N
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+ Přı́klad 1.29. Vypočtěte limitu lim

(x,y)→(0,0)

(x4
+ y2) sin(x2

+ y2)√
(x2 + y2)3

.

Řešenı́. Zlomek (x4
+y2) sin(x2

+y2)
√
(x2+y2)3

si nejprve vhodně rozložı́me na součin. Použijeme-li

opět transformaci do polárnı́ch souřadnic, dostaneme:

sin(x2
+ y2)√

(x2 + y2)
·
(x4
+ y2)

x2 + y2 =
sin(ρ2 cos2 ϕ + ρ2 sin2 ϕ)√

ρ2
·
ρ4 cos4 ϕ + ρ2 sin2 ϕ

ρ2 =

=
sin ρ2

ρ
· (ρ2 cos4 ϕ + sin2 ϕ).

Abychom mohli použı́t lemma 1.27, musı́ být lim
ρ→0

g(ρ) = 0. V našem přı́padě bude funkce

g(ρ) =
sin ρ2

ρ
. Za použitı́ l’Hospitalova pravidla ukážeme, že tato podmı́nka je skutečně

splněna.

lim
ρ→0

g(ρ) = lim
ρ→0

sin ρ2

ρ
= lim

ρ→0

2ρ cos ρ2

1
= 0.

Druhá podmı́nka lemmatu 1.27 nám řı́ká, že funkce h(ρ, ϕ) musı́ být ohraničená na
obdélnı́ku (0, 1〉 × 〈0, 2π〉. I tato podmı́nka je však splněna, nebot’|ρ| 5 1, | cosϕ| 5 1,
| sinϕ| 5 1 a tudı́ž |ρ2 cos4 ϕ + sin2 ϕ| 5 ρ2

| cos4 ϕ| + | sin2 ϕ| 5 1 · 1 + 1 5 2. Za L
volı́me 0. Protože jsou podmı́nky lemmatu splněny, je naše limita rovna L, tudı́ž nule.

Zlomek (x4
+y2) sin(x2

+y2)
√
(x2+y2)3

bylo možno rozložit i jiným způsobem. Ukažme si i tento
postup:

(x4
+ y2) sin(x2

+ y2)√
(x2 + y2)3

=
sin(x2

+ y2)

x2 + y2 ·
(x4
+ y2)√
x2 + y2

.

Po dosazenı́ polárnı́ch souřadnic dostaneme následujı́cı́ výraz:

sin ρ2

ρ2 ·
ρ4 cos4 ϕ + ρ2 sin2 ϕ

ρ
=

sin ρ2

ρ2 · (ρ
3 cos4 ϕ + ρ sin2 ϕ) =

=
sin ρ2

ρ2 · ρ(ρ
2 cos4 ϕ + sin2 ϕ).

Nynı́ volı́me g(ρ) = ρ, h(ρ, ϕ) = sin ρ2

ρ2 · (ρ
2 cos4 ϕ + sin2 ϕ) a L = 0. Podmı́nka

lim
ρ→0

g(ρ) = 0 je splněna. Dále již vı́me, že funkce ρ2 cos4 ϕ + sin2 ϕ je ohraničená

a lim
ρ→0

sin ρ2

ρ2 = lim
ρ→0

2ρ cos ρ2

2ρ = 1. Uvědomte si, že jestliže má nějaká funkce limitu, je

v nějakém okolı́ přı́slušného bodu ohraničená. Tudı́ž i podmı́nka, že funkce h(ρ, ϕ) musı́
být ohraničená, je splněna. Hodnota limity je proto rovna L = 0. N

Poznámka 1.30. Polárnı́ souřadnice lze využı́t i k důkazu, že nějaká limita neexistuje.
Zafixujeme-li v rovnicı́ch x = x0 + ρ cosϕ, y = y0 + ρ sinϕ úhel ϕ, pak při ρ → 0+ se
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přibližujeme k bodu (x0, y0) po přı́mkách se směrovým vektorem (cosϕ, sinϕ). Pokud
tedy

lim
ρ→0+

f (x0 + ρ cosϕ, y0 + ρ sinϕ) (1.4)

nedává pro všechna ϕ ∈ 〈0, 2π) stejný výsledek, pak určitě limita

lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x, y) (1.5)

neexistuje.
Např. v přı́kladu 1.24 vyjde

xy

x2 + y2 =
ρ2 cosϕ sinϕ

ρ2 cos2 ϕ + ρ2 cos2 ϕ
= cosϕ sinϕ.

Tedy lim
ρ→0+

cosϕ sinϕ = cosϕ sinϕ, což potvrzuje výsledek, který jsme obdrželi, a to, že

přı́slušná limita neexistuje.
Samozřejmě pokud je limita (1.4) pro všechna ϕ stejná, neznamená to, že limita (1.5)

existuje. To ukazuje přı́klad 1.25, kde

3x2y

x4 + y2 =
3ρ3 cos2 ϕ sinϕ

ρ4 cos4 ϕ + ρ2 sin2 ϕ
=

3ρ cos2 ϕ sinϕ
ρ2 cos4 ϕ + sin2 ϕ

,

tedy

lim
ρ→0+

3ρ cos2 ϕ sinϕ
ρ2 cos4 ϕ + sin2 ϕ

= 0

pro všechna ϕ ∈ 〈0, 2π). Přesto, jak jsme ukázali, zmı́něná limita neexistuje.

Pro zájemce:

Projdeme-li si podrobně definici limity funkce dvou proměnných, zjistı́me, že je založena na pojmu
okolı́ bodu. Pojem okolı́ bodu jsme však zavedli nejen v R2, ale v libovolném Rn, kde n ∈ N.
Proto je možné jednoduše definici limity přenést na funkci f , majı́cı́ libovolný konečný počet
proměnných. Pro funkce vı́ce proměnných zůstanou v platnosti všechna základnı́ tvrzenı́ týkajı́cı́
se limit. Obdobně se rovněž zavede pojem spojitosti. Zejména platı́, že funkce vı́ce proměnných
vytvořené z elementárnı́ch funkcı́ jedné proměnné zůstanou na svých definičnı́ch oborech spojité.

Odlišnosti nastanou pouze v praktických výpočtech limit. V přı́padech, kdy chceme ukázat, že
limita neexistuje, budeme opět hledat „křivky směřujı́cı́ do daného bodu“, po nichž limita funkce
jedné proměnné vyjde různě. Obtı́žnějšı́ je situace, kdy chceme dokázat existenci limity. Bylo by
možné např. zavést obdobu polárnı́ch souřadnic v obecném Rn. Pro n = 3 jsou to tzv. sférické
souřadnice — viz např. [16, str. 346]. Pak by bylo možné dokázat analogii lemmatu 1.27. Jde však
o poměrně obtı́žnou problematiku, které se podrobněji věnovat nebudeme.
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1.5 Dvojné a dvojnásobné limity
Necht’(x0, y0) ∈ R2 a δ0 > 0. Označme A = (x0 − δ0, x0) ∪ (x0, x0 + δ0), B = (y0 −

− δ0, y0) ∪ (y0, y0 + δ0) a D = A× B. Tedy D je čtverec se středem v (x0, y0), z něhož
je vyjmut křı́ž procházejı́cı́ středem.

Věta 1.31. Předpokládejme, že funkce f je definována na D. Necht’ pro každé x ∈ A
existuje

lim
y→y0

f (x, y) = ϕ(x).

Existuje-li lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x, y) = L, pak existuje také lim
x→x0

ϕ(x) a platı́

lim
x→x0

ϕ(x) = L.

Důkaz. Zvolme libovolné ε > 0. Podle předpokladu k čı́slu ε/2 existuje δ > 0, δ < δ0,
takové, že pro každé (x, y) ∈

(
(x0 − δ, x0 + δ)× (y0 − δ, y0 + δ)

)
∩D platı́ |f (x, y)−

− L| < ε/2. Pro každé x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0, limitnı́m přechodem pro y → y0
dostaneme ∣∣ lim

y→y0
f (x, y)− L

∣∣ 5 ε

2
< ε, tj. |ϕ(x)− L| < ε.

To ovšem znamená, že lim
x→x0

ϕ(x) = L.

Tvrzenı́ předchozı́ věty lze zapsat takto:

lim
x→x0

lim
y→y0

f (x, y) = L. (1.6)

Podobně pokud pro každé y ∈ B bude existovat lim
x→x0

f (x, y) = ψ(y), dostaneme

z předchozı́ věty záměnou x a y, že

lim
y→y0

lim
x→x0

f (x, y) = L. (1.7)

Limity (1.6) a (1.7) se nazývajı́ dvojnásobné na rozdı́l od limity ve smyslu definice 1.19,
které se řı́ká dvojná. Předchozı́ věta řı́ká, že z existence vnitřnı́ch limit a dvojné limity
plyne existence dvojnásobných limit, které jsou pak stejné. Platı́ tedy:

Důsledek 1.32. Jestliže existujı́ obě dvojnásobné limity (1.6) a (1.7) a jsou různé, neexis-
tuje dvojná limita.

Toto tvrzenı́ lze použı́t k důkazu, že nějaká dvojná limita neexistuje.

Následujı́cı́ přı́klady ukazujı́, jaké mohou být vztahy mezi dvojnou limitou a dvojná-
sobnými limitami. Zejména ukazujı́, že předpoklad existence vnitřnı́ limity nelze vynechat.
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+

Přı́klad 1.33. Zjistěte, zda existujı́ dvojné limity následujı́cı́ch funkcı́ v bodě (0, 0).
V přı́padě, že ano, vypočtěte je.

a) f (x, y) =
x2
− y2

+ x3
+ y3

x2 + y2 , b) g(x, y) =
x2 sin 1

x
+ y2

x2 + y2 ,

c) h(x, y) = x sin
1
y
, d) k(x, y) = (x2

+ y2)χ(x, y).

Funkce χ je definovaná následovně:

χ(x, y) =

{
1 když (x, y) ∈ Q×Q nebo (x, y) ∈ I× I,
0 když (x, y) ∈ Q× I nebo (x, y) ∈ I×Q.

Přitom I = R r Q je množina všech iracionálnı́ch čı́sel.

Řešenı́.

a) Platı́:

ϕ(x) = lim
y→0

f (x, y) = 1+ x, x 6= 0 ⇒ lim
x→0

ϕ(x) = 1,

ψ(y) = lim
x→0

f (x, y) = −1+ y, y 6= 0 ⇒ lim
y→0

ψ(y) = −1.

Dvojnásobné limity existujı́, ale jsou různé, takže podle důsledku 1.32 dvojná limita
neexistuje.

b) Platı́:

ϕ(x) = lim
y→0

g(x, y) = sin
1
x
, x 6= 0 ⇒ lim

x→0
ϕ(x) neexistuje,

ψ(y) = lim
x→0

g(x, y) = 1, y 6= 0 ⇒ lim
y→0

ψ(y) = 1.

Vnitřnı́ limity pro x → 0 a y → 0 tedy existujı́, ale dvojnásobná limita existuje jen
jedna. Protože lim

x→0
g(x, 0) = lim

x→0
sin 1

x
neexistuje, neexistuje ani dvojná limita.

c) Platı́:

ϕ(x) = lim
y→0

h(x, y) = lim
y→0

x sin
1
y
, x 6= 0, neexistuje,

ψ(y) = lim
x→0

h(x, y) = 0, y 6= 0 ⇒ lim
y→0

ψ(y) = 0.

Jedna vnitřnı́ limita tedy neexistuje, jedna dvojnásobná limita existuje. Dvojná limita
existuje a je rovna nule, protože funkce h je součinem funkce x majı́cı́ limitu nula
a ohraničené funkce sin 1

y
. Rovnost s existujı́cı́ dvojnásobnou limitou plyne z věty 1.31.

d) Pro x 6= 0 neexistuje lim
y→0

k(x, y) a pro y 6= 0 neexistuje lim
x→0

k(x, y). Tedy ani jedna

z vnitřnı́ch limit neexistuje. Přitom dvojná limita existuje a je rovna nule, protože
funkce k je součinem funkce x2

+ y2 majı́cı́ limitu nula a ohraničené funkce χ(x, y).

N
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Pojmy k zapamatovánı́∑
— funkce dvou (resp. vı́ce) proměnných
— graf funkce dvou proměnných
— definičnı́ obor funkce dvou proměnných
— vrstevnice (hladina) funkce dvou proměnných
— okolı́ bodu
— vnitřnı́, vnějšı́, hraničnı́ bod
— hromadný a izolovaný bod
— uzavřená a otevřená množina
— limita funkce dvou proměnných
— spojitost funkce dvou proměnných

Kontrolnı́ otázky?
1. Co rozumı́me pojmem funkce dvou proměnných?

2. Jak poznáme, že je množina bodů v R2 grafem funkce dvou proměnných?

3. K čemu sloužı́ vrstevnice?

4. Definujte epsilonové okolı́ bodu v R2.

5. Porovnejte definici okolı́ bodu v přı́padě funkce jedné proměnné a funkce dvou
proměnných.

6. Proved’te klasifikaci bodů v rovině.

7. Definujte otevřenou resp. uzavřenou množinu v R2.

8. Existuje množina, která nenı́ ani uzavřená ani otevřená?

9. Jak počı́táme limitu funkce dvou proměnných?

10. Dá se při výpočtu limit funkcı́ dvou proměnných tvaru podı́lu 0
0 resp. ∞

∞
použı́t

l’Hospitalovo pravidlo?

11. Co musı́ být splněno, aby funkce dvou proměnných byla spojitá v nějakém bodě?

12. Může být funkce nespojitá v nějakém izolovaném bodě definičnı́ho oboru?

Přı́klady k procvičenı́!
1. Určete a nakreslete definičnı́ obor funkce dvou proměnných:
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a) f : z = 1
x
+

1
y−1 , b) f : z = 1

y2−x2 ,

c) f : z = 1
25−x2−y2 , d) f : z =

√
3x − 2

√
y
,

e) f : z = 1
√
x+|y|
−

1
√
x−|y|

, f) f : z =
√
(1− x2)(1− y2) ,

g) f : z = 1
sin π(x+y)

h) f : z = arcsin(x + y) ,

i) f : z = ln(|x| + y)+ 1
√
y−x

, j) f : z =
√
x2 + y2 − 1+ ln(2− x2

− y2) ,

k) f : z = 2
√
xy
, l) f : z = arcsin x

y2 + arcsin(1− y) ,

m) f : z =
√

ln x + ln y , n) f : z = ln(sin x + sin y − 3)+ (xy)2 ,

o) f : z = πx
√
x2 − y2 , p) f : z = xy

√
9− x2 − y2 ,

q) f : z =
x+y

2x−3y , r) f : z =
x2
−2y

y2−2x ,

s) f : z =
√

3x − y , t) f : z = x +
√

1− y ,

u) f : z = ln(y2
− 4x + 8) , v) f : z = arcsin(x − y) ,

w) f : z =
√

4− x2 +
√
y2 − 1 , x) f : z =

√
(9− x2 − y2)(x2 + y2 − 4) .

2. Určete a nakreslete definičnı́ obor funkce dvou proměnných:

a) f : z = ln(x + y) , b) f : z =
√

1− x2 +
√

1− y2 ,

c) f : z = ln[x ln(y − x)] , d) f : z =
√
x sin y ,

e) f : z =

√
1− x2

a2 −
y2

b2 , a, b > 0, f) f : z =

√
4x−y2

ln(1−x2−y2)
,

g) f : z = tg π(x − y) , h) f : z =
√
xy ,

i) f : z =

√
9−x2−y2

x2+y2−4 , j) f : z =
√

x
y
.

3. Vypočtěte f (1, 1/2) pro následujı́cı́ funkce:

a) f (x, y) =
√
x2y + y + 1, b) f (x, y) = y2

−|x|

x2−|y|
, c) f (x, y) = arcsin(x + y).

4. Je dána funkce f (x, y, z) =
√

9− x2 +
√

4− y2 +
√

9− z2. Vypočtěte:

a) f (0, 0, 0), b) f (1, 2, 3), c) f (1, 3, 2), d) f (3, 2,−3), e) f (2, 3, 1),
f) f (3, 1, 2), g) f (3, 2, 1).

5. Je dána funkce f (x, y, z) = xyz +
xy

z
. Vypočtěte: f (y, x, z), f (−x,−y,−z), f (1, 1, t),

f
(
1, y

x
, x
y

)
, kde x 6= 0, y 6= 0.

6. Dokažte, že f (tx, ty) = t3 f (x, y), t = 0, pro f (x, y) = 3x2y −
√
x6 − y6.

7. Dokažte následujı́cı́ vztahy:

a) F(x, y) = −F
( 1
x
, 1
y

)
, jestliže F(x, y) = x2

−y2

x2+y2 , x 6= 0, y 6= 0,

b) F(xy, z) = F(x, z)+ F(y, z), jestliže F(x, y) = ln x · ln y, x > 0, y > 0, z > 0.
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8. Určete funkci f (u, v), jestliže:

a) f (x + y, x − y) = x2
− 2xy − y2, b) f

(
x − y, x

y

)
= x3

− y3, y 6= 0.

9. Znázorněte vrstevnice vzniklé průnikem rovin z = c, c = 0, 1, 2, 3, 4, 5, s plochami:

a) f : z = 5− x2
− y2, b) f : z =

√
25− x2 − y2,

c) f : z = 5−
√
x2 + y2, d) f : z = x2

− y2.

10. Určete rovnice vrstevnic daných ploch:

a) z = (x + y)2, b) z = xy, c) z =
√
x · y, d) z = y

x
,

e) z = 1
x2+y2 , f) z = y(x2

+ 1), g) z =
√

1− x2

4 − y
2.

11. Určete limity funkce:

a) lim
(x,y)→(1,0)

ln(x+ey )√
x2+y2

, b) lim
(x,y)→(−4,−1)

(x−y)2−9
x2+y2 , c) lim

(x,y)→(0,2)

exy−1
x
,

d) lim
(x,y)→(0,0)

3x2

y2−5x+3y , e) lim
(x,y)→(0,0)

x2
+y2

√
x2+y2+1−1

, f) lim
(x,y)→(0,0)

x2
+y2

x2−y2 ,

g) lim
(x,y)→(0,0)

x−y

x+y
, h) lim

(x,y)→(0,0)

(
x2
−y2

x2+y2

)2
, i) lim

(x,y)→(0,0)

x2
+y2

x+y
,

j) lim
(x,y)→(1,1)

x2y

x4+y2 , k) lim
(x,y)→(0,0)

1
x4+y4 e

−
1

x2+y2 , l) lim
(x,y)→(1,1)

x−y

x+y
,

m) lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2+y2

, n) lim
(x,y)→(1,−1)

xy+x−y−1
(x−1)2+(y+1)2 , o) lim

(x,y)→(1,1)

x2
+y2

x+y
.

Nápověda: V d) zkuste body (x, kx) a rozlište k = 5/3 a k 6= 5/3.
V i) zkuste body (x, kx), (t + t2,−t + t2), (t + t3,−t + t3).

12. Určete body nespojitosti funkce:

a) f : z =

{
x2y2

x2+y2 pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0),
b) f : z =

{
x+y

x−y
pro x 6= y,

0 pro x = y.

13. Ověřte, že definičnı́ obory následujı́cı́ch funkcı́ jsou otevřené, a nakreslete je. Určete jejich
hranice a posud’te, zda je možné dodefinovat funkce v některých hraničnı́ch bodech definičnı́ho
oboru tak, aby zde byly spojité.

a) f : z = 1√
x2+y2

, b) f : z =
x+y

x−y
, c) f : z = 1

4−x2−y2 ,

d) f : z = sin 1
|x|−|y|

, e) f : z = sin 1
x+y

, f) f : z = ln |8− x2
+ 4y|,

g) f : z =
x2
+y2
−1√

(x2+y2−1)2
, h) f : z = 1

sin x sin y , i) f : z = ln(4− x2
− y2).
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Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a) D(f ) = {x 6= 0 ∧ y 6= 1}, b) D(f ) = {y 6= ±x},

c) D(f ) = {x2
+ y2

6= 25}, d) D(f ) = {x = 0 ∧ y > 0},
e) D(f ) = {x > 0 ∧−x < y < x},

f) D(f ) = {(|x| 5 1 ∧ |y| 5 1) ∨ (|x| = 1 ∧ |y| = 1)},
g) D(f ) = {y 6= −x + k, k ∈ Z}, h) D(f ) = {−x − 1 5 y 5 −x + 1},
i) D(f ) = {y > x}, j) D(f ) = {1 5 x2

+ y2 < 2},
k) D(f ) = {(x > 0 ∧ y > 0) ∨ (x < 0 ∧ y < 0)},
l) D(f ) = {−y2 5 x 5 y2

∧ 0 < y 5 2},
m) D(f ) = {x > 0 ∧ y > 0 ∧ xy = 1}, n) D(f ) = ∅,

o) D(f ) = {|x| = |y|}, p) D(f ) = {x2
+ y2 5 9},

q) D(f ) = {y 6= 2
3 x}, r) D(f ) = {y2

6= 2x},
s) D(f ) = {y 5 3x}, t) D(f ) = {y 5 1},
u) D(f ) = {y2 > 4(x − 2)}, v) D(f ) = {−1 5 x − y 5 1},
w) D(f ) = {|x| 5 2 ∧ |y| = 1}, x) D(f ) = {4 5 x2

+ y2 5 9}.

2. a) D(f ) = {x + y > 0}, b) D(f ) = {|x| 5 1 ∧ |y| 5 1},
c) D(f ) = {(x > 0 ∧ y > x + 1) ∨ (x < 0 ∧ x < y < x + 1)},
d) D(f ) =

{(
x = 0 ∧ 2kπ 5 y 5 (2k + 1)π

)
∨

∨
(
x 5 0 ∧ (2k + 1)π 5 y 5 (2k + 2)π

)
, k ∈ Z

}
,

e) D(f ) =
{
x2

a2 +
y2

b2 5 1
}
,

f) D(f ) = {y2 5 4x ∧ x2
+ y2 < 1 ∧ x2

+ y2
6= 0},

g) D(f ) = {y 6= x − k − 1/2, k ∈ Z},
h) D(f ) = {(x = 0 ∧ y = 0) ∨ (x 5 0 ∧ y 5 0)},
i) D(f ) = {4 < x2

+ y2 5 9},
j) D(f ) = {(x = 0 ∧ y > 0) ∨ (x 5 0 ∧ y < 0)}.

3. a)
√

2, b) − 3
2 , c) nenı́ definována.

4. a) 8, b)
√

8, c) nedefinovaná, d) 0, e) nedefinovaná, f)
√

3+
√

5, g)
√

8.

5. xyz+ xy

z
, −f (x, y, z), t + 1

t
, 1+ y2

x2 .

8. a) f (u, v) = uv + 1
2(v

2
− u2), b) f (u, v) = u3(v3

−1)
(v−1)3 , v 6= 1.

10. a) z = c, c > 0 — dvojice přı́mek x + y = ±
√
c,

c = 0 — přı́mka x + y = 0,
b) z = c, c 6= 0 — hyperbola o rovnici y = c

x
,

c = 0 — dvojice přı́mek x = 0, y = 0,
c) z = c, c > 0 — hyperbola o rovnici y = c2

x
,

c = 0 — dvojice přı́mek x = 0, y = 0,
d) z = c, c ∈ R — přı́mka o rovnici y = cx s vyjmutým počátkem,
e) z = c, c > 0 — kružnice o rovnici x2

+ y2
=

1
c
,

f) z = c, c ∈ R — graf funkce y = c

x2+1 ,

g) z = c, 0 5 c < 1 — elipsa o rovnici x
2

4 + y
2
= 1− c,

c = 1 — počátek.
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11. a) ln 2, b) 0, c) 2, d) neex., e) 2,
f) neex. g) neex., h) neex., i) neex., j) 1/2,
k) 0, l) 0, m) 0, n) neex., o) 1.

12. a) neex., b) {(x, y) ∈ R : x = y}.

13. Žádnou funkci nelze spojitě dodefinovat v některém hraničnı́m bodě definičnı́ho oboru.
a) ∂D(f ) = {(0, 0)}, b) ∂D(f ) = {x = y}, c) ∂D(f ) = {x2

+ y2
= 4},

d) ∂D(f ) = {|x| = |y|}, e) ∂D(f ) = {y = −x}, f) ∂D(f ) = {x2
= 4y + 8},

g) ∂D(f ) = {x2
+ y2

= 1},
h) ∂D(f ) = {x = kπ ∨ y = kπ, k ∈ Z}, i) ∂D(f ) = {x2

+ y2
= 4}.
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x

y

O

y = x

1 i)

x

y

O 1
√

2

1 j)

x

y

O

1 k)

x

y

O

x = y2x = −y2 2

4−4 4

1 l)

x

y

O

y = 1/x

1 m)

x

y
y = x

y = −x

1 o)

x

y

O 3

1 p)

x

y

O

y = 2
3 x

1 q)

x

y

O

x = 1
2 y

2

1 r)



32 Reálné funkce vı́ce reálných proměnných
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Kapitola 2

Parciálnı́ derivace a derivace ve směru

Průvodce studiemS

J

VZ

Při studiu funkcı́ jedné proměnné hrál klı́čovou roli pojem derivace. Připomeňme
si, jak byla definovaná a jaký měla geometrický význam. Derivace reálné funkce f
jedné reálné proměnné v bodě x0 je limita (pokud existuje)

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
.

Geometricky je čı́slo f ′(x0) směrnicı́ tečny ke grafu funkce f v bodě T =
(
x0, f (x0)

)
— viz obr. 2.1, kde f ′(x0) = tgϕt .

x

y

f (x0)

f (x)

x0 xO

y = f (x)

T

P

x − x0

f (x)− f (x0)

t

s

ϕtϕs

Obr. 2.1: Derivace funkce jedné proměnné

U funkcı́ dvou a vı́ce proměnných můžeme vyšetřovat obdobný podı́l přı́růstků,
ale k uvažovanému bodu se lze blı́žit z nekonečně mnoha směrů. Nejprve budeme
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vyšetřovat přı́pad, kdy se budeme přibližovat po rovnoběžce s některou souřadni-
covou osou (odpovı́dajı́cı́ nezávisle proměnné). Takové derivace nazveme parci-
álnı́. Pokud se do daného bodu blı́žı́me ze směru libovolného vektoru u, mluvı́me
o derivaci ve směru vektoru u neboli směrové derivaci.

Cı́le
ó

Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni:

• vypočı́tat parciálnı́ derivace prvnı́ho i vyššı́ch řádů,
• zodpovědět, za jakých podmı́nek jsou smı́šené parciálnı́ derivace zaměnitelné,
• vysvětlit geometrický význam parciálnı́ch derivacı́,
• vypočı́tat směrové derivace a uvést jejich vztah k derivacı́m parciálnı́m.

2.1 Parciálnı́ derivace prvnı́ho řádu

Uvažujme funkci z = f (x, y) s definičnı́m oboremD(f ) a bod (x0, y0) ∈ D(f ). Předpo-
kládejme, že body tvaru (x, y0) pro x blı́zké x0 ležı́ v definičnı́m oboru D(f ). Vlastně to
znamená, že vD(f )má ležet malá úsečka se středem v bodě (x0, y0), která je rovnoběžná
s osou x. Tato podmı́nka bude určitě splněna, jestliže (x0, y0) je vnitřnı́ bod množinyD(f ).

Uvažujeme-li f (x, y) pouze na této úsečce, dostaneme funkci ϕ(x) = f (x, y0) jen
jedné proměnné x. Derivace této pomocné funkce nás zajı́má. Derivujeme jen podle
proměnné x a na druhou proměnnou (resp. zbývajı́cı́ proměnné u funkcı́ třı́ a vı́ce pro-
měnných) se dı́váme jako na konstantu. Odtud také pocházı́ název parciálnı́ derivace —
při částečném derivovánı́ nás zajı́má jen jedna proměnná.

Z hlediska aplikacı́ jsou podstatné pouze vlastnı́ derivace, nevlastnı́ derivace uvažovat
nebudeme. V dalšı́m textu proto slovem derivace budeme vždy rozumět vlastnı́ derivaci.

Definice 2.1. Necht’ funkce f : z = f (x, y) je definovaná v bodě (x0, y0). Položme
ϕ(x) = f (x, y0). Má-li funkce ϕ derivaci v bodě x0, nazýváme tuto derivaci parciálnı́
derivacı́ funkce f podle proměnné x v bodě (x0, y0) a označujeme fx(x0, y0), event.
∂f
∂x
(x0, y0) nebo f ′x(x0, y0).

To znamená, že

fx(x0, y0) = lim
x→x0

ϕ(x)− ϕ(x0)

x − x0
= lim

x→x0

f (x, y0)− f (x0, y0)

x − x0
.

Podobně, má-li funkce ψ(y) = f (x0, y) derivaci v bodě y0, nazýváme tuto derivaci
parciálnı́ derivacı́ funkce f podle proměnné y v bodě (x0, y0) a označujeme fy(x0, y0),
event. ∂f

∂y
(x0, y0) nebo f ′y(x0, y0).
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Poznámka 2.2.
i) Z definice parciálnı́ derivace plyne, že při jejı́m výpočtu postupujeme tak, že všechny

proměnné kromě té, podle nı́ž derivujeme, považujeme za konstanty.
ii) Má-li funkce z = f (x, y) parciálnı́ derivace ve všech bodech množiny B ⊂ D(f ),

jsou tyto derivace funkcemi proměnných x, y. Tyto funkce označujeme fx(x, y),
fy(x, y), popř. ∂f

∂x
(x, y), ∂f

∂y
(x, y), f ′x(x, y), f

′
y(x, y), zx , zy , z′x , z′y , ∂z

∂x
, ∂z
∂y

.

Pro zájemce:
Zcela analogicky se definujı́ parciálnı́ derivace funkce třı́ a vı́ce proměnných. Je-li např. f : u =
= f (x, y, z) funkce třı́ proměnných a bod (x0, y0, z0) ∈ D(f ) ⊂ R

3, definujeme např. parciálnı́
derivace podle y takto:

∂f

∂y
(x0, y0, z0) = lim

y→y0

f (x0, y, z0)− f (x0, y0, z0)

y − y0
.

Obecně je-li f : z = f (x1, . . . , xn) funkce n proměnných, (x∗1 , . . . , x
∗

n) ∈ D(f ) ⊂ Rn

a i ∈ {1, . . . , n}, definujeme parciálnı́ derivaci podle xi takto:

∂f

∂xi
(x∗1 , . . . , x

∗

n) = lim
xi→x

∗
i

f (x∗1 , . . . , xi, . . . , x
∗

n)− f (x
∗

1 , . . . , x
∗

i , . . . , x
∗

n)

xi − x
∗
i

.

Tedy všechny proměnné kromě xi považujeme za konstanty.
Zavedeme-li pomocnou funkci jedné proměnné ϕ(xi) = f (x∗1 , . . . , xi, . . . , x

∗

n), zřejmě platı́,
že ∂f

∂xi
(x∗1 , . . . , x

∗

n) = ϕ
′(x∗i ). Parciálnı́ derivace je tudı́ž definovaná jako obyčejná derivace jisté

funkce jedné proměnné.

Protože parciálnı́ derivace je definována jako „obyčejná“ derivace funkce jedné pro-
měnné podle přı́slušné proměnné, platı́ pro počı́tánı́ parciálnı́ch derivacı́ obvyklá pravidla
pro derivovánı́. To je podstatné z hlediska praktického derivovánı́ — nemusı́me se učit
žádné nové vzorce pro parciálnı́ derivaci součtu, rozdı́lu, součinu, podı́lu apod.

+

Přı́klad 2.3. Vypočtěte prvnı́ parciálnı́ derivace následujı́cı́ch funkcı́:
a) f : z = x2

+ xy − 3xy3, b) g : z = x
y
, c) h : z = arctg x

y
,

d) k : z = (x2
+ y2) exy

3
, e) l : z = xy, f) m : z = x ln(x2

− y2),

g) n : z =
√
x + sin xy, h) p : z =

x−y
x+y

, i) q : u = (2x − 3y + 5z2)
3
.

Řešenı́.
a) Při derivaci podle x se sebesložitějšı́ výraz obsahujı́cı́ pouze y (a přı́padně dalšı́ pro-

měnné) chová jako konstanta. Použijeme vzorec pro derivaci mocniny, součtu a rozdı́lu.
Vyjde:

∂f

∂x
= 2x + 1 · y − 3 · 1 · y3

= 2x + y − 3y3, (x, y) ∈ R2.

Podobně při derivovánı́ podle y se sebesložitějšı́ výraz obsahujı́cı́ pouze x chová jako
konstanta.

∂f

∂y
= 0+ x · 1− 3x · 3y2

= x − 9xy2, (x, y) ∈ R2.
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b) Při derivaci podle x se člen 1
y

, představujı́cı́ konstantu, vytkne. Tedy

∂g

∂x
=

1
y
· 1 =

1
y
, (x, y) ∈ R2, y 6= 0.

Při derivaci podle y se vytkne konstanta x. Přitom 1
y
= y−1.

∂g

∂y
= x · (−1)y−2

= −
x

y2 , (x, y) ∈ R2, y 6= 0.

c) Funkce je složená, při derivaci vnitřnı́ složky využijeme výsledek b).

∂h

∂x
=

1

1+
(
x
y

)2 ·
∂

∂x

(x
y

)
=

y2

x2 + y2 ·
1
y
=

y

x2 + y2 , y 6= 0.

Podobně

∂h

∂y
=

1

1+
(
x
y

)2 ·
∂

∂y

(x
y

)
=

y2

x2 + y2 ·
(
−
x

y2

)
= −

x

x2 + y2 , y 6= 0.

d) Funkce má tvar součinu, druhý činitel je navı́c složená funkce.

∂k

∂x
= 2xexy

3
+ (x2

+ y2) exy
3 ∂

∂x
(xy3) = 2xexy

3
+ (x2

+ y2) exy
3
y3
=

= (2x + x2y3
+ y5) exy

3
, (x, y) ∈ R2.

Podobně

∂k

∂y
= 2yexy

3
+ (x2

+ y2) exy
3 ∂

∂y
(xy3) = 2yexy

3
+ (x2

+ y2) exy
3
3xy2

=

= (2y + 3x3y2
+ 3xy4) exy

3
, (x, y) ∈ R2.

e) Při derivovánı́ podle x je třeba si uvědomit, že v exponentu je konstanta, a tudı́ž je
nutné použı́t vzorec pro derivaci obecné mocniny ((xs)′ = sxs−1).

∂l

∂x
= yxy−1, x > 0, y ∈ R.

Při derivovánı́ podle y je třeba si uvědomit, že proměnná je jen v exponentu, a tudı́ž je
nutné použı́t vzorec pro derivaci exponenciálnı́ funkce s obecným základem ((ax)′ =
= ax ln a).

∂l

∂y
= xy ln x, x > 0, y ∈ R.
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f) Funkce má tvar součinu, druhý činitel je navı́c složená funkce.

∂m

∂x
= 1 · ln(x2

− y2)+ x
1

x2 − y2 ·
∂

∂x
(x2
− y2) = ln(x2

− y2)+
x

x2 − y2 2x =

= ln(x2
− y2)+

2x2

x2 − y2 , x2
− y2 > 0.

Při derivovánı́ podle y je ovšem prvnı́ činitel konstantnı́, takže jej lze vytknout.

∂m

∂y
= x

1
x2 − y2 ·

∂

∂y
(x2
− y2) =

x

x2 − y2 (−2y) =
−2xy
x2 − y2 , x2

− y2 > 0.

g) Jde o složenou funkci, vnitřnı́ složka má tvar součtu a druhý sčı́tanec je opět složená
funkce.

∂n

∂x
=

1
2
(x + sin xy)−1/2 ∂

∂x
(x + sin xy) =

1
2
√
x + sin xy

·

(
1+ cos xy ·

∂

∂x
(xy)

)
=

=
1+ y cos xy

2
√
x + sin xy

, (x, y) ∈ R2, x + sin xy > 0.

Podobně

∂n

∂y
=

1
2
(x + sin xy)−1/2 ∂

∂y
(x + sin xy) =

1
2
√
x + sin xy

·

(
0+ cos xy ·

∂

∂y
(xy)

)
=

=
x cos xy

2
√
x + sin xy

, (x, y) ∈ R2, x + sin xy > 0.

Všimněte si, že zatı́mco funkce n(x, y) je definovaná pro x + sin xy = 0, jejı́ parciálnı́
derivace existujı́ jen pro x + sin xy > 0.

h) Funkce má tvar zlomku, takže použijeme pravidlo pro derivovánı́ podı́lu.

∂p

∂x
=

1 · (x + y)− (x − y) · 1
(x + y)2

=
2y

(x + y)2
, (x, y) ∈ R2, x 6= −y,

∂p

∂y
=
−1 · (x + y)− (x − y) · 1

(x + y)2
=
−2x

(x + y)2
, (x, y) ∈ R2, x 6= −y.

i) Jde o funkci třı́ proměnných, která je složená. Vnitřnı́ složka je mnohočlenem.

∂q

∂x
= 3(2x − 3y + 5z2)

2
·
∂

∂x
(2x − 3y + 5z2) = 6(2x − 3y + 5z2)

2
,

∂q

∂y
= 3(2x − 3y + 5z2)

2
·
∂

∂y
(2x − 3y + 5z2) = −9(2x − 3y + 5z2)

2
,

∂q

∂z
= 3(2x − 3y + 5z2)

2
·
∂

∂z
(2x − 3y + 5z2) = 30z(2x − 3y + 5z2)

2
.

Ve všech přı́padech je (x, y, z) ∈ R3. N
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+

Přı́klad 2.4. Necht’8 je diferencovatelná funkce jedné proměnné definovaná na R. Do-
kažte, že pak funkce dvou proměnných f (x, y) = 8(xy) vyhovuje rovnici

x
∂f

∂x
(x, y)− y

∂f

∂y
(x, y) = 0, (x, y) ∈ R2.

Řešenı́. Vypočteme potřebné parciálnı́ derivace. Přitom použijeme vzorec pro derivovánı́
složené funkce jedné proměnné. Dostaneme

∂f

∂x
= 8′(xy)y,

∂f

∂y
= 8′(xy)x,

takže
x
∂f

∂x
− y

∂f

∂y
= x8′(xy)y − y8′(xy)x = 0.

N

x

y

z

α

(x0, y0, 0)

O
T

z = f (x, y)

γ

t

ρ

Obr. 2.2: Geometrický význam
derivace

Podı́váme se nynı́ podrobněji na geomet-
rický význam prvnı́ch parciálnı́ch derivacı́.

Uvažujme funkci f : z = f (x, y),
(x, y) ∈ D(f ) ⊂ R2 s grafem G. Necht’ ρ
je rovina o rovnici y = y0. Pak průnikem
G ∩ ρ je (v rozumném přı́padě, např. když
je funkce f spojitá) křivka γ , která je gra-
fem funkce ϕ(x) = f (x, y0). Parciálnı́ deri-
vace fx(x0, y0) pak udává směrnici tečny t
k této křivce v bodě

(
x0, y0, f (x0, y0)

)
—

viz obr. 2.2. Připomeňme, že tato směrnice je
rovna tgα.

Podobně derivace fy(x0, y0) udává směr-
nici tečny ke křivce, která je grafem funkce
ψ(y) = f (x0, y) a jež vznikne jako průnik
grafu G a roviny o rovnici x = x0, v bodě(
x0, y0, f (x0, y0)

)
.

U funkcı́ jedné proměnné platilo, že jestliže má funkce v nějakém bodě derivaci, je
v tomto bodě také spojitá. Obdobná věta u funkcı́ vı́ce proměnných neplatı́, jak ukazuje
následujı́cı́ přı́klad.

+

Přı́klad 2.5. Vypočtěte parciálnı́ derivace v bodě (0, 0) funkce f dané vztahem

f (x, y) =

{
1 pro x = 0 nebo y = 0,
0 jinak.

Rozhodněte, zda je v tomto bodě funkce f spojitá.
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Řešenı́. Platı́ ϕ(x) = f (x, 0) = 1 a ψ(y) = f (0, y) = 1. Obě pomocné funkce jsou tedy
konstantnı́ a majı́ derivaci rovnu nule v každém bodě. Proto

fx(0, 0) = ϕ′(0) = 0, fy(0, 0) = ψ ′(0) = 0,

takže f má v počátku obě prvnı́ parciálnı́ derivace. Přitom je zde f zřejmě nespojitá —
jejı́ graf dostaneme tak, že hodnoty konstantnı́ funkce identicky rovné nule, které ležı́
na křı́ži určeném osami x a y, „vytrhneme“ a zvedneme o jedničku. Např. po bodech
(x, 0) dostaneme lim

x→0
f (x, 0) = 1, ale po bodech (x, x) vyjde lim

x→0
f (x, x) = 0, proto

lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) neexistuje. N

U funkcı́ jedné proměnné měla velký význam (zejména v řadě důkazů) tzv. Lagran-
geova věta o střednı́ hodnotě — viz [11, str. 232]. Obdobný výsledek, známý pod stejným
jménem, platı́ i pro funkce dvou proměnných.

Věta 2.6 (Lagrange). Předpokládejme, že funkce f : z = f (x, y)má parciálnı́ derivace
fx a fy v libovolném bodě množiny M , kde M ⊂ R2 je obdélnı́k, jehož strany jsou
rovnoběžné se souřadnicovými osami. Necht’ (x0, y0), (x1, y1) ∈ M . Pak existujı́ čı́sla
ξ, η ∈ R, ξ ležı́cı́ mezi x0 a x1 a η ležı́cı́ mezi y0 a y1, taková, že

f (x1, y1)− f (x0, y0) = fx(ξ, y0)(x1 − x0)+ fy(x1, η)(y1 − y0).

Důkaz. Platı́:

f (x1, y1)− f (x0, y0) = f (x1, y0)− f (x0, y0)+ f (x1, y1)− f (x1, y0) =

= fx(ξ, y0)(x1 − x0)+ fy(x1, η)(y1 − y0).

Přitom v poslednı́m kroku jsme použili dvakrát Lagrangeovu větu pro funkci jedné pro-
měnné — nejprve na funkci jedné proměnné ϕ(x) = f (x, y0) na intervalu s koncovými
body x0 a x1 a pak na funkci jedné proměnné ψ(y) = f (x1, y) na intervalu s koncovými
body y0 a y1.

Pomocı́ Lagrangeovy věty dokážeme následujı́cı́ jednoduchý, ale užitečný výsledek.

Věta 2.7. Má-li funkce f : z = f (x, y) ohraničené parciálnı́ derivace na otevřené
množině K ⊂ R2, je f na K spojitá.

Důkaz. Podle předpokladů existuje L > 0 tak, že |fx(x, y)| 5 L, |fy(x, y)| 5 L pro
(x, y) ∈ K . Necht’(x0, y0) ∈ K . Protože K je otevřená, existuje dostatečně malý obdél-
nı́k M ⊂ K majı́cı́ strany rovnoběžné se souřadnicovými osami a střed v bodě (x0, y0).
Necht’(x, y) ∈ M . Podle Lagrangeovy věty 2.6 existujı́ ξ mezi x0 a x a η mezi y0 a y tak,
že

f (x, y)− f (x0, y0) = fx(ξ, y0)(x − x0)+ fy(x, η)(y − y0).
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Pomocı́ Cauchyovy1-Bunjakovského2 nerovnosti (prox, y ∈ R2 platı́ |〈x, y〉| 5 ‖x‖·‖y‖)
dostaneme:

|f (x, y)− f (x0, y0)| 5
√
f 2
x (ξ, y0)+ f

2
y (x, η) ·

√
(x − x0)2 + (y − y0)2 5

5 L
√

2 ‖(x, y)− (x0, y0)‖.

Bud’ ε > 0 libovolné čı́slo. Položme δ = ε/(L
√

2). Pak z předchozı́ nerovnosti plyne,
že pro (x, y) takové, že ‖(x, y) − (x0, y0)‖ < δ (pro malá ε bude (x, y) ∈ M), platı́, že
|f (x, y)− f (x0, y0)| < ε. To znamená, že lim

(x,y)→(x0,y0)
f (x, y) = f (x0, y0), a tedy f je

spojitá v (x0, y0).

Důsledek 2.8. Má-li funkce f : z = f (x, y) parciálnı́ derivace v okolı́ bodu (x0, y0),
které jsou v tomto bodě spojité, existuje okolı́ O(x0, y0), na němž je f spojitá.

Důkaz. Ze spojitosti parciálnı́ch derivacı́ v bodě (x0, y0) vyplývá, že existuje okolı́
O(x0, y0), na němž jsou parciálnı́ derivace ohraničené. Tvrzenı́ nynı́ plyne z předchozı́
věty.

Poznámka 2.9. Uvědomte si, že věta 2.7 nenı́ v rozporu s přı́kladem 2.5. Pomocná
funkce ϕ(x) = f (x, y0), y0 6= 0, nemá derivaci v x = 0, protože je zde nespojitá, tj.
fx(0, y0) = ϕ′(0) neexistuje. Analogicky je tomu s fy(x0, 0), x0 6= 0. Na ose y tudı́ž
neexistuje fx s výjimkou počátku a na ose x neexistuje fy s výjimkou počátku. V bodech,
kde parciálnı́ derivace fx resp. fy existuje, je samozřejmě nulová, tj. ohraničená. Avšak
nejsme schopni nalézt okolı́ počátku (tedy otevřenou množinu), v němž existuje v každém
bodě jak fx tak fy . Předpoklady věty tedy nejsou splněny.

Pro zájemce:
Langrangeova věta se snadno zobecnı́ pro funkce n-proměnných. Má-li funkce f : z = f (x)

n proměnných derivace na n-rozměrném kvádru M = 〈a1, b2〉 × · · · × 〈an, bn〉, ai < bi , i =
= 1, . . . , n, a x, y ∈ M , x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), existujı́ čı́sla ξ1, . . . , ξn, ξi mezi xi
a yi , taková, že

f (y)− f (x) = fx1(z1)(y1 − x1)+ · · · + fxn(zn)(yn − xn),

kde zi = (y1, . . . , yi−1, ξi, xi+1, . . . , xn), i = 1, . . . , n. (Body zi jsou vnitřnı́ body hran n-rozměr-
ného kvádru, tedy úseček, jejichž koncové body majı́ souřadnice (y1, . . . , yi−1, xi, xi+1, . . . , xn)

a (y1, . . . , yi−1, yi, xi+1, . . . , xn).)
Rovněž věta 2.7 a důsledek 2.8 zůstávajı́ v platnosti.

1Augustin Louis Cauchy (1789–1857) (čti koši) — vynikajı́cı́ francouzský matematik. Napsal přes 700
pracı́. Položil základy soudobé matematiky, předevšı́m analýzy.

2Viktor Jakovlevič Bunjakovskij (1804–1889) — ruský matematik. Zabýval se pravděpodobnostı́
a teoriı́ čı́sel.
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2.2 Parciálnı́ derivace vyššı́ch řádů
Jak již bylo řečeno v poznámce 2.2 ii), pokud má funkce z = f (x, y) parciálnı́ derivaci
např. podle x v bodech množiny B ⊂ D(f ), dostáváme na B novou funkci fx(x, y).
Jejı́ definičnı́ obor je D(fx) = B. Obecně je B 6= D(f ) — srovnejte přı́klad 2.3 g).
Tato nová funkce fx může mı́t v některém bodě opět parciálnı́ derivaci podle proměnné x
nebo y, kterou nazýváme druhou parciálnı́ derivacı́ funkce f . Podle toho, v jakém pořadı́
derivovánı́ provádı́me, dostáváme celkem čtyři takové derivace:

∂

∂x

(∂f
∂x

)
=
∂2f

∂x2 = fxx = f
′′

xx druhá parciálnı́ derivace f podle x,

∂

∂y

(∂f
∂y

)
=
∂2f

∂y2 = fyy = f
′′

yy druhá parciálnı́ derivace f podle y,

∂

∂y

(∂f
∂x

)
=
∂2f

∂x∂y
= fxy = f

′′

xy druhá parciálnı́ derivace f podle x a y,

∂

∂x

(∂f
∂y

)
=
∂2f

∂y∂x
= fyx = f

′′

yx druhá parciálnı́ derivace f podle y a x.

Pro stručnost jsme vynechali, ve kterém bodě se druhá derivace počı́tá (např. fxx(x0, y0)

apod.).
Druhá parciálnı́ derivace konkrétnı́ funkce v konkrétnı́m bodě je tedy čı́slo. Pokud

tato druhá derivace existuje v každém bodě nějaké množiny, dostáváme na této množině
novou funkci. Ta může mı́t v konkrétnı́m bodě opět derivaci, které řı́káme třetı́ parciálnı́
derivace. Podle pořadı́ derivovánı́ existuje celkem osm možnostı́:

∂3f

∂x3 = fxxx = f
′′′

xxx,
∂3f

∂x∂y2 = fxyy = f
′′′

xyy,
∂3f

∂x2∂y
= fxxy = f

′′′

xxy,

∂3f

∂y∂x∂y
= fyxy = f

′′′

yxy,
∂3f

∂x∂y∂x
= fxyx = f

′′′

xyx,
∂3f

∂y2∂x
= fyyx = f

′′′

yyx,

∂3f

∂y∂x2 = fyxx = f
′′′

yxx,
∂3f

∂y3 = fyyy = f
′′′

yyy .

Čteme např.

fxxy třetı́ parciálnı́ derivace dvakrát podle x a jednou podle y,
fxyx třetı́ parciálnı́ derivace podle x, y a x atd.

Obdobně definujeme vyššı́ parciálnı́ derivace libovolného řádu. Např. n-tá parciálnı́
derivace, kdy derivujeme postupně k1-krát podle x, k2-krát podle y, atd. až kr -krát podle y,
bude označena

∂nf

∂xk1∂yk2∂xk3 · · · ∂ykr
, kde n ∈ N, r ∈ N, k1, . . . kr ∈ N a k1 + · · · + kr = n.

Stručnějšı́ symbolika typu fxyyx se použı́vá nejvýše do řádu čtyři. Počet různých n-tých
parciálnı́ch derivacı́ je, jak se snadno zvážı́, 2n.

Mı́sto n-tá parciálnı́ derivace se také řı́ká parciálnı́ derivace n-tého řádu.
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Pro zájemce:
Stejným způsobem se postupuje u funkcı́ třı́ a vı́ce proměnných. Např. je-li f (x, y, z) funkce třı́
proměnných, jsou některé z pátých derivacı́ (celkem je jich 35

= 243)

∂5f

∂x∂y2∂z∂y
,

∂5f

∂x3∂y2
,

∂5f

∂z∂y∂z∂x∂y
,

∂5f

∂z2∂y2∂x
,

∂5f

∂z5
.

Necht’f (x1, . . . , xn), kde n ∈ N, n = 2, je funkce n proměnných, r ∈ N, k1, . . . , kr ∈ N,
k = k1+· · ·+ kr a i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , n}, přičemž ij 6= ij+1, j = 1, . . . , r− 1 (tj. v posloupnosti
i1, . . . , ir přirozených čı́sel od jedné do n, která se mohou opakovat, jsou sousednı́ členy různé).
Pak symbol

∂kf

∂x
k1
i1
∂x

k2
i2
· · · ∂x

kr
ir

značı́ k-tou parciálnı́ derivaci funkce f , kde postupně derivujeme k1-krát podle proměnné xi1 ,
k2-krát podle proměnné xi2 atd. až kr -krát podle proměnné xir . Celkový počet k-tých parciálnı́ch
derivacı́ funkce n proměnných je nk.

+

Přı́klad 2.10. Vypočtěte druhé parciálnı́ derivace následujı́cı́ch funkcı́:
a) f : z = x2

+ xy − 3xy3, b) g : z = arctg x
y
, c) h : z = xy .

Řešenı́. Použijeme výsledků přı́kladu 2.3.
a) Podle přı́kladu 2.3 a) je

∂f

∂x
= 2x + y − 3y3,

∂f

∂y
= x − 9xy2.

Tedy

∂2f

∂x2 =
∂

∂x
(2x + y − 3y3) = 2,

∂2f

∂y2 =
∂

∂y
(x − 9xy2) = −18xy,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂y
(2x + y − 3y3) = 1− 9y2,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂x
(x − 9xy2) = 1− 9y2.

b) Podle přı́kladu 2.3 c) je

∂g

∂x
=

y

x2 + y2 ,
∂g

∂y
= −

x

x2 + y2 .

Podle pravidla pro derivovánı́ podı́lu dostaneme:

∂2g

∂x2 =
∂

∂x

( y

x2 + y2

)
=

0 · (x2
+ y2)− y · 2x
(x2 + y2)2

=
−2xy

(x2 + y2)2
,

∂2g

∂y2 =
∂

∂y

(
−x

x2 + y2

)
=

0 · (x2
+ y2)− (−x) · 2y
(x2 + y2)2

=
2xy

(x2 + y2)2
,
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∂2g

∂x∂y
=

∂

∂y

( y

x2 + y2

)
=

1 · (x2
+ y2)− y · 2y
(x2 + y2)2

=
x2
− y2

(x2 + y2)2
,

∂2g

∂y∂x
=

∂

∂x

(
−x

x2 + y2

)
=
−1 · (x2

+ y2)− (−x) · 2x
(x2 + y2)2

=
x2
− y2

(x2 + y2)2
.

c) Podle přı́kladu 2.3 e) je

∂h

∂x
= yxy−1,

∂h

∂y
= xy ln x.

S použitı́m vzorců pro derivovánı́ obecné mocniny, exponenciály a součinu dvou funkcı́
a funkce a konstanty dostaneme:

∂2h

∂x2 =
∂

∂x
(yxy−1) = y(y − 1)xy−2,

∂2h

∂y2 =
∂

∂y
(xy ln x) = xy ln x ln x = xy ln2 x,

∂2h

∂x∂y
=

∂

∂y
(yxy−1) = 1 · xy−1

+ yxy−1 ln x · 1 = xy−1
+ yxy−1 ln x,

∂2h

∂y∂x
=

∂

∂x
(xy ln x) = yxy−1 ln x + xy ·

1
x
= yxy−1 ln x + xy−1.

Všimněte si, že při výpočtu ∂2h
∂x∂y

je xy−1 při derivovánı́ podle y složená funkce (v ex-
ponentu je y − 1), přičemž derivace vnitřnı́ složky je 1.

Definičnı́ obory druhých parciálnı́ch derivacı́ jsou v předchozı́ch přı́kladech ve všech
přı́padech stejné jako u prvnı́ch parciálnı́ch derivacı́. N

Parciálnı́ derivace druhého řádu a vyššı́ch řádů, při nichž se derivuje aspoň podle dvou
různých proměnných, se nazývajı́ smı́šené. Tedy např. fxy , fxyx , fxzy apod. Podı́váme-li
se v předchozı́m přı́kladu na smı́šené druhé parciálnı́ derivace fxy a fyx , vidı́me, že ve
všech třech přı́padech vyšly stejné. Je otázkou, nakolik je to věc náhody. Obecně neplatı́, že
fxy = fyx , ale za dosti rozumných předpokladů, které jsou v běžných přı́padech splněny,
rovnost platı́. Výsledek je popsán v následujı́cı́ch třech větách.

Věta 2.11. Necht’v nějakém okolı́ O(x0, y0) bodu (x0, y0) existujı́ smı́šené druhé parci-
álnı́ derivace fxy a fyx a jsou spojité v bodě (x0, y0). Pak platı́ fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).
(Řı́káme, že smı́šené parciálnı́ derivace jsou zaměnitelné.)

Tedy spojitost smı́šených derivacı́ fxy a fyx zaručuje jejich zaměnitelnost.

Důkaz. Z předpokladů vyplývá existence čtverceM = (x0−δ, x0+δ)× (y0−δ, y0+δ),
na němž existujı́ fx , fy , fxy a fyx . Pro 0 < h < δ položme

F(h) =
f (x0 + h, y0 + h)− f (x0 + h, y0)− f (x0, y0 + h)+ f (x0, y0)

h2
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a označme ϕ(x) = f (x, y0 + h) − f (x, y0), ψ(y) = f (x0 + h, y) − f (x0, y). Pak lze
funkci F psát ve tvaru

F(h) =
ϕ(x0 + h)− ϕ(x0)

h2 =
ψ(y0 + h)− ψ(y0)

h2 .

Podle Lagrangeovy věty pro funkci jedné proměnné existuje ϑ1 ∈ (x0, x0+ h) takové, že

ϕ(x0 + h)− ϕ(x0) = hϕ
′(ϑ1) = fx(ϑ1, y0 + h)− fx(ϑ1, y0).

Označme dále g(y) = fx(ϑ1, y). Pak opět podle Lagrangeovy věty existujeϑ2 ∈ (y0, y0+

+ h) takové, že
g(y0 + h)− g(y0) = hg

′(ϑ2) = fxy(ϑ1, ϑ2).

Pro funkci F jsme tedy dostali vyjádřenı́

F(h) = fxy(ϑ1, ϑ2), ϑ1 ∈ (x0, x0 + h), ϑ2 ∈ (y0, y0 + h).

Analogicky lze stejným postupem aplikovaným na funkci ψ zı́skat vyjádřenı́

F(h) = fyx(ϑ3, ϑ4), ϑ3 ∈ (x0, x0 + h), ϑ4 ∈ (y0, y0 + h).

Pro h → 0 platı́ (ϑ1, ϑ2) → (x0, y0) a (ϑ3, ϑ4) → (x0, y0). Ze spojitosti smı́šených
derivacı́ v bodě (x0, y0) tudı́ž dostáváme, že

lim
h→0

F(h) = fxy(x0, y0) a současně lim
h→0

F(h) = fyx(x0, y0),

což znamená, že fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).

Podı́váme-li se na smı́šené derivace v přı́kladu 2.10, vidı́me, že předpoklady předchozı́
věty jsou splněny v libovolném bodě jejich definičnı́ho oboru, takže tyto derivace jsou
zaměnitelné.

Předchozı́ věta má jednu nevýhodu. Abychom ověřili jejı́ předpoklady, musı́me spočı́-
tat fxy a fyx a zjistit, zda jsou spojité. Ale to už zároveň vidı́me, jestli jsou i stejné. Takže
použitı́ věty nenı́ moc efektivnı́. To odstraňuje následujı́cı́ silnějšı́ verze.

Věta 2.12 (Schwarz1). Necht’v nějakém okolı́ O(x0, y0) bodu (x0, y0) pro funkci f (x, y)
platı́:

1) existujı́ prvnı́ parciálnı́ derivace fx a fy ,
2) existuje smı́šená druhá parciálnı́ derivace fxy (s přı́padnou výjimkou bodu
(x0, y0)),

3) existuje lim
(x,y)→(x0,y0)

fxy(x, y) = K .

Pak obě smı́šené parciálnı́ derivace fxy(x0, y0) a fyx(x0, y0) existujı́ a platı́

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0) = K.

1Hermann Amandus Schwarz (1843–1921) (čti švarc) — významný německý matematik. Zabýval se
analýzou a jejı́mi aplikacemi v geometrii.
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Třetı́ předpoklad věty je zejména splněn, je-li funkce fxy spojitá v bodě (x0, y0). Z exis-
tence a spojitosti jedné smı́šené parciálnı́ derivace tedy už plyne existence druhé a jejich
zaměnitelnost. Tato věta je daleko užitečnějšı́.

Důkaz. Necht’M = (x0 − δ, x0 + δ) × (y0 − δ, y0 + δ), δ > 0, je čtverec, na němž
existujı́ fx , fy a fxy (fxy nemusı́ existovat v bodě (x0, y0)). Pro 0 < |h| < δ, 0 < |k| < δ

definujme pomocnou funkci

F(h, k) =
f (x0 + h, y0 + k)− f (x0 + h, y0)− f (x0, y0 + k)+ f (x0, y0)

hk
.

Z existence prvnı́ch parciálnı́ch derivacı́ na M plyne, že

lim
h→0

F(h, k) =
fx(x0, y0 + k)− fx(x0, y0)

k
pro k 6= 0, (2.1)

lim
k→0

F(h, k) =
fy(x0 + h, y0)− fy(x0, y0)

h
pro h 6= 0. (2.2)

Ukážeme, že existuje dvojná limita

lim
(h,k)→(0,0)

F(h, k) = K. (2.3)

Analogicky jako v důkazu věty 2.11 lze najı́t čı́sla ϑ1, ϑ2, kde ϑ1 ležı́ mezi nulou a h
a ϑ2 ležı́ mezi nulou a k, taková, že F(h, k) = Fxy(ϑ1, ϑ2). Tudı́ž pro (h, k)→ (0, 0) je
(ϑ1, ϑ2)→ (0, 0). Z předpokladu 3) proto plyne, že platı́ (2.3).

Nynı́ použijeme větu 1.31. Vztahy (2.1) a (2.2) řı́kajı́, že existujı́ obě vnitřnı́ limity.
Proto existujı́ obě opakované limity a jsou rovny K . Avšak

lim
k→0

lim
h→0

F(h, k) = lim
k→0

fx(x0, y0 + k)− fx(x0, y0)

k
= fxy(x0, y0),

lim
h→0

lim
k→0

F(h, k) = lim
h→0

fy(x0 + h, y0)− fy(x0, y0)

h
= fyx(x0, y0),

což dokazuje větu.

Podobné tvrzenı́ platı́ i pro vyššı́ smı́šené parciálnı́ derivace. Pro praktické účely je
postačujı́cı́ následujı́cı́ věta.

Věta 2.13. Necht’ funkce f (x, y) má na otevřené množině D spojité všechny parciálnı́
derivace řádu k, k ∈ N, k = 2. Pak hodnoty všech smı́šených parciálnı́ch derivacı́ funkce
f (x, y) až do řádu k nezávisı́ na pořadı́ derivovánı́, ale jen na tom, kolikrát se podle
které proměnné derivuje.

Důkaz. Naznačı́me si pouze princip. Nejprve se indukcı́ s využitı́m důsledku 2.8 ukáže,
že všechny parciálnı́ derivace řádu l, 1 5 l < k, jsou na D spojité. Pak se opět indukcı́
s pomocı́ věty 2.11 dokáže, že hodnoty smı́šených derivacı́ nezávisı́ na pořadı́ derivovánı́.
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Pokud je uvažovaná funkce vytvořena z elementárnı́ch funkcı́ jedné proměnné, jsou
zřejmě takové i jejı́ parciálnı́ derivace. Vzhledem k úvahám na str. 17 jsou pak spojité
na svých definičnı́ch oborech, a tudı́ž lze i předchozı́ větu účinně využı́t pro počı́tánı́
smı́šených parciálnı́ch derivacı́. Stačı́ spočı́tat např. fxxy . Derivace fxyx a fyxx (o nichž
sice nevı́me, jak vypadajı́, ale vı́me, že jsou spojité) musı́ být stejné.

+

Přı́klad 2.14. Vypočtěte všechny čtvrté parciálnı́ derivace funkce

f : z = x4
− 2x2y3

+ 3xy2
− y5.

Řešenı́. Protože jde o mnohočlen dvou proměnných, budou parciálnı́ derivace zase ob-
dobné mnohočleny, které jsou tudı́ž spojité na R2. Lze tedy použı́t předchozı́ větu. Postupně
dostaneme:

fx = 4x3
− 4xy3

+ 3y2, fy = −6x2y2
+ 6xy − 5y4,

fxx = 12x2
− 4y3, fyy = −12x2y + 6x − 20y3,

fxy = −12xy2
+ 6y = fyx,

fxxx = 24x, fyyy = −12x2
− 60y2,

fxxy = −12y2
= fxyx = fyxx, fyyx = −24xy + 6 = fyxy = fxyy,

fxxxx = 24, fxxxy = 0 = fxxyx = fxyxx = fyxxx,
fyyyy = −120y, fyyyx = −24x = fyyxy = fyxyy = fxyyy,
fxxyy = −24y = fyyxx = fxyxy = fyxyx = fxyyx = fyxxy, N

Všimněte si, že kdybychom v předchozı́m přı́kladu v derivovánı́ pokračovali, byly
by všechny parciálnı́ derivace od jistého řádu identicky nulové. To se stane v přı́padě
mnohočlenu vždy.

+
Přı́klad 2.15. Ověřte, že fxy(0, 0) 6= fyx(0, 0), je-li

f (x, y) =


x3y − xy3

x2 + y2 pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0).

Řešenı́. Nejprve určı́me smı́šenou derivaci fxy(0, 0). Pro jejı́ výpočet potřebujeme znát
fx(0, y). Vypočteme tedy prvnı́ parciálnı́ derivaci podle x.

Pro (x, y) 6= (0, 0) máme:

fx =
(3x2y − y3)(x2

+ y2)− (x3y − xy3)2x
(x2 + y2)2

=
x4y + 4x2y3

− y5

(x2 + y2)2
. (2.4)

Hodnotu fx v bodě (0, 0) musı́me spočı́tat přı́mo z definice. Protože pro x 6= 0 je
f (x, 0) = 0

x2 = 0, dostaneme

fx(0, 0) = lim
x→0

f (x, 0)− f (0, 0)
x − 0

= lim
x→0

0− 0
x
= 0. (2.5)
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Obr. 2.3: Graf funkce s nezaměnitelnými smı́šenými derivacemi v počátku

Ze vztahu (2.4) máme, že

fx(0, y) =
−y5

(y2)2
= −y pro y 6= 0.

Vzhledem ke vztahu (2.5) tedy je fx(0, y) = −y pro libovolné y, a tudı́ž fxy(0, 0) = −1.
Naprosto analogicky (lze též využı́t vztah f (x, y) = −f (y, x) ) vyjde fy(x, 0) = x

pro libovolné x, takže fyx(0, 0) = 1. Graf funkce je na obr. 2.3. N

Pro zájemce:
Analogicky jako pro funkce dvou proměnných lze dokázat, že pro funkce n proměnných, kde
n ∈ N, n = 3, platı́ obdoby vět 2.11, 2.12 a 2.13.

2.3 Směrové derivace
Na závěr této kapitoly si všimneme jistého zobecněnı́ parciálnı́ch derivacı́. Označme
V2 množinu všech volných vektorů v rovině R2. Jestliže A = (a1, a2) ∈ R2, u =

= (u1, u2) ∈ V2 a t ∈ R, pak A+ tu je bod o souřadnicı́ch (a1 + tu1, a2 + tu2).

Definice 2.16. Necht’f je funkce dvou proměnných, A = (x, y) ∈ D(f ) a u ∈ V2.
Položme ϕ(t) = f (A + tu), t ∈ R. Má-li funkce ϕ derivaci v bodě t = 0, nazýváme
tuto derivaci derivacı́ funkce f v bodě (x, y) ve směru vektoru u a značı́me ji fu(x, y)

nebo ∂f
∂u
(x, y).

Jestliže fu(x, y) existuje, znamená to, že funkce ϕ je definovaná v okolı́ nuly, a tudı́ž
že definičnı́ obor D(f ) obsahuje úsečku, která má střed v bodě A a je rovnoběžná
s vektorem u.
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Vzhledem k definici derivace funkce jedné proměnné platı́:

fu(x, y) = ϕ
′(0) = lim

t→0

ϕ(t)− ϕ(0)
t

= lim
t→0

f (A+ tu)− f (A)

t
. (2.6)

Zvolı́me-li za u jednotkový vektor ve směru osy x, tj. u = (1, 0), snadno vidı́me po-
rovnánı́m s definicı́ 2.1, že vyjde fu = fx . Obdobně volbou jednotkového vektoru ve
směru osy y, tj. u = (0, 1), dostaneme fu = fy . Parciálnı́ derivace jsou tedy speciálnı́m
přı́padem derivace ve směru.

+

Přı́klad 2.17. Vypočtěte derivaci funkce f (x, y) = x2
− 3xy − 2y2 v bodě A = (−1, 1)

ve směru u = (2,−1).

Řešenı́. Určı́me pomocnou funkci ϕ:

ϕ(t) = f (A+ tu) = f (−1+ 2t, 1− t) =

= (−1+ 2t)2 − 3(−1+ 2t)(1− t)− 2(1− t)2 = 8t2 − 9t + 2.

Odtud máme ϕ′(t) = 16t − 9, takže ϕ′(0) = −9, což znamená, že hledaná derivace
existuje a platı́ fu(−1, 1) = −9. N

+

Přı́klad 2.18. Vypočtěte derivaci funkce

f (x, y) =


x3
− y4

x2 + y2 pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0)

v bodě A = (0, 0) ve směru u = (3, 1).

Řešenı́. Opět určı́me pomocnou funkci ϕ. Pro t 6= 0 je

ϕ(t) = f (A+ tu) = f (3t, t) =
27t3 − t4

9t2 + t2
=

27t − t2

10

a pro t = 0 je ϕ(0) = f (0, 0) = 0. Pro libovolné t tudı́ž platı́ ϕ(t) = (27t − t2)/10, takže
ϕ′(t) = (27− 2t)/10, tj. ϕ′(0) = 27/10. Hledaná směrová derivace tedy existuje a platı́
fu(0, 0) = 27/10. N

V předchozı́ch přı́kladech jsme počı́tali derivaci ve směru přı́mo na základě jejı́ defi-
nice. V následujı́cı́ kapitole v oddı́le 3.3 si ukážeme jiný, jednoduššı́ způsob výpočtu.

Poznámka 2.19.
i) Protože derivace ve směru je definovaná jako obyčejná derivace pomocné funkce ϕ,

platı́ pro ni všechna běžná pravidla pro derivaci součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu.
ii) Geometrický význam je podobný jako u parciálnı́ch derivacı́. Při označenı́ z defi-

nice 2.16 necht’p je přı́mka tvořená body A+ tu, t ∈ R a ρ je rovina procházejı́cı́ p,
která je rovnoběžná se souřadnicovou osou z. Pak průnikem rovinyρ s grafem funkcef
je graf funkce ϕ. Derivace ve směru má význam směrnice tečny ke grafu funkce ϕ
ležı́cı́ v rovině ρ.
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iii) Obdobně jako u parciálnı́ch derivacı́ je možné zavést derivace ve směru vyššı́ch řádů.
Při pevně zvoleném u ∈ V2 je fu(x, y) funkcı́ dvou proměnných x, y. Má-li tato
funkce v nějakém bodě (x, y) derivaci ve směru v ∈ V2, nazveme ji druhou směrovou
derivacı́ v bodě (x, y) ve směrech u a v a označı́me fuv(x, y) nebo ∂2f

∂u∂v
(x, y).

Analogicky se zavedou vyššı́ derivace.
iv) O derivacı́ch ve směru vyššı́ch řádů lze dokázat obdoby vět 2.11 až 2.13. Např.

spojitost derivacı́ fuv(x, y) a fvu(x, y) zaručuje jejich rovnost, nezáležı́ tedy na pořadı́
derivovánı́. Podrobněji [1, 13, 16].

Pro zájemce:
Zavedenı́ derivace ve směru pro funkce vı́ce proměnných je zcela analogické. Necht’f je funkce
n proměnných, x = (x1, . . . , xn) ∈ D(f ) a u = (u1, . . . , un) ∈ Vn, kde Vn je množina vol-
ných vektorů v Rn. Zaved’me pomocnou funkci jedné proměnné ϕ(t) = f (x + tu) = f (x1 +

+ tu1, . . . , xn + tun), t ∈ R. Existuje-li ϕ′(0), nazýváme toto čı́slo derivacı́ funkce f v bodě x ve
směru u.

Značı́me: ∂f
∂u
(x1, . . . , xn) resp. fu(x1, . . . , xn) nebo stručněji ∂f

∂u
(x) resp. fu(x). Tedy

∂f

∂u
(x) = fu(x) = ϕ

′(0).

O takto zavedené derivaci platı́ vše, co bylo řečeno v poznámce 2.19.

Pojmy k zapamatovánı́∑
— parciálnı́ derivace prvnı́ho řádu
— parciálnı́ derivace vyššı́ch řádů
— smı́šené parciálnı́ derivace
— derivace funkce ve směru

Kontrolnı́ otázky?
1. Co rozumı́me pojmem parciálnı́ derivace funkce dvou proměnných?
2. Jak počı́táme parciálnı́ derivaci funkce dvou proměnných?
3. Jaký je geometrický význam parciálnı́ch derivacı́?
4. Uved’te postačujı́cı́ podmı́nku využı́vajı́cı́ parciálnı́ derivace, která zaručuje, že

funkce z = f (x, y) bude na otevřené množině K spojitá?
5. Které parciálnı́ derivace nazýváme smı́šené?
6. Jaké podmı́nky musı́ být splněny, aby smı́šené druhé parciálnı́ derivace dané funkce

byly zaměnitelné?
7. Uved’te přı́klad funkce, která má alespoň jednu nenulovou druhou parciálnı́ derivaci

a všechny třetı́ parciálnı́ derivace identicky rovny nule.
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8. Co rozumı́me pojmem derivace funkce v daném bodě ve směru daného vektoru?

9. Jaký je vztah mezi parciálnı́mi derivacemi a směrovými derivacemi?

10. Jaký je geometrický význam směrových derivacı́?

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Vypočtěte prvnı́ parciálnı́ derivace funkce f v bodě A (dávejte pozor na to, jak jsou označené

nezávisle proměnné funkce f ):

a) f : z = π
3 x

2y, A = (4, 6), b) f : z = u
v
+

v
u
, A = (1, 1),

c) f : z = eα sinβ, A = (1, 2), d) f : z = arctg x
y
, A = (0, 1),

e) f : z = 3x2y + exy, A = (3, 2), f) f : z =
√

2x2 − 3y2, A = (3, 2),

g) f : z = α cosϕ−ϕ cosα
1+cosα+sinϕ , A = (0, 0), h) f : z = 4− x2

4 −
y2

6 , A = (0, 1),

i) f : z = 3+ x2

6 −
y2

8 , A = (0, 1), j) f : z =
√
x2 + y2, A = (0, 0),

k) f : z = x
√

1− y2 + y
√

1− x2, l) f : z = xy
√

1− x2 − y2, A = (0, 0).

A = (0, 0),

2. Vypočtěte prvnı́ parciálnı́ derivace funkce f :

a) f (x, y) = 3x3
+ 5x2y − 2y3, b) f (x, y, z) = (2xy2

+ z3)
11
,

c) f (x, y, z) = yz+ xz+ xy, d) f (u, v) = u2

v
+

v3

u4 ,

e) f (x, y, z) = x
y
+

y

z
−

z
x
, f) f (x, y) = 1

√
x−
√
y
,

g) f (x, y) = y sin x + cos(x − y), h) f (m, n) = 1√
m2+n2

,

i) f (x, y) = x3y2
− x2 sin y + 2y, j) f (γ, δ) = arctg γ+δ

γ−δ
,

k) f (γ, δ) = arctg γ−δ

1+γ δ , l) f (u, v) = e
u
v
+ uv,

m) f (R, S) = RS eR+2S, n) f (α, β) = ln α+β

α−β
,

o) f (α, β) = ln(α +
√
α2 + β2), p) f (x, y) = x

y2 ,

q) f (x, y) = yx+1, r) f (x, y) =
x−y

x+y
,

s) f (x, y) =
3xy
x−y

, t) f (x, y) =
x2
+y2

x2−y2 ,

u) f (x, y) = x√
x2+y2

, v) f (x, y) = x sin(x + y),

w) f (x, y) = 1
2 ln(x2

+ y2), x) f (x, y) = arcsin x
y
,

y) f (x, y) = arctg y

x
, z) f (x, y) = sin y2

x
.
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3. Vypočtěte prvnı́ parciálnı́ derivace funkce f :

a) f (x, y) = x3
+ 2x2y + 3xy2

+ 4x − 5y + 100 , b) f (x, y, z) = z

x2+y2 ,

c) f (x, y) = x3√y−3y
√
x

, d) f (x, y) = ln(x + ln y) ,

e) f (x, y, z) = ln
(
x + ln(y + ln z)

)
, f) f (x, y, z) = ex

2(1−y−z) .

4. Pro f : z = x + (y − 1) arcsin
√

x
y

vypočtěte fx(x, 1).

5. Ukažte, že funkce f : z = ln(x2
+ y2) vyhovuje rovnici y ∂z

∂x
− x ∂z

∂y
= 0.

6. Ukažte, že funkce f : z = y2 sin(x2
− y2) vyhovuje rovnici y2 ∂z

∂x
+ xy ∂z

∂y
= 2xz.

7. Ukažte, že pro funkce u = ex cos y a v = ex sin y platı́ ∂u
∂x
=

∂v
∂y

a ∂u
∂y
= −

∂v
∂x

.

8. Ukažte, že ze stavové rovnice ideálnı́ho plynu pV = nRT , kde p je tlak, V objem, T absolutnı́
teplota, n a R jsou konstanty, vyplývá

∂p

∂V

∂V

∂T

∂T

∂p
= −1.

9. Vypočtěte prvnı́ parciálnı́ derivace funkce f :

a) f (x, y) = ln
(
x+4
y2

)
, b) f (x, y) = arctg x−y

1+xy ,

c) f (x, y) = arcsin
√
x2−y2
√
x2+y2

, d) f (x, y, z) = ln 1−
√
x2+y2+z2

1+
√
x2+y2+z2

,

e) f (x, y, z) = x
√

1− y2 + y
√

1− x2 − z
√

1− x2 − y2,

f) f (x, y) = xxy, g) f (x, y) = xy esin πxy,

h) f (x, y) = 2
√

1−
√
xy

1+
√
xy
, i) f (x, y, z) = x

y
z ,

j) f (x, y) = xy ln(x + y), k) f (x, y) = arctg(x − y)2,

l) f (x, y, z) = xy
z

, m) f (x, y) =

√
1−

(
x+y

xy

)2
+ arcsin x+y

xy
.

10. Vypočtěte druhé parciálnı́ derivace zadané funkce f :

a) f : z = x3
− 3x4y + y5, b) f : u = xyz, c) f : u = xy + yz+ zx,

d) f : z = sin xy, e) f : z = 1
3xy , f) f : z = xy +

y

x
,

g) f : z = xy, h) f : z = ln x2
+1

y2−1 , i) f : z = xy + cos(x − y),

j) f : z = arctg x−y

x+y
, k) f : z =

√
x2 + y2 , l) f : z = 1

3

√
(x2 + y2)3 ,

m) f : z = exy , n) f : u = exyz , o) f : z = 5x3y2
− 4x3

+ 5xy.

11. Ukažte, že pro funkci f : z = ln
√
x2 + y2 platı́ zxx + zyy = 0.

12. Ukažte, že pro funkci f : z = xy + cos(x − y) platı́ zxy + zxx = 1 a zxy + zyy = 1.

13. Ukažte, že pro funkci f : z = 1
2a
√

πt
e
−
(x−b)2

4a2t , a, b ∈ R, a 6= 0, platı́ zxx = 1
a2 zt .
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14. Ukažte, že pro funkci g(r, ϕ), kde g : u = rm cosmϕ, m ∈ R, platı́

urr +
1
r
ur +

1
r2
uϕϕ = 0.

15. Vypočtěte druhé parciálnı́ derivace funkce f :

a) f (x, y) = x4
+ y4
− 4x2y2, b) f (x, y) = xx+y,

c) f (x, y) =
xy+x

y
, d) f (x, y) = ln

√
x2+y2−x
√
x2+y2+x

,

e) f (x, y) = x

y2 , f) f (x, y) = ln(x + y2),

g) f (x, y) = x√
x2+y2

, h) f (x, y) = ln
√
x2 + y2,

i) f (x, y) = x sin(x + y), j) f (x, y) = arcsin x√
x2+y2

,

k) f (x, y) = cos x2

y
, l) f (x, y) = (1+ x2)

y
.

16. Necht’F a G jsou dvakrát diferencovatelné funkce jedné proměnné. Dokažte, že pak funkce
f (x, y) vyhovuje dané rovnici:

a) f : z = F(x − 2t)+G(x + 2t), zt t = 4zxx,

b) f : z = x F
(
x
y

)
+ y G

(
x
y

)
, x2 zxx + 2xy zxy + y2 zyy = 0.

17. Necht’8 je diferencovatelná funkce jedné proměnné. Dokažte, že pak funkce f (x, y) resp.
f (x, y, z) vyhovuje dané rovnici:

a) f : u = x8(y2
− x2), 1

x
∂u
∂x
+

1
y
∂u
∂y
=

u

x2 ,

b) f : u = 8(x2
+ y2), x ∂u

∂y
− y ∂u

∂x
= 0,

c) f : u = xy + y8
(
x
y

)
, x ∂u

∂x
+ y ∂u

∂y
= xy + u,

d) f : u = 1
2(x

2
+ y2
+ z2)+8(x − y − z), 2 ∂u

∂x
+

∂u
∂y
+

∂u
∂z
= 2x + y + z,

e) f : u = xy8(x2
− y2
− z2), 1

2x
∂u
∂x
−

1
2y

∂u
∂y
+

1
z
∂u
∂z
=

1
2

( 1
x2 −

1
y2

)
u.

18. Ověřte, že funkce

f (x, y) =

{
xy pro |x| = |y|,
0 pro |x| < |y|

má v počátku smı́šené druhé parciálnı́ derivace, které nejsou zaměnitelné.

19. Vypočtěte derivace funkce f v bodě R = (2, 0) ve směru vektoru a = (−2, 0), v bodě
S = (0, 3) ve směru vektoru b = (0,−3) a v bodě T = (2, 3) ve směru vektoru c = (2, 3).

a) f : z = 4− 2x − 4
3y, d) f : z = x2

4 +
y2

9 ,

b) f : z =
√

25− x2 − y2, e) f : z =
√

16− y2,

c) f : z = 16−
√
x2 + y2, f) f : z = 4− x2

+ y2, z = 0.

20. Vypočtěte derivace funkce f v bodě R = (2,−1, 3) ve směru vektoru q = (1, 4,−2).

a) f : u = 2(x − 1)2 + 3(y + 2)2 + z2, c) f : u = 4(x − 1)+ 3y2
+ 5z2,

b) f : u = −x2
+ 2(y + 1)2 − (z− 1)2, d) f : u = z

3 − 4xy.
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Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a) fx(A) = 16π, fy(A) =
16
3 π, b) fu(A) = 0, fv(A) = 0,

c) fα(A) = e · sin 2, fβ(A) = e · cos 2, d) fx(A) = 1, fy(A) = 0,
e) fx(A) = 36+ 2e6, fy(A) = 27+ 3e6, f) fx(A) =

√
6, fy(A) = −

√
6,

g) fα(A) =
1
2 , fϕ(A) = −

1
2 , h) fx(A) = 0, fy(A) = − 1

3 ,

i) fx(A) = 0, fy(A) = − 1
4 , j) fx(A) a fy(A) neexistujı́,

k) fx(A) = 1, fy(A) = 1, l) fx(A) = 0, fy(A) = 0.

2. a) fx = 9x2
+ 10xy, fy = 5x2

− 6y2,

b) fx = 22y2(2xy2
+ z3)

10
, fy = 44xy(2xy2

+ z3)
10
, fz = 33z2(2xy2

+ z3)
10
,

c) fx = z+ y, fy = z+ x, fz = y + x,

d) fu = 2u
v
−

4v3

u5 , fv = −
u2

v2 +
3v3

u4 ,

e) fx = 1
y
+

z

x2 , fy = −
x

y2 +
1
z
, fz = −

y

z2 −
1
x
,

f) fx = −1
2
√
x(
√
x−
√
y)2
, fy =

1
2
√
y(
√
x−
√
y)2
,

g) fx = y cos x − sin(x − y), fy = sin x + sin(x − y),

h) fm = −m√
(m2+n2)3

, fn =
−n√

(m2+n2)3
,

i) fx = 3x2y2
− 2x sin y, fy = 2x3y − x2 cos y + 2y ln 2,

j) fγ = − δ

γ 2+δ2 , fδ =
γ

γ 2+δ2 , k) fγ = 1
1+γ 2 , fδ = −

1
1+δ2 ,

l) fu = 1
v

e
u
v
+ uv v

u
, fv = −

u

v2 e
u
v
+ uv ln u,

m) fR = S eR+2S(1+ R), fS = R eR+2S(1+ 2S),

n) fα = −2β
α2−β2 , fβ =

2α
α2−β2 ,

o) fα = 1√
α2+β2

, fβ =
β

√
α2+β2

(
α+
√
α2+β2

) ,
p) fx = 1

y2 , fy = −
2x
y3 , q) fx = yx+1 ln y, fy = (x + 1)yx,

r) fx = 2y
(x+y)2

, fy =
−2x
(x+y)2

, s) fx = −3y2

(x−y)2
, fy =

3x2

(x−y)2
,

t) fx = −4xy2

(x2−y2)2
, fy =

4x2y

(x2−y2)2
, u) fx = y2

√
(x2+y2)3

, fy =
−xy√
(x2+y2)3

,

v) fx = sin(x + y)+ x cos(x + y), fy = x cos(x + y),

w) fx = x

x2+y2 , fy =
y

x2+y2 , x) fx = 1√
y2−x2

, fy =
−x

y
√
y2−x2

,

y) fx = −y

x2+y2 , fx =
x

x2+y2 , z) fx = − y2

x2 cos y
2

x
, fy =

2y
x

cos y
2

x
.

3. a) fx = 3x2
+ 4xy + 3y2

+ 4 , fy = 2x2
+ 6xy − 5 ,

b) fx = −2xz
(x2+y2)2

, fy =
−2yz

(x2+y2)2
, fz =

1
x2+y2 ,

c) fx =
5x3√y+3y

2
√

x3 , fy =
x3
−6
√
y

2
√
xy

, d) fx = 1
x+ln y , fy =

1
y(x+ln y) ,

e) fx = 1
x+ln(y+ln z) , fy =

1

(y+ln z)
(
x+ln(y+ln z)

) , fz =
1

z(y+ln z)
(
x+ln(y+ln z)

) ,
f) fx = 2x(1− y − z) ex

2(1−y−z) , fy = fz = −x
2 ex

2(1−y−z) .

4. fx(x, 1) = 1.
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9. a) fx =
1
x+4 , fy = −

2
|y|
,

b) fx =
1

1+x2 , fy = −
1

1+y2 ,

c) fx =
√

2 x|y|

(x2+y2)
√
x2−y2

, fy = −
√

2 x2 sgn y

(x2+y2)
√
x2−y2

,

d) fx = x
2

r(r2−1) , fy = y
2

r(r2−1) , fz = z
2

r(r2−1) , kde r =
√
x2 + y2 + z2,

e) fx =
√

1− y2 −
xy√
1−x2
+

xz√
1−x2−y2

, fz = −
√

1− x2 − y2,

fy = −
xy√
1−y2
+
√

1− x2 +
yz√

1−x2−y2
,

f) fx = yx
xy(1+ ln x), fy = x

xy+1 ln x,

g) fx = y esin πxy(1+ πxy cos πxy), fy = x esin πxy(1+ πxy cos πxy),

h) fx = −
y√

xy−x2y2(1+
√
xy)
, fy = −

x√
xy−x2y2(1+

√
xy)
,

i) fx =
y

z
x
y
z
−1
, fy =

1
z
x
y
z ln x, fz = −

y

z2 x
y
z ln x,

j) fx = y
[
ln(x + y)+ x

x+y

]
, fy = x

[
ln(x + y)+ y

x+y

]
,

k) fx =
2(x−y)

1+(x−y)4 , fy = −
2(x−y)

1+(x−y)4 ,

l) fx = y
zxy

z
−1, fy = x

yzzyz−1 ln x, fz = x
yzyz ln x ln y,

m) fx = −
1
x2

√
xy−x−y

xy+x+y
, fy = −

1
y2

√
xy−x−y

xy+x+y
.

10. a) fxx = 6x − 36x2y, fxy = −12x2, fyy = 20y3,

b) fxx = fyy = fzz = 0, fxy = z, fxz = y, fyz = x,

c) fxx = fyy = fzz = 0, fxy = fxz = fyz = 1,

d) fxx = −y
2 sin xy, fxy = cos xy − xy sin xy, fyy = −x

2 sin xy,

e) fxx =
2

3x3y
, fxy =

1
3x2y2 , fyy =

2
3xy3 ,

f) fxx =
2y
x3 , fxy = 1− 1

x2 , fyy = 0,

g) fxx = y(y − 1)xy−2, fxy = x
y−1(1+ y ln x), fyy = x

y ln2 x,

h) fxx =
2(1−x2)
(x2+1)2 , fxy = 0, fyy =

2(1+y2)

(y2−1)2 ,

i) fxx = − cos(x − y), fxy = 1+ cos(x − y), fyy = − cos(x − y),

j) fxx =
−2xy

(x2+y2)2
, fxy =

x2
−y2

(x2+y2)2
, fyy =

2xy
(x2+y2)2

,

k) fxx =
y2

√
(x2+y2)3

, fxy = −
xy√

(x2+y2)3
, fyy =

x2
√
(x2+y2)3

,

l) fxx =
2x2
+y2

√
x2+y2

, fxy =
xy√
x2+y2

, fyy =
x2
+2y2
√
x2+y

,

m) fxx = y
2exy, fxy = (xy + 1) exy, fyy = x

2exy ,

n) fxx = y
2z2exyz, fyy = x

2z2exyz, fzz = x
2y2exyz,

fxy = (z+ zyz
2) exyz, fxz = (y + xy

2z) exyz, fxy = (x + x
2yz) exyz,

o) fxx = 30y2x − 24x, fxy = 30x2y + 5, fyy = 10x3.
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15. a) fxx = 12x2
− 8y2, fxy = −16xy, fyy = 12y2

− 8x2,

b) fxx = x
x+y
[(

ln x + x+y

x

)2
+

1
x
−

y

x2

]
, fxy = x

x+y
[
ln2 x +

x+y

x
ln x + 1

x

]
,

fyy = x
x+y ln2 x,

c) fxx = 0, fxy = −
1
y2 , fyy =

2x
y3 ,

d) fxx =
2x√

(x2+y2)3
, fxy =

2y√
(x2+y2)3

, fyy = −
2x(x2

+2y2)

y2
√
(x2+y2)3

,

e) fxx = 0, fxy = −
2
y3 , fyy =

6x
y4 ,

f) fxx = −
1

(x+y2)2
, fxy = −

2y
(x+y2)2

, fyy =
2(x−y2)

(x+y2)2
,

g) fxx = −
3xy2

√
(x2+y2)5

, fxy =
y(2x2

−y2)√
(x2+y2)5

, fyy = −
x(x2
−2y2)√

(x2+y2)5
,

h) fxx =
y2
−x2

(x2+y2)2
, fxy = −

2xy
(x2+y2)2

, fyy =
x2
−y2

(x2+y2)2
,

i) fxx = 2 cos(x + y)− x sin(x + y), fxy = cos(x + y)− x sin(x + y),

fyy = −x sin(x + y),

j) fxx = −
2x|y|

(x2+y2)2
, fxy =

(x2
−y2) sgn y
(x2+y2)2

, fyy =
2x|y|

(x2+y2)2
,

18. fx(0, y) = 0, fy(x, 0) = x, fxy(0, 0) = 0, fyx(0, 0) = 1.

k) fxx = −
2 sin x2

+4x2 cos x2

y
, fxy =

2x sin x2

y2 , fyy =
2 cos x2

y3 ,

l) fxx = 2y(1+ x2)y−2(−x2
+ 2x2y + 1),

fxy = 2x(1+ x2)y−1
[1+ y ln(1+ x2)], fyy = (1+ x2)y ln2(1+ x2).

19. a) fa(R) = 4, fb(S) = 4, fc(T ) = −8,

b) fa(R) =
4
√

21
, fb(S) =

9
4 , fc(T ) = −

13
√

12
,

c) fa(R) = 2, fb(S) = −3, fc(T ) = −
√

13,

d) fa(R) = −2, fb(S) = −2, fc(T ) = 4,

e) fa(R) = 0, fb(S) =
9
√

7
, fc(T ) = −

9
√

7
,

f) fa(R) = 8, fb(S) = −18, fc(T ) = 10.

20. a) fq(R) = 16, b) fq(R) = 4, c) fq(R) = −80, d) fq(R) = −
86
3 .
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Kapitola 3

Diferenciál funkce

Průvodce studiem S

J

VZ

V diferenciálnı́m počtu funkcı́ jedné proměnné jsme se mimo jiné zabývali otázkou,
jak lze danou funkci v okolı́ nějakého bodu x0 (lokálně) aproximovat lineárnı́ funkcı́.
Chtěli jsme najı́t takové čı́slo A ∈ R, aby v „dostatečné blı́zkosti“ bodu x0 platilo:

f (x0 + h)− f (x0)
.
= A · h,

kde |h| je malé reálné čı́slo. Při tomto nahrazenı́ se obecně dopouštı́me jisté chyby
ω(h):

ω(h) = f (x0 + h)− f (x0)− A · h. (3.1)

Zjišt’ovali jsme, zda existuje takové čı́sloA, že funkceω(h) definovaná vztahem
(3.1) nabývá pro „dostatečně malá“ h „velmi malých“ hodnot. Ukázali jsme, že je
rozumné požadovat, aby lim

h→0
ω(h)/h = 0. V takovém přı́padě totiž existuje nejvýše

jedno čı́slo A ∈ R splňujı́cı́ vztah (3.1).
Jestliže tedy existuje takové čı́slo A ∈ R, že pro funkci ω definovanou vzta-

hem (3.1) platı́ lim
h→0

ω(h)/h = 0, pak řı́káme, že funkce f je v bodě x0 diferenco-

vatelná. Lineárnı́ funkci dfx0 definovanou předpisem dfx0(h) = A · h nazýváme
diferenciálem funkce f v bodě x0.

Ukázali jsme, že existence diferenciálu neboli diferencovatelnost funkce je
ekvivalentnı́ existenci konečné prvnı́ derivace funkce a že platı́ dfx0(h) = f

′(x0)·h.
Geometricky jde o náhradu grafu funkce tečnou a diferenciál je přı́růstek y-ové

souřadnice funkce na tečně — viz obr. 3.1.
U funkce vı́ce proměnných má diferenciál podstatně většı́ význam. Jeho geo-

metrický význam je sice podobný (náhrada grafu funkce tečnou rovinou), ale jeho
souvislost s parciálnı́mi derivacemi je daleko složitějšı́.

V této kapitole se budeme zabývat prvnı́m diferenciálem a jeho geometrickým
významem, zavedeme si pojem gradientu a ukážeme si souvislost mezi gradien-
tem a derivacı́ ve směru. Poslednı́ část kapitoly bude věnována derivaci složené
funkce.
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x

y

f (x0)

f (x0 + h)

x0 x0 + hO

f (x0 + h)− f (x0)

h

dfx0(h)

y = f (x)

ϕ

ϕ

t

Obr. 3.1

Cı́le
ó

Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni:

• definovat pojem diferencovatelnost funkce,
• určit diferenciál funkce v daném bodě,
• najı́t rovnici tečné roviny a normály ke grafu funkce v daném bodě,
• vysvětlit pojem gradientu funkce,
• vypočı́tat směrové derivace pomocı́ gradientu,
• vysvětlit vztah mezi diferenciálem, gradientem a směrovými derivacemi,
• derivovat složené funkce.

3.1 Diferencovatelné funkce, diferenciál
Necht’ f (x, y) je funkce a (x0, y0) libovolný pevně zvolený bod, v jehož okolı́ je tato
funkce definovaná. Vezměme nynı́ malá čı́sla h, k (kladná nebo záporná) a posuňme se
z bodu (x0, y0) do bodu (x0 + h, y0 + k). Vlastně se posuneme z bodu (x0, y0) horizon-
tálně o h a vertikálně o k — viz obr. 3.2, kde h < 0 a k > 0.

x

y

x0 + h x0

y0 + k

y0

O

(x0 + h, y0 + k)

(x0, y0)

h

k

√
h2 + k2

Obr. 3.2: Přı́růstky

Čı́sla h a k nazýváme přı́růstky nezávisle proměn-
ných. Označı́me-li x = x0+h a y = y0+k, dostaneme
x − x0 = h a y − y0 = k.

Analogicky rozdı́l funkčnı́ch hodnot v bodech
(x0 + h, y0 + k) a (x0, y0), tj.

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0),

se nazývá přı́růstek závisle proměnné.
Nynı́ chceme funkci f nahradit v jistém okolı́

O(x0, y0) lineárnı́ funkcı́ (jejı́m grafem je rovina).
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Tedy chceme najı́t taková čı́sla A,B ∈ R, aby v „dostatečné blı́zkosti“ bodu (x0, y0)

platilo:
f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0)

.
= A · h+ B · k.

Při tomto nahrazenı́ se dopouštı́me jisté chyby. Označme si ji ω(h, k). Je to funkce
proměnných h, k, pro niž tedy dostáváme:

ω(h, k) = f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0)− A · h− B · k.

Chceme zjistit, zda existujı́ taková čı́slaA,B, že funkceω(h, k) nabývá pro „dostatečně
malé“ hodnoty |h|, |k| hodnot blı́zkých nule. Zde je třeba se zamyslet nad tı́m, co budeme
rozumět pod pojmem „malá“ hodnota. Ukazuje se (stejně jako u funkcı́ jedné proměnné),
že je rozumné požadovat, aby se limita funkce ω(h, k) dělená vzdálenostı́ bodů (x0, y0)

a (x0 + h, y0 + k) rovnala nule pro h→ 0, k → 0. Přitom euklidovská vzdálenost bodů
(x0, y0) a (x0 + h, y0 + k) je rovna

√
h2 + k2. Jedná se vlastně o velikost vektoru (h, k).

Požadujeme tedy, aby

lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k)
√
h2 + k2

= 0.

Definice 3.1. Předpokládejme, že funkce f (x, y) je definovaná v nějakém okolı́
O(x0, y0) bodu (x0, y0). Existujı́-li taková konečná reálná čı́sla A,B, že pro funkci
ω(h, k) definovanou vztahem

ω(h, k) = f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0)− A · h− B · k (3.2)

platı́ lim
(h,k)→(0,0)

ω(h,k)
√
h2+k2 = 0, pak řı́káme, že funkce f je v bodě (x0, y0) diferencovatelná.

Lineárnı́ funkci df(x0,y0)(h, k) = Ah + Bk nazýváme totálnı́m diferenciálem funkce f
v bodě (x0, y0).
Vektor (A,B) nazýváme gradientem funkce f v bodě (x0, y0) a značı́me jej
grad f (x0, y0).

Totálnı́ diferenciál z předchozı́ definice se často nazývá jen diferenciál nebo silný
diferenciál resp. Fréchetův1 diferenciál.

Všimněme si nynı́ konstantA a B v definici 3.1. Předpokládejme, že je funkce f (x, y)
diferencovatelná v bodě (x0, y0) a diferenciál df(x0,y0)(h, k) = Ah+ Bk. Platı́

lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k)
√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0)− A · h− B · k
√
h2 + k2

= 0.

Speciálně volbou k = 0 dostaneme

lim
h→0

f (x0 + h, y0)− f (x0, y0)− A · h
√
h2

= lim
h→0

f (x0 + h, y0)− f (x0, y0)− A · h

|h|
= 0.

1Maurice René Fréchet (1878–1973) (čti freše) — francouzský matematik. Významně přispěl k rozvoji
obecné topologie a funkcionálnı́ analýzy.
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Označme ϕ(h) = f (x0+h, y0)−f (x0, y0)−A ·h. Platı́ tedy lim
h→0

ϕ(h)/|h| = 0. Protože

pro h 6= 0 je výraz |h|/h ohraničený (je roven ±1), platı́ rovněž

lim
h→0

ϕ(h)

|h|
·
|h|

h
= lim

h→0

ϕ(h)

h
= 0,

a tudı́ž také

lim
h→0

(
ϕ(h)

h
+ A

)
= lim

h→0

f (x0 + h, y0)− f (x0, y0)

h
= A.

To však znamená, že existuje parciálnı́ derivace ∂f
∂x
(x0, y0) a je rovna A.

Obdobně volbou h = 0 se odvodı́, že existuje parciálnı́ derivace ∂f
∂y
(x0, y0) a je

rovna B.
Požadujeme-li tedy, aby lim

(h,k)→(0,0)
ω(h,k)
√
h2+k2 = 0, pak existuje právě jedna dvojice čı́sel

A =
∂f
∂x
(x0, y0), B =

∂f
∂y
(x0, y0) splňujı́cı́ vztah (3.2). Platı́ tudı́ž následujı́cı́ věta.

Věta 3.2. Necht’ funkce f (x, y) je diferencovatelná v bodě (x0, y0). Pak jsou čı́sla A, B
ve vztahu (3.2) určena jednoznačně a platı́:

A =
∂f

∂x
(x0, y0) a B =

∂f

∂y
(x0, y0).

Tedy pro diferenciál funkce f v bodě (x0, y0) máme

df(x0,y0)(h, k) =
∂f

∂x
(x0, y0) · h+

∂f

∂y
(x0, y0) · k (3.3)

a pro gradient funkce f v bodě (x0, y0) máme

grad f (x0, y0) =

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)
. (3.4)

Poznámka 3.3. V literatuře s fyzikálnı́m zaměřenı́m se často přı́růstky nezávisle proměn-
ných h, k označujı́ 1x a 1y. Tedy

h = x − x0 = 1x a k = y − y0 = 1y.

Podobně přı́růstek závisle proměnné se značı́ 1f (x, y) nebo 1z, tj.

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) = 1f (x, y) = z− z0 = 1z.

Je-li f (x, y) = x, dostaneme z (3.3), že df (x, y) = dx = 1·h+0·k = h. Obdobně pro
f (x, y) = y vyjde dy = k. To je důvodem, proč se pro přı́růstky nezávisle proměnných
použı́vá rovněž označenı́ dx a dy.
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Použijeme-li tedy různá označenı́ přı́růstků, dostáváme následujı́cı́ varianty označenı́:

df(x0,y0)(h, k) = fx(x0, y0) h+ fy(x0, y0) k,

df(x0,y0)(x − x0, y − y0) = fx(x0, y0) (x − x0)+ fy(x0, y0) (y − y0),

df(x0,y0)(1x,1y) = fx(x0, y0)1x + fy(x0, y0)1y,

df(x0,y0)(dx, dy) = fx(x0, y0) dx + fy(x0, y0) dy.

Dalšı́ důležitý výsledek je obsažen v následujı́cı́ větě.

Věta 3.4. Je-li funkce f diferencovatelná v bodě (x0, y0), je v tomto bodě spojitá.

Důkaz. Musı́me dokázat, že lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x, y) = f (x0, y0). Označı́me-li x − x0 = h

a y − y0 = k, zřejmě platı́ x → x0 právě tehdy, když h→ 0, a y → y0 právě tehdy, když
k→ 0.

Nejprve ověřı́me, že lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k) = 0. Vzhledem k vlastnostem funkce ω je

lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k) = lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k)
√
h2 + k2

√
h2 + k2 = 0 · 0 = 0.

Nynı́ již snadno důkaz dokončı́me. Z (3.2) a spojitosti funkcı́ Ah, Bk dostaneme

lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x, y) = lim
(h,k)→(0,0)

f (x0 + h, y0 + k) =

= lim
(h,k)→(0,0)

(
f (x0, y0)+ Ah+ Bk + ω(h, k)

)
=

= f (x0, y0)+ A · 0+ B · 0+ 0 = f (x0, y0).

+

Přı́klad 3.5. Ověřte, že funkce f definovaná vztahem

f (x, y) =

{
1 pro x = 0 nebo y = 0,
0 jinak

nenı́ v bodě (0, 0) diferencovatelná — viz přı́klad 2.5.

Řešenı́. V přı́kladu 2.5 jsme zjistili, že funkce f nenı́ spojitá v bodě (0, 0), takže podle
věty 3.4 zde nemůže být ani diferencovatelná. Všimněme si, že ve zmı́něném přı́kladu jsme
ověřili, že parciálnı́ derivace v bodě (0, 0) existujı́, přičemž fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0. N

Dosud neznáme jednoduchý nástroj, jak poznat, že je funkce diferencovatelná v něja-
kém bodě. Z předchozı́ch vět plyne, že musı́ být v tomto bodě spojitá a musı́ zde mı́t prvnı́
parciálnı́ derivace. To ale obecně nestačı́ (viz následujı́cı́ přı́klad).

+

Přı́klad 3.6. Ověřte, že funkce g definovaná vztahem

g(x, y) =

{
x2y

x2+y2 pro (x, y) 6= (0, 0),

0 pro (x, y) = (0, 0)

je spojitá v bodě (0, 0), má v tomto bodě parciálnı́ derivace, ale nenı́ zde diferencova-
telná — viz přı́klad 1.28.
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Řešenı́. V přı́kladu 1.28 jsme ověřili, že funkce je spojitá v bodě (0, 0). Určı́me parciálnı́
derivace v tomto bodě. Platı́:

gx(0, 0) = lim
x→0

g(x, 0)− g(0, 0)
x − 0

= lim
x→0

x2
·0

x2+02 − 0

x
= lim

x→0

0
x
= 0

a obdobně gy(0, 0) = 0. Protože mimo počátek jde o racionálnı́ lomenou funkci dvou
proměnných, je tato funkce dokonce spojitá a má parciálnı́ derivace v celé R2. Přesto
v bodě (0, 0) nenı́ diferencovatelná.

Jinak by totiž muselo platit, že

lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k)
√
h2 + k2

= 0 pro ω(h, k) = g(0+ h, 0+ k)− g(0, 0)− Ah− Bk.

Protože g(0, 0) = 0 a A = gx(0, 0) = 0, B = gy(0, 0) = 0, muselo by platit

lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k)
√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

h2k
h2+k2 − 0− 0h− 0k
√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

h2k√
(h2 + k2)3

= 0.

Pro body tvaru (h, 0), h→ 0+, je

lim
h→0+

h2
· 0√

(h2 + 02)3
= lim

h→0+

0
h3 = 0,

kdežto pro body tvaru (h, h), h→ 0+, je

lim
h→0+

h2
· h√

(h2 + h2)3
= lim

h→0+

h3

h3
√

8
= lim

h→0+

1
√

8
=

1
√

8
,

takže uvedená limita vůbec neexistuje. N

Lze však dokázat, že platı́:

Věta 3.7. Má-li funkce f (x, y) v bodě (x0, y0) spojité prvnı́ parciálnı́ derivace, je v tomto
bodě diferencovatelná.

(x0 + θ, y0)

(x0 + h, y0 + ξ)

(x0, y0)

(x0 + h, y0 + k)

Obr. 3.3

Důkaz. Podle definice 3.1 potřebujeme dokázat, že
pro funkci ω(h, k) definovanou vztahem (3.2) platı́
limω(h, k) = 0 pro (h, k) → (0, 0). Z věty 3.2
vı́me, že pro konstanty A a B z (3.2) musı́ platit
A = fx(x0, y0) a B = fy(x0, y0).

Předpoklady věty zaručujı́, že v dostatečně ma-
lém okolı́ bodu (x0, y0) je funkce definovaná, má
zde parciálnı́ derivace a platı́

lim
(h,k)→(0,0)

fx(x0 + h, y0 + k) = fx(x0, y0),

lim
(h,k)→(0,0)

fy(x0 + h, y0 + k) = fy(x0, y0).
(3.5)
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Ve zbytku důkazu předpokládáme, že jsme v tomto okolı́. Pro určitost necht’např. h > 0
a k > 0.

Podle Lagrangeovy věty o střednı́ hodnotě 2.6 existujı́ čı́sla θ , ξ , kde 0 < θ < h,
0 < ξ < k, taková, že

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) = fy(x0 + h, y0 + ξ)k + fx(x0 + θ, y0)h.

K pravé straně této rovnosti přičteme a odečteme výraz fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k a upra-
vı́me. Vyjde

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) = fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k +

+
(
fy(x0 + h, y0 + ξ)− fy(x0, y0)

)
k +

(
fx(x0 + θ, y0)− fx(x0, y0)

)
h.

Zaved’me následujı́cı́ označenı́:

ω1(h, k) = fy(x0 + h, y0 + ξ)− fy(x0, y0),

ω2(h) = fx(x0 + θ, y0)− fx(x0, y0),

ω(h, k) = ω1(h, k)k + ω2(h)h.

Tedy

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) = fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k + ω1(h, k)k + ω2(h)h =

= fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k + ω(h, k).

Aby byla splněna podmı́nka (3.2), zbývá ukázat, že lim
(h,k)→(0,0)

ω(h,k)
√
h2+k2 = 0. Vzhledem

k poloze ξ a θ — viz obr. 3.3 — musı́ pro (h, k) → (0, 0) platit ξ → 0 a θ → 0. Tedy
podle (3.5) je lim

(h,k)→(0,0)
ω1(h, k) = 0 a lim

(h,k)→(0,0)
ω2(h) = 0. Tudı́ž

lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k)
√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

ω1(h, k) · k
√
h2 + k2

+ lim
(h,k)→(0,0)

ω2(h) · h
√
h2 + k2

= 0.

Při výpočtu výše uvedených limit jsme využili faktu, že funkce k
√
h2+k2 a h

√
h2+k2 jsou

ohraničené (
∣∣ k
√
h2+k2

∣∣ 5 1,
∣∣ h
√
h2+k2

∣∣ 5 1).

+

Přı́klad 3.8. Ověřte, že funkce f : z = 2xy − 3x2y + y ln x má v bodě (1, 2) totálnı́
diferenciál, a najděte jej.

Řešenı́. Zadaný předpis má smysl pro libovolné x > 0 a libovolné y, tedy definičnı́ obor
je D(f ) = {(x, y) ∈ R2

: x > 0}. Vypočteme prvnı́ parciálnı́ derivace a dosadı́me:

fx(x, y) = 2y − 6xy +
y

x
, fy(x, y) = 2x − 3x2

+ ln x,

fx(1, 2) = −6 , fy(1, 2) = −1.
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Protože jde o elementárnı́ funkce, jsou spojité na D(f ), zejména tedy v bodě (1, 2),
a tudı́ž totálnı́ diferenciál podle věty 3.7 existuje. Podle vzorce (3.3) dostaneme

df(1,2)(h, k) = fx(1, 2) h+ fy(1, 2) k = −6h− k

resp. v jiných symbolikách

df(1,2)(dx, dy) = −6 dx − 1 dy,
df(1,2)(x − 1, y − 2) = −6(x − 1)− (y − 2) = −6x − y + 8.

V poslednı́m zápisu sice po roznásobenı́ nevidı́me přı́růstky, ale tento zápis bude zase
výhodný třeba při určovánı́ tečné roviny. N

+

Přı́klad 3.9. Ověřte, že funkce g : z = arctg x
y

má v bodě (−1, 1) totálnı́ diferenciál,
a najděte jej.

Řešenı́. Zadaný předpis má smysl pro libovolné x a libovolné y 6= 0, tedy definičnı́ obor
je D(g) = {(x, y) ∈ R2

: y 6= 0}. V přı́kladu 2.3 c) jsme vypočı́tali, že pro y 6= 0 je

gx(x, y) =
y

x2 + y2 , gy(x, y) = −
x

x2 + y2 .

Protože derivace jsou na D(g) spojité, totálnı́ diferenciál existuje. Je gx(−1, 1) = 1/2
a gy(−1, 1) = 1/2, takže

dg(−1,1)(h, k) = gx(−1, 1) h+ gy(−1, 1) k =
1
2
h+

1
2
k. N

Poznámka 3.10. Věta 3.7 udává postačujı́cı́ podmı́nku existence totálnı́ho diferenciálu.
Spojitost parciálnı́ch derivacı́ ale nenı́ nutnou podmı́nkou — viz následujı́cı́ část pro
zájemce.

Pro zájemce:
Uvedeme přı́klad, kde funkce bude diferencovatelná v bodě (0, 0), ale nebude mı́t v tomto bodě
spojité parciálnı́ derivace. Nalézt takovou funkci nenı́ zcela triviálnı́.

Nejprve najdeme pomocnou funkci ϕ(t), t ∈ R2, která má derivaci na celém definičnı́m oboru,
jež ale nenı́ spojitá v t = 0 (uvědomte si, že funkce majı́cı́ derivaci, se kterými běžně pracujeme,
majı́ obvykle spojitou derivaci). Položme

ϕ(t) =

{
t2 sin 1

t
pro t 6= 0,

0 pro t = 0.
(viz obr. 3.4 a))

Pro t 6= 0 je

ϕ′(t) = 2t sin
1
t
+ t2 cos

1
t
·

(
−

1
t2

)
= 2t sin

1
t
− cos

1
t
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0,25

0,062 5

ϕ(t)

t2

−t2

t

a) Graf funkce ϕ(t)

0,7t

1

−1

cos 1
t

b) Graf funkce cos 1
t

Obr. 3.4

a pro t = 0 vypočteme přı́mo z definice

ϕ′(0) = lim
t→0

ϕ(t)− ϕ(0)
t − 0

= lim
t→0

t2 sin 1
t
− 0

t
= lim

t→0
t sin

1
t
= 0,

protože lim
t→0

t = 0 a −1 5 sin 1
t

5 1, tedy sin 1
t

je ohraničená. Z toho současně plyne, že lim
t→0

ϕ′(t)

neexistuje. V opačném přı́padě by existovala i lim
t→0

cos 1
t
= lim

t→0

(
2t sin 1

t
− ϕ′(t)

)
, což nenı́ pravda,

protože tato funkce při t → 0 čı́m dál tı́m rychleji osciluje mezi −1 a 1 — viz obr. 3.4 b).
Nynı́ položme

f (x, y) = ϕ(x)+ ϕ(y).

Protože fx(0, 0) = ϕ′(0) = 0 a fy(0, 0) = ϕ′(0) = 0, musı́ podle vztahu (3.2) a věty 3.2 v bodě
(0, 0) platit pro (h, k) 6= (0, 0)

ω(h, k) = f (0+ h, 0+ k)− f (0, 0)− fx(0, 0)h− fy(0, 0)k = ϕ(h)+ ϕ(k) .

Dále

lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k)
√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

ϕ(h)
√
h2 + k2

+ lim
(h,k)→(0,0)

ϕ(k)
√
h2 + k2

=

= lim
(h,k)→(0,0)

h2 sin 1
h

√
h2 + k2

+ lim
(h,k)→(0,0)

k2 sin 1
k

√
h2 + k2

.

Vzhledem k ohraničenosti h
/√

h2 + k2 (platı́
∣∣h/√h2 + k2

∣∣ 5 1) a sin 1
h

je

lim
(h,k)→(0,0)

h2 sin 1
h

√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

h sin
1
h

h
√
h2 + k2

= 0
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a totéž platı́ pro druhý sčı́tanec. Tedy lim
(h,k)→(0,0)

ω(h,k)√
h2+k2

= 0 a funkce má v bodě (0, 0) to-

tálnı́ diferenciál. Parciálnı́ derivace v tomto bodě však nejsou spojité, protože fx(x, y) = ϕ′(x)

a fy(x, y) = ϕ′(y).

Z předchozı́ho výkladu je zřejmé, že vztahy mezi spojitostı́, existencı́ parciálnı́ch
derivacı́ a diferencovatelnostı́ (tj. existencı́ totálnı́ho diferenciálu) jsou značně složité.
Proto na závěr tohoto oddı́lu přı́slušné vztahy přehledně shrneme. Předpokládejme, že jde
o funkci f , a vše uvažujeme v bodě (x0, y0).

df existuje ⇒ f je spojitá (věta 3.4)
df existuje ⇒ fx a fy existujı́ (věta 3.2)
fx a fy existujı́ pak df nemusı́ existovat (přı́klad 3.5)
f je spojitá a fx a fy existujı́ pak df nemusı́ existovat (přı́klad 3.6)
fx a fy jsou spojité ⇒ df existuje (věta 3.7)
df existuje pak fx a fy nemusı́ být spojité (poznámka 3.10)

Poznamenejme, že žádnou z implikacı́ nelze obrátit.

Pro zájemce:
Zavedenı́ diferenciálu funkce vı́ce proměnných je jednoduché.

Necht’ f je funkce n proměnných definovaná v okolı́ bodu x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Necht’
h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn. Pak ‖h‖ =

√

h2
1 + · · · + h

2
n. Necht’ dále A = (A1, . . . , An) ∈ Rn.

Uvažujme funkci

ω(h1, . . . , hn) = f (x1 + h1, . . . , xn + hn)− f (x1, . . . , xn)− A1h1 − · · · − Anhn.

Tu můžeme stručněji zapsat ω(h) = f (x + h)− f (x)− 〈A,h〉, kde 〈·, ·〉 je označenı́ skalárnı́ho
součinu na Rn. (Toto označenı́ má řadu přednostı́ před tı́m, které znajı́ studenti znajı́ ze střednı́
školy, tj. označenı́ tečkou A · h.)

Předpokládejme, že existuje taková n-tice A = (A1, . . . , An), že platı́

lim
h→0

ω(h)

‖h‖
= lim

h→0

f (x + h)− f (x)− 〈A,h〉

‖h‖
= 0.

Pak řı́káme, že funkce f je diferencovatelná v bodě x a lineárnı́ funkci dx(h) = 〈A,h〉 nazýváme
jejı́ diferenciál. Tedy

dx(h) = A1h1 + · · · + Anhn.

Vektor A nazýváme gradient funkce f v bodě x a značı́me jej grad f (x). Snadno se opět ověřı́, že
nutně Ai = fxi (x), i = 1, . . . , n. Tudı́ž gradient je určen jednoznačně a platı́

dx(h) = fx1(x)h1 + · · · + fxn(x)hn = 〈grad f (x),h〉,

grad f (x) = (fx1(x), . . . , fxn(x)).

Všechny uvedené výsledky platné pro diferenciál funkce dvou proměnných platı́ i pro obecný
přı́pad. Zejména spojitost všech prvnı́ch parciálnı́ch derivacı́ v bodě x zajišt’uje diferencovatelnost
v tomto bodě.
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3.2 Geometrický význam diferenciálu a jeho použitı́
Vı́me již, že z existence totálnı́ho diferenciálu v bodě (x0, y0) vyplývá existence parciálnı́ch
derivacı́ v tomto bodě. Vzhledem ke geometrickému významu parciálnı́ch derivacı́ — viz
obr. 2.2 — to znamená, že máme dvě přı́mky t1, t2, které jsou tečnami v bodě M0 =

=
(
x0, y0, f (x0, y0)

)
ke dvěma křivkám ležı́cı́m na grafu funkce f (x, y), jež dostaneme

jako průsečnice grafu s rovinami jdoucı́mi bodemM0 kolmo k osám x a y — viz obr. 3.5.
Připomeňme, že fx(x0, y0) = tgα a fy(x0, y0) = tgβ.

Nejprve si řekněme, co to znamená, že rovina τ o rovnici g : z = Ax + By + C

je tečnou rovinou ke grafu funkce dvou proměnných. (Z našich úvah vyloučı́me roviny,
které nejsou grafem funkce, tj. jsou rovnoběžné s osou z, takže můžeme předpokládat, že
koeficient u proměnné z v rovnici roviny τ je nenulový.)

α

β

x

y

z

x = x0

y = y0

(x0, y0)

t1
t2

z = f (x, y)

M0

O

Obr. 3.5: Tečny ke grafu funkce dvou proměnných

Definice 3.11. Rovina τ o rovnici g : z = Ax + By + C se nazývá tečnou rovinou ke
grafu funkce f (x, y) v bodě M0 =

(
x0, y0, f (x0, y0)

)
, jestliže

i) τ procházı́ bodem M0,

ii) platı́ lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x, y)− Ax − By − C√
(x − x0)2 + (y − y0)2

= 0.

Nynı́ ukažme, že rovina určená přı́mkami t1 a t2 je tečnou rovinou ke grafu funkce
f (x, y) v bodě M0.
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Z podmı́nky i) dostáváme, že platı́ f (x0, y0) = Ax0+By0+C, takžeC = f (x0, y0)−

− Ax0 − By0 a po dosazenı́ do rovnice roviny máme g : z = A(x − x0) − B(y − y0) +

+ f (x0, y0).
Čitatel v limitě druhé podmı́nky je roven f (x, y) − g(x, y) a tato podmı́nka vlastně

vyjadřuje, že poměr (vertikálnı́) vzdálenosti mezi grafy obou funkcı́ v bodě (x, y) a vzdá-
lenosti bodů (x, y) a (x0, y0) se neomezeně blı́žı́ k nule, jestliže se (x, y) blı́žı́ k (x0, y0),
tudı́ž čitatel se blı́žı́ k nule rychleji než jmenovatel.

Dosadı́me-li do druhé podmı́nky za C, vyjde

lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x, y)− f (x0, y0)− A(x − x0)− B(y − y0)√
(x − x0)2 + (y − y0)2

= 0.

Položı́me-li x = x0 + h a y = y0 + k a porovnáme-li vzniklý vztah s definicı́ 3.1, je
zřejmé, že tato podmı́nka je rovnocenná požadavku na existenci totálnı́ho diferenciálu
v bodě (x0, y0). Musı́ tedy platit A = fx(x0, y0), B = fy(x0, y0). Celkově dostáváme:

Věta 3.12. Tečná rovina τ ke grafu funkce f v bodě
(
x0, y0, f (x0, y0)

)
existuje právě

tehdy, když je funkce f diferencovatelná v bodě (x0, y0). Jejı́ rovnice je

τ : z = fx(x0, y0)(x − x0)+ fy(x0, y0)(y − y0)+ f (x0, y0), (3.6)

resp. označı́me-li z0 = f (x0, y0), stručněji

τ : z− z0 = df(x0,y0)(x − x0, y − y0). (3.7)

Poznámka 3.13. Necht’τ je tečná rovina ke grafu funkcef v boděT =
(
x0, y0, f (x0, y0)

)
.

Přı́mka n procházejı́cı́ dotykovým bodem T a kolmá k rovině τ se nazývá normála ke grafu
funkce f v bodě T . Protože normálový vektor roviny τ je

(
fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1

)
,

jejı́ parametrické rovnice jsou

x = x0 + tfx(x0, y0),

y = y0 + tfy(x0, y0), t ∈ R,
z = z0 − t.

+

Přı́klad 3.14. Najděte rovnici tečné roviny a normály ke grafu funkce f : z = 2x2y −

− 3xy3
+

x
y
+ ex+2y v bodě (−2, 1, ?).

Řešenı́. Vypočteme parciálnı́ derivace:

fx = 4xy − 3y3
+

1
y
+ ex+2y, fy = 2x2

− 9xy2
−
x

y2 + 2 ex+2y .

Protože jsou spojité v celém D(f ) = {(x, y) ∈ R2
: y 6= 0}, totálnı́ diferenciál a tudı́ž

i tečná rovina existuje v každém bodě definičnı́ho oboru. Dosadı́me:

f (−2, 1) = 8+ 6− 2+ e0
= 13, fy(−2, 1) = 8+ 18+ 2+ 2 e0

= 30.

fx(−2, 1) = −8− 3+ 1+ e0
= −9,
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Protože podle (3.3) je df(−2,1)(x+ 2, y− 1) = −9(x+ 2)+ 30(y− 1), z (3.7) dostaneme

z− 13 = −9(x + 2)+ 30(y − 1) ⇒ 9x − 30y + z+ 35 = 0.

Normálový vektor tečné roviny ke grafu funkce f v bodě (−2, 1, 13) je tudı́ž roven
n = (−9, 30,−1), takže parametrické rovnice normály jsou

x = −2− 9t,
y = 1+ 30t, t ∈ R,
z = 13− t. N

+

Přı́klad 3.15. Najděte rovnici tečné roviny ke grafu funkce f (x, y) = 2x2
− y2, která je

rovnoběžná s rovinou ρ : 8x − 6y − z− 15 = 0.

Řešenı́. Necht’τ značı́ hledanou tečnou rovinu. Protože je rovina τ rovnoběžná s rovinouρ,
jsou také rovnoběžné jejich normálové vektory, tj. nτ = knρ , kde k ∈ R, k 6= 0.

Rovina ρ je zadána v obecném tvaru, z něhož ihned vidı́me souřadnice normálového
vektoru

nρ = (8,−6,−1).

Pro normálový vektor tečné roviny ke grafu funkce f platı́

nτ = (fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1).

Platı́ nτ = knρ , tj. (fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1) = (8k,−6k,−k). Tedy k = 1. Porovná-
nı́m prvnı́ch dvou složek dostaneme rovnice

fx(x0, y0) = 8, fy(x0, y0) = −6.

Protože fx(x0, y0) = 4x0, fy(x0, y0) = −2y0, je 4x0 = 8 a −2y0 = −6. Prvnı́ dvě
souřadnice bodu dotyku tečné roviny jsou x0 = 2 a y0 = 3. Třetı́ souřadnici vypočteme
dosazenı́m do funkce f . Bod dotyku je

(x0, y0, z0) = (2, 3,−1).

Zbývá dosadit bod dotyku a hodnoty parciálnı́ch derivacı́ do rovnice tečné roviny:

τ : z− (−1) = 8(x − 2)− 6(y − 3) ⇒ τ : 8x − 6y − z+ 1 = 0. N

Všimněme si podrobněji geometrického významu diferenciálu. Vyjdeme přitom z ozna-
čenı́ na obr. 3.6. (V našem přı́padě jsou souřadnice všech dále uvažovaných vektorů
nezáporné, takže se délky úseček na obrázku sečı́tajı́; obecně by mohlo jı́t i o rozdı́l.)

Rovina ρ je vodorovná a procházı́ bodem M0 =
(
x0, y0, f (x0, y0)

)
. Určı́me souřad-

nice vektorů
−−−→
M0N1 a

−−−→
M0N2. Z pravoúhlého trojúhelnı́ku M0K1N1 dostaneme

‖
−−−→
K1N1‖ = ‖

−−−→
M0K1‖ · tg ^(

−−−→
M0K1,

−−−→
M0N1) = hfx(x0, y0),
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takže
−−−→
M0N1 = N1 −M0 =

(
h, 0, hfx(x0, y0)

)
.

Analogicky dostaneme z pravoúhlého trojúhelnı́ku M0K2N2, že
−−−→
M0N2 = N2 −M0 =

(
0, k, kfy(x0, y0)

)
,

a tedy celkově
−−→
M0N =

−−−→
M0N1 +

−−−→
M0N2 =

(
h, k, hfx(x0, y0)+ kfy(x0, y0)

)
=
(
h, k, df(x0,y0)(h, k)

)
.

x

y

z

x0

y0

x0 + h

y0 + k

(x0 + h, y0 + k)

O

z = f (x, y)

t1

t2

M0

M1

M

M2

K1 K

K2
N1

N2

ρ

N

τ

Obr. 3.6: Geometrický význam totálnı́ho diferenciálu

Avšak
−−→
M0N = (h, k, ‖KN‖), což znamená, že ‖KN‖ = df(x0,y0)(h, k). Pro přı́růstek

závisle proměnné vyjde

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) = ‖KM‖ = ‖KN‖ + ‖NM‖ = df(x0,y0)(h, k)+ ‖NM‖.

Srovnáme-li toto vyjádřenı́ se vztahem (3.2), vidı́me, že ‖NM‖ = ω(h, k). Úsek ‖KN‖ =
= df(x0,y0)(h, k) se nazývá lineárnı́ část přı́růstku (jde o lineárnı́ funkci), zatı́mco úsek
‖NM‖ = ω(h, k) nelineárnı́ část přı́růstku.

Geometricky představuje diferenciál v daném bodě přı́růstek funkce na tečné rovině.
Skutečný přı́růstek f (x, y)− f (x0, y0) je dán vztahem

f (x, y)− f (x0, y0) = df(x0,y0)(h, k)+ ω(h, k).
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Pokud nenı́ tečná rovina τ rovnoběžná s žádnou z os x a y (tj. nenı́ fx(x0, y0) = 0 ani
fy(x0, y0) = 0), je nelineárnı́ část přı́růstku ω(h, k) podstatně menšı́ než lineárnı́ část
df(x0,y0)(h, k). Toho se využı́vá k přibližným výpočtům. Zanedbánı́m nelineárnı́ části
dostaneme

f (x, y)
.
= f (x0, y0)+ df(x0,y0)(h, k) pro (x, y) blı́zké (x0, y0). (3.8)

Dnes v době kalkulaček a počı́tačů ztratilo toto použitı́ diferenciálu v numerické matema-
tice na významu. Nic se ale neměnı́ na jeho použitı́ při odvozovánı́ řady vztahů ve fyzice
(limitnı́m přechodem se nelineárnı́ část přı́růstku vůči lineárnı́ „ztratı́“) ani při náhradě slo-
žitých nelineárnı́ch úloh jednoduššı́mi (i když méně „přesnými“) lineárnı́mi úlohami (tzv.
linearizace) v nejrůznějšı́ch oblastech matematiky, fyziky a disciplı́n na ně navazujı́cı́ch.

Diferenciál se často použı́vá pro aproximaci absolutnı́ch a relativnı́ch změn veličin,
které jsou zavedeny takto:

Absolutnı́ změna: 1f (x0, y0) = f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0).

Relativnı́ změna:
1f (x0, y0)

f (x0, y0)
.

Vzhledem ke vztahu (3.8) přibližně platı́:

1f (x0, y0)
.
= df(x0,y0)(h, k), (3.9)

1f (x0, y0)

f (x0, y0)

.
=

df(x0,y0)(h, k)

f (x0, y0)
. (3.10)

Při těchto aproximacı́ch se dopouštı́me jisté chyby. Ta je dána v přı́padě absolutnı́ změny
funkcı́ ω(h, k) ze vztahu (3.2) a v přı́padě relativnı́ změny výrazem ω(h, k)/f (x0, y0).
Odhad této chyby je možné udělat pomocı́ Taylorova vzorce, se kterým se seznámı́me
v následujı́cı́ kapitole v oddı́lu 4.2.

+

Přı́klad 3.16. Vypočtěte pomocı́ diferenciálu přibližně následujı́cı́ hodnoty:

a) 1,042,02, b)
√

2,982 + 4,052.

Řešenı́.
a) Označme f (x, y) = xy . Máme určit f (1,04; 2,02).

Zvolme (x0, y0) = (1, 2) a (x − 1, y − 2) = (h, k) = (0,04; 0,02). Podle (3.8) dále
platı́ f (1,04; 2,02) .= f (1, 2)+ df(1,2)(0,04, 0,02). Je

fx = yx
y−1, fy = x

y ln x ⇒ fx(1, 2) = 2 · 11
= 2, fy(1, 2) = 12 ln 1 = 0.

Tedy df(1,2)(h, k) = 2h a celkem obdržı́me

1,042,02 .
= f (1, 2)+ df(1,2)(0,04, 0,02) = 12

+ 2 · 0,04 = 1,08.
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b) Označme g(x, y) =
√
x2 + y2. Máme určit g(2,98; 4,05).

Zvolme (x0, y0) = (3, 4) a (x − 3, y − 4) = (h, k) = (−0,02; 0,05). Opět podle (3.8)
platı́ g(2,98; 4,05) .= g(3, 4)+ dg(3,4)(−0,02; 0,05). Je

gx =
x√

x2 + y2
, gy =

y√
x2 + y2

⇒ gx(3, 4) =
3
5
, gy(3, 4) =

4
5
.

Tedy dg(3,4)(h, k) = 0,6h+ 0,8k a celkem obdržı́me√
2,982 + 4,052 .

= g(3, 4)+ dg(3,4)(−0,02; 0,05) =
= 5− 0,6 · 0,02+ 0,8 · 0,05 = 5,028. N

+

Přı́klad 3.17. Válcová nádoba měla mı́t podle návrhu poloměr podstavy 1 dm a výšku
5 dm. Nepřesnostı́ výroby byl poloměr většı́ o 0,03 dm a výška menšı́ o 0,1 dm. Odhadněte
pomocı́ diferenciálu absolutnı́ a relativnı́ změnu objemu.

Řešenı́. Objem nádoby je dán vzorcem V (r, v) = πr2v. Označme r0 = 1, v0 = 5,
dr = 0,03 a dv = −0,1. Pro absolutnı́ změnu dostaneme ze vzorce (3.9) odhad

1V (r0, v0)
.
= dV(r0,v0)(dr, dv) = Vr(r0, v0) dr + Vv(r0, v0) dv.

Protože Vr = 2πrv a Vv = πr2, platı́, že dV(r0,v0)(dr, dv) = 2πr0v0 dr + πr2
0 dv, a pro

naše hodnoty bude

dV(1,5)(0,03;−0,1) = 2π · 1 · 5 · 0,03+ π · 12
· (−0,1) = 0,2π

.
= 0,63.

Dále pomocı́ vzorce (3.10) odhadneme relativnı́ změnu:

1V (r0, v0)

V (r0, v0)

.
=

dV(r0,v0)(dr, dv)
V (r0, v0)

=
dV(r0,v0)(dr, dv)

πr2
0v0

,

takže pro naše hodnoty vyjde:

dV(1,5)(0,03;−0,1)
π · 12 · 5

=
0,2π

5π
= 0,04.

Absolutnı́ změna objemu je tedy přibližně 0,63 dm3 a relativnı́ změna objemu je při-
bližně 0,04, tj. 4 %. N

3.3 Vztah diferenciálu, gradientu a směrové derivace
V tomto oddı́lu si všimneme významu gradientu a jeho vztahu k derivaci ve směru.

Připomeňme, že pro dva vektory u = (u1, u2), v = (v1, v2) z V2 definujeme jejich
skalárnı́ součin 〈u, v〉 vztahem 〈u, v〉 = u1v1 + u2v2. (Na střednı́ škole se použı́vá
označenı́ u ·v, nový způsob označenı́ je přehlednějšı́.) Pro velikost vektoru ‖u‖ pak máme
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‖u‖ =
√
〈u,u〉 =

√

u2
1 + u

2
2 a pro úhel ϕ nenulových vektorů u a v platı́ 〈u, v〉 =

= ‖u‖ · ‖v‖ cosϕ, kde 0 5 ϕ 5 π.

Věta 3.18. Necht’ je funkce f : z = f (x, y) diferencovatelná v bodě (x0, y0) a necht’
u = (u1, u2) ∈ V2 je libovolný vektor. Pak existuje derivace funkce f v bodě (x0, y0) ve
směru vektoru u a platı́

df
du
(x0, y0) = 〈grad f (x0, y0),u〉 =

∂f

∂x
(x0, y0) u1 +

∂f

∂y
(x0, y0) u2. (3.11)

Důkaz. Označı́me-li ϕ(t) = f (x0 + tu1, y0 + tu2), je fu(x0, y0) = ϕ
′(0). Protože f je

diferencovatelná v (x0, y0), pro malá h a k je f (x0+h, y0+k)−f (x0, y0) = fx(x0, y0)h+

+ fy(x0, y0)k + ω(h, k), kde lim
(h,k)→(0,0)

ω(h, k)
/√

h2 + k2 = 0. Tedy

ϕ′(0) = lim
t→0

ϕ(t)− ϕ(0)
t

= lim
t→0

fx(x0, y0)tu1 + fy(x0, y0)tu2 + ω(tu1, tu2)

t
=

= fx(x0, y0)u1 + fy(x0, y0)u2 + lim
t→0

ω(tu1, tu2)

t
= 〈grad f (x0, y0),u〉,

protože lim
t→0

ω(tu1, tu2)/t = 0.

Ze vztahu (3.11) vyplývá, že je-li grad f (x0, y0) = 0 = (0, 0), je fu(x0, y0) = 0 pro
každý vektor u ∈ V2.

Necht’ grad f (x0, y0) 6= 0. Najdeme vektor u, pro který je fu(x0, y0) největšı́ resp.
nejmenšı́. Aby nehrála roli velikost vektoru u, omezı́me se na jednotkové vektory, tj.
budeme předpokládat, že ‖u‖ = 1. Platı́ fu(x0, y0) = ‖ grad f (x0, y0)‖ · ‖u‖ cosϕ =
= ‖ grad f (x0, y0)‖ cosϕ, kde ϕ je úhel mezi jednotkovým vektorem u a vektorem
grad f (x0, y0). Na intervalu 〈0,π〉 nabývá funkce cosϕ největšı́ hodnoty, a to 1, pro
ϕ = 0 a nejmenšı́ hodnoty, a to−1, pro ϕ = π. Tedy derivace ve směru je maximálnı́, je-li
u jednotkový vektor souhlasně kolineárnı́ s gradientem, a je minimálnı́, je-li u jednotkový
vektor nesouhlasně kolineárnı́ s gradientem.

Je-li u 6= 0, pak u/‖u‖ je souhlasně kolineárnı́ jednotkový vektor a −u/‖u‖ je
nesouhlasně kolineárnı́ jednotkový vektor s vektorem u. Platı́ tudı́ž následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 3.19. Necht’ grad f (x0, y0) 6= 0. Pak směrová derivace fu(x0, y0) ve směru jed-
notkového vektoru u je největšı́ pro vektor u =

grad f (x0,y0)
‖ grad f (x0,y0)‖

a je nejmenšı́ pro vektor

u = −
grad f (x0,y0)
‖ grad f (x0,y0)‖

. Maximálnı́ hodnota je fu(x0, y0) = ‖ grad f (x0, y0)‖ a minimálnı́
hodnota je fu(x0, y0) = −‖ grad f (x0, y0)‖.
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Důkaz. Zbývá jen ověřit vzorce pro extremálnı́ hodnoty směrové derivace. Pro maximálnı́
hodnotu je

fu(x0, y0) =

〈
grad f (x0, y0),

grad f (x0, y0)

‖ grad f (x0, y0)‖

〉
=

=
1

‖ grad f (x0, y0)‖

〈
grad f (x0, y0), grad f (x0, y0)

〉
=

=
‖ grad f (x0, y0)‖

2

‖ grad f (x0, y0)‖
= ‖ grad f (x0, y0)‖.

Analogicky se určı́ minimálnı́ hodnota.

Gradient tedy určuje směr, v němž je směrová derivace největšı́ resp. nejmenšı́, tj.
směr, v němž funkce nejrychleji roste resp. klesá.

Gradient můžeme přiblı́žit následujı́cı́m způsobem. Představme si lyžaře stojı́cı́ho na
šikmém svahu (jenž je grafem funkce f (x, y)) tak, že směr lyžı́ je kolmý k vrstevnicı́m
a špičky mı́řı́ vzhůru. Pak velikost gradientu je rovna tangentě úhlu, který svı́rajı́ lyže
s vodorovnou rovinou. Kolmý průmět lyžı́ do vodorovné roviny má stejný směr a orientaci
(určenou špičkami) jako gradient.

+

Přı́klad 3.20. Najděte jednotkový vektor u, pro nějž je směrová derivace ∂f
∂u

funkce
f (x, y) =

√
4+ x2 + y2 v bodě (x0, y0) = (2, 1) maximálnı́, a určete jejı́ hodnotu.

Řešenı́. Podle věty 3.19 je směrová derivace maximálnı́ ve směru jednotkového vektoru
u =

grad f (x0,y0)
‖ grad f (x0,y0)‖

, pokud je gradient nenulový. Stačı́ tedy vypočı́tat gradient a jeho
velikost.

Nejprve vypočteme hodnoty parciálnı́ch derivacı́ v zadaném bodě:

fx(x, y) =
2x

2
√

4+ x2 + y2
⇒ fx(2, 1) =

2
3
,

fy(x, y) =
2y

2
√

4+ x2 + y2
⇒ fy(2, 1) =

1
3
.

Gradient a jeho velikost jsou

grad f (2, 1) =
(2

3
,

1
3

)
, ‖ grad f (2, 1)‖ =

√(2
3

)2
+

(1
3

)2
=

√
5

3
.

Derivace je tedy maximálnı́ ve směru vektoru

u =

(2
3 ,

1
3

)
√

5
3

=

( 2
√

5
,

1
√

5

)
a jejı́ hodnota je ∂f

∂u
(2, 1) = ‖ grad f (2, 1)‖ =

√
5

3 . N
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+

Přı́klad 3.21. Je dána funkce f : z = 4 − x2

4 −
y2

9 a body A = (3,−1), B = (1, 4).
Určete:

1. gradient funkce f v bodech A a B,

2. derivaci funkce f ve směru vektoru u =
−→
AB v bodech A a B,

3. bod C ležı́cı́ mezi A a B, v němž je derivace funkce f ve směru u rovna nule,
4. derivaci funkce f v bodě A ve směru jednotkového vektoru souhlasně kolineárnı́ho

s gradU(A).

Řešenı́. Ze souřadnic bodůA aB určı́me souřadnice vektoru u =
−→
AB = B−A = (−2, 5).

Body A a B je určena přı́mka p, jejı́ž rovnice je 5x + 2y = 13.
Graf funkce f , úsečka určená body A a B a průsečnice roviny, která je rovnoběžná

s osou z a procházı́ přı́mkou p, s grafem funkce f jsou znázorněny na obr. 3.7.
Vypočteme funkčnı́ hodnoty funkce f :

f (A) = 4−
32

4
−

1
9
=

59
36
, f (B) = 4−

1
4
−

42

9
=

71
36
.

Hodnoty f (A) a f (B) jsou znázorněny na obr. 3.7.

x
y

z

A

f (A)

B

p

f (B)

C

f (C)

4 6

4

Obr. 3.7

Ad 1. Vypočteme gradient v bodě (x, y):

grad f (x, y) = (−x/2,−2y/9).

Po dosazenı́ souřadnic bodů A a B dostaneme gradienty v těchto bodech:

grad f (A) = (−3/2, 2/9), grad f (B) = (−1/2,−8/9).

Na obr. 3.8 jsou znázorněny vektory grad f (A), grad f (B) a u.
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x

y
−6 6

4

−4

A

B

u

grad f (A)
grad f (B)

O

Obr. 3.8

Ad 2. Derivace funkce f ve směru u v bodě (x, y) je podle věty 3.18:

fu(x, y) = 〈grad f (x, y),u〉 = −
x

2
· (−2)−

2y
9
· 5 =

9x − 10y
9

.

Po dosazenı́ souřadnic bodů máme:

fu(A) =
37
9
, fu(B) =

−31
9
.

Ad 3. Bod C, v němž je derivace fu rovna nule, ležı́ na přı́mce p, určené body A a B.
Podle předchozı́ho tedy jeho souřadnice musı́ splňovat rovnice

9x − 10y
9

= 0, 5x + 2y = 13.

Jejich řešenı́m dostaneme souřadnice bodu C:

x = 130/68 , y = 117/68 .

Ad 4. Označme v jednotkový vektor souhlasně kolineárnı́ s grad f (A). Podle věty 3.19
pak platı́:

fv(A) = ‖ grad f (A)‖ =

√(
−

3
2

)2
+

(2
9

)2
=

√
745
18

.
N

Pro zájemce:
Je-li f : z = f (x1, . . . , xn) funkce n proměnných, která je diferencovatelná v bodě x∗ =

= (x∗1 , . . . , x
∗

n), má v tomto bodě derivaci fu(x
∗) v libovolném směru u = (u1, . . . , un) ∈ Vn.

Přitom platı́:
fu(x

∗) = 〈grad f (x∗),u〉 = fx1(x
∗)u1 + · · · + fxn(x

∗)un.

Důkaz je zcela analogický jako v přı́padě funkce dvou proměnných. Platı́ i věta 3.19.
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3.4 Derivace složené funkce

Průvodce studiem S

J

VZ

Podobně jako u funkcı́ jedné proměnné je důležité umět zderivovat složenou
funkci, známe-li derivace vnějšı́ složky i vnitřnı́ch složek. Vzorce, které dále uve-
deme, majı́ velký význam zejména při řešenı́ parciálnı́ch diferenciálnı́ch rovnic.
Pomocı́ nich je možné transformovat takové rovnice na jednoduššı́ tvary. Při této
aplikaci je vnějšı́ složkou neznámé řešenı́ zadané rovnice, takže se bez podob-
ných vzorců neobejdeme.

Nejprve si připomeňme, jak se derivuje složená funkce jedné proměnné. Necht’funkce
u = g(x) má derivaci v bodě x0. Označme u0 = g(x0). Má-li funkce y = f (u) derivaci
v bodě u0, pak složená funkce y = F(x) = f

(
g(x)

)
má derivaci v bodě x0 a platı́

F ′(x0) = f
′(u0)g

′(x0).
U funkce dvou proměnných f (u, v) budeme dosazovat za obě proměnné nové funkce

u = u(x, y), v = v(x, y) dvou proměnných x a y. Složená funkce tedy bude mı́t tvar
z = F(x, y) = f

(
u(x, y), v(x, y)

)
. Navı́c si všimněte, že v následujı́cı́ větě u vnějšı́

složky nestačı́ pouhý předpoklad existence parciálnı́ch derivacı́.

Věta 3.22. Necht’funkce u = u(x, y) a v = v(x, y)majı́ parciálnı́ derivace prvnı́ho řádu
v bodě (x0, y0). Označme u0 = u(x0, y0), v0 = v(x0, y0). Dále necht’funkce z = f (u, v)
je diferencovatelná v bodě (u0, v0).
Pak složená funkce z = F(x, y) = f

(
u(x, y), v(x, y)

)
má parciálnı́ derivace prvnı́ho

řádu v bodě (x0, y0) a platı́:

∂F

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂u
(u0, v0)

∂u

∂x
(x0, y0)+

∂f

∂v
(u0, v0)

∂v

∂x
(x0, y0),

∂F

∂y
(x0, y0) =

∂f

∂u
(u0, v0)

∂u

∂y
(x0, y0)+

∂f

∂v
(u0, v0)

∂v

∂y
(x0, y0).

(3.12)

Zkráceně pı́šeme
Fx = fu ux + fv vx, Fy = fu uy + fv vy (3.13)

nebo také
∂F

∂x
=
∂f

∂u

∂u

∂x
+
∂f

∂v

∂v

∂x
,

∂F

∂y
=
∂f

∂u

∂u

∂y
+
∂f

∂v

∂v

∂y
. (3.14)

Důkaz. Dokážeme např. prvnı́ vztah v (3.12). Podle definice parciálnı́ derivace je

∂F

∂x
(x0, y0) = lim

x→x0

F(x, y0)− F(x0, y0)

x − x0
=

= lim
x→x0

f
(
u(x, y0), v(x, y0)

)
− f

(
u(x0, y0), v(x0, y0)

)
x − x0

. (3.15)
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Označme ϕ(x) = u(x, y0), ψ(x) = v(x, y0). Z definice diferencovatelnosti f v (u0, v0)

plyne existence funkce ω(h, k), limω(h, k)/
√
h2 + k2 = 0 pro (h, k)→ (0, 0), takové,

že

f
(
ϕ(x), ψ(x)

)
− f (u0, v0) =

= fu(u0, v0)(ϕ(x)− u0)+ fv(u0, v0)(ψ(x)− v0)+ ω
(
ϕ(x)− u0, ψ(x)− v0)

)
.

Po dosazenı́ do (3.15) vyjde:
∂F

∂x
(x0, y0) = lim

x→x0

[
fu(u0, v0)(ϕ(x)− u0)+ fv(u0, v0)(ψ(x)− v0)

x − x0
+

+
ω
(
ϕ(x)− u0, ψ(x)− v0)

)
x − x0

]
. (3.16)

Dále

lim
x→x0

ϕ(x)− u0

x − x0
= lim

x→x0

u(x, y0)− u(x0, y0)

x − x0
=
∂u

∂x
(x0, y0),

lim
x→x0

ψ(x)− v0

x − x0
= lim

x→x0

v(x, y0)− v(x0, y0)

x − x0
=
∂v

∂x
(x0, y0).

Nynı́ pro x 6= x0 je

ω
(
ϕ(x)− u0, ψ(x)− v0)

)
x − x0

=

=
ω
(
ϕ(x)− u0, ψ(x)− v0)

)√
(ϕ(x)− u0)2 + (ψ(x)− v0)2

√(
ϕ(x)− u0

x − x0

)2

+

(
ψ(x)− v0

x − x0

)2

· sgn(x − x0).

Z existence parciálnı́ch derivacı́ u a v podle x v bodě (x0, y0) plyne, že funkce ϕ(x) aψ(x)
jsou spojité v x0, tj. lim

x→x0
ϕ(x) = u0 a lim

x→x0
ψ(x) = v0. Tedy

lim
x→x0

ω
(
ϕ(x)− u0, ψ(x)− v0)

)√
(ϕ(x)− u0)2 + (ψ(x)− v0)2

= 0,

lim
x→x0

√(
ϕ(x)− u0

x − x0

)2

+

(
ψ(x)− v0

x − x0

)2

=

√
u2
x(x0, y0)+ v2

x(x0, y0).

Protože výraz sgn(x − x0) je ohraničený, je celkově

lim
x→x0

ω
(
ϕ(x)− u0, ψ(x)− v0)

)
x − x0

= 0.

Nynı́ z (3.16) máme
∂F

∂x
(x0, y0) = fu(u0, v0) lim

x→x0

ϕ(x)− u0

x − x0
+ fv(u0, v0) lim

x→x0

ψ(x)− v0

x − x0
+

+ lim
x→x0

ω
(
ϕ(x)− u0, ψ(x)− v0)

)
x − x0

=

= fu(u0, v0)ux(x0, y0)+ fv(u0, v0)vx(x0, y0). N
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Přı́klad 3.23. Je dána funkce f (u, v) = u2
+ v2, kde u = x − y, v = x

y
. Určete prvnı́

parciálnı́ derivace složené funkce F(x, y) = f (x − y, x
y
).

Řešenı́. Všechny funkce majı́ spojité parciálnı́ derivace ve svých definičnı́ch oborech,
takže můžeme použı́t vzorec (3.13). Platı́:

f (u, v) = u2
+ v2

⇒ fu = 2u, fv = 2v,
u(x, y) = x − y ⇒ ux = 1, uy = −1,

v(x, y) =
x

y
⇒ vx =

1
y
, vy = −

x

y2 .

Tedy

Fx = 2u · 1+ 2v ·
1
y
= 2(x − y)+ 2

x

y
·

1
y
= 2x − 2y +

2x
y2 ,

Fy = 2u · (−1)+ 2v ·
(
−
x

y2

)
= −2(x − y)− 2

x

y
·
x

y2 = −2x + 2y −
2x2

y3 .

Funkce F má tvar F(x, y) = (x − y)2 + x2

y2 , takže předchozı́ výsledek snadno obdržı́me
přı́mým derivovánı́m (ověřte si to pro kontrolu) a vzorec pro derivovánı́ složené funkce
vůbec nepotřebujeme. Pokud však vnějšı́ složka nenı́ známá, je použitı́ tohoto vzorce
nezbytné — viz např. následujı́cı́ přı́klad. N

+

Přı́klad 3.24. Transformujte diferenciálnı́ výraz yfx(x, y)− xfy(x, y) do polárnı́ch sou-
řadnic x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ. Předpokládáme, že funkce f má spojité prvnı́ parciálnı́
derivace.

Řešenı́. Jak uvidı́me, budeme potřebovat vyjádřenı́ ρ a ϕ pomocı́ x a y. Dostaneme

x2
+ y2

= ρ2 cos2 ϕ + ρ2 sin2 ϕ = ρ2
⇒ ρ =

√
x2 + y2,

y

x
=
ρ sinϕ
ρ cosϕ

= tgϕ ⇒ ϕ = arctg
y

x
pro x > 0 .

(Pro x < 0 musı́me přičı́st π.) Dále máme

f (x, y) = f (ρ cosϕ, ρ sinϕ) = F(ρ, ϕ) = F
(√

x2 + y2, arctg
y

x

)
.

Ve vzorci (3.13) se nám tedy zaměnila role f a F a vnitřnı́ složky jsou označeny ρ a ϕ
mı́sto u a v. Nynı́ si připravı́me parciálnı́ derivace vnitřnı́ch složek.

ρx =
1
2
(x2
+ y2)−1/2

· 2x =
x√

x2 + y2
, ϕx =

1

1+
(
y
x

)2 ·
(
−
y

x2

)
= −

y

x2 + y2 ,

ρy =
1
2
(x2
+ y2)−1/2

· 2y =
y√

x2 + y2
, ϕy =

1

1+
(
y
x

)2 ·
1
x
=

x

x2 + y2 .
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Odtud a ze (3.13)

fx = Fρ
x√

x2 + y2
− Fϕ

y

x2 + y2 , fy = Fρ
y√

x2 + y2
+ Fϕ

x

x2 + y2 .

Po dosazenı́ do zadaného výrazu obdržı́me

yfx(x, y)− xfy(x, y) = Fρ
xy√
x2 + y2

− Fϕ
y2

x2 + y2 − Fρ
xy√
x2 + y2

− Fϕ
x2

x2 + y2

= −Fϕ
x2
+ y2

x2 + y2 = −Fϕ. N

V parciálnı́ch diferenciálnı́ch rovnicı́ch, které se vyskytujı́ v matematické fyzice, hrajı́
důležitou roli rovnice druhého řádu, tj. rovnice obsahujı́cı́ druhé parciálnı́ derivace ne-
známé funkce. Podı́váme se proto, jak budou vypadat vzorce pro druhé parciálnı́ derivace
složené funkce. Lze dokázat následujı́cı́ větu:

Věta 3.25. Necht’funkceu = u(x, y) a v = v(x, y)majı́ parciálnı́ derivace druhého řádu
v bodě (x0, y0). Označme u0 = u(x0, y0), v0 = v(x0, y0). Dále necht’funkce z = f (u, v)
má parciálnı́ derivace druhého řádu v okolı́ bodu (u0, v0), které jsou v tomto bodě spojité.
Pak složená funkce z = F(x, y) = f

(
u(x, y), v(x, y)

)
má parciálnı́ derivace druhého

řádu v bodě (x0, y0) a platı́:

Fxx = fuu u
2
x + 2fuv uxvx + fvv v2

x + fu uxx + fv vxx,

Fxy = fuu uxuy + fuv uxvy + fuv uyvx + fvv vxvy + fu uxy + fv vxy,

Fyy = fuu u
2
y + 2fuv uyvy + fvv v2

y + fu uyy + fv vyy .

(3.17)

Parciálnı́ derivace funkcı́ F , u a v majı́ argument (x0, y0), parciálnı́ derivace funkce f
majı́ argument (u0, v0).

Důkaz. Dokážeme např. prvnı́ vzorec, důkaz ostatnı́ch je analogický.
Podle důsledku 2.8 aplikovaného na fu a fv dostaneme, že v jistém okolı́ bodu (u0, v0)

jsou fu a fv spojité, a tedy podle věty 3.7 je funkce f v tomto okolı́ diferencovatelná.
Zejména tudı́ž v bodě (x0, y0) platı́ vztahy (3.13), tj. Fx = fu ux + fv vx .

Uvažme, že Fxx = ∂
∂x
Fx =

∂
∂x
(fu ux + fv vx). Výraz, který máme derivovat, má tvar

součtu a každý sčı́tanec má tvar součinu. Při derivovánı́ fu a fv využijeme skutečnosti,
že fu = fu

(
u(x, y), v(x, y)

)
a fv = fv

(
u(x, y), v(x, y)

)
jsou opět složené funkce

proměnných x a y, a proto můžeme k výpočtu jejich derivacı́ využı́t vztahů (3.13), ve
kterých mı́sto f dosadı́me fu resp. fv (tyto funkce jsou diferencovatelné podle věty 3.7,
protože majı́ spojité prvnı́ parciálnı́ derivace — to je zajištěno předpokladem o existenci
spojitých druhých parciálnı́ch derivacı́ funkce f ). Při úpravách pak vezmeme v úvahu, že
podle věty 2.11 je fuv = fvu.
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Fxx =
∂

∂x
Fx =

∂

∂x
(fu ux + fv vx) =

∂

∂x
(fu ux)+

∂

∂x
(fv vx) =

=
∂

∂x
(fu) ux + fu uxx +

∂

∂x
(fv) vx + fv vxx =

= (fuu ux + fuv vx) ux + fu uxx + (fvu ux + fvv vx) vx + fv vxx =

= fuu u
2
x + fuv vxux + fvv v

2
x + fvu uxvx + fu uxx + fv vxx =

= fuu u
2
x + 2fuv uxvx + fvv v2

x + fu uxx + fv vxx .

Poznámka 3.26.
i) Vzorec pro Fyx bude obdobný jako pro Fxy , jen mı́sto uxy a vxy bude obsahovat uyx

a vyx (předpoklady obecně nezaručujı́ zaměnitelnost).
ii) Pro snadnějšı́ zapamatovánı́ vzorců (3.17) existuje mnemotechnická pomůcka. Např.

pro Fxx umocnı́me pravou stranu vzorce Fx = fu ux+fv vx na druhou. Vyjde f 2
u u

2
x+

+2fufv uxvx+f 2
u v

2
x . Nahradı́me-li nynı́ druhé mocniny nebo součin prvnı́ch derivacı́

fu a fv odpovı́dajı́cı́mi druhými derivacemi, tj. f 2
u → fuu, fufv → fuv a pod.,

dostaneme fuu u2
x+2fuv uxvx+fvv v2

x , což jsou právě prvnı́ tři členy ve vzorci proFxx .
Nesmı́me zapomenout přidat zbývajı́cı́ dva členy fu uxx + fv vxx , které odpovı́dajı́
druhým sčı́tancům při derivovánı́ součinů fu ux a fv vx .
Vzorec Fxy dostaneme formálnı́m roznásobenı́m (fu ux + fv vx)(fu uy + fv vy), ná-
hradou za součiny fu a fv a doplněnı́m dvou poslednı́ch členů.

+

Přı́klad 3.27. Vypočtěte druhé parciálnı́ derivace funkce f (2x − 3y, 3x + y), vı́te-li, že
f má spojité parciálnı́ derivace druhého řádu.

Řešenı́. Označme F(x, y) = f (2x − 3y, 3x + y) a u = 2x − 3y, v = 3x + y. Pak

ux = 2, uy = −3, uxx = uyy = uxy = uyx = 0,
vx = 3, vy = 1, vxx = vyy = vxy = vyx = 0.

Podle (3.13) je Fx = 2fu + 3fv, Fy = −3fu + fv a podle (3.17) je

Fxx = fuu 22
+ 2fuv 2 · 3+ fvv 32

= 4fuu + 12fuv + 9fvv,
Fxy = fuu 2 · (−3)+ fuv 2 · 1+ fuv (−3) · 3+ fvv 3 · 1 = −6fuu − 7fuv + 3fvv,

Fyy = fuu (−3)2 + 2fuv (−3) · 1+ fvv 12
= 9fuu − 6fuv + fvv.

Ze spojitosti plyne, že Fyx = Fxy . Vzhledem k tomu, že druhé derivace vnitřnı́ch složek
jsou nulové (to se stane vždy, když to budou lineárnı́ funkce tvaru ax + by), je výhodné
použı́t poznámku 3.26 ii). Např. Fx = 2fu + 3fv a formálnı́m umocněnı́m a náhradou
(fu)

2
→ fuu a pod. snadno dostaneme výsledek pro Fxx . N
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Přı́klad 3.28. Transformujte do polárnı́ch souřadnic laplacián 1f = fxx + fyy .

Řešenı́. Využijeme označenı́ a výpočty z přı́kladu 3.24. Opět máme

f (x, y) = f (ρ cosϕ, ρ sinϕ) = F(ρ, ϕ) = F
(√

x2 + y2, arctg
y

x

)
,

takže ve vzorcı́ch (3.17) máme bohužel zaměněny role F a f . Dále jsme vypočı́tali, že

ρx =
x√

x2 + y2
, ρy =

y√
x2 + y2

, ϕx = −
y

x2 + y2 , ϕy =
x

x2 + y2 .

Odtud dostaneme druhé derivace (ρyy a ϕyy určı́me ze symetrie):

ρxx =

√
x2 + y2 − x x√

x2+y2

x2 + y2 =
y2√

(x2 + y2)3
, ρyy =

x2√
(x2 + y2)3

,

ϕxx = −
0− y · 2x
(x2 + y2)2

=
2xy

(x2 + y2)2
, ϕyy = −

2xy
(x2 + y2)2

.

Dále podle (3.17) je (předpokládáme, že f má spojité druhé parciálnı́ derivace)

fxx = Fρρ ρ
2
x + 2Fρϕ ρxϕx + Fϕϕ ϕ2

x + Fρ ρxx + Fϕ ϕxx =

= Fρρ
x2

x2 + y2 − 2Fρϕ
xy√

(x2 + y2)3
+ Fϕϕ

y2

(x2 + y2)2
+

+ Fρ
y2√

(x2 + y2)3
+ Fϕ

2xy
(x2 + y2)2

,

fyy = Fρρ ρ
2
y + 2Fρϕ ρyϕy + Fϕϕ ϕ2

y + Fρ ρyy + Fϕ ϕyy =

= Fρρ
y2

x2 + y2 + 2Fρϕ
xy√

(x2 + y2)3
+ Fϕϕ

x2

(x2 + y2)2
+

+ Fρ
x2√

(x2 + y2)3
− Fϕ

2xy
(x2 + y2)2

.

Celkově dostaneme po úpravě (je ρ =
√
x2 + y2 ):

fxx + fyy = Fρρ + Fϕϕ
1

x2 + y2 + Fρ
1√

x2 + y2
= Fρρ +

1
ρ2 Fϕϕ +

1
ρ
Fρ .

N
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Pro zájemce:
Uvedeme nynı́ vzorec pro prvnı́ parciálnı́ derivace složené funkce v obecném přı́padě. Uvědomme
si, že vnějšı́ složka a vnitřnı́ složky mohou mı́t obecně různé počty proměnných.

Předpokládejme, že funkce f : z = f (y), kde y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm, je diferencovatelná
v bodě y∗ = (y∗1 , . . . , y

∗

m). Necht’ dále funkce ϕ1 : y1 = ϕ1(x), . . . , ϕm : ym = ϕm(x), kde
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, majı́ parciálnı́ derivace v bodě x∗ = (x∗1 , . . . , x

∗

n), přičemž ϕi(x∗) = y∗i ,
i = 1, . . . , m. Pak složená funkce

F(x1, . . . , xn) = f
(
ϕ1(x1, . . . , xn), . . . , ϕm(x1, . . . , xn)

)
neboli stručně F(x) = f

(
ϕ1(x), . . . , ϕm(x)

)
má v bodě x∗ parciálnı́ derivace prvnı́ho řádu,

přičemž platı́
∂F

∂xi
(x∗) =

∂f

∂y1
(y∗) ·

∂ϕ1

∂xi
(x∗)+ · · · +

∂f

∂ym
(y∗) ·

∂ϕm

∂xi
(x∗),

i = 1, . . . , n. Stručně
Fxi = fy1ϕ1|xi + · · · + fymϕm|xi .

Obdobně lze derivovánı́m předchozı́ch rovnostı́ odvodit vzorce pro druhé derivace. Výsledky jsou
však dost nepřehledné a je výhodnějšı́ použı́t maticové zápisy.

Jako ukázku uvedeme transformaci laplaciánu1u(x) = ux1x1(x)+· · ·+uxnxn(x) pro radiálně
symetrickou funkci, tj. pro funkci, jejı́ž hodnota závisı́ pouze na vzdálenosti od počátku r = ‖x‖ =
=

√

x2
1 + · · · + x

2
n. Předpokládejme tedy, že u(x) = v(r) = v

(√
x2

1 + · · · + x
2
n

)
, kde funkce v má

spojitou druhou derivaci v′′ pro r > 0. Pro x 6= (0, . . . , 0) a i = 1, . . . , n postupným derivovánı́m
dostaneme:

uxi = v
′(r) ·

xi
√

x2
1 + · · · + x

2
n

,

uxixi = v
′′(r) ·

x2
i

x2
1 + · · · + x

2
n

+ v′(r) ·
1

√

x2
1 + · · · + x

2
n

− v′(r) · xi ·
xi

√

(x2
1 + · · · + x

2
n)

3
.

Dosazenı́m do 1u(x) po úpravách vyjde

1u(x) = v′′(r)+ v′(r) ·
n

r
− v′(r) ·

1
r
= v′′(r)+

n− 1
r

v′(r).

Tento výsledek umožňuje snadno najı́t všechna radiálně symetrická řešenı́ Laplaceovy parciálnı́
diferenciálnı́ rovnice 1u(x) = 0.

Pojmy k zapamatovánı́ ∑
— diferenciál funkce
— diferencovatelné funkce
— gradient funkce
— tečná rovina ke grafu funkce
— normála ke grafu funkce
— derivace složené funkce
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Kontrolnı́ otázky?
1. Kdy je funkce dvou proměnných diferencovatelná v daném bodě?
2. Vysvětlete pojem totálnı́ diferenciál.
3. Vysvětlete geometrický význam totálnı́ho diferenciálu.
4. Co je to gradient funkce v daném bodě?
5. Jaký je vztah gradientu a směrové derivace?
6. Jak počı́táme derivaci prvnı́ho řádu složené funkce dvou proměnných?
7. Jak počı́táme derivaci druhého řádu složené funkce dvou proměnných?
8. Napište rovnici tečné roviny a normály ke grafu funkce v daném bodě.
9. Popište možnosti využitı́ diferenciálu dané funkce v praxi.

Přı́klady k procvičenı́!
1. Vypočtěte totálnı́ diferenciál funkce f v bodě A pro dané dx a dy, popř. dz :

a) f : z =
x2
−y2

xy
, A = (2, 2), dx = 0,03; dy = 0,01;

b) f : z = x + y −
√
x2 + y2 , A = (3, 4), dx = 0,1; dy = 0,2;

c) f : z = exy, A = (1, 2), dx = −0,1; dy = 0,1;

d) f : z = arctg x
y
, A = (1, 3), dx = 0,01; dy = −0,05;

e) f : z = arccotg x
y
, A = (2, 1), dx = 0,01; dy = 0,05;

f) f : u = 2x sin y arctg z, A = (−4, π
2 , 0), dx = 0,05; dy = 0,06; dz = 0,08.

2. Porovnejte totálnı́ diferenciál df (A) a přı́růstek 1f (A) pro f , A a přı́růstky dx, dy :

a) f : z = 4xy, A = (3, 2), dx = −0,2; dy = 0,2;

b) f : z = 4xy, A = (3, 2), dx = −0,02; dy = 0,02;

c) f : z = ln(x2
+ y2), A = (2, 1), dx = 0,1; dy = −0,1;

d) f : z =
x−y

x+y
, A = (1, 3), dx = 0,1; dy = −0,2.

3. Vypočtěte totálnı́ diferenciály prvnı́ho řádu funkce f v obecném bodě:

a) f : z = 3x2
− 2y3 , b) f : z =

x2
+y2

x2−y2 , c) f : z = y ln 2x ,

d) f : z = e
x
y
, e) f : z = xy , f) f : z = arctg xy ,

g) f : u =
√
x2 + y2 + z2 , h) f : u =

xy

z
, i) f : z = (x − y)2 ,

j) f : z = ln
√
x2 + y2 , k) f : z = ln cotg x

y
, l) f : z = arctg x−y

x+y
.

4. Pomocı́ diferenciálu vypočtěte přibližně:

a) arctg 1,02
0,95 , b)

√
1,023 + 1,973 , c) 1,032

3
√

0,98·1,054
,

d) arcsin 0,48
1,05 , e) ln(0,972

+ 0,052) , f) e0,053
−0,02 .

V následujı́cı́ch přı́kladech použijte pro výpočet totálnı́ diferenciál a vzorce (3.10).
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5. Vypočtěte s přesnostı́ na dvě desetinná mı́sta objem kužele V a určete odhad absolutnı́ změny
objemu, jestliže výška kužele je h = (15± 0,3) cm a poloměr základny je r = (8± 0,2) cm.
Určete relativnı́ změnu objemu.

6. Strany trojúhelnı́ka jsou a = (200± 2)m, b = (300± 5)m, úhel mezi nimi je γ = (60± 1)◦.
Vypočtěte s přesnostı́ na dvě desetinná mı́sta délku strany c a odhad absolutnı́ změny délky
strany. Určete relativnı́ změnu strany c.

7. Odvěsny pravoúhlého trojúhelnı́ka, měřené s přesnostı́ 0,1 cm, jsou 12 a 16 cm. Vypočtěte
s přesnostı́ na dvě desetinná mı́sta délku přepony c a odhad absolutnı́ změny této délky. Určete
jejı́ relativnı́ změnu.

8. Rotačnı́ kužel má poloměr základny r = (10,2 ± 0,1) cm a délku pobočné hrany s =

= (44,6 ± 0,1) cm. Vypočtěte s přesnostı́ na dvě desetinná mı́sta jeho objem V a odhad
absolutnı́ změny tohoto objemu. Určete jeho relativnı́ změnu.

9. Rovnoramenný trojúhelnı́k má délku ramene a = (25±1) cm a úhel při základněα = (30±1)◦.
Vypočtěte s přesnostı́ na dvě desetinná mı́sta jeho obsah P a odhad absolutnı́ změny tohoto
obsahu. Určete relativnı́ změnu obsahu.

10. O kolik cm3 se změnı́ přibližně objem kužele s poloměrem podstavy r = 10 cm a výškou
h = 10 cm, zvětšı́me-li poloměr podstavy o 5 mm a výšku o 5 mm zmenšı́me?

11. O kolik přibližně musı́me změnit výšku komolého jehlanu se čtvercovou základnou s délkami
hran a = 2 m, b = 1 m a výškou v = 1 m, jestliže a zvětšı́me o 7 cm a b zmenšı́me o 7 cm,
chceme-li, aby objem zůstal nezměněn?

12. Rozhodněte, zda je funkce z přı́kladu 2.15 diferencovatelná v bodě (0, 0).

13. Ověřte, že funkce f : z = xy√
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0), f (0, 0) = 0, je spojitá a má parciálnı́

derivace v R2, ale nenı́ v bodě (0, 0) diferencovatelná.

14. Vypočtěte parciálnı́ derivace fx(0, 0) a fy(0, 0). Je funkce f diferencovatelná v bodě (0, 0)?

a) f : z =

{
xy

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0),

0 , (x, y) = (0, 0),
b) f : z =

{
x2y

x4+y2 , (x, y) 6= (0, 0),

0 , (x, y) = (0, 0).

15. Najděte rovnici tečné roviny a normály ke grafu funkce f v bodě T :

a) z = 2x2y2
+ 3xy3 , T (1,−1, ?), b) z = ln(2x3

− 8y2) , T (2, 1, ?),

c) z =
√

9− x2 − y2 , T (1,−2, ?), d) z =
x+y

x−y
, T (2, 1, ?),

e) z = x e3x+2y , T (−2, 3, ?), f) z = (x2
+ y2) sin πx , T (1,−2, ?),

g) z = arctg y

x
, T (−2, 2, ?), h) z = e4−x2

−y2
, T (2, 0, ?).
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16. Na grafu funkce f najděte bod, v němž je tečná rovina rovnoběžná s rovinou ρ :

a) f : z = x3
+ y3, ρ : 12x + 3y − z = 0,

b) f : z =
√

1− x2 − y2, ρ : ax + by − z = 0,

c) f : z = x2
− y2, ρ : x + y + z = 0,

d) f : z = xy, ρ : x − z = 0.

17. Najděte jednotkový vektor u, pro nějž je směrová derivace ∂f

∂u
funkce f (x, y) v bodě (x0, y0)

maximálnı́, a určete jejı́ hodnotu.

a) f (x, y) = x4
+ x2y2

+ y4, (x0, y0) = (1, 1),

b) f (x, y) = cotg(xy), (x0, y0) = (
π
2 , 1),

c) f (x, y) = (x − y)4, (x0, y0) = (2, 1),

d) f (x, y) = arctg x
y
, (x0, y0) =

(√3
2 ,

1
2

)
,

e) f (x, y) = ln(x2
+ y2), (x0, y0) = (1, 2),

f) f (x, y) = 4
x2+y2 , (x0, y0) = (−1, 2),

g) f (x, y, z) = x2
+ y2
− 2z, (x0, y0, z0) = (2, 0, 0).

18. Určete největšı́ spád grafu funkce f : z =
√
xy v bodě (4, 2).

19. Vypočtěte prvnı́ a druhé derivace složené funkce F(x, y) = f
(
u(x, y), v(x, y)

)
, vı́te-li, že

f je diferencovatelná :

a) f (2x − 3y, x + 2y) , b) f (x + y, x − y) , c) f (−3x + y, 2x − 3y) ,

d) f (xy, x2
− y2) , e) f

(
x
y
,
y

x

)
, f) f (x cos y, y cos x) .

20. Transformujte diferenciálnı́ rovnici pro neznámou funkci z = f (x, y) na rovnici s neznámou
funkcı́ Z = F(u, v), kde f (x, y) = F

(
u(x, y), v(x, y)

)
:

a) xzxx + yzxy = 0 , u = y, v =
y

x
,

b) zxx − 2zxy + zyy + 2zx = 0 , u = x + y, v = y,

c) x2zxx − 2xyzxy + y2zyy = 0 , u = xy, v = y,

d) zxx + 3zxy + 2zyy = x + y , u = y − 2x, v = y − x,

e) zxx + 2zxy − 3zyy = 0 , u = −3x + y, v = x + y.

21. Transformujte do polárnı́ch souřadnic x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ diferenciálnı́ výraz V — viz
přı́klad 3.24. Funkce f má spojité prvnı́ parciálnı́ derivace:

a) V = xfy − yfx, b) V = f 2
x + f

2
y , c) V = yfy + xfx .
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Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a) 0,02; b) 0,08; c) −0,739; d) 0,008; e) 0,018; f) 0,005.

2. a) df (A) = 0,8; 1f (A) = 0,64; b) df (A) = 0,08; 1f (A) = 0,0784;
c) df (A) = 0,04; 1f (A) = 0,0431; d) df (A) = 0,0625; 1f (A) = 0,0641.

3. a) 6x dx − 6y2 dy , b) 4xy(x dy−y dx)
(x2−y2)2

, c) y

x
dx + ln 2x dy ,

d) e
x
y
( 1
y

dx − x

y2 dy
)
, e) xy−1(y dx + x ln x dy) , f) 1

1+x2y2 (y dx + x dy) ,
g) 1√

x2+y2+z2
(x dx + y dy + z dz) ,

h) 1
z2 (yz dx + xz dy − xy dz) , i) 2(x − y)(dx − dy) ,

j) 1
x2+y2 (x dx + y dy) , k) − 2

y2 sin 2x
y

(y dx − x dy) , l) 1
x2+y2 (y dx − x dy) .

4. a) π
4 + 0,035 .

= 0,8204; b) 2,95; c) 1;
d) π

6 −
0,09
√

3
.
= 0,4716; e) −0,06; f) 0,98.

5. V = π
3 r

2h , V = (1005,31± 70,37) cm3, 7 %.

6. c =
√
a2 + b2 − 2ab cos γ , c = (264,58± 7,59)m, 2,9 %.

7. c =
√
a2 + b2 , c = (20± 0,14) cm, 0,7 %.

8. V = π
3 r

2
√
s2 − r2 , V = (4730,41± 101,39) cm3, 2,1 %.

9. P = a2

2 sin 2α , P = (270,63± 27,10) cm2, 10 %.

10. V = π
3 r

2h , dV (10, 10) = 50π
3
.
= 52,36 cm3.

11. V = h
3 (a

2
+ ab + b2) , dV (2, 1) = 0⇒ dh = −0,01, tedy zmenšit o 1 cm.

12. Je. Bud’přı́mo z definice (fx(0, 0) = 0 = fy(0, 0)), nebo ověřte, že fx a fy jsou spojité v (0, 0)
a použijte větu 3.7.

13. fx(0, 0) = 0 = fy(0, 0).

14. a) fx(0, 0) = 0 = fy(0, 0). Nenı́ diferencovatelná, protože nenı́ spojitá — viz přı́klad 1.24.
b) fx(0, 0) = 0 = fy(0, 0). Nenı́ diferencovatelná, protože nenı́ spojitá — viz přı́klad 1.25.

15. a) x + 5y − z+ 3 = 0, b) 3x − 2y − z− 4+ ln 8 = 0,
x−1

1 =
y+1

5 =
z+1
−1 ,

x−2
3 =

y−1
−2 =

z−ln 8
−1 ,

c) x − 2y + 2z− 9 = 0, d) 2x − 4y + z− 3 = 0, e) 5x + 4y + z = 0,
x−1

1 =
y+2
−2 =

z−2
2 , x−2

2 =
y−1
−4 =

z−3
1 , x+2

5 =
y−3

4 =
z+2

1 ,

f) 5πx + z− 5π = 0, g) x + y + 2z+ 2 = 0, h) 4x + z− 9 = 0,
x−1
5π
=

y+2
0 =

z
1 ,

x+2
1 =

y−2
1 =

z+π/4
2 , x−2

4 =
y

0 =
z−1

1 .
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16. a) (2, 1, 9), (2,−1, 7), (−2, 1,−7), (−2,−1,−9).

b)
(

−a√
1+a2+b2

, −b√
1+a2+b2

, 1√
1+a2+b2

)
, c)

(
−

1
2 ,

1
2 , 0

)
, d) (1, 1, 1).

17. a)
( 1
√

2
, 1
√

2

)
, ‖ grad f (1, 1)‖ = 6

√
2, b)

(
−

2√
π2+4

,− π√
π2+4

)
,

‖ grad f (π/2, 1)‖ =
√

π2+4
2 ,

c)
( 1
√

2
,− 1
√

2

)
, ‖ grad f (2, 1)‖ = 4

√
2, d)

( 1
2 ,−

√
3

2

)
, ‖ grad f (

√
3/2, 1/2)‖ = 1,

e)
(√5

5 ,
2
√

5
5

)
, ‖ grad f (1, 2)‖ = 2

√
5

5 , f)
( 1
√

5
,− 2
√

5

)
, ‖ grad f (−1, 2)‖ = 8

√
5

25 ,

g)
( 2
√

5
, 0,− 1

√
5

)
, ‖ grad f (2, 0, 0)‖ = 2

√
5.

18. − grad f (4, 2) =
(
−

√
2

4 ,−
√

2
2

)
, ‖ grad f (4, 2)‖ =

√
10
4 .

19. a) Fx = 2fu + fv , Fy = −3fu + 2fv ,
Fxx = 4fuu + 4fuv + fvv , Fxy = −6fuu + fuv + 2fvv ,
Fyy = 9fuu − 12fuv + 4fvv ,

b) Fx = fu + fv , Fy = fu − fv ,

Fxx = fuu + 2fuv + fvv , Fxy = fuu − fvv ,

Fyy = fuu − 2fuv + fvv ,
c) Fx = −3fu + 2fv , Fy = fu − 3fv ,

Fxx = 9fuu − 12fuv + 4fvv , Fxy = −3fuu + 11fuv − 6fvv ,
Fyy = fuu − 6fuv + 9fvv ,

d) Fx = yfu + 2xfv , Fy = xfu − 2yfv ,
Fxx = y

2fuu + 4xyfuv + 4x2fvv + 2fv ,
Fxy = xyfuu + 2(x2

− y2) fuv − 4xyfvv + fu ,
Fyy = x

2fuu − 4xyfuv + 4y2fvv − 2fv ,
e) Fx =

1
y
fu −

y

x2 fv , Fy = −
x

y2 fu +
1
x
fv ,

Fxx =
1
y2 fuu −

2
x2 fuv +

y2

x4 fvv +
2y
x3 fv ,

Fxy = −
x

y3 fuu +
2
xy
fuv −

y

x3 fvv −
1
y2 fu −

1
x2 fv ,

Fyy =
x2

y4 fuu −
2
y2 fuv +

1
x2 fvv +

2x
y3 fu ,

f) Fx = cos y fu − y sin x fv , Fy = −x sin y fu + cos x fv ,
Fxx = cos2 y fuu − 2y sin x cos y fuv + y2 sin2 x fvv − y cos x fv ,
Fxy = −x sin y cos y fuu + (xy sin x sin y + cos x cos y) fuv −

− y sin x cos x fvv − sin y fu − sin x fv ,
Fyy = x

2 sin2 y fuu − 2x sin y cos x fuv + cos2 x fvv − x cos y fu .

20. a) −v2 Zuv +
v2

u
Zv = 0 , b) Zvv + 2Zu = 0 , c) Zvv −

2u
v2 Zu = 0 ,

d) Zuv = −3v + 2u , e) Zuv = 0 .

21. a) Fϕ , b) F 2
ρ +

1
ρ2 F

2
ϕ , c) ρFρ .
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Kapitola 4

Vyššı́ diferenciály a Taylorův vzorec

Průvodce studiem S

J

VZ

V této kapitole se seznámı́me s diferenciály vyššı́ch řádů. Dále si zavedeme
pojem Taylorův mnohočlen řádu m funkce dvou a vı́ce proměnných se středem
v daném bodě.

U funkcı́ jedné proměnné jsme si ukázali, jak lze pomocı́ Taylorova mnoho-
členu (polynomu) nahradit danou (většinou složitou) funkci v okolı́ bodu x0 funkcı́
jednoduššı́, jejı́ž hodnoty lze snadno spočı́tat. Také jsme si řekli, jak zvolit tuto po-
lynomiálnı́ funkci, abychom se při výpočtu funkčnı́ hodnoty dopustili co nejmenšı́
chyby, jak lze tuto chybu odhadnout, jak závisı́ chyba aproximace na tom, jak
daleko jsme od zadaného bodu, atd.

Podobným otázkám se budeme věnovat v této kapitole pro funkce dvou a vı́ce
proměnných.

Cı́le
ó

Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni:

• definovat pojem totálnı́ diferenciál m-tého řádu,
• napsat vzorec pro totálnı́ diferenciál druhého a třetı́ho řádu,
• definovat Taylorův mnohočlen řádu m a napsat Taylorův vzorec,
• vyjádřit zbytek v Taylorově vzorci,
• vypočı́tat přibližné hodnoty funkcı́ pomocı́ Taylorova vzorce (bez použitı́

kalkulačky).

4.1 Diferenciály vyššı́ch řádů
U funkcı́ jedné proměnné se zavádı́ pojem vyššı́ch diferenciálů. Pro m ∈ N symbol
dmf(x0)(h) značı́ m-tý diferenciál funkce f v bodě x0. Platı́ dmf(x0)(h) = f (m)(x0)h

m.
Přitom h značı́ přı́růstek nezávisle proměnné. Existence takového diferenciálu je tudı́ž
rovnocenná existenci m-té derivace funkce f v bodě x0.
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Obdobný pojem nynı́ zavedeme pro funkci dvou proměnných. Bylo by možné po-
stupovat induktivně, tj. druhý diferenciál by byl diferenciálem prvnı́ho diferenciálu atd.
Preciznı́ definice tohoto druhu je ale formálně dost obtı́žná (je nutné zavést pojmy z line-
árnı́ algebry jakom-lineárnı́ formy,m-indexové matice, tenzorový součin vektorů apod. —
viz např. [13, str. 44, 58]). Proto dáme přednost definici, v nı́ž přı́mo uvedeme konečný
tvar.

Definice 4.1. Předpokládejme, že funkce f : z = f (x, y) má v nějakém okolı́
bodu (x0, y0) parciálnı́ derivace m-tého řádu, kde m ∈ N, které jsou v tomto bodě
spojité. Totálnı́m diferenciálem m-tého řádu funkce f v bodě (x0, y0) rozumı́me funkci
dvou proměnných (h, k) ∈ R2 tvaru

dmf(x0,y0)(h, k) =

m∑
j=0

(
m

j

)
∂mf

∂xm−j∂yj
(x0, y0) h

m−jkj . (4.1)

Poznamenejme, že z důsledku 2.8 vyplývá, že za předpokladu předchozı́ definice
jsou v jistém okolı́ bodu (x0, y0) všechny parciálnı́ derivace až do řádu m − 1 spojité.
Tedy u smı́šených parciálnı́ch derivacı́ až do řádu m nezávisı́ v bodě (x0, y0) na pořadı́
derivovánı́.

Výše zavedený totálnı́ diferenciál m-tého řádu je vlastně tzv. homogennı́m mnohočle-
nem stupně m dvou proměnných h, k (všechny jeho členy majı́ stejný stupeň m).

Podı́vejme se, co nám dá vzorec (4.1) pro m = 1, 2, 3.
Pro m = 1 dostaneme

df(x0,y0)(h, k) =
∂f

∂x
(x0, y0) h+

∂f

∂y
(x0, y0) k

resp. ve stručnějšı́ symbolice

df(x0,y0)(h, k) = fx(x0, y0) h+ fy(x0, y0) k,

což je (prvnı́) totálnı́ diferenciál z předchozı́ kapitoly.
Pro m = 2 dostaneme vzorec pro totálnı́ diferenciál druhého řádu

d2f(x0,y0)(h, k) =
∂2f

∂x2 (x0, y0) h
2
+ 2

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) hk +

∂2f

∂y2 (x0, y0) k
2. (4.2)

Ve stručnějšı́ symbolice vypadá takto:

d2f(x0,y0)(h, k) = fxx(x0, y0) h
2
+ 2fxy(x0, y0) hk + fyy(x0, y0) k

2.

Poznámka 4.2. Pro zapamatovánı́ vztahu (4.1) a rychlejšı́ nalezenı́ výsledku nám může
posloužit následujı́cı́ pomůcka vycházejı́cı́ z rozvoje mocniny dvojčlenu (a + b)m podle
binomické věty a z „formálnı́ho“ vzorce

dmf(x0,y0)(h, k) =

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)m
f (x0, y0)
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pro m-tý totálnı́ diferenciál. Nejprve je potřeba formálně umocnit dvojčlen ∂
∂x
h + ∂

∂y
k,

pak jej „roznásobit“ f (x0, y0) a nakonec provést jisté náhrady (viz dále).
Pro m = 2 jde o známý vzorec (a + b)2 = a2

+ 2ab + b2. Po formálnı́m umocněnı́
a roznásobenı́ f je třeba provést náhrady

(
∂
∂x

)2
f →

∂2f

∂x2 , ∂
∂x

∂
∂y
f →

∂2f
∂x∂y

apod., zatı́mco
přı́růstky h a k se „normálně“ umocnı́.

d2f(x0,y0)(h, k) =

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)2

f (x0, y0) =

=

(
∂

∂x

)2

f (x0, y0) h
2
+ 2

∂

∂x

∂

∂y
f (x0, y0) hk +

(
∂

∂y

)2

f (x0, y0) k
2
=

=
∂2f

∂x2 (x0, y0) h
2
+ 2

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) hk +

∂2f

∂y2 (x0, y0) k
2.

Pro m = 3 dostaneme s využitı́m předchozı́ poznámky a vzorce (a + b)3 = a3
+

+ 3a2b + 3ab2
+ b3 po potřebných úpravách vzorec pro totálnı́ diferenciál třetı́ho řádu

d3f(x0,y0)(h, k) =

=
∂3f

∂x3 (x0, y0) h
3
+ 3

∂3f

∂x2∂y
(x0, y0) h

2k + 3
∂3f

∂x∂y2 (x0, y0) hk
2
+
∂3f

∂y3 (x0, y0) k
3

nebo ve stručnějšı́ symbolice

d3f(x0,y0)(h, k) =

= fxxx(x0, y0) h
3
+ 3fxxy(x0, y0) h

2k + 3fxyy(x0, y0) hk
2
+ fyyy(x0, y0) k

3. (4.3)

Poznámka 4.3. Proměnné h a k v totálnı́m diferenciálu m-tého řádu majı́ opět charakter
přı́růstků nezávisle proměnných x a y v bodě (x0, y0). Proto se pro ně použı́vajı́ i dalšı́
označenı́ zavedená v kapitole o diferenciálu. Tedy h = x−x0 = 1x = dx a k = y − y0 =

= 1y = dy.
+

Přı́klad 4.4. Určete druhý totálnı́ diferenciál funkce f : z = x2y3 v bodě (1,−2).

Řešenı́. Protože funkce f má spojité parciálnı́ derivace druhého řádu v libovolném bodě
v R2, diferenciál existuje. Podle (4.2) potřebujeme vypočı́tat druhé parciálnı́ derivace
v bodě (1,−2).

fx = 2xy3, fy = 3x2y2, fxx = 2y3, fxy = 6xy2, fyy = 6x2y,

a tedy

fxx(1,−2) = −16, fxy(1,−2) = 24, fyy(1,−2) = −12.

Dosazenı́m do (4.2) vyjde

d2f(1,−2)(h, k) = −16h2
+ 48hk − 12k2
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nebo při označenı́ přı́růstků h = x − 1 a k = y + 2

d2f(1,−2)(x − 1, y + 2) = −16(x − 1)2 + 48(x − 1)(y + 2)− 12(y + 2)2

resp. při označenı́ přı́růstků pomocı́ dx a dy

d2f(1,−2)(dx, dy) = −16 dx2
+ 48 dxdy − 12 dy2. N

Pro zájemce:
V obecném přı́padě funkce vı́ce proměnných f (x), kde x = (x1, . . . , xn), n ∈ N, se totálnı́
diferenciál m-tého řádu, m ∈ N, v bodě x∗ ∈ Rn zavádı́ vztahem

dmfx∗(h) =
∑

j1+···+jn=m
j1,...,jn∈N0

m!

j1! . . . jn!

∂mf

∂x
j1
1 . . . ∂x

jn
n

(x∗) h
j1
1 · · ·h

jn
n ,

kde h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn. Přitom předpokládáme, že funkce f má v nějakém okolı́ bodu x∗

všechny parciálnı́ derivace m-tého řádu, které jsou v tomto bodě spojité.
Tento vzorec lze formálně zapsat vztahem

dmfx∗(h) =
(
h1

∂

∂x1
+ · · · + hn

∂

∂xn

)m
f (x∗),

z něhož umocněnı́m a přı́slušnými náhradami, popsanými v poznámce 4.2 dostaneme předchozı́
vyjádřenı́. Připomeňme, že obdobou binomické formule je pro většı́ počet sčı́tanců multinomická
formule

(a1 + · · · + an)
m
=

∑
j1+···+jn=m
j1,...,jn∈N0

m!

j1! . . . jn!
a
j1
1 · · · a

jn
n .

4.2 Taylorův vzorec

Průvodce studiemS

J

VZ

Z diferenciálnı́ho počtu funkcı́ jedné proměnné známe Taylorův1 mnohočlen a Tay-
lorův vzorec. Nynı́ zavedeme tyto pojmy i pro funkce vı́ce proměnných. Jednou
z jejich důležitých aplikacı́ bude studium lokálnı́ch extrémů funkcı́ vı́ce proměn-
ných. S nimi a rovněž s globálnı́mi extrémy se seznámı́me v následujı́cı́ch kapi-
tolách.

Taylorův mnohočlen řádu m se středem x0 funkce jedné proměnné měl tvar
(x0 označuje střed, x jeho proměnnou; označenı́ středu někdy pro jednoduchost
vynecháváme)

Tm(x; x0) = f (x0)+ f
′(x0)(x − x0)+

1
2!
f ′′(x0)(x − x0)

2
+ · · · +

+
1
m!
f (m)(x0)(x − x0)

m

(4.4)

1Brook Taylor (1685–1731) (čti tejlor) — anglický matematik. Zabýval se analýzou, mechanikou
a balistikou.
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a platilo pro něj, že

Tm(x0; x0) = f (x0), T
′

m(x0; x0) = f
′(x0), . . . , T

(m)
m (x0; x0) = f

(m)(x0).

To, že se shodovaly hodnoty funkcı́ a jejich derivacı́ v bodě x0 až do poměrně
vysokého řádu, geometricky znamenalo, že f (x) a Tm(x; x0) si byly v jistém okolı́
O(x0) velmi blı́zké.

Protože u funkce jedné proměnné je dmfx0(x − x0) = f (m)(x0)(x − x0)
m, je

možné předchozı́ vztah zapsat pomocı́ diferenciálů takto:

Tm(x; x0) = f (x0)+ dfx0(x− x0)+
1
2!

d2fx0(x− x0)+ · · ·+
1
m!

dmfx0(x− x0) . (4.5)

Taylorův vzorec pak řı́kal, že f (x) = Tm(x, x0)+Rm(x), kde zbytek lze vyjádřit
ve tvaru Rm(x) = f (m+1)(x0+θ(x−x0))

(m+1)! (x − x0)
m+1, kde 0 < θ < 1, tj. x0 + θ(x − x0) je

čı́slo mezi x0 a x. Tedy

f (x) =f (x0)+
f ′(x0)

1!
(x − x0)+ · · · +

f (m)(x0)

m!
(x − x0)

m
+

+
f (m+1)(x0 + θ(x − x0)

)
(m+ 1)!

(x − x0)
m+1.

(4.6)

Vztah je opět možné přepsat pomocı́ diferenciálů.

Analogicky jako u funkce jedné proměnné, budeme i u funkce dvou proměnných
f (x, y) chtı́t najı́t mnohočlen dvou proměnných, který bude mı́t v nějakém bodě (x0, y0)

stejnou funkčnı́ hodnotu a stejné hodnoty všech parciálnı́ch derivacı́ až do řádum,m ∈ N.
Ukazuje se, že takový mnohočlen, jehož stupeň je nejvýše m, existuje právě jeden. Jeho
zápis ve tvaru (4.4) je, jak uvidı́me dále, velmi komplikovaný. Ale jeho zápis pomocı́
diferenciálů vyššı́ch řádů je téměř shodný s (4.5). To je obsahem následujı́cı́ definice.

Definice 4.5. Necht’funkce f má v okolı́ bodu (x0, y0) všechny parciálnı́ derivacem-tého
řádu, m ∈ N, které jsou v tomto bodě spojité. Položme h = x − x0, k = y − y0. Pak
mnohočlen

Tm(x, y; x0, y0) = f (x0, y0)+ df(x0,y0)(h, k)+
1
2!

d2f(x0,y0)(h, k)+ · · ·+

+
1

(m− 1)!
dm−1f(x0,y0)(h, k)+

1
m!

dmf(x0,y0)(h, k) (4.7)

nazýváme Taylorovým mnohočlenem řádu m funkce f se středem v bodě (x0, y0).

Tedy x, y jsou proměnné mnohočlenu Tm a x0, y0 jsou souřadnice středu. Pro stručnost
často vynecháváme označenı́ středu a pı́šeme jen Tm(x, y), pokud je střed jasný z kontextu.
Lze ukázat, že je to jediný mnohočlen stupně nejvýše m s požadovanými vlastnostmi.
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Označme Rm(x, y) = f (x, y)−Tm(x, y; x0, y0). Lze dokázat následujı́cı́ větu (všim-
něte si, že oproti předchozı́ definici přibyl předpoklad i na (m+ 1)-nı́ parciálnı́ derivace):

Věta 4.6 (Taylor). Necht’ funkce f má v nějakém okolı́ O(x0, y0) bodu (x0, y0) spojité
parciálnı́ derivace řádu m + 1, m ∈ N. Pak pro libovolný bod (x, y) ∈ O(x0, y0) platı́
Taylorův vzorec

f (x, y) = Tm(x, y; x0, y0)+ Rm(x, y), (4.8)

přičemž tzv. zbytek v Taylorově vzorci Rm(x, y) lze vyjádřit ve tvaru

Rm(x, y) =
1

(m+ 1)!
dm+1f(ξ,η)(x − x0, y − y0) , (4.9)

kde (ξ, η) je vnitřnı́ bod úsečky spojujı́cı́ body (x0, y0) a (x, y).

x

y

x0 ξ x

y0

η

y

O

Obr. 4.1

Tedy parciálnı́ derivace v dm+1f se počı́tajı́ v jistém bodě (ξ, η)
— viz obr. 4.1, ale přı́růstky x − x0 a y − y0 jsou „normálnı́“.
Bod (ξ, η) tedy závisı́ na x a y.

Geometricky jde o náhradu funkce f jednoduššı́m typem
funkce — mnohočlenem — v okolı́ bodu (x0, y0). Zbytek za-
nedbáme a přibližně platı́ f (x, y) .= Tm(x, y). Pro m = 1 jde
o náhradu tečnou rovinou — viz (3.8). Jak uvidı́me později,
prom = 2 bude (v nedegenerovaném přı́padě) grafem T2(x, y)

eliptický nebo hyperbolický paraboloid — str. 193.
Pokud se domluvı́me, že diferenciál nultého řádu je roven

funkčnı́ hodnotě, tj. d0f(x0,y0)(h, k) = f (x0, y0), je možné rov-
nost (4.8) zapsat s ohledem na (4.7) ve tvaru (připomeňme, že
0! = 1)

f (x, y) =

m∑
k=0

1
k!

dkf(x0,y0)(x − x0, y − y0)+ Rm(x, y) . (4.10)

Důkaz věty 4.6. Zvolme pevně (x, y) a označme h = x − x0 a k = y − y0. Zaved’me
pomocnou funkci jedné proměnné ϕ(t) = f (x0 + th, y0 + tk). Platı́ ϕ(1) = f (x0 +

+ h, y0 + k) = f (x, y) a ϕ(0) = f (x0, y0). Na funkci ϕ(t) definovanou na intervalu
〈0, 1〉 použijeme Taylorův vzorec pro funkci jedné proměnné (4.6), v němž zvolı́me x0 = 0
a x = 1. Dostáváme:

ϕ(1) = ϕ(0)+ ϕ′(0)+
1
2!
ϕ′′(0)+ · · · +

1
m!
ϕ(m)(0)+

1
(m+ 1)!

ϕ(m+1)(θ),

kde θ ∈ (0, 1). Při výpočtu derivacı́ funkce ϕ využijeme vztahů pro parciálnı́ derivace
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složených funkcı́. Vyjde

ϕ′(0) =
d
dt
ϕ(t)|t=0 =

d
dt
f (x0 + th, y0 + tk)|t=0 = fx(x0, y0) h+ fy(x0, y0) k,

ϕ′′(0) =
d2

dt2
ϕ(t)|t=0 =

d2

dt2
f (x0 + th, y0 + tk)|t=0 =

=
d
dt

[
fx(x0 + th, y0 + tk) h+ fy(x0 + th, y0 + tk) k

]∣∣
t=0 =

= fxx(x0, y0) h
2
+ 2fxy(x0, y0) hk + fyy(x0, y0) k

2.

Obecně indukcı́ obdržı́me

ϕ(l)(0) =
l∑

j=0

(
l

j

)
∂ lf

∂xl−jyj
(x0, y0)h

l−jkj ,

l = 1, . . . , m. Stejně postupujeme i při výpočtu zbytku Rm(x, y). Po úpravě ϕ(m+1)(ϑ)

dostaneme, že (ξ, η) = (x0, y0)+ (ϑh, ϑk).

+

Přı́klad 4.7. Najděte Taylorův vzorec druhého řádu funkce f : z = x3y + x2y2 v bodě
(1,−2) a vyjádřete zbytek.

Řešenı́. Podle (4.10) bude platit

f (x, y) = f (1,−2)+ df(1,−2)(h, k)+
1
2

d2f(1,−2)(h, k)+ R2(x, y) ,

kde (h, k) = (x−1, y+2) Budeme potřebovat parciálnı́ derivace do třetı́ho řádu. Protože
jde o mnohočleny, jsou spojité, a tedy nebude záviset na pořadı́ derivovánı́.

fx = 3x2y + 2xy2, fxx = 6xy + 2y2, fxxx = 6y,

fy = x
3
+ 2x2y, fyy = 2x2, fyyy = 0,

fxy = 3x2
+ 4xy, fxxy = 6x + 4y,

fxyy = 4x.

Po dosazenı́ vyjde

f (1,−2) = 2, fx(1,−2) = 2, fy(1,−2) = −3,
fxx(1,−2) = −4, fyy(1,−2) = 2, fxy(1,−2) = −5.

Dále podle (3.3) a (4.2) dostaneme

df(1,−2)(h, k) = 2h− 3k, d2f(1,−2)(h, k) = −4h2
− 10hk + 2k2,

takže po dosazenı́ za h a k máme

T2(x, y) = f (1,−2)+ df(1,−2)(x − 1, y + 2)+
1
2

d2f(1,−2)(x − 1, y + 2) =

= 2+ 2(x − 1)− 3(y + 2)− 2(x − 1)2 − 5(x − 1)(y + 2)+ (y + 2)2 .
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Konečně podle (4.9) k vyjádřenı́ zbytku potřebujeme d3f(ξ,η)(h, k). Podle (4.3) platı́

d3f(ξ,η)(h, k) = 6ηh3
+ 3(6ξ + 4η)h2k + 12ξhk2 ,

tedy

R2(x, y) =
1
6

d3f(ξ,η)(x − 1, y + 2) =

= η(x − 1)3 + (3ξ + 2η)(x − 1)2(y + 2)+ 2ξ(x − 1)(y + 2)2 .

Spojenı́m jednotlivých výsledků dostaneme

f (x, y) = T2(x, y)+ R2(x, y) =

= 2+ 2(x − 1)− 3(y + 2)− 2(x − 1)2 − 5(x − 1)(y + 2)+ (y + 2)2 +

+ η(x − 1)3 + (3ξ + 2η)(x − 1)2(y + 2)+ 2ξ(x − 1)(y + 2)2 ,

kde (ξ, η) je vnitřnı́ bod úsečky spojujı́cı́ body (1,−2) a (x, y). N

Poznámka 4.8. Je-li f (x, y) mnohočlen stupně m a napı́šeme-li jeho Taylorův vzorec
řádum se středem (x0, y0), bude vyjádřenı́ zbytku obsahovat (m+1)-nı́ parciálnı́ derivace.
Ty však budou identicky nulové, takže pro libovolné (x, y) bude platit Rm(x, y) = 0
a bude platit zcela přesně f (x, y) = Tm(x, y). To lze využı́t k řešenı́ následujı́cı́ úlohy:
Vyjádřete daný mnohočlen pomocı́ mocnin x − x0 a y − y0. Nebo přesněji: Najděte
mnohočlen Q(u, v) takový, aby P(x, y) = Q(x − x0, y − y0). Stačı́ napsat Taylorův
vzorec se středem (x0, y0) dostatečně vysokého řádu. Např. v předchozı́m přı́kladě by
platilo x3y + x2y2

= f (1,−2) + df(1,−2)(x − 1, y + 2) + 1
2 d2f(1,−2)(x − 1, y + 2) +

+
1
6 d3f(1,−2)(x − 1, y + 2)+ 1

24 d4f(1,−2)(x − 1, y + 2).

+

Přı́klad 4.9. Mnohočlen P(x, y) = x3
+ 3y3

+ xy2
+ 2x2

+ xy + x − 2y vyjádřete
v mocninách u = x + 1, v = y − 2.

Řešenı́. Podle předchozı́ poznámky stačı́ najı́t T3(x, y) se středem (−1, 2). Pak bude

P(x, y) = T3(x, y) = P(−1, 2)+ dP(−1,2)(x + 1, y − 2)+

+
1
2

d2P(−1,2)(x + 1, y − 2)+
1
6

d3P(−1,2)(x + 1, y − 2).

Připravı́me si potřebné derivace.

Px = 3x2
+ y2

+ 4x + y + 1, Pxxx = 6, Px(−1, 2) = 6,

Py = 9y2
+ 2xy + x − 2, Pxxy = 0, Py(−1, 2) = 29,

Pxx = 6x + 4, Pxyy = 2, Pxx(−1, 2) = −2,
Pxy = 2y + 1, Pyyy = 18, Pxy(−1, 2) = 5,
Pyy = 18y + 2x, Pyy(−1, 2) = 34.
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Dále podle (3.3), (4.2) a (4.3) dostaneme

P(−1, 2) = 14, dP(−1,2)(h, k) = 6h+ 29k,

d2P(−1,2)(h, k) = −2h2
+ 10hk + 34k2, d3P(−1,2)(h, k) = 6h3

+ 6hk2
+ 18k3.

Celkově tedy po dosazenı́ h = x + 1 a k = y − 2 platı́

P(x, y) = 14+ 6(x + 1)+ 29(y − 2)−

− (x + 1)2 + 5(x + 1)(y − 2)+ 17(y − 2)2 +

+ (x + 1)3 + (x + 1)(y − 2)2 + 3(y − 2)3.

Mnohočlen Q(u, v) z poznámky 4.8 má tvar

Q(u, v) = 14+ 6u+ 29v − u2
+ 5uv + 17v2

+ u3
+ uv2

+ 3v3. N

+

Přı́klad 4.10. Pomocı́ Taylorova mnohočlenu druhého řádu vypočtěte přibližně následu-
jı́cı́ výrazy.

a) 1,042,02, b)
√

2,982 + 4,052.

Výsledek porovnejte s přı́kladem 3.16 a s hodnotou výrazu zı́skanou na kalkulačce.

Řešenı́. Vyjdeme ze vztahu f (x, y) .= T2(x, y). Přitom použijeme výpočty z přı́kladu
3.16, takže budeme vidět srovnánı́ při náhradě T1(x, y) a T2(x, y).
a) Zvolı́me f (x, y) = xy , (x0, y0) = (1, 2) a (h, k) = (0,04; 0,02). Druhé derivace jsme

již jednou spočı́tali — viz přı́klad 2.10 c).

fxx = y(y − 1)xy−2, fxy = x
y−1
+ yxy−1 ln x, fyy = x

y ln2 x,

fxx(1, 2) = 2, fxy(1, 2) = 1, fyy(1, 2) = 0.

Tedy
d2f(1,2)(h, k) = 2h2

+ 2hk,

tj.
d2f(1,2)(0,04; 0,02) = 2 · 0,042

+ 2 · 0,04 · 0,02 = 0,004 8

a vzhledem k 3.16 a) dostáváme

1,042,02 .
= f (1, 2)+ df(1,2)(0,04; 0,02)+

1
2

d2f(1,2)(0,04; 0,02) =

= 1,08+ 0,002 4 = 1,082 4.

Pro porovnánı́, hodnota určená kalkulačkou je 1,082 448 755 31 . . .
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b) Zvolı́me g(x, y) =
√
x2 + y2, (x0, y0) = (3, 4) a (h, k) = (−0,02; 0,05). Druhé

derivace jsme již jednou spočı́tali (až na gxy) — viz přı́klad 3.28.

gxx =
y2√

(x2 + y2)3
, gxy =

−xy√
(x2 + y2)3

, gyy =
x2√

(x2 + y2)3
,

gxx(3, 4) =
16

125
, gxy(3, 4) = −

12
125

, gyy(3, 4) =
9

125
.

Tedy
d2g(3,4)(h, k) = 0,128h2

− 0,192hk + 0,072k2,

tj.

d2g(3,4)(−0,02; 0,05) = 0,128 · 0,000 4+ 0,192 · 0,001+ 0,072 · 0,002 5 =
= 0,000 423 2

a vzhledem k 3.16 b) dostáváme√
2,982 + 4,052 .

= g(3, 4)+ dg(3, 4)+
1
2

d2g(3, 4) =

= 5,028+ 0,000 211 6 = 5,028 211 6.

Pro porovnánı́, hodnota určená kalkulačkou je 5,028 210 417 23 . . . N

Pro zájemce:
Definice Taylorova mnohočlenu řádu m, m ∈ N, funkce f (x), x = (x1, . . . , xn), n proměnných
se středem v bodě x∗ = (x∗1 , . . . , x

∗

n) je formálně stejná jako u funkce dvou proměnných:

Tm(x, x
∗) = f (x∗)+ dfx∗(x − x∗)+

1
2!

d2fx∗(x − x
∗)+ · · · +

1
m!

dmfx∗(x − x∗).

Přitom předpokládáme, že funkce f má v okolı́ bodu x∗ všechny parciálnı́ derivace m-tého řádu,
které jsou v tomto bodě spojité.

Taylorova věta 4.6 zůstává v platnosti, vyjádřenı́ zbytkuRm(x) = f (x)−Tm(x, x∗) je naprosto
analogické.

Pojmy k zapamatovánı́∑
— totálnı́ diferenciál druhého a třetı́ho řádu
— totálnı́ diferenciál m-tého řádu
— Taylorův mnohočlen řádu m
— Taylorův vzorec
— zbytek v Taylorově vzorci
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Kontrolnı́ otázky ?
1. Co rozumı́me pojmem totálnı́ diferenciál m-tého řádu?

2. Napište vzorec pro totálnı́ diferenciál druhého a třetı́ho řádu.

3. Jaké podmı́nky musı́ splňovat funkce f , aby existoval jejı́ totálnı́ diferenciálm-tého
řádu v bodě (x0, y0)?

4. Co je to Taylorův mnohočlen řádu m?

5. Jaký má smysl nahrazenı́ funkce Taylorovým mnohočlenem?

6. Napište Taylorův vzorec.

7. Jak lze vyjádřit zbytek v Taylorově vzorci?

8. Jak bude vypadat zbytek po nahrazenı́ mnohočlenu stupněm Taylorovým vzorcem
řádu m?

9. Za jakých podmı́nek bude Taylorův mnohočlen dobrou náhradou funkce f (x, y)
v okolı́ bodu (x0, y0)?

10. Pro jaké funkce platı́ zcela přesně rovnost f (x, y) = Tm(x, y)?

11. Popište princip výpočtu přibližné hodnoty funkcı́ (bez použitı́ kalkulačky).

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Najděte totálnı́ diferenciály druhého a třetı́ho řádu funkce f v bodě A :

a) f : z = x3y + x2y2
− xy3 , A = (1,−1), b) f : z = ex+2y , A = (−2, 1),

c) f : z = ln(x + y) , A = (2, 1), d) f : z = x
y
, A = (−3, 1).

2. Najděte Taylorův mnohočlen druhého řádu funkce z = f (x, y) se středem A:

a) z = x
y
, A = (1, 1), b) z =

√
1− x2 − y2, A =

( 1
2 ,

1
2

)
,

c) z = arcsin x√
x2+y2

, A = (0, 1), d) z = arctg 1+x+y
1−x+y , A = (0, 0),

e) z = ln
√
x2 + y2, A = (1, 1), f) z = cos x

cos y , A = (0, 0),

g) z = arctg y

x
, A = (1, 1), h) z = sin x sin y, A = (0, 0).

3. Napište Taylorův mnohočlen se středem (0, 0) (někdy nazývaný Maclaurinův1 mnohočlen)
řádu m pro funkci f :

a) f (x, y) = 1
1−x−y+xy , m = 2, b) f (x, y) = ex sin y, m = 3,

c) f (x, y) = ex ln(1+ y), m = 3, d) f (x, y) = e−2x−3y, m = 3.

1Colin Maclaurin (1698–1746) (čti meklorin) — skotský matematik, zabýval se analýzou a geometriı́.
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4. Vyjádřete mnohočleny P(x, y) v mocninách u a v:

a) P(x, y) = 24+ 11x − 9y − x2
− 2xy + y2

− x3, u = x + 2, v = y − 1,
b) P(x, y) = 46+ 32x − 28y − 4x2

− 20xy + 4y2
+ 3xy2

− 2x3, u = x + 1, v = y − 3,
c) P(x, y) = 9− 16x − 5y + 8x2

− xy − 7y2
− x3
+ 2x2y + 3xy2

− y3,

u = x − 2, v = y + 1,
d) P(x, y) = 2+ 4x + 2y + 3x2

+ xy − y2
+ x3
+ x2y + xy2

+ y3,

u = x + 1, v = y − 1,
e) P(x, y) = 13+ 16x − 4y + 11x2

+ 4xy + 4y2
+ 2x3

− xy2
− y3,

u = x + 2, v = y − 2,
f) P(x, y) = 9− 10x − 8y + x2

− 4xy − 8y2
− xy2

− 2y3, u = x − 3, v = y + 2.

5. Pomocı́ Taylorova mnohočlenu druhého řádu vypočtěte přibližně následujı́cı́ výrazy a porovnejte
je s výsledkem zı́skaným na kalkulačce:

a) arctg 1,04
0,98 , b) sin 29◦ tg 46◦, c) 3

√
2− 1,02 · 0,98.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́
1. a) d2f = −4h2

− 8hk + 8k2 , d3f = −6h3
+ 6h2k + 30hk2

− 6k3 ,

b) d2f = h2
+ 4hk + 4k2 , d3f = h3

+ 6h2k + 12hk2
+ 8k3 ,

c) d2f = − 1
9 h

2
−

2
9 hk −

1
9 k

2 , d3f = 2
27 h

3
+

2
9 h

2k + 2
9 hk

2
+

2
27 k

3 ,

d) d2f = −2hk − 6k2 , d3f = 6hk2
+ 18k3 .

2. a) 1+ (x − 1)− (y − 1)− (x − 1)(y − 1)− (y − 1)2,

b)
√

2
2 +

√
2

2

[(
x − 1

2

)
+
(
y − 1

2

)]
−

√
2

4

[(
x − 1

2

)2
+ 2
(
x − 1

2

)(
y − 1

2

)
+
(
y − 1

2

)2]
,

c) x − x(y − 1), d) π
4 + x −

xy

2 ,

e) ln 2
2 +

1
2 [(x − 1)+ (y − 1)] − 1

2(x − 1)(y − 1), f) 1− x2

2 +
y2

2 ,

g) π
4 −

1
2(x − 1)+ 1

2(y − 1)+ 1
4(x − 1)2 − 1

4(y − 1)2, h) xy.

3. a) 1+ x + y + x2
+ xy + y2, b) y + xy +

x2y
2 −

y3

6 ,

c) y + xy −
y2

2 +
x2y

2 −
xy2

2 +
y3

3 , d) 1− 2x+3y
1! +

(2x+3y)2

2! −
(2x+3y)3

3! .

4. a) 2+ (x + 2)− 3(y − 1)+ 5(x + 2)2 − 2(x + 2)(y − 1)+ (y − 1)2 − (x + 2)3,
b) −3+ (x + 1)− 2(y − 3)+ 2(x + 1)2 − 2(x + 1)(y − 3)+ (y − 3)2 +
+ 3(x + 1)(y − 3)2 − 2(x + 1)3,

c) (x − 2)(y + 1)+ 2(y + 1)2 − (x − 2)3 + 2(x − 2)2(y + 1)+
+ 3(x − 2)(y + 1)2 − (y + 1)3,

d) 1+ (x + 1)+ (y − 1)+ (x + 1)2 + (x + 1)(y − 1)+ (y − 1)2 + (x + 1)3 +
+ (x + 1)2(y − 1)+ (x + 1)(y − 1)2 + (y − 1)3,

e) 1− (x + 2)2 + 2(x + 2)3 − (x + 2)(y − 2)2 − (y − 2)3,
f) (x − 3)2 + (y + 2)2 − (x − 3)(y + 2)2 − 2(y + 2)3.

5. a) π
4 + 0,029 7 .

= 0,815 098; výsledek zı́skaný na kalkulačce: 0,815 092 403 004 . . . ,
b) 1

2 +
2−
√

3
2 ·

π
180 +

2
√

6−4
√

3−1
2 ·

π2

2·1802
.
= 0,504 445;

výsledek zı́skaný na kalkulačce: 0,502 035 058 182 . . . ,
c) 1,000 13̄; výsledek zı́skaný na kalkulačce: 1,000 133 315 56 . . .
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Kapitola 5

Lokálnı́ extrémy

Průvodce studiem S

J

VZ

Připomeňme si, že lokálnı́ extrém funkce jedné proměnné je společný název pro
lokálnı́ maximum a minimum dané funkce. Lokálnı́ minimum znamená, že v urči-
tém okolı́ bodu x0 nemá f (x)menšı́ hodnotu než f (x0). V některém vzdálenějšı́m
bodě tomu však již tak být nemusı́. Podobně lokálnı́ maximum znamená, že v jis-
tém okolı́ bodu x0 nemá f (x) většı́ hodnotu než f (x0).

Z předcházejı́cı́ho studia již vı́me, že funkce může mı́t lokálnı́ch extrémů vı́ce,
nebo dokonce nekonečně mnoho (např. funkce y = sin x, x ∈ R má nekonečně
mnoho bodů lokálnı́ho maxima („vrcholků“) i minima („dolı́ků“).

Je-li v nějakém okolı́ O(x0) bodu x0 hodnota f (x0) skutečně největšı́, tj. platı́-li
f (x) < f (x0) pro x ∈ O(x0), x 6= x0, nebo nejmenšı́, tj. f (x) > f (x0) pro x ∈ O(x0),
x 6= x0, mluvı́me o ostrých lokálnı́ch extrémech.

V této kapitole nám půjde o podobný problém — určenı́ lokálnı́ch extrémů
funkce dvou a vı́ce proměnných. Nejprve si zformulujeme podmı́nky pro existenci
extrémů funkcı́ dvou proměnných, a poté, což je náročnějšı́, i pro funkce třı́ a vı́ce
proměnných. Budeme tedy hledat body, v nichž je funkčnı́ hodnota dané funkce
v jistém okolı́ největšı́ nebo nejmenšı́. Podobný bude i postup. Nejprve nalezneme
„podezřelé“ body a pak rozhodneme, ve kterých z nich je extrém.

Při formulaci dostatečných podmı́nek pro existenci lokálnı́ch extrémů funkcı́
vı́ce proměnných v obecném přı́padě budeme potřebovat z algebry některé po-
znatky o kvadratických formách. Ty jsou uvedeny v oddı́lu 5.2.

Připomeňme si nejprve princip výpočtu pro funkci jedné proměnné. Našı́m cı́lem bylo
najı́t body, v nichž má daná funkce f (x) lokálnı́ extrémy (tj. musı́ jı́t o vnitřnı́ body
definičnı́ho oboru uvažované funkce). Postup měl dva kroky:

1) Vytipujeme „podezřelé“ body (tj. body, v nichž by mohl být lokálnı́ extrém; v jiných
bodech extrém být nemůže).

2) Rozhodneme, ve kterém „podezřelém“ bodě extrém je (byl „podezřelý“ právem) a ve
kterém extrém nenı́ (byl „podezřelý“ neprávem).
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Které body mohou být „podezřelé“? Z prvnı́ho semestru vı́me, že jestliže funkce f (x)má
derivaci, která je nenulová, pak f (x) je v tomto bodě rostoucı́ nebo klesajı́cı́ a v takovém
bodě zřejmě nemůže být extrém. Pokud tedy derivace existuje, přicházejı́ v úvahu pouze
body, v nichž je f ′(x) = 0. Ty nazýváme stacionárnı́ body. Geometrický význam je
jasný — tečna ke grafu funkce je v takovém bodě rovnoběžná s osou x (tj. je vodorovná).
Druhou možnostı́ je, že f ′(x) v daném bodě neexistuje, tj. graf zde nemá tečnu.

Cı́le
ó

Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni:

• nalézt stacionárnı́ body funkcı́ dvou (resp. vı́ce) proměnných,
• formulovat postačujı́cı́ podmı́nku pro existenci lokálnı́ho extrému funkce dvou

(resp. vı́ce) proměnných,
• rozhodnout, zda ve stacionárnı́m bodě nastane extrém,
• určit typ daného extrému — tj. lokálnı́ minimum či maximum,
• rozhodnout, zda se jedná o ostrý či neostrý extrém,
• definovat kvadratické formy,
• rozhodnout o druhu definitnosti kvadratické formy.

5.1 Lokálnı́ extrémy funkcı́ dvou proměnných
Nejprve se budeme zabývat funkcemi dvou proměnných. V celém oddı́lu budeme předpo-
kládat, že definičnı́ obory jsou otevřené množiny. Pak je formulace nutných a postačujı́cı́ch
podmı́nek existence lokálnı́ch extrémů jednoduššı́. Navı́c pro lepšı́ pochopenı́ problema-
tiky máme možnost grafického znázorněnı́.

Definice 5.1. Necht’f (x, y) je funkce dvou proměnných a (x0, y0) ∈ D(f ).

a) Řekneme, že funkce f má v bodě (x0, y0) lokálnı́ maximum, jestliže existuje okolı́
O(x0, y0) takové, že pro každé (x, y) ∈ O(x0, y0) platı́ f (x, y) 5 f (x0, y0).

b) Řekneme, že funkce f má v bodě (x0, y0) lokálnı́ minimum, jestliže existuje okolı́
O(x0, y0) takové, že pro každé (x, y) ∈ O(x0, y0) platı́ f (x, y) = f (x0, y0).

Jestliže pro (x, y) 6= (x0, y0) jsou předchozı́ nerovnosti ostré, mluvı́me o ostrém lokálnı́m
maximu resp. minimu. Společný název pro (ostré) lokálnı́ maximum a minimum je (ostrý)
lokálnı́ extrém.

Na obr. 5.1 je schematicky znázorněno, jak mohou vypadat body lokálnı́ho maxima.
Obrázky představujı́ pouze výřez z celého grafu funkce f . Přı́vlastkem „hladký“ se v ná-
sledujı́cı́m textu rozumı́, že funkce má spojité parciálnı́ derivace, tj. jejı́ graf má spojitě se
měnı́cı́ tečné roviny a je tudı́ž „oblý“.
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a) V bodě (x0, y0) je ostré lokálnı́ maximum. Graf („klobouk“) je „hladký“.
b) V bodě (x0, y0) je ostré lokálnı́ maximum. Graf (kuželová plocha) nenı́ v tomto bodě

„hladký“.
c) V bodě (x0, y0) je neostré lokálnı́ maximum. V jeho sebemenšı́m okolı́ jsou vždy dalšı́

body, v nichž jsou stejné funkčnı́ hodnoty jako v (x0, y0). Na obrázku tvořı́ úsečku
v O(x0, y0), která odpovı́dá hřebenu „střechy“. Graf („lomená střecha“) nenı́ v tomto
bodě „hladký“.

d) V bodě (x0, y0) je neostré lokálnı́ maximum. V jeho sebemenšı́m okolı́ jsou vždy dalšı́
body, v nichž jsou stejné funkčnı́ hodnoty jako v (x0, y0). Na obrázku tvořı́ úsečku
v O(x0, y0), která odpovı́dá hřebenu „střechy“. Graf („kulatá střecha“) je v tomto bodě
„hladký“.

e) V bodě (x0, y0) je neostré lokálnı́ maximum. V jeho sebemenšı́m okolı́ jsou vždy dalšı́
body, v nichž jsou stejné funkčnı́ hodnoty jako v (x0, y0). Na obrázku tyto body vyplňujı́
část O(x0, y0) (vyznačeno šedě). Graf (komolý kužel) nenı́ v tomto bodě „hladký“.

Poznámka 5.2.
1) Představı́me-li si graf funkce f jako plastickou mapu, hledáme vlastně „kopečky“

a „dolı́ky“. Je zřejmé, že lokálnı́ extrémy nemusı́ existovat, ale na druhé straně jich
může být nekonečně mnoho.

2) Protože předpokládáme, že definičnı́ obor D(f ) je otevřený, jsou body lokálnı́ch ex-
trémů z definice 5.1 vždy vnitřnı́ a funkce f je definovaná v jistém okolı́ bodu (x0, y0).

z = f (x, y)

O(x0, y0)

a)

z = f (x, y)

O(x0, y0)

b)

z = f (x, y)

O(x0, y0)

c)

z = f (x, y)

O(x0, y0)

d)

z = f (x, y)

O(x0, y0)

e)

Obr. 5.1: Lokálnı́ maxima



106 Lokálnı́ extrémy

Definice by se snadno dala modifikovat i na hraničnı́ body. Stačilo by požadovat, aby
přı́slušná nerovnost platila pouze pro (x, y) ∈ O(x0, y0) ∩ D(f ) — viz obr. 1.9 b)
a definice 5.16. Pak by však formulace následujı́cı́ch vět byla podstatně složitějšı́.

3) Z předchozı́ch obrázků je zřejmé, že pojem ostrý lokálnı́ extrém nemá nic společného
s tı́m, zda graf funkce je „zakulacený“ nebo ne. Tato vlastnost jen znamená, že v jistém
okolı́ bodu (x0, y0) je f (x0, y0) největšı́ (nejmenšı́) funkčnı́ hodnotou a ostatnı́ jsou
ostře menšı́ (většı́).

Připomeňme, že v tomto oddı́lu předpokládáme, že definičnı́ obory jsou otevřené
množiny.

Věta 5.3. Necht’ funkce f má v bodě (x0, y0) lokálnı́ extrém. Pak platı́:

a) Parciálnı́ derivace fx(x0, y0) bud’neexistuje, nebo je fx(x0, y0) = 0.
b) Parciálnı́ derivace fy(x0, y0) bud’neexistuje, nebo je fy(x0, y0) = 0.

Důkaz. Uvažujme funkci jedné proměnné ϕ(x) = f (x, y0). Ta je definovaná v nějakém
okolı́ bodu x0 tvaru (x0 − δ, x0 + δ), δ > 0, a má v bodě x0 nutně extrém. To ovšem
znamená, že pokud zde má derivaci, ta musı́ být nulová — viz [11, str. 249]. Ale podle
definice 2.1 je ϕ′(x0) = fx(x0, y0) — viz též obr. 2.2. Analogicky se dokáže druhá část
tvrzenı́.

Předchozı́ věta řı́ká, že pokud v bodě lokálnı́ho extrému existujı́ parciálnı́ derivace,
tj. pomocné funkce jedné proměnné majı́ tečny (viz obr. 3.5), musejı́ být tyto tečny
vodorovné. Totéž pak musı́ platit pro tečnou rovinu (pokud existuje). Tak by tomu bylo
na obr. 5.1 a) a 5.1 d), zatı́mco na obr. 5.1 b), 5.1 c) a 5.1 e) aspoň jedna parciálnı́ derivace
neexistuje.

Protože my budeme pracovat většinou s funkcemi majı́cı́mi parciálnı́ derivace, zave-
deme následujı́cı́ pojem.

Definice 5.4. Řekneme, že bod (x0, y0) je stacionárnı́m bodem funkce f , jestliže platı́
fx(x0, y0) = 0 a fy(x0, y0) = 0.

Z předchozı́ věty potom dostáváme následujı́cı́ nutnou podmı́nku existence lokálnı́ho
extrému.

Důsledek 5.5. Necht’funkce f má v bodě (x0, y0), v němž existujı́ prvnı́ parciálnı́ derivace
funkce f , lokálnı́ extrém. Pak (x0, y0) je stacionárnı́ bod.

Ve stacionárnı́m bodě extrém může být, ale nemusı́, jak ukazuje obr. 5.2. Na něm je
znázorněna funkce f : z = f (x0, y0)+(x−x0)(y−y0), která má stacionárnı́ bod (x0, y0),
avšak v tomto bodě nenı́ lokálnı́ extrém (takový bod se nazývá sedlo).

Následujı́cı́ věta udává postačujı́cı́ podmı́nku existence lokálnı́ho extrému pro funkce
dvou proměnných.
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x

y

z

f (x0, y0)

O

(x0, y0)

Obr. 5.2: Stacionárnı́ bod typu sedlo

Věta 5.6. Necht’ funkce f má v bodě (x0, y0) a nějakém jeho okolı́ spojité parciálnı́
derivace druhého řádu a necht’ (x0, y0) je jejı́ stacionárnı́ bod.
Označme

J (x, y) =

∣∣∣∣fxx(x, y) fxy(x, y)

fxy(x, y) fyy(x, y)

∣∣∣∣ = fxx(x, y)fyy(x, y)− f 2
xy(x, y).

Pak platı́:

1) Jestliže je J (x0, y0) > 0, je v bodě (x0, y0) ostrý lokálnı́ extrém.
Je-li fxx(x0, y0) > 0, je to minimum, je-li fxx(x0, y0) < 0, je to maximum.

2) Jestliže je J (x0, y0) < 0, nenı́ v bodě (x0, y0) lokálnı́ extrém.
3) Jestliže je J (x0, y0) = 0, nedává věta odpověd’(extrém zde může být, ale nemusı́).

Důkaz. Naznačı́me jen princip důkazu. Vzhledem k předpokladům lze funkci f vyjádřit
ve tvaru f (x, y) = T2(x, y)+ R2(x, y), kde T2(x, y) je Taylorův mnohočlen se středem
v (x0, y0). Protože tento bod je stacionárnı́, je prvnı́ diferenciál nulový a mnohočlen má
tvar

T2(x, y) = f (x0, y0)+
1
2

d2f (x0, y0) = f (x0, y0)+
1
2
fxx(x0, y0)(x − x0)

2
+

+ fxy(x0, y0)(x − x0)(y − y0)+
1
2
fyy(x0, y0)(y − y0)

2.
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Lze ukázat, že v přı́padě 1) je grafem eliptický paraboloid (viz obr. 1.8 a), popř. otočený
dolů) a v přı́padě 2) je grafem hyperbolický paraboloid (viz obr. 5.2). V přı́padě 1) tedy má
T2(x, y) v bodě (x0, y0) lokálnı́ extrém a v přı́padě 2) nemá. Dále lze ukázat, že v těchto
dvou přı́padech je zbytek R2(x, y) v okolı́ vyšetřovaného bodu tak malý, že funkce f se
chová obdobně. Rozhodujı́cı́ je tedy diferenciál druhého řádu. V přı́padě 1) proto nastane
extrém a v přı́padě 2) nenastane. V přı́padě 3) zbytek zanedbat obecně nelze.

Úplný důkaz, provedený poněkud jinou technikou, uvedeme později pro obecnějšı́
přı́pad — viz věta 5.20 a důsledek 5.21.

Poznámka 5.7.
1) Všimněte si, že v přı́padě 1) předchozı́ věty nemůže být fxx(x0, y0) = 0. Jinak by
J (x0, y0) = −f

2
xy(x, y) 5 0, což je spor. Totéž platı́ pro fyy(x0, y0). Dokonce musejı́

mı́t tato čı́sla stejné znaménko, protože jinak by fxx(x0, y0)fyy(x0, y0) < 0 a bylo
by oproti předpokladu J (x0, y0) < 0. K rozhodnutı́ o maximu resp. minimu lze tedy
použı́t rovnocenně fyy(x0, y0).

2) Ukážeme na přı́kladech, že v přı́padě 3) extrém může nastat, ale nemusı́.
a) Pro funkci f : z = x4

+ y4 je fx = 4x3, fy = 4y3 a z rovnic 4x3
= 0, 4y3

= 0
dostáváme jediný stacionárnı́ bod (0, 0). Dále fxx = 12x2, fyy = 12y2, fxy = 0,
tedy J (x, y) = 144x2y2 a J (0, 0) = 0. V bodě (0, 0) je lokálnı́ minimum, protože
f (0, 0) = 0 a pro libovolné jiné (x, y) (ne jen v okolı́) je f (x, y) > 0.

b) Pro funkci f : z = x3
+ y3 je fx = 3x2, fy = 3y2 a z rovnic 3x2

= 0, 3y2
= 0

dostáváme jediný stacionárnı́ bod (0, 0). Dále fxx = 6x, fyy = 6y, fxy = 0,
tedy J (x, y) = 36xy a J (0, 0) = 0. V bodě (0, 0) nenı́ lokálnı́ extrém, protože
f (0, 0) = 0 a f (x, 0) = x3, takže pro x > 0 je f (x, 0) > 0 a pro x < 0 je
f (x, 0) < 0, což znamená, že v libovolně malém okolı́ jsou jak většı́ tak menšı́
funkčnı́ hodnoty než f (0, 0).

Vyšetřovánı́ lokálnı́ch extrémů tedy můžeme shrnout do následujı́cı́ch bodů:

• Nejprve vytipujeme pomocı́ věty 5.3 nebo důsledku 5.5 „podezřelé“ body, v nichž
by mohl být extrém (v ostatnı́ch bodech být nemůže).

Nejčastěji půjde o nalezenı́ stacionárnı́ch bodů, což znamená řešit dvě rovnice pro
dvě neznámé. Obecně jde o nelineárnı́ rovnice, jejichž řešenı́ může být velmi obtı́žné.
Žádný univerzálnı́ postup neexistuje. Pokud je aspoň jedna z nich lineárnı́, je možné
z nı́ vyjádřit jednu proměnnou pomocı́ druhé a dosadit do zbývajı́cı́ rovnice. Tı́m
dostaneme rovnici (obecně opět nelineárnı́) pro jednu neznámou, jejı́ž řešenı́ je
přece jen snazšı́. I v přı́padě obou nelineárnı́ch rovnic někdy lze z jedné rovnice
vyjádřit jednu neznámou pomocı́ druhé a dosadit nebo nějakými úpravami vyloučit
jednu neznámou.

Často je účinné, pokud se nám podařı́ rozložit levé strany rovnic na součin; na
pravých stranách musı́ být nula. Aby součin byl nulový, musı́ být nulový některý
činitel. Stačı́ tudı́ž kombinovat jednotlivé činitele z obou rovnic, čı́mž dostaneme ně-
kolik většinou jednoduššı́ch rovnic. Pokud vše selže, nezbývá než použı́t numerické
metody a nalézt kořeny alespoň přibližně.
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• O každém „podezřelém“ bodu rozhodneme, zda v něm lokálnı́ extrém je nebo nenı́.
K tomu použijeme větu 5.6, pokud jsou splněny jejı́ předpoklady.

Pokud jejı́ předpoklady splněny nejsou, nebo pokud v přı́padě 3) nedá odpověd’, je
potřeba použı́t nějaký speciálnı́ obrat. To může být někdy velmi jednoduché, někdy
naopak značně netriviálnı́. Univerzálnı́ návod bohužel neexistuje.

+

Přı́klad 5.8. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f : z = x2
+ xy + y2

− 6x − 9y.

Řešenı́. Funkce f je spojitá v R2 a má zde spojité parciálnı́ derivace (všech řádů). Podle
důsledku 5.5 mohou být lokálnı́ extrémy pouze ve stacionárnı́ch bodech. Vypočteme prvnı́
parciálnı́ derivace a určı́me, kde jsou současně nulové:

zx = 2x + y − 6,
zy = x + 2y − 9,

⇒
2x + y − 6 = 0,
x + 2y − 9 = 0.

Dostali jsme soustavu dvou lineárnı́ch rovnic o dvou neznámých, jejı́mž řešenı́m snadno
dostaneme x = 1, y = 4. Máme tedy jediný „podezřelý“ stacionárnı́ bod (1, 4).

Nynı́ vypočteme druhé parciálnı́ derivace:

zxx = 2, zyy = 2, zxy = 1.

Abychom mohli použı́t větu 5.6, určı́me J (x, y):

J (x, y) =

∣∣∣∣zxx zxy
zxy zyy

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2 1
1 2

∣∣∣∣ = 3.

V tomto přı́padě je hodnota konstantnı́ (obecně je to funkce x a y, za něž musı́me dosadit
souřadnice stacionárnı́ch bodů). Protože je kladná, je v bodě (1, 4) ostrý lokálnı́ extrém.
Jelikož zxx = 2 > 0, jde o ostré lokálnı́ minimum. Je f (1, 4) = −21. Graf funkce je
znázorněn na obr. 5.3 (jde o eliptický paraboloid). N
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Obr. 5.3: Graf funkce f : z = x2
+ xy + y2

− 6x − 9y
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+

Přı́klad 5.9. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f : z = x3
+ y3

− 3xy.

Řešenı́. Funkce f je spojitá v R2 a má zde spojité parciálnı́ derivace (všech řádů). Podle
důsledku 5.5 mohou být lokálnı́ extrémy pouze ve stacionárnı́ch bodech. Vypočteme prvnı́
parciálnı́ derivace a určı́me, kde jsou současně nulové:

zx = 3x2
− 3y,

zy = 3y2
− 3x,

⇒
3x2
− 3y = 0,

3y2
− 3x = 0,

⇒
x2
= y,

y2
= x.

Dostali jsme soustavu dvou nelineárnı́ch rovnic, ale naštěstı́ velmi jednoduchou. Z prvnı́
rovnice lze dosadit do druhé a vzniklou rovnici pak vyřešit. Postupně vyjde:

(x2)
2
= x ⇒ x4

− x = 0 ⇒ x(x3
− 1) = 0 ⇒ x(x− 1)(x2

+ x+ 1) = 0.

K rozkladu výrazu x3
− 1 si bud’ vzpomeneme na středoškolský vzoreček a3

− b3
=

= (a − b)(a2
+ ab + b2), nebo najdeme celočı́selný kořen 1 a použijeme např. Hornerovo

schéma. Aby vzniklý součin byl roven nule, musı́ být bud’x = 0, nebo x − 1 = 0, nebo
x2
+ x + 1 = 0. Ale kvadratická rovnice x2

+ x + 1 = 0 má diskriminant D = 1 −
− 4 = −3 < 0, takže má komplexnı́ kořeny, které nás nezajı́majı́. Tedy bud’x = 0, nebo
x = 1.

Nynı́ z rovnice x2
= y vypočteme, že pro x = 0 je y = 0 a pro x = 1 je y = 1. Našli

jsme tedy dva stacionárnı́ body (0, 0) a (1, 1).
Při řešenı́ nelineárnı́ch rovnic musı́me být opatrnı́. Kdybychom pro určenı́ hodnoty y

použili rovnici y2
= x, vyšlo by nám x = 1 ⇒ y = ±1. Ale bod (1,−1) nevyhovuje

rovnici x2
= y. Je tedy rozumné (spı́še nezbytné) udělat zkoušku všech stacionárnı́ch

bodů a vyloučit přı́padná chybná řešenı́. Je důležité při úpravách žádné řešenı́ „neztratit“,
ale také nesmı́me žádné nesprávné „přidat“.

Nynı́ vypočteme druhé parciálnı́ derivace a určı́me J (x, y):

zxx = 6x,
zyy = 6y,
zxy = −3,

⇒ J (x, y) =

∣∣∣∣zxx zxy
zxy zyy

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣6x −3
−3 6y

∣∣∣∣ = 36xy − 9.

Podle věty 5.6 dostaneme:

J (0, 0) = −9 < 0 ⇒ v bodě (0, 0) nenı́ lokálnı́ extrém,
J (1, 1) = 27 > 0 ⇒ v bodě (1, 1) je ostrý lokálnı́ extrém.

Protože zxx(1, 1) = 6 > 0, jde o ostré lokálnı́ minimum. Je f (1, 1) = −1. Graf funkce je
znázorněn na obr. 5.4. N
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Obr. 5.4: Graf funkce f : z = x3
+ y3

− 3xy

V dalšı́ch přı́kladech uvedeme funkce, které budou mı́t i neostré lokálnı́ extrémy.

+

Přı́klad 5.10. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f : z = (x2
+ y2) e−x

2
−y2

.

Řešenı́. Funkce f je spojitá v R2 a má zde spojité parciálnı́ derivace (všech řádů). Podle
důsledku 5.5 mohou být lokálnı́ extrémy pouze ve stacionárnı́ch bodech. Vypočteme tedy
prvnı́ parciálnı́ derivace (při výpočtu zy využijeme symetrie):

zx = 2x e−x
2
−y2
+ (x2

+ y2) e−x
2
−y2
(−2x) = 2x(1− x2

− y2) e−x
2
−y2
,

zy = 2y(1− x2
− y2) e−x

2
−y2
.

Nynı́ napı́šeme rovnice pro stacionárnı́ body. Přitom zvážı́me, že pro libovolné x a y je
e−x

2
−y2

> 0:

2x(1− x2
− y2) e−x

2
−y2
= 0,

2y(1− x2
− y2) e−x

2
−y2
= 0,

⇒
x(1− x2

− y2) = 0,

y(1− x2
− y2) = 0.

Protože obě pravé strany jsou nulové, v každé rovnici musı́ být aspoň jeden činitel nulový.
Pokud platı́ 1− x2

− y2
= 0, jsou automaticky splněny obě rovnice. Celkem dostaneme

dvě kombinace:

x = 0, y = 0 ⇒ (0, 0),

1− x2
− y2

= 0 ⇒ (x, y) takové, že x2
+ y2

= 1.

Máme tedy nekonečně mnoho stacionárnı́ch bodů: počátek (0, 0) a body na kružnici se
středem (0, 0) a poloměrem 1.

Nejprve si všimneme bodu (0, 0). Je f (0, 0) = 0. Pro (x, y) 6= (0, 0) je x2
+ y2 > 0

a e−x
2
−y2

> 0, takže pro libovolný bod různý od (0, 0) (ne jen v okolı́ tohoto bodu) je
f (x, y) > 0 = f (0, 0). Proto je v bodě (0, 0) ostré lokálnı́ minimum.
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Zkusı́me vyšetřit tentýž bod pomocı́ věty 5.6. Vypočı́táme druhé parciálnı́ derivace
(u zyy využijeme symetrii):

zxx = (2− 6x2
− 2y2) e−x

2
−y2
+ (2x − 2x3

− 2xy2) e−x
2
−y2
(−2x) =

= (2− 10x2
+ 4x4

+ 4x2y2
− 2y2) e−x

2
−y2
⇒ zxx(0, 0) = 2,

zyy = (2− 2x2
+ 4y4

+ 4x2y2
− 10y2) e−x

2
−y2
⇒ zyy(0, 0) = 2,

zxy = 2x(−2y) e−x
2
−y2
+ 2x(1− x2

− y2) e−x
2
−y2
(−2y) =

= (4x3y + 4xy3
− 8xy) e−x

2
−y2
⇒ zxy(0, 0) = 0.

Dostaneme tudı́žJ (0, 0) = zxxzyy−z2
xy = 4 > 0, takže extrém zde je. Protože zxx(0, 0) =

= 2 > 0, je to ostré lokálnı́ minimum.
Výsledek je pochopitelně stejný, ale výpočet daleko pracnějšı́. Ne vždy je tedy výhodné

použitı́ věty 5.6, jiná metoda může být mnohem rychlejšı́.

x

y

x0

y0

x2
+ y2

= 1

1O

Obr. 5.5

Nynı́ si všimneme stacionárnı́ch bodů na jednotkové kruž-
nici. Je-li x2

0 + y
2
0 = 1, je f (x0, y0) = 1 · e−1

=
1
e , takže

funkčnı́ hodnota ve všech těchto bodech je stejná. V libovol-
ném okolı́ takového bodu (x0, y0) jsou tedy body se stejnou
funkčnı́ hodnotou (viz obr. 5.5), takže zde nemůže být ostrý
lokálnı́ extrém a určitě neplatı́ J (x0, y0) > 0. Bud’ zde ex-
trém nenı́, nebo je neostrý (což pomocı́ věty 5.6 nelze zjistit).
Pokud by vyšlo J (x0, y0) < 0, extrém by nenastal, pokud
by vyšlo J (x0, y0) = 0 (což skutečně platı́, o čemž se po
chvı́li počı́tánı́ můžeme přesvědčit — my to zjistı́me i bez
toho z dalšı́ch úvah), odpověd’bychom nedostali. Použijeme
proto rovnou jiný způsob.

Budeme uvažovat pomocnou funkci jedné proměnné g(u) = u e−u, u = 0. Ta je
nezáporná, spojitá, má spojitou derivaci a f (x, y) = g(x2

+ y2). Vyšetřı́me jejı́ průběh.
Je

g′(u) = e−u + u e−u(−1) = (1− u) e−u, tedy g′(u) = 0 pro u = 1.
Dále

g′(u) > 0 pro u ∈ 〈0, 1) ⇒ g zde roste,
g′(u) < 0 pro u ∈ (1,+∞) ⇒ g zde klesá.

O 1 u

z
z = g(u)

Obr. 5.6

To znamená (viz obr. 5.6), že v u = 1 je největšı́ hodnota
a pro u ∈ 〈0,+∞), u 6= 1, je g(u) < g(1) = 1

e . Protože
f (x, y) = g(x2

+ y2), platı́ pro libovolné (x, y) ∈ R2,
x2
+ y2

6= 1,

f (x, y) = (x2
+ y2) e−x

2
−y2

<
1
e
= f (x0, y0), kde x2

0 + y
2
0 = 1.

Tedy v libovolném bodě ležı́cı́m mimo jednotkovou kružnici (at’vně nebo uvnitř) je funkčnı́
hodnota menšı́ než v bodech této kružnice. Proto je v libovolném bodě jednotkové kružnice
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neostré lokálnı́ maximum. To potvrzuje, že nutně v těchto bodech platı́ J (x0, y0) = 0
a větu 5.6 nelze použı́t. Graf funkce f („kráter“) je znázorněn na obr. 5.7. N

xy
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0

1
2

3

−3 −2 −1
0

1
2

3

0

0,1

0,2

0,3

Obr. 5.7: Graf funkce f : z = (x2
+ y2) e−x

2
−y2

+

Přı́klad 5.11. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f : z = x2y3(6− x − y).

Řešenı́. Funkce f je spojitá v R2 a má zde spojité parciálnı́ derivace (všech řádů). Podle
důsledku 5.5 mohou být lokálnı́ extrémy pouze ve stacionárnı́ch bodech. Vypočteme prvnı́
parciálnı́ derivace:

zx = 2xy3(6− x − y)− x2y3, zy = 3x2y2(6− x − y)− x2y3.

Pro stacionárnı́ body dostaneme:

2xy3(6− x − y)− x2y3
= 0,

3x2y2(6− x − y)− x2y3
= 0,

⇒
xy3(12− 3x − 2y) = 0,

x2y2(18− 3x − 4y) = 0.

V každé rovnici musı́ být aspoň jeden činitel nulový. Pro x = 0 nebo y = 0 jsou splněny
automaticky obě rovnice. Celkově dostáváme tři kombinace:

x = 0 ⇒ (0, y), y ∈ R (osa y),
y = 0 ⇒ (x, 0), x ∈ R (osa x),

3x + 2y = 12,
3x + 4y = 18,

⇒ (x, y) = (2, 3).

Máme nekonečně mnoho stacionárnı́ch bodů: bod (2, 3) a všechny body na osách x a y.
Nejprve si všimneme bodu (2, 3). Použijeme větu 5.6. Vypočteme druhé parciálnı́

derivace a určı́me jejich hodnoty v tomto bodě:

zxx = y
3(12− 3x − 2y)− 3xy3

⇒ zxx(2, 3) = −6 · 27,

zyy = 2x2y(18− 3x − 4y)− 4x2y2
⇒ zyy(2, 3) = −6 · 24,

zxy = 3xy2(12− 3x − 2y)− 2xy3
⇒ zxy(2, 3) = −6 · 18.
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Je tedy

J (2, 3) = zxx(2, 3) · zyy(2, 3)− z2
xy(2, 3) = 36 · 27 · 24− 36 · 182

=

= 36(23
· 34
− 22
· 34) = 36 · 22

· 34 > 0,

což znamená, že je zde extrém. Protože zxx(2, 3) = −6 · 27 < 0, je to ostré lokálnı́
maximum. Platı́ f (2, 3) = 108.

Nynı́ vyšetřı́me stacionárnı́ body na osách x a y. Zřejmě jak J (x, 0) = 0, tak J (0, y) =
= 0, takže větu 5.6 nelze použı́t. Dále si všimněme, že f (x, 0) = f (0, y) = 0, takže ve
všech těchto stacionárnı́ch bodech je stejná funkčnı́ hodnota, a to 0.

x

y

O 6

6

x + y = 6

O1

O2

O3

O4

−

−

+

+

− −
+

Obr. 5.8

Vyšetřı́me znaménko funkce f (x, y) =

= x2y3(6 − x − y). Protože funkce má
tvar součinu, je funkčnı́ hodnota nulová
právě tehdy, když x = 0 nebo y = 0 nebo
x + y = 6. To jsou rovnice třı́ přı́mek, které
nám rozdělı́ rovinu R2 na sedm částı́ — viz
obr. 5.8. Ve vnitřnı́ch bodech těchto částı́ je
funkčnı́ hodnota f nenulová. Jelikož f je
všude spojitá, je znaménko uvnitř jednotli-
vých částı́ konstantnı́.

Jinak by totiž existovaly dva různé body
(x1, y1), (x2, y2) v téže části takové, že
f (x1, y1) · f (x2, y2) < 0. Úsečka spojujı́cı́
tyto body by ležela celá v přı́slušné části.
Uvažujme funkci f jen na této úsečce. To
je jistá funkce jedné proměnné (dosadı́me-li
parametrické rovnice úsečky do f ), která je
spojitá na uzavřeném intervalu (oboru pa-

rametrů úsečky) a má v krajnı́ch bodech tohoto intervalu opačná znaménka. Podle Cau-
chyovy-Bolzanovy věty (viz [11, str. 225]) existuje vnitřnı́ bod intervalu, v němž je tato
funkce rovna nule, tj. uvnitř úsečky je f v některém bodě nulová. To je ale spor (úsečka
neprotı́ná žádnou ze třı́ přı́mek, v jejichž bodech je jedině f rovna nule).

Stačı́ tedy v každé ze sedmi částı́ určit v jednom vnitřnı́m bodě znaménko f , které je
platné pro celý vnitřek této části. Výsledek je znázorněn na obr. 5.8. Nynı́ už je snadné
rozhodnout, ve kterých stacionárnı́ch bodech os x a y jsou lokálnı́ extrémy a ve kterých
ne. Připomeňme, že v těchto bodech je nulová funkčnı́ hodnota.

V libovolném okolı́ bodu na ose x jsou body jak s kladnými tak zápornými funkčnı́mi
hodnotami, takže zde lokálnı́ extrémy nejsou — viz okolı́ O1 na obr. 5.8.

Pokud jde o body na ose y, ze stejného důvodu nenı́ lokálnı́ extrém v bodě (0, 0) (to už
vı́me) a (0, 6) — viz okolı́ O2 na obr. 5.8. V bodech (0, y), 0 < y < 6, je neostré lokálnı́
minimum, protože v dostatečně malém okolı́ nabývá f jen kladné a nulové hodnoty —
viz okolı́ O3 na obr. 5.8. V bodech (0, y), y < 0 nebo y > 6, je neostré lokálnı́ maximum,
protože v dostatečně malém okolı́ nabývá f jen záporné a nulové hodnoty — viz okolı́
O4 na obr. 5.8.
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Obr. 5.9: Graf funkce f : z = x2y3(6− x − y)

Graf funkce f je znázorněn na obr. 5.9. Funkce velmi prudce klesá (všimněte si, že
měřı́tko na ose z na obr. 5.9 a) je naprosto odlišné od měřı́tek na osách x a y). Chovánı́
v okolı́ bodu (2, 3), v němž je ostré lokálnı́ maximum, je zcela nezřetelné. Kroužek
označuje funkčnı́ hodnotu v tomto bodě, která je rovna 108. Tlustšı́ čáry vyznačujı́ hodnoty
ve stacionárnı́ch bodech na osách x a y (jsou nulové).

Představme si, že bychom chtěli vyrobit model části tohoto grafu a mı́t na všech
osách stejné jednotky, např. centimetry. Pokud bychom vzali za definičnı́ obor množinu
〈0, 6〉 × 〈0, 6〉, měli bychom čtverec o straně 6 cm. Funkčnı́ hodnoty na dvou stranách
tohoto čtverce odpovı́dajı́cı́ch osám x a y jsou nulové. Funkčnı́ hodnota v bodě (2, 3) je
však 108, tedy něco přes metr. Ale funkčnı́ hodnota v bodě (6, 6) je−66

= −46 656, tedy
přes 466 metrů hluboko! Pokud bychom čtverec z každé strany zvětšili o půl centimetru,
tj. uvažovali definičnı́ obor 〈−0,5; 6,5〉× 〈−0,5; 6,5〉 jako na obr. 5.9 a), byla by hodnota
funkce v bodě (6,5; 6,5) už −7 · 6,55

= −81 220,34375, tudı́ž přes 812 metrů hluboko!

Nynı́ je jasné, proč na obr. 5.9 a) nenı́ vidět ani chovánı́ v lokálnı́m maximu (2, 3), ani
v okolı́ extrémů na ose y. Funkčnı́ hodnoty v okolı́ těchto bodů jsou nepatrné ve srovnánı́
s hodnotami kolem bodu (6,5; 6,5), takže se zcela „ztratily“.
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Na obr. 5.9 b) je detail grafu v okolı́ bodu (2, 3) a na obr. 5.9 c) zase detail v úzkém
pásu kolem osy y. Teprve z něho je částečně vidět, že v úseku mezi 0 a 6 je jakýsi „kaňon“
(jsou zde neostrá lokálnı́ minima), jehož „úbočı́“ je směrem k bodům (0, 0) a (0, 6) čı́m
dál ploššı́. V těchto bodech jsou „sedla“ (nejsou tam extrémy) a za nimi má graf tvar
„hřbetu“ (jsou zde neostrá lokálnı́ maxima). N

Představit si chovánı́ grafu funkce z předchozı́ho přı́kladu, jejı́ž předpis je vcelku velmi
jednoduchý a nenaznačuje předem nějaké problémy, je bez možnostı́, které nám posky-
tujı́ soudobé programy s kvalitnı́m grafickým výstupem jako např. Maple, Mathematica,
Matlab, Mathcad apod., velmi obtı́žné. I s nimi to však nemusı́ být snadná záležitost
a bez důkladného teoretického rozboru nám obrázky jako např. 5.9 a) téměř nic neřeknou.
Možnosti těchto programů často vedou uživatele k domněnce, že teorii vlastně vůbec
nepotřebujı́. Předchozı́ přı́klad (a to šlo o dost jednoduchou funkci!) snad jasně ukázal, že
je to naprostý omyl. Pouze spojenı́m obojı́ho jsme něco rozumného zjistili. Teorie nám
řekla, kde hledat zajı́mavá mı́sta (lokálnı́ extrémy), a program nám je zobrazil a umožnil
udělat si prostorovou představu.

5.2 Kvadratické formy
Abychom mohli zformulovat dostatečné podmı́nky existence lokálnı́ch extrémů funkcı́
vı́ce proměnných, budeme potřebovat z algebry tzv. kvadratické formy a některé jejich
základnı́ vlastnosti.

Kvadratickými formami nazýváme homogennı́ mnohočleny (neboli polynomy) stupně
dva. Podrobněji, je-li a ∈ R a k1, . . . , kn jsou nezáporná celá čı́sla, je axk1

1 . . . xknn jednočle-
nem, jehož stupeň je k1+· · ·+kn. Součet konečně mnoha takových jednočlenů nazýváme
mnohočlen n proměnných. Jestliže majı́ všechny jeho členy stejný stupeň, nazývá se tento
mnohočlen homogennı́. A jak již bylo řečeno, homogennı́ mnohočleny stupně dva se
nazývajı́ kvadratické formy. Jsou to tedy funkce n reálných proměnných definované na
celém Rn, jejichž tvar je

f (x) =

n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
15i5n

15j5n
i<j

2aijxixj . (5.1)

Reálná čı́sla aij nazýváme koeficienty kvadratické formy. Koeficient u smı́šených členů
je psán ve tvaru 2aij , i 6= j , z následujı́cı́ho důvodu: Sestavı́me symetrickou matici
A = (aij ), tj. aij = aji . Chápeme-li x jako n-rozměrný sloupcový vektor a znamená-li
symbol T transponovánı́, snadno se ověřı́ vynásobenı́m matic, že platı́ f (x) = xTAx.
Tedy každé kvadratické formě odpovı́dá symetrická matice a naopak každá symetrická
matice určuje nějakou kvadratickou formu.

Dalšı́ zápis můžeme zı́skat pomocı́ skalárnı́ho součinu. Protože Ax je n-rozměrný
sloupcový vektor, platı́ f (x) = xTAx = 〈Ax, x〉. V dalšı́m budeme použı́vat právě tento
zápis.

Připomeňme ještě, že s kvadratickými formami se setkáváme v rovnicı́ch kuželoseček
(pro n = 2) a kvadratických ploch (pro n = 3) — viz kapitola 9.
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Definice 5.12. Symetrická matice A se nazývá

i) kladně neboli pozitivně definitnı́, jestliže 〈Ax, x〉 > 0 pro každé x ∈ Rn, x 6= 0,

ii) kladně neboli pozitivně semidefinitnı́, jestliže 〈Ax, x〉 = 0 pro každé x ∈ Rn,

iii) záporně neboli negativně definitnı́, jestliže 〈Ax, x〉 < 0 pro každé x ∈ Rn, x 6= 0,

iv) záporně neboli negativně semidefinitnı́, jestliže 〈Ax, x〉 5 0 pro každé x ∈ Rn,

v) indefinitnı́, jestliže nemá žádnou z předchozı́ch čtyř vlastnostı́.

Společný název pro vlastnosti i) a iii) je určitě definitnı́ a pro ii) a iv) určitě semidefinitnı́.
Určitě definitnı́ matice je současně určitě semidefinitnı́ stejného typu. Protože symetrickou
matici lze jednoznačně ztotožnit s přı́slušnou kvadratickou formou, mluvı́ se často o kladně
definitnı́ kvadratické formě mı́sto matici a obdobně je tomu u ostatnı́ch vlastnostı́. Existuje
algebraické kritérium, jak zjistit druh definitnosti dané symetrické matice. Souvisı́ to se
znaménkem minorů, tj. determinantů podmatic vybraných z matice A. Minor se nazývá
hlavnı́, je-li vybrán z týchž řádků a sloupců matice A. Hlavnı́ minor se nazývá rohový,
je-li vytvořen z prvnı́ho až k-tého řádku a sloupce, 1 5 k 5 n.

Věta 5.13 (Sylvestrovo1 kritérium). Necht’A je symetrická matice. Pak platı́:

1) A je kladně definitnı́ právě tehdy, když všechny jejı́ rohové hlavnı́ minory jsou kladné,
tj. když

a11 > 0,
∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

2) A je záporně definitnı́ právě tehdy, když jejı́ rohové hlavnı́ minory pravidelně střı́dajı́
znaménko počı́naje záporným, tj. když

a11 < 0,
∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . , (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

3) A je kladně semidefinitnı́ právě tehdy, když všechny jejı́ hlavnı́ minory jsou nezáporné.
4) A je záporně semidefinitnı́ právě tehdy, když všechny jejı́ hlavnı́ minory majı́cı́ lichý

počet řádků jsou nekladné a všechny hlavnı́ minory majı́cı́ sudý počet řádků jsou
nezáporné.

5) A je indefinitnı́ právě tehdy, když nenastane žádný z přı́padů 1 až 4.

Důkaz. Viz např. [12, str. 181].

1James Joseph Sylvester (1814–1897) — anglický matematik. Zabýval se algebrou, teoriı́ invariantů,
teoriı́ matic, matematickou fyzikou a teoretickou a aplikovanou kinematikou.
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Přı́klad 5.14. Určete, kdy je kvadratická forma f (x) = ax2
1 + 2bx1x2 + cx

2
2 kladně

definitnı́, kdy záporně definitnı́, kdy kladně semidefinitnı́, ale ne definitnı́, kdy záporně
semidefinitnı́, ale ne definitnı́ a kdy indefinitnı́.

Řešenı́. Matice kvadratické formy jeA =
(
a b
b c

)
. Podle Sylvestrova kritéria je daná forma

1) kladně definitnı́ právě tehdy, když a > 0,
∣∣ a b
b c

∣∣ = ac − b2 > 0,

2) záporně definitnı́ právě tehdy, když a < 0,
∣∣ a b
b c

∣∣ = ac − b2 > 0,

3) kladně semidefinitnı́ právě tehdy, když a = 0, c = 0,
∣∣ a b
b c

∣∣ = ac − b2 = 0,

4) záporně semidefinitnı́ právě tehdy, když a 5 0, c 5 0,
∣∣ a b
b c

∣∣ = ac − b2 = 0,

5) indefinitnı́ v ostatnı́ch přı́padech.

Výsledek lze podstatně zjednodušit. Je-li ac − b2 > 0, nemůže být rozhodně a = 0 a a
a c musı́ mı́t stejné znaménko. Proto nastane přı́pad 1, 2, 3 nebo 4. Je-li ac − b2

= 0,
tj. ac = b2, je pro b = 0 aspoň jedno z čı́sel a, c nula a pro b 6= 0 jsou a i c nenulová
a stejného znaménka. Každopádně tedy nastává přı́pad 3 nebo 4. Přı́pad 5 proto nastane
právě pro ac− b2 < 0. Celkově tudı́ž platı́, že kvadratická forma ve dvou proměnných je

i) určitě definitnı́ právě tehdy, když
∣∣ a b
b c

∣∣ = ac − b2 > 0,

ii) určitě semidefinitnı́, ale ne definitnı́ právě tehdy, když
∣∣ a b
b c

∣∣ = ac − b2
= 0,

iii) indefinitnı́ právě tehdy, když
∣∣ a b
b c

∣∣ = ac − b2 < 0.

Pro kvadratické formy s většı́m počtem neznámých než dvě podobně jednoduchý výsledek
neexistuje. N

Kromě Sylvestrova kritéria existuje tzv. Lagrangeův1 algoritmus, kterým se daná
kvadratická forma převede na součty a rozdı́ly čtverců; z výsledného tvaru je opět vidět
typ definitnosti. Postup využı́vá vzorec

(b1 + · · · + bk)
2
= b2

1 + · · · + b
2
k + 2

∑
15i<j5k

bibj ,

který je zobecněnı́m elementárnı́ho vzorce (a+ b)2 = a2
+ 2ab+ b2. Z dané kvadratické

formy jsou postupně „ubı́rány“ druhé mocniny závorek. Jestliže např. ve formě (5.1)
je a11 6= 0, figuruje x1 obecně dále ještě v dalšı́ch členech v součinech s ostatnı́mi
neznámými. Z formy (5.1) vyčlenı́me druhou mocninu závorky tak, že ve zbytku se již
nebude vyskytovat neznámá x1. Využijeme rovnosti

1Joseph Louis Lagrange (1736–1813) (čti lagranž) — významný francouzský matematik a mechanik.
Zabýval se mechanikou, geometriı́, diferenciálnı́mi rovnicemi, analýzou, algebrou, teoriı́ čı́sel a dalšı́mi
matematickými obory a též teoretickou astronomiı́. Rozpracoval základnı́ pojmy variačnı́ho počtu.
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a11x
2
1 + 2(a12x1x2 + · · · + a1nx1xn) =

= a11

(
x1 +

a12

a11
x2 + · · · +

a1n

a11
xn

)2

−

−

(
a2

12
a11

x2
2 + · · · +

a2
1n
a11

x2
n

)
− 2

∑
25i<j5n

a1ia1j

a11
xixj .

Na zbytek kvadratické formy, který obsahuje již pouzen−1 neznámých, postup opakujeme
atd. Stane-li se, že zbytek formy již neobsahuje žádný kvadrát neznámé, ale pouze smı́šené
členy, např. aijxixj , aij 6= 0, zavedeme pomocné substituce xi = y + z, xj = y −

− z, které dosadı́me do dosud neupravené části kvadratické formy. Tı́m dostaneme opět
kvadráty neznámých, nebot’xixj = y2

−z2, a můžeme pokračovat v předchozı́m postupu.
Výsledkem úprav bude součet nejvýše n kvadrátů závorek, u nichž jsou kladné nebo
záporné koeficienty.

Z definice 5.12 se celkem snadno nahlédne, že platı́ následujı́cı́ tvrzenı́:
Forma (5.1) je

1) kladně definitnı́ právě tehdy, když v upraveném tvaru je n kvadrátů závorek a u všech
stojı́ kladné koeficienty,

2) záporně definitnı́ právě tehdy, když v upraveném tvaru je n kvadrátů závorek a u všech
stojı́ záporné koeficienty,

3) kladně semidefinitnı́ právě tehdy, když v upraveném tvaru je méně než n kvadrátů
závorek a u všech stojı́ kladné koeficienty,

4) záporně semidefinitnı́ právě tehdy, když v upraveném tvaru je méně než n kvadrátů
závorek a u všech stojı́ záporné koeficienty,

5) indefinitnı́ právě tehdy, když v upraveném tvaru jsou kvadráty závorek s kladnými
i zápornými koeficienty.

Přesné zdůvodněnı́ lze nalézt např. v [12]. Postup si ukážeme na přı́kladu.

+

Přı́klad 5.15. Rozhodněte Lagrangeovou metodou o typu definitnosti kvadratické formy

f (x) = x2
1 +

1
4
x2

2 +
1
4
x2

3 + x1x2 + x1x3 + x2x3 + x2x4.

Řešenı́. Nejprve vyčlenı́me např. x1. Dostaneme

f (x) = x2
1 +

1
4
x2

2 +
1
4
x2

3 + x1x2 + x1x3 + x2x3 + x2x4 =

=

(
x1 +

1
2
x2 +

1
2
x3

)2

−
1
4
x2

2 −
1
4
x2

3 −
1
2
x2x3 +

1
4
x2

2 +
1
4
x2

3 +

+ x2x3 + x2x4 =

(
x1 +

1
2
x2 +

1
2
x3

)2

+
1
2
x2x3 + x2x4.
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Protože nemáme dalšı́ kvadrát neznámé, použijeme např. substituci x2 = y+z, x3 = y−z.
Dostaneme

f (x) =

(
x1 +

1
2
x2 +

1
2
x3

)2

+
1
2
y2
−

1
2
z2
+ yx4 + zx4 =

=

(
x1 +

1
2
x2 +

1
2
x3

)2

+
1
2

(
y2
+ 2yx4

)
−

1
2
z2
+ zx4 =

=

(
x1 +

1
2
x2 +

1
2
x3

)2

+
1
2
(y + x4)

2
−

1
2
x2

4 −
1
2
z2
+ zx4 =

=

(
x1 +

1
2
x2 +

1
2
x3

)2

+
1
2
(y + x4)

2
−

1
2

(
x2

4 − 2zx4

)
−

1
2
z2
=

=

(
x1 +

1
2
x2 +

1
2
x3

)2

+
1
2
(y + x4)

2
−

1
2
(x4 − z)

2
+

1
2
z2
−

1
2
z2
=

=

(
x1 +

1
2
x2 +

1
2
x3

)2

+
1
2
(y + x4)

2
−

1
2
(x4 − z)

2 .

Dostáváme tři kvadráty, přičemž u dvou je koeficient kladný a u jednoho záporný. Tedy
forma je indefinitnı́. N

5.3 Lokálnı́ extrémy funkcı́ vı́ce proměnných
Nynı́ již můžeme přistoupit ke studiu lokálnı́ch extrémů funkcı́ n proměnných, kde n ∈ N.
Výklad tedy zahrne i funkce jedné a dvou proměnných, které byly probı́rány již dřı́ve.
Formulace výsledků i provedenı́ důkazů bude stručnějšı́ a elegantnějšı́, ale pro začı́najı́cı́ho
čtenáře náročnějšı́. Pokud však čtenář symboliku a zápisy pochopı́ a osvojı́ si je, bude
moci ocenit jejich přednosti, zejména stručnost, srozumitelnost a přesnost. Elementárnějšı́
přı́stup by byl (zejména pokud jde o zápis) přı́liš komplikovaný.

Začneme definicı́ lokálnı́ch extrémů. Ta je obdobná jako v přı́padě funkce dvou pro-
měnných — viz definice 5.1. S ohledem na problematiku vázaných extrémů, kterou
budeme studovat v kapitole 8, však nebudeme předpokládat, že uvažovaný bod musı́ být
nutně vnitřnı́.

Definice 5.16. Necht’funkce f je definovaná na množině A ⊂ Rn a x0 ∈ A.
Řekneme, že f má v bodě x0 lokálnı́ minimum, jestliže existuje okolı́ O(x0) takové,
že pro každé x ∈ O(x0) ∩ A platı́ f (x) = f (x0). Jestliže pro x 6= x0 je dokonce
f (x) > f (x0), mluvı́me o ostrém lokálnı́m minimu.
Analogicky se definuje lokálnı́ maximum resp. ostré lokálnı́ maximum, pouze se uvažuje
nerovnost f (x) 5 f (x0) resp. f (x) < f (x0) Společný název je lokálnı́ resp. ostré
lokálnı́ extrémy.
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Poznámka 5.17.
1) Jestliže x0 je vnitřnı́ bod A, lze v definici lokálnı́ch extrémů předpokládat, že požado-

vané okolı́ O(x0) je tak malé, že ležı́ celé v definičnı́m oboru funkce f , tj. v A. Tak
je tomu v definici 5.1 v přı́padě funkcı́ dvou proměnných definovaných na otevřených
množinách. Je-li x0 hraničnı́ bod, nenı́ f nikdy definovaná na celém okolı́ tohoto bodu.

2) Funkce f může mı́t na A vı́ce (i nekonečně mnoho) lokálnı́ch extrémů. Stačı́ vzı́t např.
funkci sin x sin y na celé rovině R2. Zkuste najı́t jiné přı́klady, kde lokálnı́ch extrémů
bude nekonečně mnoho, ale funkčnı́ hodnoty v nich budou různé.

Označenı́ a terminologie
V dalšı́ části této kapitoly a rovněž v kapitole 8 budeme převážně pracovat s funkcemi,
které majı́ prvnı́ nebo druhé (parciálnı́) derivace, popř. dalšı́ vlastnosti podobného typu.
Abychom mohli snáze zformulovat dalšı́ výsledky, zavedeme některá nová označenı́.

Necht’A ⊂ Rn a f : A → R. Derivacı́ funkce f ve vnitřnı́m bodě x∗ rozumı́me
n-tici f ′(x∗) =

(
∂f (x∗)
∂x1

, . . . ,
∂f (x∗)
∂xn

)
. Je-li f diferencovatelná v x∗, jde vlastně o gradient

funkce f v tomto bodě — srovnej část Pro zájemce na str. 68.
V analýze je často potřeba vyjádřit, že jedna veličina je „hodně menšı́“ než druhá.

Použı́vá se následujı́cı́ terminologie. Necht’ funkce jedné proměnné ϕ(α) a ψ(α) jsou
definované v okolı́ nuly. Řekneme, že ϕ(α) je „malé o“ ψ(α), a pı́šeme ϕ(α) = o(ψ(α)),
pokud platı́ lim

α→0
ϕ(α)
ψ(α)
= 0 (tj. čitatel ϕ(α) je v blı́zkosti nuly mnohem menšı́ než jmeno-

vatel ψ(α)).
Skutečnost, že funkce f je diferencovatelná v bodě x∗, lze pak zapsat takto:

f (x∗ + h) = f (x∗)+ 〈f ′(x∗),h〉 + o(‖h‖). (5.2)

Připomeňme, že pro diferenciál platı́

dfx∗(h) = 〈f ′(x∗),h〉 =
∂f (x∗)

∂x1
h1 + · · · +

∂f (x∗)

∂xn
hn.

Funkce f se nazývá spojitě diferencovatelná v bodě x∗, jestliže f ′(x∗) existuje v něja-
kém okolı́ bodu x∗ a je spojitá v x∗. Přitom spojitostı́ n-tice rozumı́me spojitost každé jejı́
složky. Z kapitoly 3 vı́me, že ze spojité diferencovatelnosti vyplývá diferencovatelnost,
ale opak neplatı́.

Druhou derivacı́ funkce f v bodě x∗ rozumı́me matici f ′′(x∗) =
(
∂2f (x∗)
∂xi∂xj

)
, kterou

rovněž nazýváme hessián.1 Tedy

f ′′(x∗) =


∂2f (x∗)
∂x1∂x1

∂2f (x∗)
∂x1∂x2

. . .
∂2f (x∗)
∂x1∂xn

∂2f (x∗)
∂x2∂x1

∂2f (x∗)
∂x2∂x2

. . .
∂2f (x∗)
∂x2∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂2f (x∗)
∂xn∂x1

∂2f (x∗)
∂xn∂x2

. . .
∂2f (x∗)
∂xn∂xn

 .
1Ludwig Otto Hesse (1811–1874) — německý matematik. Zabýval se projektivnı́ geometriı́, teoriı́

algebraických funkcı́ a teoriı́ invariantů. Zavedl pojem hessiánu.
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Funkce f se nazývá dvakrát diferencovatelná v bodě x∗, jestliže existuje matice
f ′′(x∗), jež je symetrická, a pro všechna dostatečně malá h ∈ Rn platı́

f (x∗ + h) = f (x∗)+ 〈f ′(x∗),h〉 +
1
2
〈f ′′(x∗)h,h〉 + o(‖h‖2). (5.3)

Přitom

〈f ′′(x∗)h,h〉 =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f (x∗)

∂xi∂xj
hihj .

Všimněte si, že vztahy (5.2) a (5.3) jsou vlastně Taylorovy vzorce řádu jedna a dvě.
Funkce f se nazývá dvakrát spojitě diferencovatelná v bodě x∗, jestliže f ′′(x∗) exis-

tuje v nějakém okolı́ bodu x∗ a je spojitá v x∗. Opět platı́, že je-li f dvakrát spojitě dife-
rencovatelná, je i dvakrát diferencovatelná, ale opak neplatı́. Symetričnost matice f ′′(x∗),
tj. zaměnitelnost druhých parciálnı́ch derivacı́, je důsledkem Schwarzovy věty 2.12.

Řekneme, že funkce f je diferencovatelná (spojitě diferencovatelná, dvakrát diferen-
covatelná, dvakrát spojitě diferencovatelná) na množině X, má-li přı́slušnou vlastnost
v každém bodě množiny X. Uvědomte si, že f musı́ být definovaná v okolı́ každého
bodu množiny X, tedy pokud nenı́ X otevřená, musı́ být f definovaná na nějaké otevřené
nadmnožině množiny X.

V dalšı́m se budeme zabývat úlohou, kterou formálně můžeme zapsat následovně:

f (x)→ ext, x ∈ P, P = intP. (5.4)

Zápisem f (x)→ ext rozumı́me nalezenı́ lokálnı́ho extrému, tj. maxima resp. minima
funkce f na otevřené množině P . (Připomeňme, že intP značı́ vnitřek množiny P .)

V podmı́nkách, které odvodı́me, se budou vyskytovat prvnı́ resp. druhé derivace
funkce f . V prvnı́m přı́padě mluvı́me o podmı́nkách prvnı́ho řádu, ve druhém o pod-
mı́nkách druhého řádu.

5.3.1 Podmı́nky prvnı́ho řádu

Věta 5.18. Necht’funkce f je diferencovatelná v bodě x∗. Je-li v x∗ lokálnı́ extrém úlohy
(5.4), platı́ f ′(x∗) = 0.

Důkaz. Necht’ jde např. o lokálnı́ minimum. Pak pro libovolný vektorh ∈ Rn a dostatečně
malé α platı́ f (x∗+ αh)− f (x∗) = 0. Protože f je v x∗ diferencovatelná, je podle (5.2)
pro malá kladná (i záporná) α splněno 〈f ′(x∗), αh〉 + o(α) = 0. Protože 〈f ′(x∗), αh〉 =
= α〈f ′(x∗),h〉, dostaneme vydělenı́m čı́slemα > 0 a limitnı́m přechodem (ten zachovává
neostré nerovnosti), že

0 5 lim
α→0+

[
〈f ′(x∗), αh〉

α
+
o(α)

α

]
= 〈f ′(x∗),h〉 + lim

α→0+

o(α)

α
= 〈f ′(x∗),h〉.
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Jelikož h bylo libovolné, můžeme volit např. h = −f ′(x∗). Dostáváme tedy, že platı́
−〈f ′(x∗), f ′(x∗)〉 = 0. Avšak podle vlastnostı́ skalárnı́ho součinu současně platı́ rovněž
〈f ′(x∗), f ′(x∗)〉 = 0. To však znamená, že 〈f ′(x∗), f ′(x∗)〉 = 0 = ‖f ′(x∗)‖2. Nulovou
normu má ale jedině nulový vektor, tedy f ′(x∗) = 0, což jsme měli dokázat.

Protože f ′(x∗) = 0 právě tehdy, když všechny složky tohoto vektoru, tj. (parciálnı́)
derivace v bodě x∗, jsou nulové, dostáváme pro n = 1 běžně známé tvrzenı́ ze základnı́ho
kurzu diferenciálnı́ho počtu funkcı́ jedné proměnné a pro n = 2 výsledek z prvnı́ho oddı́lu
této kapitoly — viz důsledek 5.5. Body, v nichž f ′(x) = 0, se nazývajı́ stacionárnı́.

Čtenáři, kterému se zdá, že v předchozı́m důkazu by jako důsledek vztahu (5.2) mělo
správně být o(‖αh‖)mı́sto o(α), doporučujeme, aby zvážil, že pro libovolné pevné h 6= 0
je o(‖αh‖) = o(|α|‖h‖) = o(|α|) = o(α), což se snadno ověřı́ výpočtem přı́slušných
limit. Pro h = 0 je platnost přı́slušné rovnosti triviálnı́. Podobných „prohřešků“ se dopus-
tı́me i v dalšı́m textu, aniž na to budeme upozorňovat.

5.3.2 Podmı́nky druhého řádu

V základnı́m kurzu se obvykle uvádějı́ jen postačujı́cı́ podmı́nky druhého řádu. My si
uvedeme i nutné podmı́nky, už proto, že jejich důkaz je poměrně snadný. Současně
uvidı́me užitečnost různých druhů definitnosti symetrických matic.

Věta 5.19. Necht’ funkce f je dvakrát diferencovatelná v bodě x∗. Je-li v x∗ lokálnı́
minimum (maximum) úlohy (5.4), je matice f ′′(x∗) kladně (záporně) semidefinitnı́.

Důkaz. Dokážeme tvrzenı́ např. pro lokálnı́ minimum. Podle věty 5.18 je f ′(x∗) = 0.
Dále pro libovolné h ∈ Rn a dostatečně malé čı́slo α 6= 0 z toho, že v x∗ je lokálnı́
minimum, plyne, že f (x∗ + αh)− f (x∗) = 0. Tedy z (5.3) dostáváme

0 5
1
2
〈f ′′(x∗)(αh), αh〉 + o(α2) =

α2

2
〈f ′′(x∗)h,h〉 + o(α2).

Předchozı́ vztah vydělı́me čı́slem α2 a uděláme limitnı́ přechod pro α → 0. Protože je
lim
α→0

o(α2)/α2
= 0 a limita zachovává neostré nerovnosti, dostáváme odtud nerovnost

〈f ′′(x∗)h,h〉 = 0, což je definice kladně semidefinitnı́ matice.

Nulovost prvnı́ derivace a semidefinitnost druhé derivace jsou tedy nutnými podmı́n-
kami existence lokálnı́ho extrému úlohy (5.4). Ukazuje se, že když zesı́lı́me semidefinit-
nost druhé derivace na definitnost, stávajı́ se tyto podmı́nky postačujı́cı́mi pro existenci
lokálnı́ho extrému, který je pak dokonce ostrý.

V důkazu následujı́cı́ věty budeme potřebovat některé poznatky o posloupnostech bodů
v Rn. Ty lze nalézt např. v [2] nebo [16]. Formálně jsou ale analogické jako u posloupnostı́
reálných čı́sel.
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Věta 5.20. Necht’ funkce f je dvakrát diferencovatelná v bodě x∗. Předpokládejme,
že f ′(x∗) = 0 a matice f ′′(x∗) je kladně (záporně) definitnı́. Pak má úloha (5.4)
v x∗ ostré lokálnı́ minimum (maximum). To je izolované, pokud jsou navı́c fx1 , . . . , fxn
diferencovatelné v x∗.

Důkaz. Necht’ např. f ′′(x∗) je kladně definitnı́. Připust’me, že v x∗ nenı́ ostré lokálnı́
minimum. Pak libovolně blı́zko tohoto bodu lze nalézt jiný bod, v němž je funkčnı́
hodnota stejná nebo menšı́. Je tedy možné zkonstruovat posloupnost {xk} takovou, že

lim
k→∞

xk = x
∗, xk 6= x

∗, f (xk) 5 f (x∗).

Položmeαk = ‖xk−x∗‖,hk = (xk−x∗)/αk. Pak je xk = x∗+αkhk. Protože je ‖hk‖ = 1,
je tato posloupnost ohraničená, a lze z nı́ tudı́ž vybrat konvergentnı́ podposloupnost {hkl },
hkl → h, ‖h‖ = 1 (viz např. [16, str. 119]). Pro jednoduššı́ označenı́ předpokládejme, že
přı́mo posloupnost {hk} je konvergentnı́. Z (5.3) dostáváme

0 = f (xk)− f (x
∗) =

1
2
〈f ′′(x∗)(αkhk), αkhk〉 + o(α

2
k) =

=
α2
k

2
〈f ′′(x∗)hk,hk〉 + o(α

2
k).

Po vydělenı́ α2
k a limitnı́m přechodu dostaneme, že 〈f ′′(x∗)h,h〉 5 0 pro nenulové h, což

znamená, že f ′′(x∗) nenı́ kladně definitnı́. To je však spor s předpokladem.
Připust’me nynı́, že x∗ nenı́ izolovaný lokálnı́ extrém. Pak libovolně blı́zko tohoto bodu

lze nalézt jiný bod, v němž je lokálnı́ extrém. Je tedy možné zkonstruovat posloupnost
{xk} takovou, že

lim
k→∞

xk = x
∗, xk 6= x

∗, f má v xk lokálnı́ extrém.

Analogicky jako v prvnı́ části důkazu při stejném označenı́ najdeme konvergentnı́ po-
sloupnost hk. Nynı́ výraz 〈hk, f ′(xk)〉 vyjádřı́me pomocı́ (5.2). Podle tohoto vztahu platı́

fx1(xk)− fx1(x
∗) = 〈f ′x1

(x∗), αkhk〉 + o(αk),

fx2(xk)− fx2(x
∗) = 〈f ′x2

(x∗), αkhk〉 + o(αk),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fxn(xk)− fxn(x
∗) = 〈f ′xn(x

∗), αkhk〉 + o(αk).

Nynı́ prvnı́ rovnost vynásobı́me h1, druhou h2 atd. až poslednı́ hn a všechny je sečteme.
Uvědomı́me-li si, že f ′xi (x

∗) = (fxix1(x
∗), . . . , fxixn(x

∗)), i = 1, . . . , n, dostaneme, že

〈hk, f
′(xk)〉 = 〈hk, f

′(x∗)〉 + 〈hk, f
′′(x∗)αkhk〉 + o(αk).

Podle věty 5.18 je f ′(xk) = 0 a rovněž f ′(x∗) = 0. Tedy

0 = αk〈hk, f ′′(x∗)hk〉 + o(αk).

Po vydělenı́ αk a limitnı́m přechodu dostaneme, že 〈f ′′(x∗)h,h〉 = 0 pro nenulové h, což
je opět spor.
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Z důkazu je zřejmé, že v jistém okolı́ bodu x∗ nemůže být ani žádný stacionárnı́ bod různý
od x∗.

Z předchozı́ch dvou vět a přı́kladu 5.14 dostáváme bezprostředně následujı́cı́ výsledek,
který je mı́rným zobecněnı́m věty 5.6 (navı́c je tvrzenı́ o izolovanosti).

Důsledek 5.21. Necht’ funkce dvou proměnných f (x, y) je definovaná na otevřené mno-
žiněP a má spojité druhé parciálnı́ derivace v bodě (x0, y0). Necht’dále platı́ fx(x0, y0) =

= fy(x0, y0) = 0.

1) Je-li fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)−f
2
xy(x0, y0) > 0, je v bodě (x0, y0) izolovaný ostrý lokálnı́

extrém. Pro fxx(x0, y0) > 0 je to minimum, pro fxx(x0, y0) < 0 je to maximum.
2) Je-li fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− f

2
xy(x0, y0) < 0, nenı́ v bodě (x0, y0) lokálnı́ extrém.

3) Je-li fxx(x0, y0)fyy(x0, y0) − f
2
xy(x0, y0) = 0, může, ale nemusı́ být v bodě (x0, y0)

lokálnı́ extrém.

Postup budeme ilustrovat na přı́kladech.

+

Přı́klad 5.22. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f (x) = x4
1 + x

4
2 − 4x1x2, x ∈ R2.

Řešenı́. Tento úlohu jsme mohli řešit už v úvodnı́m oddı́lu této kapitoly — srovnejte
podobný přı́klad 5.9. Nynı́ ale provedeme řešenı́ v „nové“ symbolice.

Funkce f má spojité parciálnı́ derivace všech řádů, zejména je tedy v každém bodě
dvakrát diferencovatelná. Nejprve musı́me podle věty 5.18 určit „podezřelé“ čili stacio-
nárnı́ body. Spočı́táme prvnı́ derivaci a položı́me ji rovnu nule:

f ′(x) = (fx1, fx2) = (4x
3
1 − 4x2, 4x3

2 − 4x1) = (0, 0).

Dostáváme rovnice x3
1 = x2, x

3
2 = x1. Dosazenı́m prvnı́ rovnice do druhé vyjde

x9
1 = x1 =⇒ x1(x1 − 1)(x1 + 1)(x2

1 + 1)(x4
1 + 1) = 0,

odkud
x1 = 0 nebo x1 = −1 nebo x1 = 1.

Z rovnice x2 = x
3
1 určı́me odpovı́dajı́cı́ hodnoty x2 = 0, x2 = −1 resp. x2 = 1. Celkově

existujı́ tři stacionárnı́ body A = (0, 0), B = (−1,−1) a C = (1, 1). Jen v těchto bodech
mohou být lokálnı́ extrémy.

Dále vypočteme druhou derivaci:

f ′′(x) =

(
fx1x1 fx1x2

fx2x1 fx2x2

)
=

(
12x2

1 −4
−4 12x2

2

)
.

Odtud

det f ′′(A) =
∣∣∣∣ 0 −4
−4 0

∣∣∣∣ = −16, det f ′′(B) = det f ′′(C) =
∣∣∣∣ 12 −4
−4 12

∣∣∣∣ = 128.

Podle důsledku 5.21 v bodě A nenı́ lokálnı́ extrém a v bodech B a C jsou izolované ostré
lokálnı́ extrémy, a to minima s hodnotami f (−1,−1) = f (1, 1) = −2. Graf funkce je
znázorněn na obr. 5.10. N
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Obr. 5.10: Graf funkce f : z = x4
1 + x

4
2 − 4x1x2

+

Přı́klad 5.23. Najděte lokálnı́ extrémy funkce

f (x) = x3
1 + x

2
2 +

1
2
x2

3 − 3x1x3 − 2x2 + 2x3, x ∈ R3.

Řešenı́. Stejně jako v předchozı́m přı́padě jsou splněny požadavky na hladkost funkce f ,
protože funkce f má spojité parciálnı́ derivace všech řádů. Pro stacionárnı́ body je

f ′(x) = (3x2
1 − 3x3, 2x2 − 2, x3 − 3x1 + 2) = (0, 0, 0),

tj.

x2
1 = x3, x2 = 1, x3 = 3x1 − 2.

Dosazenı́m třetı́ rovnice do prvnı́ vyjde kvadratická rovnice x2
1 − 3x1 + 2 = 0, která má

dvě řešenı́ x1 = 1 a x1 = 2. Ze třetı́ rovnice dostaneme po řadě odpovı́dajı́cı́ hodnoty
x3 = 1 a x3 = 4. Existujı́ tedy dva stacionárnı́ body A = (1, 1, 1) a B = (2, 1, 4).

Druhá derivace je

f ′′(x) =

fx1x1 fx1x2 fx1x3

fx2x1 fx2x2 fx2x3

fx3x1 fx3x2 fx3x3

 =
6x1 0 −3

0 2 0
−3 0 1

 .
K posouzenı́ jejı́ho typu definitnosti použijeme Lagrangeovu metodu.

V bodě A má kvadratická forma tvar

〈f ′′(1, 1, 1)h,h〉 = 6h2
1 + 2h2

2 + h
2
3 − 6h1h3 = 6

(
h1 −

1
2
h3

)2
+ 2h2

2 −
1
2
h2

3

a je indefinitnı́. Nenı́ tedy splněna nutná podmı́nka (semidefinitnost) z věty 5.19, a proto
v bodě A nenı́ lokálnı́ extrém.
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V bodě B má kvadratická forma tvar

〈f ′′(2, 1, 4)h,h〉 = 12h2
1 + 2h2

2 + h
2
3 − 6h1h3 = 12

(
h1 −

1
4
h3

)2
+ 2h2

2 +
1
4
h2

3

a je kladně definitnı́. Podle věty 5.20 je tedy v bodě B ostré lokálnı́ minimum, jehož
hodnota je f (2, 1, 4) = −1. N

Poznámka 5.24. Věta 5.18 nám dává pro nalezenı́ stacionárnı́ch bodů obecně soustavu
n nelineárnı́ch rovnic. Jejı́ řešenı́ může být velmi obtı́žné nebo explicitně vůbec nepro-
veditelné. Pak by bylo nutné použitı́ numerických metod. Tato situace může nastat už
i u algebraických rovnic, tj. rovnic, na jejichž stranách stojı́ mnohočleny jedné nebo vı́ce
proměnných. Stejné komplikace budou i v dalšı́ části textu týkajı́cı́ se vázaných extrémů.
Z tohoto pohledu lze nalezenı́ stacionárnı́ch bodů považovat za nejobtı́žnějšı́ mı́sto při hle-
dánı́ lokálnı́ch extrémů. Uváděné přı́klady jsou pochopitelně voleny tak, aby stacionárnı́
body bylo možné explicitně a bez velkých obtı́žı́ určit. Čtenář by však neměl propadnout
dojmu, že je tomu tak vždy. Hlavně u úloh vzniklých při řešenı́ reálných problémů např.
z inženýrské praxe je situace zcela jiná a bez numerických metod se většinou neobe-
jdeme. Ty jsou často založeny (hledáme-li minimum) na konstrukci tzv. minimalizujı́cı́
posloupnosti, tj. takové posloupnosti {xk}, že f (xk) → f (x∗), kde x∗ je bod lokálnı́ho
minima.

Pojmy k zapamatovánı́ ∑
— stacionárnı́ body funkcı́ dvou (a vı́ce) proměnných
— lokálnı́ extrémy funkce dvou (a vı́ce) proměnných
— lokálnı́ minimum (maximum) funkce dvou (a vı́ce) proměnných
— ostré lokálnı́ minimum (maximum) funkce dvou (a vı́ce) proměnných
— neostré lokálnı́ minimum (maximum) funkce dvou (a vı́ce) proměnných
— kladně (záporně) definitnı́ symetrická matice
— kladně (záporně) semidefinitnı́ symetrická matice
— indefinitnı́ symetrická matice
— kvadratické formy
— kladně (záporně) definitnı́ kvadratická forma
— kladně (záporně) semidefinitnı́ kvadratická forma
— indefinitnı́ kvadratická forma
— Lagrangeův algoritmus
— Sylvestrovo kritérium
— izolovaný lokálnı́ extrém
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Kontrolnı́ otázky?
1. Jaká je nutná podmı́nka pro existenci lokálnı́ho extrému funkce dvou (a vı́ce)

proměnných?

2. Jaká je postačujı́cı́ podmı́nka pro existenci lokálnı́ho extrému funkce dvou (a vı́ce)
proměnných?

3. Na základě čeho můžete rozhodnout, zda ve stacionárnı́m bodě nastane extrém
funkce dvou (a vı́ce) proměnných?

4. Jak určı́te typ daného extrému — tj. lokálnı́ minimum či maximum — funkce dvou
(a vı́ce) proměnných?

5. Podle jakých skutečnostı́ rozhodnete, zda se jedná o ostrý či neostrý extrém funkce
dvou (a vı́ce) proměnných?

6. Načrtněte přı́klad grafu funkce, která má v daném bodě ostré (resp. neostré) lokálnı́
maximum.

7. Bod, ve kterém může nastat lokálnı́ extrém, je vzhledem k množině A ⊂ R2 na nı́ž
je funkce definována:

• vnitřnı́,

• vnějšı́,

• hraničnı́?

8. Co jsou to kvadratické formy a k čemu nám sloužı́?

9. Kdy se symetrická matice A nazývá:

• kladně definitnı́,

• záporně definitnı́,

• kladně semidefinitnı́,

• záporně semidefinitnı́?

10. Kdy se symetrická matice A nazývá:

• určitě definitnı́,

• určitě semidefinitnı́,

• indefinitnı́?

Přı́klady k procvičenı́!
1. Najděte lokálnı́ extrémy funkce z = f (x, y):

a) z = 1+ 6y − y2
− xy − x2, b) z = 4− (x − 2)2 − (y + 3)2,

c) z = 5+ 6x − 4x2
− 3y2, d) z = x(x − 1)+ y(y − 1)− xy + 2,

e) z = x(x − 6)+ y(y − 9)+ xy, f) z = 2x2
− 6xy + 5y2

− x + 3y + 2,
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g) z = x2
− 2y2

− 3x + 5y − 1, h) z = x2
− y2
+ 2x − 2y,

i) z = x3
+ y3
− 18xy + 215, j) z = 27x2y + 14y3

− 69y − 54x,
k) z = x4

+ y4
+ 4(x3

− y3)+ 5(x2
+ y2)+ 4(x − y)− 2xy + 2,

2. Najděte lokálnı́ extrémy funkce z = f (x, y):

a) z = 1−
√
x2 + y2, b) z = ex

2
−y (5− 2x + y),

c) z = (x − y + 6)2, d) z = x2
+ xy + y2

− 4 ln x − 10 ln y,
e) z = xy + 8

x
+

8
y
, f) z = xy ln(x2

+ y2),

g) z = (x + y2) e
x
2 , h) z = 2x3

− xy2
+ 5x2

+ y2,

i) z = (x − 1)3(y + 2)3, j) z = x2
+ 4xy + 6y2

− 2x + 8y − 5,
k) z = x4

+ y4
− x2
− 2xy − y2, l) z = x4

− 3x2y + 3y − y3,

m) z = x3
− 3x2

+ y3
− 3y + 1, n) z = e2x+3y(8x2

− 6xy + 3y2).

3. Najděte lokálnı́ extrémy funkce z = f (x, y):

a) z = −3x4
− 5y4, b) z = x2

+ xy + y2
+ 9x + 6y,

c) z = 2xy − 2x − 4y, d) z = 3 ln x
6 + 2 ln y + ln(12− x − y),

e) z = x3
− 3xy − y3, f) z = (5x + 7y − 25) e−(x

2
+xy+y2),

g) z = (x2
+ y) ey, h) z = sin x + cos y + cos(x − y),

i) z = x3
+ 27y3

− 6xy + 11, 0 < x, y < π
2 ,

j) z = 3(x2
+ y2)2, k) z = 8x3

+ y3
− 6xy + 4,

l) z = x3
+ xy2

+ 6xy, m) z = x
√
y − x2

− y + 6x + 3,
n) z = xy + 50

x
+

20
y

o) z = sin x + sin y + sin(x − y),
p) z = x2

+ y2
− xy − 2x + y, 0 < x, y < π

2 ,

q) z = xy(4− x − y), r) z = x − 2y + ln
√
x2 + y2 + 3 arctg y

x
,

s) z = 4(x − y)− x2
− y2, t) z = x2

+ xy + y2
− ln x − ln y,

u) z = y
√

1+ x + x
√

1+ y, v) z = x2
+ xy + y2

+
a3

x
+

a3

y
, a ∈ R.

4. Najděte lokálnı́ extrémy funkce u = f (x, y, z):

a) u = xyz(12− x − 2y − 3z), b) u = x +
y2

4x +
z2

y
+

2
z
, x, y, z > 0,

c) u = x2

yz
+

y2

xz
+

z2

xy
, x, y, z > 0,

d) u = x1x
2
2 · · · · · x

n
n(1− x1 − 2x2 − . . .− nxn), x1, x1, . . . , xn > 0,

e) u = x1 +
x2
x1
+

x3
x2
+ · · · +

xn
xn−1
+

2
xn
, x1, . . . , xn > 0.

f) u = x2
+ y2
+ z2
+ 2x + 4y − 6z, g) u = 2x2

+ y2
+ 2z− xy − xz,

h) u = 1
x
+

x2

y
+

y2

z
+

z2

2 , x, y, z > 0, i) u = x3
+ y2
+ z2
+ 12xy + 2z.

Nápověda: V d) užijte AG nerovnost.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́
V následujı́cı́m m značı́ lokálnı́ minimum, M lokálnı́ maximum a S stacionárnı́ bod, v němž nenı́
lokálnı́ extrém.

1. a) M(−2, 4), b) M(2,−3), c) M
( 3

4 , 0
)
, d) m(1, 1),

e) m(1, 4), f) m
(
−2,− 3

2

)
, g) S

( 3
2 ,

5
4

)
, h) S(−1,−1),
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i) m(6, 6), S(0, 0), j) m(1, 1),M(−1,−1), S
(√14

3 , 3
√

14

)
, S
(
−

√
14
3 ,− 3

√
14

)
,

k) m(0, 2),m(−2, 0), S(−1, 1).

2. a) M(0, 0), b) S(1,−2), c) m v bodech přı́mky x − y + 6 = 0,

d) m(1, 2), e) m(2, 2),

f) m
(
±

1
√

2e
,± 1
√

2e

)
, M

(
±

1
√

2e
,∓ 1
√

2e

)
, S(±1, 0), S(0,±1), g) m(−2, 0),

h) m(0, 0), S
(
−

5
3 , 0
)
, S(1,±4), i) S(1, y), S(x,−2), x, y ∈ R,

j) m(7,−3), k) m(1, 1), m(−1,−1), S(0, 0),

l) m(0,−1), M(0, 1), m
(
±

√
3
5 ,−

√
2
5

)
, S
(
±

√
3
5 ,

√
2
5

)
,

m) M(0,−1), m(2, 1), S(0, 1), S(2,−1), n) m(0, 0), S
(
−

1
4 ,−

1
2

)
.

Návod: V k) u S(−1, 1) zvažte, že f (x, y) = d4f (−1, 1), do diferenciálu dosad’te u = x + 1,
v = y − 1, výraz upravte a vyšetřete v okolı́ (0, 0).

3. a) M(0, 0), b) m(−4,−1), c) S(2, 1), d) M(6, 4),

e) M(−1, 1), S(0, 0), f) M(1, 3), m
(
−

1
26 ,−

3
26

)
, g) m(0,−1),

h) M
(

π
3 ,

π
6

)
, i) m

( 2
3 ,

2
9

)
, S(0, 0), j) m(0, 0),

k) m
( 1

2 , 1
)
, S(0, 0), l) m(

√
3,−3), M(−

√
3,−3), S(0, 0), S(0,−6),

m) M(4, 4), n) m(5, 2), o) M
(

π
3 ,

π
3

)
, p) m(1, 0),

q) M
( 4

3 ,
4
3

)
, S(0, 0), S(0, 4), S(4, 0), r) S(1, 1), s) M(2,−2),

t) m(1, 1), u) m
(
−

2
3 ,−

2
3

)
, v) m

(
a

3√3
, a

3√3

)
.

4. a) M
(
3, 3

2 , 1
)
, umax =

27
2 , b) m( 1

2 , 1, 1), umin = 4,
c) lokálnı́ minima splňujı́cı́ podmı́nku x = y = z = t, t ∈ R, t > 0,

d) M(x1 = · · · = xn =
2

n2+n+2), umax =
( 2
n2+n+2

) n2
+n+2
2 ,

e) m(x1 = 2
1
n+1 , x2 = 2

2
n+1 , . . . , xn = 2

n
n+1 ), umin = (n+ 1)2

1
n+1 ,

f) m(−1,−2, 3), umin = −14, g) nemá lokálnı́ extrém,
h) m

( 1
2 ·

3
√

2, 1
2 ,

1
2 ·

3
√

2
)
, umin =

15
8 ·

3
√

4, i) S(0, 0,−1),m(24,−144,−1), umin = −6913.
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Kapitola 6

Globálnı́ extrémy funkcı́

Průvodce studiem S

J

VZ

Na rozdı́l od předchozı́ kapitoly, kde nás zajı́malo lokálnı́ chovánı́ funkcı́ dvou
(resp. vı́ce) proměnných, tj. pouze v okolı́ nějakého bodu, budeme ted’ studovat
jejich chovánı́ na celém definičnı́m oboru a hledat body s největšı́mi a nejmenšı́mi
funkčnı́mi hodnotami. Hledánı́ těchto bodů je obecně obtı́žné. Proto se omezı́me
pouze na definici a vyšetřovánı́ ve speciálnı́m přı́padě, kdy bude existence toho,
co hledáme, zajištěna. Uvedeme si obdobu Weierstrassovy věty pro funkci jedné
proměnné, která nám existenci extrému zaručı́. Pouze na jednom slovnı́m přı́kladu
si ukážeme, jaké problémy lze obecně očekávat a jak se přistupuje k jejich řešenı́.

Cı́le
ó

Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni:

• rozhodnout o existenci globálnı́ch extrémů funkce dvou (resp. vı́ce) proměn-
ných,
• rozhodnout, zda ve stacionárnı́m bodě funkce dvou (resp. vı́ce) proměnných

nastane globálnı́ extrém,
• určit typ globálnı́ho extrému funkce dvou (resp. vı́ce) proměnných.

Definice 6.1. Uvažujme funkci f (x, y) na množině M ⊂ D(f ) ⊂ R2. Řekneme, že
funkce f nabývá v bodě (x0, y0) ∈ M globálnı́ho neboli absolutnı́ho maxima na M ,
jestliže pro každé (x, y) ∈ M platı́ f (x0, y0) = f (x, y).
Analogicky definujeme globálnı́ neboli absolutnı́ minimum. Společný název je globálnı́
neboli absolutnı́ extrémy.

Poznámka 6.2.
1) Bod, ve kterém nabývá funkce své největšı́ nebo nejmenšı́ hodnoty, nemusı́ být jediný.

Např. o funkci f : z = (x2
+ y2) e−x

2
−y2

z přı́kladu 5.10 jsme ukázali, že

f (0, 0) = 0 5 (x2
+ y2) e−x

2
−y2

5
1
e
= f (x0, y0), kde x2

0 + y
2
0 = 1.
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To znamená, že v bodě (0, 0) je globálnı́ minimum a v bodech jednotkové kružnice,
kterých je nekonečně mnoho, jsou globálnı́ maxima. Hodnota globálnı́ho minima je 0
a hodnota globálnı́ho maxima je 1/e — viz obr. 5.7.

2) Globálnı́ extrémy (jeden nebo oba) nemusı́ existovat. Podı́vejme se na několik přı́kladů.

• Funkce f : z = x + y, (x, y) ∈ R2, nabývá jak libovolně velkých hodnot (když
x a y budou velká kladná čı́sla) tak libovolně malých hodnot (když x a y budou
velká záporná čı́sla). Žádná funkčnı́ hodnota tedy nebude ani největšı́ ani nejmenšı́.
Důvodem neexistence globálnı́ch extrémů je neohraničenost množiny funkčnı́ch
hodnot.

• Funkce g : z = tg x, (x, y) ∈ (−π/2,π/2) × (−1, 1) (že explicitně nezávisı́ na y,
nevadı́) je rovněž neohraničená shora i zdola, protože funkce tangens je na intervalu
(−π/2,π/2) shora i zdola neohraničená. Na rozdı́l od předchozı́ho přı́kladu je jejı́
definičnı́ obor ohraničený.

• Funkce h : z = e−x
2
−y2

, (x, y) ∈ R2, nabývá v bodě (0, 0) globálnı́ho maxima. Je
totiž h(0, 0) = e0

= 1. Protože pro (x, y) 6= (0, 0) je −x2
− y2 < 0 a exponenciála

eu je rostoucı́, je e−x
2
−y2

< e0
= 1. Tato funkce ale nemá globálnı́ minimum. Pro

(v absolutnı́ hodnotě) velká x a y je −x2
− y2 velmi malé. Protože lim

u→−∞
eu = 0,

nabývá funkce h libovolně malých kladných hodnot, ale nuly nikdy nedosáhne,
protože exponenciála je vždy kladná — viz obr. 6.1 a). Definičnı́ obor je neohraničený.

• Pokud bychom změnili definici funkce h v bodě (0, 0) a položili h(0, 0) = 1/2,
neexistovalo by ani globálnı́ maximum. V okolı́ počátku by se totiž funkčnı́ hodnoty
přibližovaly jedné, ale této hodnoty změněná funkceh nenabývá (počátek byl jediným
takovým bodem). Všimněte si, že po předefinovánı́ by přestala býth spojitá v počátku.

• Funkce k : z = x + y, (x, y) ∈ (0, 1) × (0, 1), nemá žádný globálnı́ extrém. Platı́
0 < x < 1, 0 < y < 1, takže 0 < x + y < 2. Obor hodnot je tudı́ž otevřený interval
(0, 2), který neobsahuje ani nejmenšı́ ani největšı́ čı́slo — viz obr. 6.1 b). Definičnı́
obor je tentokrát ohraničený.

xy

z

−3−2−1
0

1
2

3

−3 −2 −1
0

1
2

3

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

a) h : z = e−x
2
−y2

x
y

z

0

1 0

1
0

1

2

b) k : z = x + y

Obr. 6.1: Grafy funkcı́
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3) Při vyšetřovánı́ globálnı́ch extrémů často neuvažujeme funkce na maximálnı́ch defi-
ničnı́ch oborech, které předpisy funkcı́ připouštějı́. Viz definice 6.1, kde M ⊂ D(f ),
ale může být M 6= D(f ). Na to nesmı́me zapomı́nat, abychom omylem nezahrnuli
i funkčnı́ hodnoty v bodech ležı́cı́ch sice v D(f ), ale neležı́cı́ch v M — viz funkce k
z předchozı́ho přı́kladu, jejı́ž maximálnı́ definičnı́ obor by byl R2.

Viděli jsme, že důvody neexistence globálnı́ch extrémů jsou v podstatě dva: Bud’ je
množina funkčnı́ch hodnot neohraničená, nebo se hodnoty neomezeně přibližujı́ nějakému
čı́slu, ale nikdy je nedosáhnou. Předpoklady následujı́cı́ věty, která je obdobou tvrzenı́ pro
funkce jedné proměnné, zajišt’ujı́, že se nic takového nemůže stát. Předchozı́ přı́klady
ukazujı́, že žádný z předpokladů nelze vynechat.

Věta 6.3 (Weierstrass1). Necht’ funkce f (x, y) je spojitá na ohraničené a uzavřené
množině M ⊂ D(f ). Pak existujı́ globálnı́ extrémy této funkce na M , tj. existujı́ body
(x1, y1) ∈ M a (x2, y2) ∈ M takové, že f (x1, y1) 5 f (x, y) 5 f (x2, y2) pro libovolné
(x, y) ∈ M .

Při vyšetřovánı́ globálnı́ch extrémů funkce f (x, y), (x, y) ∈ M ⊂ D(f ), vyjdeme
z toho, že tyto extrémy existujı́. To většinou zaručı́me pomocı́ předchozı́ věty. Pak je možné
postupovat podle následujı́cı́ho návodu. Zdůrazněme ještě jednou, že předpokládáme, že
to, co hledáme, existuje! Pokud tomu tak nenı́, můžeme dostat naprostý nesmysl (najdeme
něco, co neexistuje).

Jestliže extrém nastane v bodě (x0, y0) ∈ M ⊂ D(f ), pak je tento bod bud’vnitřnı́m
nebo hraničnı́m bodem M .

1) Je-li to vnitřnı́ bod, pak je funkcef definovaná v jistém okolı́ tohoto bodu, a tudı́ž zde má
rovněž lokálnı́ extrém. Podle věty 5.3 resp. důsledku 5.5 najdeme body, v nichž některá
parciálnı́ derivace neexistuje, nebo je nulová. V nich vypočteme funkčnı́ hodnoty.
Nebudeme zjišt’ovat, zda jde skutečně o lokálnı́ extrémy. Tı́m sice možná zbytečně
zahrneme některé „přebytečné“ body, ale rozhodovánı́, zda jde o extrém nebo ne, je
obvykle mnohem pracnějšı́ než (zbytečný) výpočet funkčnı́ hodnoty. Body „neprávem“
zahrnuté se stejně neuplatnı́.

2) Je-li to hraničnı́ bod, musı́me vyšetřit hodnoty f na hranici množiny M ⊂ D(f ).
Pro jednoduchost budeme předpokládat, že hranice je tvořena „rozumnými“ křivkami.
Přesněji, hranici lze rozdělit na části, které představujı́ grafy funkce jedné proměnné
tvaru y = g(x), x ∈ 〈a, b〉 nebo x = g(y), y ∈ 〈a, b〉, popř. obecněji jsou popsané tzv.
parametrickými rovnicemi tvaru x = g(t), y = h(t), t ∈ 〈a, b〉 (speciálnı́m přı́padem
jsou parametrické rovnice přı́mky).
Rovnice hranice dosadı́me do funkce f (x, y). Podle typů dostaneme f

(
x, g(x)

)
nebo

f
(
g(y), y

)
, popř. f

(
g(t), h(t)

)
, čı́mž úlohu převedeme na vyšetřovánı́ globálnı́ch

extrémů funkce jedné proměnné na intervalu 〈a, b〉— viz [11, str. 287]. I zde platilo,

1Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815–1897) (čti vajerštras) — významný německý matematik.
Zabýval se matematickou analýzou, analytickými funkcemi, variačnı́m počtem, diferenciálnı́ geometriı́
a lineárnı́ algebrou. Jeden z nejvýznamnějšı́ch matematiků všech dob.
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že extrém může být pouze ve vnitřnı́m bodě intervalu, kde je současně lokálnı́ extrém,
nebo v krajnı́m bodě intervalu.
Najdeme všechny „podezřelé“ body (opět nerozhodujeme, zda jde skutečně o lokálnı́
extrémy) pro všechny části hranice a vypočteme v nich funkčnı́ hodnoty funkce f .

3) Ze všech takto zı́skaných funkčnı́ch hodnot vybereme největšı́ a nejmenšı́. Ty předsta-
vujı́ globálnı́ maximum a minimum vyšetřované funkce.

Pokud nenı́ zaručena existence globálnı́ch extrémů, předchozı́ postup v podstatě dává
největšı́ lokálnı́ maxima resp. nejmenšı́ lokálnı́ minima. To však rozhodně nemusı́ být
globálnı́ extrémy (funkce může být např. neohraničená). Nicméně i v tomto přı́padě
můžeme řı́ci, že jinde než ve vytipovaných bodech globálnı́ extrémy být nemohou. Musı́me
však nakonec dokázat, zda o globálnı́ extrémy jde nebo ne. To může být jednoduššı́, když
už vı́me, kolik by extremálnı́ hodnota mohla jedině být a ve kterém bodě by nastala.
Neexistuje ovšem žádný univerzálnı́ návod, jak postupovat, a obecně jde o velmi obtı́žnou
úlohu.

+

Přı́klad 6.4. Najděte globálnı́ extrémy funkce f : z = x2
+ 4xy − 8x − 8y + 20 na

množině M = {(x, y) ∈ R2
: 1 5 x 5 3, 0 5 y 5 3}.

Řešenı́. Uvažovaným oborem je obdélnı́k. Protože je to uzavřená a ohraničená množina
a funkce f je spojitá (dokonce na R2 — jde o mnohočlen), globálnı́ extrémy podle věty 6.3
existujı́. Podle předchozı́ho návodu si všimneme nejprve lokálnı́ch extrémů uvnitř tohoto
obdélnı́ku. Protože f má parciálnı́ derivace (všech řádů), lokálnı́ extrémy mohou podle
důsledku 5.5 nastat pouze ve stacionárnı́ch bodech.

fx = 2x + 4y − 8,
fy = 4x − 8,

⇒
2x + 4y = 8,
4x = 8,

⇒ x = 2, y = 1.

Protože stacionárnı́ bod A = (2, 1) ležı́ uvnitř M , je to prvnı́ „podezřelý“ bod.
HraniceM je tvořena čtyřmi úsečkami rovnoběžnými se souřadnými osami. Označı́me

je postupně h1, h2, h3 a h4 — viz obr. 6.2 a). Platı́:

h1 : y = 0, x ∈ 〈1, 3〉 ⇒ f (x, y) = f (x, 0) = x2
− 8x + 20 = g1(x),

h2 : x = 3, y ∈ 〈0, 3〉 ⇒ f (x, y) = f (3, y) = 4y + 5 = g2(y),

h3 : y = 3, x ∈ 〈1, 3〉 ⇒ f (x, y) = f (x, 3) = x2
+ 4x − 4 = g3(x),

h4 : x = 1, y ∈ 〈0, 3〉 ⇒ f (x, y) = f (3, y) = −4y + 13 = g4(y).

Nynı́ vyšetřı́me globálnı́ extrémy vzniklých čtyř funkcı́ jedné proměnné. Všechny jsou
definované na ohraničených uzavřených intervalech a majı́ derivaci. Zajı́majı́ nás tedy
stacionárnı́ body uvnitř jednotlivých intervalů a krajnı́ body.
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g′1(x) = 2x − 8 = 0 ⇒ x = 4 /∈ 〈1, 3〉,
krajnı́ body B = (1, 0), C = (3, 0),

g′2(y) = 4 ⇒ nemá stacionárnı́ bod,
krajnı́ body C = (3, 0), D = (3, 3),

g′3(x) = 2x + 4 = 0 ⇒ x = −2 /∈ 〈1, 3〉,
krajnı́ body E = (1, 3), D = (3, 3),

g′4(y) = −4 ⇒ nemá stacionárnı́ bod,
krajnı́ body B = (1, 0), E = (1, 3).

Našli jsme tudı́ž pět bodů. Vypočteme funkčnı́ hodnoty a vybereme největšı́ a nejmenšı́:

f (A) = 8, f (B) = 13, f (C) = 5, f (D) = 17, f (E) = 1.

Globálnı́ maximum fmax = 17 je v bodě (3, 3), globálnı́ minimum fmin = 1 je v bodě
(1, 3). Graf vyšetřované funkce je znázorněn na obr. 6.2 b). N
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2
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b)

Obr. 6.2: f : z = x2
+ 4xy − 8x − 8y + 20, 1 5 x 5 3, 0 5 y 5 3

+

Přı́klad 6.5. Najděte globálnı́ extrémy funkce f : z = 2x3
+ 4x2

+ y2
− 2xy na množině

M = {(x, y) ∈ R2
: x2
− 2 5 y 5 4}.

Řešenı́. Uvažovaným oborem je úseč paraboly. Protože je to uzavřená a ohraničená mno-
žina a funkce f je spojitá (dokonce na R2 — jde o mnohočlen), globálnı́ extrémy podle
věty 6.3 existujı́. Opět si nejprve všimneme lokálnı́ch extrémů uvnitř M . Protože f má
parciálnı́ derivace (všech řádů), lokálnı́ extrémy mohou podle důsledku 5.5 nastat pouze
ve stacionárnı́ch bodech.

fx = 6x2
+ 8x − 2y,

fy = 2y − 2x,
⇒

6x2
+ 8x − 2y = 0,

2y − 2x = 0,
⇒

x = y,

6x2
+ 6x = 0.
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Rovnice x2
+ x = x(x + 1) = 0 má řešenı́ x = 0 a x = −1. Máme tudı́ž dva stacionárnı́

body (0, 0) a (−1,−1). Stacionárnı́ bod A = (0, 0) ležı́ uvnitř M . Bod (−1,−1) ležı́ na
hranici (vyhovuje rovnici x2

− 2 = y), takže jej zatı́m nebudeme uvažovat. Dostaneme se
k němu později při vyšetřovánı́ hranice.

Hranice M je tvořena obloukem paraboly h1 a úsečkou h2 — viz obr. 6.3 a). Platı́:

h1 : y = x
2
− 2, x ∈ 〈−

√
6,
√

6〉 ⇒

f (x, y) = f (x, x2
− 2) = 2x3

+ 4x2
+ (x2

− 2)2 − 2x(x2
− 2) =

= x4
+ 4x + 4 = g1(x),

h2 : y = 4, x ∈ 〈−
√

6,
√

6〉 ⇒

f (x, y) = f (x, 4) = 2x3
+ 4x2

+ 42
− 2x · 4 = 2x3

+ 4x2
− 8x + 16 = g2(x).

Nynı́ vyšetřı́me globálnı́ extrémy těchto dvou funkcı́ jedné proměnné. Obě jsou definované
na ohraničených uzavřených intervalech a majı́ derivaci. Zajı́majı́ nás tedy stacionárnı́
body uvnitř jednotlivých intervalů a krajnı́ body.

g′1(x) = 4x3
+ 4 = 0 ⇒ x3

= −1 ⇒ x = −1 ∈ 〈−
√

6,
√

6〉,
stacionárnı́ bod B = (−1,−1),

krajnı́ body C = (−
√

6, 4), D = (
√

6, 4),

g′2(x) = 6x2
+ 8x − 8 = 0 ⇒ x1,2 =

−8±
√

64+192
12 =

{
−2
2/3 ∈ 〈−

√
6,
√

6〉,

stacionárnı́ body E = (−2, 4), F = (2/3, 4),

krajnı́ body C = (−
√

6, 4), D = (
√

6, 4).

Našli jsme tudı́ž šest bodů. Vypočteme funkčnı́ hodnoty a vybereme největšı́ a nejmenšı́:

f (A) = 0, f (B) = 1, f (C) = 40− 4
√

6 .
= 30,2,

f (D) = 40+ 4
√

6 .
= 49,8, f (E) = 32, f (F ) = 352/27 .

= 13,03.

Globálnı́ maximum fmax = 40+ 4
√

6 je v bodě (
√

6, 4), globálnı́ minimum fmin = 0 je
v bodě (0, 0). Graf vyšetřované funkce je znázorněn na obr. 6.3 b). N

V závěrečném přı́kladu budeme potřebovat následujı́cı́ lemma, které hraje v úlohách
na globálnı́ extrémy často významnou roli. Jeho význam je ale mnohem širšı́.

Lemma 6.6. Necht’n ∈ N a x1, . . . , xn ∈ R+ (tj. jsou to kladná čı́sla). Pak platı́:

n
1
x1
+

1
x2
+ · · · +

1
xn

5 n
√
x1x2 · · · xn 5

x1 + x2 + · · · + xn

n
. (6.1)

Přitom rovnosti nastanou právě jen v přı́padě, že všechna čı́sla xi , i = 1, . . . , n, jsou
stejná, tj. x1 = x2 = · · · = xn.
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Obr. 6.3: f : z = 2x3
+ 4x2

+ y2
− 2xy, x2

− 2 5 y 5 4

Důkaz pravé nerovnosti viz např. [19, str. 30]. Použijeme-li pak tuto nerovnost na čı́sla
1/xi , dostaneme levou nerovnost. Výraz na levé straně (6.1) se nazývá harmonický průměr
čı́sel x1, . . . , xn, výraz uprostřed geometrický průměr čı́sel x1, . . . , xn a výraz na pravé
straně aritmetický průměr čı́sel x1, . . . , xn. Proto se předchozı́ nerovnost nazývá nerovnost
mezi aritmetickým, geometrickým a harmonickým průměrem.

+

Přı́klad 6.7. Mezi všemi kvádry o daném povrchu najděte ten, který má největšı́ objem.

Řešenı́. Označme x, y, z rozměry kvádru, x, y, z > 0, 2S povrch kvádru, kde S > 0 je
dané čı́slo, a V jeho objem. Pak platı́

2(xy + xz+ yz) = 2S ⇒ z(x + y) = S − xy ⇒ z =
S − xy

x + y
. (6.2)

Předchozı́ vztah dává (při daném povrchu 2S) vazbu mezi rozměry x, y a z. Protože
x, y, z > 0 a S > 0, musı́ být xy < S. Zvolı́me-li tudı́ž libovolná x, y > 0 tak, aby
xy < S, vždy existuje kvádr o rozměrech x, y a z = S−xy

x+y
. Pro objem pak platı́

V = xyz =
xy(S − xy)

x + y
=
Sxy − x2y2

x + y
= f (x, y), přičemž x, y > 0, xy < S.

x

y

O

M

y = S
x

Obr. 6.4

Dı́ky vazebné podmı́nce (6.2) se můžeme zbavit jedné pro-
měnné, a na výraz pro objem se lze proto dı́vat jako na
funkci jen dvou proměnných f (x, y), uvažovanou na mno-
žině M = {(x, y) ∈ R2

: x > 0, y > 0, xy < S} — viz
obr. 6.4. MnožinaM nenı́ ani uzavřená (naopak je otevřená)
ani ohraničená, takže nelze použı́t větu 6.3. Nemáme tudı́ž
zaručeno, že globálnı́ maximum, které hledáme, existuje. Po-
kud ano, musı́ to být bod lokálnı́ho maxima, protože žádný
hraničnı́ bod do M nepatřı́ — viz komentář na str. 134 před
přı́kladem 6.4.
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Funkce f má naM spojité parciálnı́ derivace (všech řádů), takže lokálnı́ extrém může
nastat podle důsledku 5.5 pouze ve stacionárnı́m bodě.

fx =
(Sy − 2xy2)(x + y)− (Sxy − x2y2) · 1

(x + y)2
=
y2(S − x2

− 2xy)
(x + y)2

,

fy =
x2(S − y2

− 2xy)
(x + y)2

(ze symetrie).

Aby fx = 0, fy = 0, musı́ být nulové čitatele předchozı́ch zlomků. Ty majı́ tvar součinů.
Protože x > 0, y > 0, je jedinou možnostı́, že

S − x2
− 2xy = 0,

S − y2
− 2xy = 0,

⇒ po odečtenı́ x2
= y2

⇒ x = y, protože x, y > 0.

Dále
S − x2

− 2xy = 0,
x = y,

⇒ S − 3x2
= 0 ⇒ x =

√
S

3
= y.

Ze (6.2) vyjde

z =
S −

√
S
3

√
S
3√

S
3 +

√
S
3

=

√
S

3
, a tudı́ž V = xyz =

(√
S

3

)3

=

√
S3

27
.

Jde tedy o krychli s objemem
√
S3/27. Pomocı́ druhých derivacı́ bychom mohli zjistit,

jestli jde o lokálnı́ maximum. To by bylo dost pracné a stejně bychom nevěděli, zda je
tento extrém globálnı́.

Zatı́m tedy jenom vı́me, že pokud globálnı́ maximum existuje, musı́ to být v bodě(√
S
3 ,

√
S
3 ,

√
S
3

)
a půjde o krychli. K důkazu toho, že tomu tak opravdu je, použijeme

lemma 6.6. Pro n = 3 položı́me x1 = xy, x2 = xz a x3 = yz. Z pravé nerovnosti ve (6.1)
dostaneme s ohledem na (6.2) (x, y, z jsou rozměry kvádru)

3
√
x2y2z2 = (xyz)2/3 5

xy + xz+ yz

3
=
S

3
⇒ xyz 5

(√
S

3

)3

. (6.3)

Nalezený stacionárnı́ bod je tedy skutečně globálnı́m maximem a (jediným) řešenı́m našı́
úlohy je krychle. N

Na závěr poznamenejme, že celou úlohu jsme mohli vyřešit jen s pomocı́ lemmatu 6.6
a mnohem snáz. Nerovnost (6.3) totiž platı́ pro libovolná tři kladná čı́sla x, y, z taková,
že xy + xz+ yz = S >0. Zmı́něné lemma ale ještě upřesňuje, že k rovnosti dojde právě
v přı́padě, když xy = xz = yz, z čehož plyne x = y = z. Z vazebnı́ podmı́nky

xy + xz + yz = S tak dostaneme, že 3x2
= S, tedy x = y = z =

√
S
3 , což je nám již

známý výsledek. Předchozı́ výpočet parciálnı́ch derivacı́ a hledánı́ stacionárnı́ch bodů byly
tedy zcela zbytečné, výsledek šlo zı́skat mnohem jednoduššı́m způsobem. To ukazuje, jak
mocným nástrojem je nerovnost mezi algebraickým a geometrickým průměrem.
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Pro zájemce:
Podı́vejme se ještě pro zajı́mavost na to, zda funkce f (x, y) z předchozı́ho přı́kladu 6.7 má
i globálnı́ minimum. Zřejmě f (x, y) > 0 pro (x, y) ∈ M . Pro body (x, 1) ∈ M platı́

lim
x→0+

f (x, 1) = lim
x→0+

Sx − x2

x + 1
=

0
1
= 0,

což znamená, že f nabývá neomezeně malých kladných hodnot. Protože ale nuly nikdy nedosáhne,
globálnı́ minimum neexistuje. Zkuste si představit, jak bude vypadat kvádr, jehož povrch bude
předepsaná hodnota 2S a objem bude velice malý. (Volte např. x = y malá a ze (6.2) určete z.)

Situace se změnı́, když rozšı́řı́me f i na hranici množinyM , která je tvořena dvěma polopřı́m-
kami a jednou větvı́ hyperboly — viz obr. 6.4. Na této hranici je f rovna nule (kromě počátku,
kde nenı́ definovaná). Pokud tedy uvažujeme f na uzávěru M (dodefinujeme např. f (0, 0) = 0),
existuje i globálnı́ minimum, jehož hodnota je nula a funkce ho nabývá v každém hraničnı́m
bodě M .

Takto dodefinovaná funkce je dokonce spojitá, což nynı́ dokážeme. Pro (x, y) 6= (0, 0) je
to zřejmé. V bodě (0, 0) musı́me vypočı́tat limitu. K tomu použijeme lemma 1.27. Funkci f
vyjádřı́me v polárnı́ch souřadnicı́ch (v (1.3) volı́me x0 = y0 = 0). Po vykrácenı́ vyjde

f (ρ cosϕ, ρ sinϕ) =
ρ cosϕ sinϕ(S − ρ2 cosϕ sinϕ)

cosϕ + sinϕ
.

Položme v lemmatu 1.27

g(ρ) = ρ, h(ρ, ϕ) =
cosϕ sinϕ(S − ρ2 cosϕ sinϕ)

cosϕ + sinϕ
a L = 0.

Přitom ρ ∈ (0, ρ0〉, kde ρ0 <
√

2S (pak S−xy = S−ρ2 cosϕ sinϕ > 0), a dále ϕ ∈ I = 〈0,π/2〉
(zajı́majı́ nás jen body v prvnı́m kvadrantu). Je lim

ρ→0
g(ρ) = 0.

Ukážeme, že h(ρ, ϕ) je ohraničená. Pro ϕ ∈ I je cosϕ = 0, sinϕ = 0. Protože sinus a kosinus
nejsou nikdy současně rovny nule, je cosϕ + sinϕ > 0. Tedy

0 5 sinϕ 5 cosϕ + sinϕ ⇒ 0 5
sinϕ

cosϕ + sinϕ
5 1,

0 5 cosϕ 5 1,

0 < S − ρ2 cosϕ sinϕ 5 S.

Vynásobenı́m těchto nerovnostı́ dostaneme, že 0 5 h(ρ, ϕ) 5 S. Podle lemmatu 1.27 je

lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = L = 0 = f (0, 0),

takže f je v tomto bodě spojitá. Větu 6.3 přesto nemůžeme ani ted’použı́t, protože M je neohrani-
čená. Graf funkce pro S = 3 je znázorněn na obr. 6.5.

S předchozı́m přı́kladem souvisı́ tzv. úlohy na vázané extrémy. Jde o úlohy najı́t
lokálnı́ resp. globálnı́ extrémy funkce dvou nebo vı́ce proměnných, která je definovaná na
množině, jejı́ž body vyhovujı́ nějaké rovnici popř. soustavě rovnic nebo obecněji soustavě
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x

y

z

0

1

2

3

4

5

6
0

1
2

3
4

5
6

0

0,5

1

Obr. 6.5: f : z = 3xy−x2y2

x+y
, 0 5 x < +∞, 0 5 y 5 3

x

rovnic a neostrých nerovnic (tzv. vazebné podmı́nky). Např. předchozı́ přı́klad lze chápat
jako úlohu najı́t globálnı́ maximum funkce třı́ proměnných g(x, y, z) = xyz na množině
bodů (x, y, z) vyhovujı́cı́ch rovnici xy + xz+ yz = S.

Vyšetřovánı́ takových úloh souvisı́ s tzv. Lagrangeovou funkcı́. Touto problematikou
a formulacı́ nutných a postačujı́cı́ch podmı́nek existence lokálnı́ch vázaných extrémů se
budeme zabývat v kapitole 8.

Pro zájemce:
Všechny pojmy zaváděné v této kapitole se snadno přenesou na funkce vı́ce proměnných. V plat-
nosti zůstává i Weierstrassova věta. Vyšetřovánı́ na hranicı́ch množin je ale pro většı́ počet pro-
měnných často obtı́žné.

Má-li funkce f v bodě x0 globálnı́ extrém, musı́ zde být pochopitelně i lokálnı́ extrém. Tedy
nutné podmı́nky pro existenci lokálnı́ch extrémů jsou současně nutnými podmı́nkami pro existenci
bodů globálnı́ch extrémů. Pokud máme existenci globálnı́ch extrémů nějak zajištěnou, stačı́ nalézt
všechny body lokálnı́ch extrémů a z nich vybrat ty, v nichž je největšı́ a nejmenšı́ funkčnı́ hodnota.
Pokud však existence zaručena nenı́, může být tento postup naprosto chybný.

Pojmy k zapamatovánı́∑
— globálnı́ (absolutnı́) extrémy funkce dvou proměnných
— globálnı́ (absolutnı́) minimum funkce dvou proměnných
— globálnı́ (absolutnı́) maximum funkce dvou proměnných
— Weierstrassova věta
— nerovnosti mezi aritmetickým, geometrickým a harmonickým průměrem
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Kontrolnı́ otázky ?
1. Vysvětlete postup výpočtu globálnı́ch (absolutnı́ch) extrémů funkce dvou a vı́ce

proměnných.
2. Definujte globálnı́ extrémy funkce dvou proměnných.
3. Udejte přı́klad takové funkce f definované na množině M , která nemá globálnı́

extrém.
4. Udejte postačujı́cı́ podmı́nky, aby funkce f měla na množině M globálnı́ extrém.
5. Muže mı́t funkce vı́ce proměnných na dané množině vı́ce bodů v nichž nabývá

svého globálnı́ho maxima (minima)?
6. Ve kterých bodech množiny M ⊂ D(f ) mohou nastat globálnı́ extrémy funkce f ?

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Najděte globálnı́ extrémy funkce z = f (x, y), (x, y) ∈ M:

a) z = x2
− 2y2

+ 4xy − 6x − 1, M = {x = 0, y = 0, y 5 3− x},
b) z = xy2(4− x − y), M = {x = 0, y = 0, x + y 5 6},
c) z = x3

+ y3
− 3xy, M je obdélnı́k s vrcholy A = (0,−1), B = (2,−1),

C = (2, 2), D = (0, 2),
d) z = x2

− y2, M je kruh x2
+ y2 5 4,

e) z = e−x
2
−y2
(3x2
+ 2y2), M je kruh x2

+ y2 5 4,
f) z = x3

+ y3
− 9xy + 27, M = {0 5 x 5 4, 0 5 y 5 4},

g) z = x2
+ 2xy − 4x + 8y, M je obdélnı́k ohraničený přı́mkami x = 0,

x = 1, y = 0, y = 2,
h) z = 3xy, M je kruh x2

+ y2 5 2,
i) z = 3x2

− y2, M je kruh x2
+ y2 5 4,

j) z = x
√

1− x2 − y2, M je kruh x2
+ y2 5 1,

k) z = xy
√

1− x2 − y2, M je kruh x2
+ y2 5 1,

l) z = x2
+ y2
+

1
2(x + y + 16)2, M je kruh x2

+ y2 5 16,
m) z = x2

+ xy − 4x − 8y, M je obdélnı́k s vrcholy A = (0, 0), B = (3, 0),
C = (3, 2), D = (0, 2),

n) z = x2
+ y2
+ 16x − 12y, M je kruh x2

+ y2 5 25,
o) z = sin x + sin y − sin(x + y), M = {x = 0, y = 0, x + y 5 2π}.

2. Řešte slovnı́ úlohy na globálnı́ extrémy:

a) Součet třı́ kladných čı́sel je 21. Určete jednotlivé sčı́tance tak, aby jejich součin byl maxi-
málnı́.

b) Kladné čı́slo a rozložte na součin čtyř kladných čı́sel tak, aby jejich součet byl minimálnı́.

c) Určete rozměry bazénu majı́cı́ho tvar kvádru tak, aby při daném objemu V > 0 byl součet
obsahů jeho dna a stěn minimálnı́.

d) Určete rozměry rovnoběžnostěnu o daném objemuV > 0 tak, aby jeho povrch byl minimálnı́.

e) Z pásu plechu o šı́řce 24 cm se má vyformovat žlab, jehož průřezem je rovnoramenný
lichoběžnı́k, nahoře otevřený, tak, aby průtočnost byla maximálnı́. Určete délku a bočnı́ch
stěn a jejich úhel α se základnou.
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f) Určete rozměry kvádru o maximálnı́m objemu, který je vepsán do elipsoidu x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1,
a, b, c > 0, a má hrany rovnoběžné se souřadnými osami.

g) Bodem K = (3, 6, 12) ∈ R3 ved’te rovinu, která společně se souřadnými rovinami x = 0,
y = 0 a z = 0 určuje čtyřstěn o nejmenšı́m objemu.

h) Určete strany trojúhelnı́ka o obvodu 120 m tak, aby měl co největšı́ obsah.
Návod: Použijte Heronův1 vzorec P =

√
s(s − a)(s − b)(s − c), kde s = a+b+c

2 .

i) Mezi všemi trojúhelnı́ky vepsanými do kruhu o poloměru r > 0 najděte ten, jehož obsah je
největšı́.
Návod: Za neznámé volte středové úhly odpovı́dajı́cı́ stranám trojúhelnı́ka.

3. Určete stacionárnı́ body funkce z = f (x, y), (x, y) ∈ R2 (resp. u = f (x, y, z), (x, y, z) ∈ R3),
a ověřte, zda jsou v nich lokálnı́ popř. globálnı́ extrémy.

a) z = xex − (1+ ex) cos y,

b) z = (x + y)e−x
2
−y2

,

c) u = (x + y + z)e−x−y−z,

d) u = x2
+ y2
+ z2
− xy + x − 2z,

e) z = 3xy − x2y − xy2.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a) fmin = −19 v (0, 3), fmax = −1 v (0, 0),

b) fmin = −64 v (2, 4), fmax = 4 v (1, 2),

c) fmin = −1 v (0,−1) a (1, 1), fmax = 13 v (2,−1),

d) fmin = −4 v (0,±2), fmax = 4 v (±2, 0),

e) fmin = 0 v (0, 0), fmax = 2/e v (0,±1),

f) fmin = 0 v (3, 3), fmax = 91 v (4, 0) a (0, 4),

g) fmin = −3 v (1, 0), fmax = 17 v (1, 2),

h) fmin = −3 v (1,−1) a (−1, 1), fmax = 3 v (1, 1) a (−1,−1),

i) fmin = −4 v (0,±2), fmax = 12 v (±2, 0),

j) fmin = −1/2 v (−1/
√

2, 0), fmax = 1/2 v (1/
√

2, 0),

k) fmin = −1/3 v (−1/
√

3, 1/
√

3) a (1/
√

3,−1/
√

3),

fmax = 1/3 v (1/
√

3, 1/
√

3) a (−1/
√

3,−1/
√

3),

l) fmin = 160− 64
√

2 v (−2
√

2,−2
√

2), fmax = 160+ 64
√

2 v (2
√

2, 2
√

2),

m) fmin = −17 v (1, 2), fmax = 0 v (0, 0),

n) fmin = −75 v (−4, 3), fmax = 125 v (4,−3),

o) fmin = 0 na celé hranici , fmax = 3
√

3/2 v (2π/3, 2π/3).

2. a) S = xyz, x + y + z = 21, x = y = z = 7, Smax = 343,

1Heron Alexandrijský (asi 1. stol. n. l.) — starořecký mechanik a inženýr, odvodil mj. obsahy resp.
objemy některých geometrických útvarů v rovině a v prostoru.



Přı́klady k procvičenı́ 143

b) S = x1 + x2 + x3 + x4, x1x2x3x4 = a, x1 = x2 = x3 = x4 =
4
√
a, Smin = 4 4

√
a (použijte

lemma 6.6),

c) S = xy + 2xz+ 2yz, xyz = V , x = y = 3
√

2V , z = 1
2

3
√

2V , Smax = 3 3
√

4V 2,

d) S = 2(xy + xz+ yz), V = xyz, x = y = z = 3
√
V , Smin = 6 3

√
V 2,

e) P = a sinα(24− 2a + a cosα), a = 8 cm, α = π/3, Pmax = 48
√

3,

f) V = 8xyz, x
2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1, x = a
√

3
, y = b

√
3
, z = c

√
3
, Vmax =

8abc
3
√

3
(nejrychleji vede k cı́li

použitı́ lemmatu 6.6 na funkci V 2

64a2b2c2 =
x2

a2 ·
y2

b2 ·
z2

c2 ),

g) V = 1
6 pqr ,

3
p
+

6
q
+

12
r
= 1 (z úsekové rovnice roviny), p = 9, q = 18, r = 36, Vmin = 972.

Ověřit, že jde o globálnı́ minimum, lze pomocı́ lemmatu 6.6 (nerovnost mezi harmonickým
a geometrickým průměrem). Celou úlohu lze řešit jen pomocı́ tohoto lemmatu (bez použitı́
derivacı́), což je nerychlejšı́.

p

q

r

O x

y

z

K

h) S =
√

60(60− a)(60− b)(60− c), a + b + c = 120, a = b = c = 40, Smax = 400
√

3,

i) S = 1
2 r

2(sin x+sin y+sin z), x+y+z = 2π, x = y = z = 2π
3 , Smax =

3r2√3
4 . Při odvozenı́

vzorce pro obsah zvažte dvě možnosti — viz následujı́cı́ obrázky.

O

C

B

Ax y

z

x

C

B

A
y

O
z

3. Označenı́: lm (lM) . . . lokálnı́ minimum (maximum), gm (gM) . . . globálnı́ minimum (maxi-
mum), sb . . . stacionárnı́ bod, v němž nenı́ extrém.

a) lm v (0, 2kπ), k ∈ Z, sb v (0, (2k + 1)π), k ∈ Z,

b) gM v
( 1

2 ,
1
2

)
, gm v

(
−

1
2 ,−

1
2

)
,

c) nekonečně mnoho gM v bodech, které splňujı́ vztah x + y + z = 1,

d) gm v
(
−

2
3 ,−

1
3 , 1
)
,

e) lM v (1, 1), sb v (0, 0), (0, 3), (3, 0).
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Kapitola 7

Implicitnı́ funkce

Průvodce studiemS

J

VZ

Funkce, se kterými jsme se dosud setkali, tj. zejména funkce jedné proměnné
a funkce dvou proměnných, vyjadřujı́ závislost jednoho čı́sla na jednom čı́sle
resp. jednoho čı́sla na dvou čı́slech. Vyjádřenı́ této závislosti ve tvaru y = f (x)
resp. z = f (x, y) nazýváme explicitnı́ a řı́káme, že funkce f je zadaná explicitně
čili přı́mo.

Někdy ale známe např. pouze rovnici F(x, y) = 0 o dvou neznámých vyjadřu-
jı́cı́ vazbu mezi čı́sly x a y a chtěli bychom vyjádřit y v závislosti na x, tj. vypočı́tat
z této rovnice y pomocı́ x, tedy vyjádřit je ve tvaru y = f (x). Pak řı́káme, že
funkce f je rovnicı́ F(x, y) = 0 zadaná implicitně čili nepřı́mo.

Obdobně můžeme chtı́t z rovnice o třech neznámých F(x, y, z) = 0 vypočı́tat
veličinu z v závislosti na x a y ve tvaru z = f (x, y). Obecně pak z několika
takových rovnic o vı́ce neznámých můžeme vyjadřovat některé z nich pomocı́
zbývajı́cı́ch. Touto problematikou se zabývajı́ tzv. věty o implicitnı́m zobrazenı́.
Při tomto přı́stupu jde vlastně o teorii řešenı́ systémů (nelineárnı́ch) rovnic o vı́ce
neznámých. Situace je podstatně složitějšı́ než u systémů lineárnı́ch rovnic, které
známe z lineárnı́ algebry.

My se omezı́me s podrobnějšı́m výkladem pouze na jednu rovnici a přı́pad
funkcı́ s počtem proměnných jedna a dva. Vysvětlı́me si, co bude znamenat,
že funkce je zadaná implicitně, a zformulujeme důležitý výsledek, který je znám
pod názvem věta o implicitnı́ funkci. Dále si všimneme otázky spojitosti a exis-
tence derivacı́ funkce zadané implicitně. V části Pro zájemce naznačı́me možná
zobecněnı́.

Cı́le
ó

Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni:

• definovat funkci jedné proměnné danou implicitně rovnicı́ F(x, y) = 0,
• definovat funkci dvou proměnných danou implicitně rovnicı́ F(x, y, z) = 0,
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• vysvětlit rozdı́l mezi funkcı́ zadanou explicitně a implicitně,
• rozhodnout, zda daná rovnice zadává v okolı́ daného bodu implicitně funkci

jedné resp. dvou proměnných,
• spočı́tat derivaci funkce jedné proměnné dané implicitně,
• spočı́tat parciálnı́ derivace funkce dvou proměnných dané implicitně,
• napsat rovnici tečny a normály v daném bodě k funkci dané implicitně,
• určit stacionárnı́ body funkce dané implicitně,
• nalézt lokálnı́ extrémy funkce jedné proměnné dané implicitně,
• nalézt lokálnı́ extrémy funkce dvou proměnných dané implicitně,
• definovat a určit Taylorův mnohočlen funkce jedné proměnné dané implicitně,
• definovat a určit Taylorův mnohočlen funkce dvou proměnných dané impli-

citně.

7.1 Funkce jedné proměnné dané implicitně
Je-li F(x, y) funkce dvou proměnných, je F(x, y) = 0 rovnice o dvou neznámých, jejı́ž
řešenı́ jsou dvojice (x, y), které lze interpretovat jako souřadnice bodů v rovině. V tomto
smyslu můžeme tudı́ž o řešenı́ch takové rovnice mluvit jako o bodech v rovině.

Definice 7.1. O funkci jedné proměnné y = f (x) řekneme, že je implicitně zadána rov-
nicı́ F(x, y) = 0 o dvou neznámých, jestliže body grafu funkce f , tj. dvojice (x, f (x)),
této rovnici vyhovujı́, tudı́ž platı́ F

(
x, f (x)

)
= 0 pro každé x ∈ D(f ). Což lze také řı́ci

tak, že graf funkce f je podmnožinou množiny všech řešenı́ rovnice F(x, y) = 0.

Uvažujme napřı́klad triviálnı́ rovnici y2
− y = 0. Ta implicitně zadává např. funkce

f1(x) = 1 a f2(x) = 0, ale rovněž funkci f3(x) danou vztahem

f3(x) =

{
1 pro x racionálnı́,
0 pro x iracionálnı́,

známou pod jménem Dirichletova1 Zatı́mco prvnı́ dvě funkce jsou spojitá, třetı́ je nespojitá.
Takových nespojitých funkcı́, které nabývajı́ pouze hodnot nula nebo jedna, a jsou proto
implicitně dané rovnicı́ y2

− y = 0, lze snadno vymyslet nekonečně mnoho.
Pokud je možné z rovnice F(x, y) = 0 o dvou neznámých jednoznačně vypočı́tat y

pomocı́ x ve tvaru y = f (x), znamená to, že množina řešenı́ této rovnice (tj. dvojice
znázorněné jako body v rovině) tvořı́ graf funkce jedné proměnné. Obecně ovšem zdaleka
nenı́ pravda, že množina řešenı́ takové rovnice tvořı́ graf funkce jedné proměnné, i když
se omezı́me pouze na spojité funkce.

1Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805–1859) (čti diriklé) — významný německý matematik.
Zabýval se teoriı́ čı́sel, matematickou analýzou a rovnicemi matematické fyziky.
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x

y

O 2
√

2

√
2

y =
√

4− x2

y = −
√

4− x2

a) x2
+ y2

− 4 = 0

x

y

√
2

√
2

y = x

y = −x

b) x2
− y2

= 0

Obr. 7.1: Funkce dané implicitně

Ilustrujme si tuto situaci na dvou přı́kladech. Množina řešenı́ rovnice x2
+ y2
− 4 = 0

tvořı́ kružnici se středem v počátku a poloměrem 2 — viz obr. 7.1 a). Množina řešenı́
rovnice x2

− y2
= 0 je tvořena dvojicı́ přı́mek — viz obr. 7.1 b). Ani v jednom přı́padě

tyto množiny nepředstavujı́ graf funkce jedné proměnné (libovolná rovnoběžka s osou y
by totiž musela protı́nat množinu řešenı́ nejvýše jednou).

Z rovnice x2
+ y2

− 4 = 0 je možné vypočı́tat y =
√

4− x2 nebo y = −
√

4− x2,
−2 5 x 5 2, což jsou rovnice hornı́ resp. dolnı́ půlkružnice, a to už jsou grafy funkce.
V tomto přı́padě se nám tedy podařilo rozdělit množinu všech řešenı́ na dva grafy spojitých
funkcı́, jejichž vzoreček jsme navı́c snadno určili. Z rovnice x2

− y2
= 0 lze vypočı́tat

y = x, y = −x, ale také např. y = |x| nebo y = −|x|. Všechny tyto čtyři funkce jsou
spojité.

Takové přı́pady ale nejsou typické. Obecně vůbec nenı́ snadné osamostatnit pomocı́
elementárnı́ch funkcı́ z rovnice F(x, y) = 0 neznámou y, představte si např. ne přı́liš
složitou rovnici y+x ey−1 = 0. Přı́klady s kružnicı́ nebo dvojicı́ přı́mek rovněž ukazujı́,
že jedné rovnici může odpovı́dat vı́ce (spojitých) funkcı́ daných touto rovnicı́ implicitně.

Před námi tudı́ž stojı́ následujı́cı́ problémy:

• Množina řešenı́ rovnice F(x, y) = 0 nemusı́ být grafem funkce jedné proměnné (větši-
nou vůbec nevı́me, jak vypadá).

• Neznámou y nedokážeme z rovnice F(x, y) = 0 vypočı́tat (vyjádřit pomocı́ elementár-
nı́ch funkcı́ proměnné x), i když by množina řešenı́ tvořila graf funkce jedné proměnné.

Právě v této situaci je nutné postupovat „nepřı́mo“ a informace o funkci f (jejı́ž
existenci musı́me nejprve ověřit) zı́skávat, aniž známe jejı́ vzoreček.

Poznámka 7.2.
1) K rovnici F(x, y) = 0 můžeme dojı́t také tak, že vyšetřujeme vrstevnici úrovně nula
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x

y

O x0x0 − δ x0 + δ

y0

y0 − ε

y0 + ε
O

y = f (x)

F (x, y) = 0

Obr. 7.2: Funkce daná implicitně

funkce z = F(x, y). Jejı́ rovnice je podle (1.1) právě F(x, y) = 0. Je zřejmé, že vůbec
nemusı́ jı́t o graf funkce jedné proměnné. V „rozumných“ přı́padech půjde o „splet’“
křivek, které se mohou navzájem složitě protı́nat a dotýkat. Ale ani to nemusı́ být
pravda. Např. konstantnı́ funkce z ≡ 0 má za vrstevnici nulové úrovně celou rovinu R2

a zadává implicitně jakoukoli funkci. Podobně funkce, jejı́mž grafem je komolý kužel
majı́cı́ „dno“ ve výšce nula, má za vrstevnici nulové úrovně kruh a zadává implicitně
jakoukoli funkci, jejı́ž graf ležı́ v tomto kruhu.

2) O rovnici, kterou uvažujeme, předpokládáme, že má nulovou pravou stranu. To nenı́
nijak na újmu obecnosti. Obecnou rovnici G(x, y) = H(x, y) lze totiž vždy upravit
a převést všechny jejı́ členy na levou stranu, tj. G(x, y) − H(x, y) = 0. Pak stačı́
položit F = G−H .

Než přistoupı́me k formulaci věty o implicitnı́ funkci, vysvětlı́me si, co bude na-
šı́m cı́lem. Budeme předpokládat, že známe jedno řešenı́ (x0, y0) rovnice, tj. že platı́
F(x0, y0) = 0. I když obecně nemusı́ být celá množina řešenı́ grafem funkce jedné pro-
měnné x, budeme chtı́t, aby aspoň v jistém okolı́ bodu (x0, y0) tato řešenı́ lokálně tvořila
graf takové funkce. Přesněji budeme požadovat, aby existovalo obdélnı́kové okolı́ O (s tı́m
se nám bude lépe pracovat než s kruhovým — viz poznámka 1.4 iii)) se středem v (x0, y0)

takové, že množina všech řešenı́ rovnice F(x, y) = 0, která padnou do O , bude tvořit graf
funkce proměnné x procházejı́cı́ bodem (x0, y0).

Situace je zachycena na obr. 7.2. Na libovolné rovnoběžce s osou y procházejı́cı́
obdélnı́kem O ležı́ v tomto obdélnı́ku právě jedno řešenı́ rovnice F(x, y) = 0 (mimo
tento obdélnı́k na nı́ pochopitelně mohou ležet dalšı́ řešenı́). Souřadnice bodu, který
odpovı́dá tomuto řešenı́, jsou

(
x, f (x)

)
.

Podı́váme se nynı́ na rovnice, jejichž řešenı́ jsou znázorněna na obr. 7.1, a zvážı́me, ve
kterých bodech lze najı́t takové dostatečně malé obdélnı́kové okolı́ vyřezávajı́cı́ z množiny
všech řešenı́ uvažované rovnice graf funkce jedné proměnné x.

Z obr. 7.1 a) je zřejmé, že rovnice x2
+ y2

− 4 = 0 zadává implicitně v okolı́ bodu



148 Implicitnı́ funkce

(
√

2,
√

2) funkci, a to y =
√

4− x2. Stejně tak je zřejmé, že v sebemenšı́m okolı́ bodu
(−2, 0) nebudou řešenı́ rovnice tvořit graf funkce proměnné x (at’zvolı́me jakkoli malý
obdélnı́k se středem v tomto bodě, rovnoběžky s osou y procházejı́cı́ vpravo od −2, ale
libovolně blı́zko tohoto čı́sla, budou mı́t s množinou řešenı́, tj. kružnicı́, uvnitř zvoleného
obdélnı́ku dva průsečı́ky). Obdobná situace je v bodě (2, 0). Ve všech ostatnı́ch bodech
je lokálně jednoznačně touto rovnicı́ dána implicitně bud’ funkce y =

√
4− x2 nebo

y = −
√

4− x2. Všimněte si, že kdybychom zaměnili role x a y, výřez kružnice v okolı́
bodů (2, 0) a (−2, 0) by představoval graf funkce proměnné y („špatné“ by naopak byly
body (0, 2) a (0,−2)).

Podobně z obr. 7.1 b) je zřejmé, že rovnice x2
− y2

= 0 zadává implicitně v okolı́
bodu (

√
2,
√

2) funkci, a to y = x. Naopak v sebemenšı́m okolı́ bodu (0, 0) nebudou
řešenı́ rovnice tvořit graf funkce proměnné x (at’zvolı́me jakkoli malý obdélnı́k se středem
v tomto bodě, rovnoběžky s osou y blı́zké počátku budou mı́t — kromě osy y— s množinou
řešenı́, tj. dvojicı́ přı́mek, uvnitř zvoleného obdélnı́ku dva průsečı́ky). Ve všech ostatnı́ch
bodech je lokálně jednoznačně touto rovnicı́ dána implicitně bud’ funkce y = x nebo
y = −x. Všimněte si, že záměna proměnných x a y by v bodě (0, 0) tentokrát nepomohla.

Předchozı́ úvahy byly založeny na tom, že jsme věděli, jak vypadá množina řešenı́
dané rovnice, a dokonce jsme uměli vypočı́tat proměnnou y v závislosti na x. V takovém
přı́padě vystačı́me s dosavadnı́mi znalostmi o funkcı́ch jedné proměnné. Nás však zajı́majı́
přı́pady, kdy tomu tak nebude. Proto uvedeme nynı́ větu, která udává postačujı́cı́ podmı́nky,
aby rovnice o dvou neznámých implicitně zadávala lokálně jistou jednoznačně určenou
funkci. Věta nás zároveň informuje o vlastnostech této funkce.

Věta 7.3. Necht’funkce F(x, y)má spojité prvnı́ parciálnı́ derivace v okolı́ bodu (x0, y0)

a platı́:
1) F(x0, y0) = 0, 2) ∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0.

Pak rovnice F(x, y) = 0 implicitně zadává v okolı́ bodu (x0, y0) jednoznačně určenou
funkci y = f (x).
Podrobněji existuje obdélnı́kové okolı́ O = (x0 − δ, x0 + δ)× (y0 − ε, y0 + ε), δ > 0,
ε > 0 a funkce f : (x0 − δ, x0 + δ)→ (y0 − ε, y0 + ε) takové, že pro (x, y) ∈ O platı́
F(x, y) = 0 právě tehdy, když y = f (x).
Funkce f je spojitá a má spojitou prvnı́ derivaci, pro niž platı́

f ′(x) = −
Fx
(
x, f (x)

)
Fy
(
x, f (x)

) pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). (7.1)

Důkaz. Nejprve dokážeme existenci funkce f . Z předpokladů věty vyplývá existence
uzavřeného obdélnı́ku O(x0, y0) = 〈x0 − δ1, x0 + δ1〉 × 〈y0 − δ2, y0 + δ2〉 takového, že
na něm Fy 6= 0. Předpokládejme pro určitost, že např. Fy > 0. To znamená, že funkce
ϕ(y) = F(x0, y) je na intervalu 〈y0−δ2, y0+δ2〉 rostoucı́, protože ϕ′(y) = Fy(x0, y) > 0.
Poněvadž ϕ(y0) = F(x0, y0) = 0, platı́, že ϕ(y0 − δ2) < 0 a ϕ(y0 + δ2) > 0. Vzhledem
ke spojitosti funkce F lze proto najı́t čı́slo δ0, 0 < δ0 < δ1, tak, že F(x, y0 − δ2) < 0
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a F(x, y0 + δ2) > 0 pro x ∈ (x0 − δ0, x0 + δ0). Pro libovolné pevně zvolené x̄ z tohoto
intervalu je tudı́ž funkce ψ(y) = F(x̄, y) rostoucı́ na intervalu 〈y0− δ2, y0+ δ2〉, protože
opět ψ ′(y) = Fy(x̄, y) > 0, a ψ(y0 − δ2) < 0, ψ(y0 + δ2) > 0. Podle Cauchyovy-
-Bolzanovy věty (viz [11, str. 225]) proto existuje čı́slo ȳ ∈ (y0 − δ2, y0 + δ2), pro něž
ψ(ȳ) = 0. Vzhledem k ryzı́ monotonii funkce ψ je toto čı́slo jediné. Položme f (x̄) = ȳ,
x̄ ∈ (x0− δ0, x0+ δ0). Pak F

(
x̄, f (x̄)

)
= 0, tj. f (x̄) je jediné řešenı́ rovnice F(x̄, y) = 0

na intervalu (y0 − δ2, y0 + δ2). Zejména f (x0) = y0.

Dále dokážeme spojitost funkce f v bodě x0. Zvolme libovolné čı́slo ε, 0 < ε < δ2.
Postup z předchozı́ho odstavce lze nynı́ zopakovat s výchozı́m obdélnı́kem 〈x0− δ1, x0+

+ δ1〉 × 〈y0 − ε, y0 + ε〉 a najı́t δ, 0 < δ < δ0, takové, že pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) je
f (x) ∈ (y0− ε, y0+ ε). To však znamená, že lim

x→x0
f (x) = y0, a tedy funkce f je spojitá

v bodě x0.

Nynı́ dokážeme spojitost v libovolném bodě x̄ ∈ (x0 − δ0, x0 + δ0). Označme ȳ =
= f (x̄). Protože F(x̄, ȳ) = 0 a Fy(x̄, ȳ) 6= 0, jsou splněny předpoklady dokazované
věty, zaměnı́me-li bod (x0, y0) bodem (x̄, ȳ). Z již dokázaných částı́ však plyne existence
implicitně dané funkce g, definované v okolı́ bodu x̄, která je v tomto bodě spojitá. Ale
vzhledem k jednoznačnosti musı́ platit f (x) = g(x). To znamená, že funkce f je spojitá
v x̄.

(Všimněte si, že v dosavadnı́ch částech důkazu jsme vůbec nepotřebovali existenci
parciálnı́ derivaceFx . Podobně existenceFy a jejı́ nenulovost byly potřeba pouze k důkazu
monotónnosti F(x, y) vzhledem k y. Část věty o implicitnı́ funkci týkajı́cı́ se existence
a spojitosti by tedy bylo možné zobecnit a předpokládat jen spojitost funkce F a mono-
tónnost vzhledem k y.)

Konečně dokážeme, že f má derivaci. Necht’x1, x ∈ (x0 − δ0, x0 + δ0), x1 6= x. Pak
platı́ F

(
x1, f (x1)

)
= 0 a F

(
x, f (x)

)
= 0. Označme f (x1) = y1. Protože funkce F je

diferencovatelná v bodě (x1, y1) (má spojité spojité parciálnı́ derivace — věta 3.7), platı́

0 = F
(
x, f (x)

)
− F

(
x1, f (x1)

)
=

= dF(x1,y1)

(
x − x1, f (x)− f (x1)

)
+ ω

(
x − x1, f (x)− f (x1)

)
,

kde limω(h, k)/
√
h2 + k2 = 0 pro (h, k)→ (0, 0). Dosazenı́m za diferenciál a úpravou

dostaneme z předchozı́ rovnosti

0 = Fx(x1, y1) · (x − x1)+ Fy(x1, y1) ·
(
f (x)− f (x1)

)
+

+
ω
(
x − x1, f (x)− f (x1)

)√
(x − x1)2 + (f (x)− f (x1))2

(
x − x1√

(x − x1)2 + (f (x)− f (x1))2
(x − x1)+

+
f (x)− f (x1)√

(x − x1)2 + (f (x)− f (x1))2

(
f (x)− f (x1)

))
.
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Označme

τ(x) =
ω
(
x − x1, f (x)− f (x1)

)√
(x − x1)2 + (f (x)− f (x1))2

,

τ1(x) =
x − x1√

(x − x1)2 + (f (x)− f (x1))2
,

τ2(x) =
f (x)− f (x1)√

(x − x1)2 + (f (x)− f (x1))2
.

S využitı́m tohoto označenı́ má předchozı́ rovnost podobu

0 = Fx(x1, y1) · (x − x1)+ Fy(x1, y1) ·
(
f (x)− f (x1)

)
+

+ τ(x)τ1(x)(x − x1)+ τ(x)τ2(x)
(
f (x)− f (x1)

)
.

Po úpravě máme

0 =
[
Fx(x1, y1)+ τ(x)τ1(x)

]
(x − x1)+

[
Fy(x1, y1)+ τ(x)τ2(x)

](
f (x)− f (x1)

)
.

Protože je funkce f spojitá v bodě x1, je lim
x→x1

(
f (x)−f (x1)

)
= 0. Vzhledem k vlastnosti

funkce ω to znamená, že lim
x→x1

τ(x) = 0. Funkce τ1(x) a τ2(x) jsou zřejmě ohraničené —

|τ1(x)| 5 1, |τ2(x)| 5 1 — takže lim
x→x1

τ(x)τ1(x) = 0, lim
x→x1

τ(x)τ2(x) = 0. Z toho mimo

jiné plyne, že pro x blı́zká x1 je Fy(x1, y1) + τ(x)τ2(x) 6= 0, nebot’Fy(x1, y1) 6= 0.
Vzhledem k tomu můžeme z předchozı́ rovnosti vypočı́tat, že

f (x)− f (x1)

x − x1
= −

Fx(x1, y1)+ τ(x)τ1(x)

Fy(x1, y1)+ τ(x)τ2(x)
.

Limitnı́m přechodem nynı́ vyjde

lim
x→x1

f (x)− f (x1)

x − x1
= −

Fx(x1, y1)

Fy(x1, y1)
= −

Fx
(
x1, f (x1)

)
Fy
(
x1, f (x1)

) = f ′(x1).

Tudı́ž funkce f má v libovolném bodě intervalu (x0 − δ0, x0 + δ0) derivaci. Zároveň
z jejı́ho vyjádřenı́ a skutečnosti, že F i f jsou spojité, plyne spojitost f ′.

Připomeňme, že z předchozı́ věty bezprostředně vyplývá, že

F
(
x, f (x)

)
= 0, x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), a f (x0) = y0. (7.2)

Poznámka 7.4.
1) Věta neřı́ká nic o velikosti definičnı́ho oboru D(f ). Zaručuje jen, že v dostatečně

malém obdélnı́ku majı́cı́m střed v (x0, y0) tvořı́ řešenı́ rovnice F(x, y) = 0 graf jisté
funkce f (x) podobně jako na obr. 7.2. Obdélnı́k samozřejmě nenı́ určen jednoznačně
(lze ho např. zmenšit).
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2) Vzorec (7.1) sice udává hodnotu derivace f ′(x) v libovolném bodě definičnı́ho oboru
D(f ), k jeho použitı́ však potřebujeme znát hodnotuf (x), kterou, jak už jsme vysvětlili,
až na triviálnı́ přı́pady neznáme. S jedinou výjimkou — z (7.2) vı́me, že f (x0) = y0.
V tomto bodě je tedy jeho použitı́ efektivnı́. Zdálo by se tudı́ž, že vzorec nemá velkou
cenu. Jak ale uvidı́me, nenı́ tomu tak. Známe-li f ′(x0), můžeme najı́t rovnici tečny
v bodě x0, která je přibližnou náhradou grafu funkce y = f (x) v okolı́ bodu x0. A až
si dále řekneme o existenci vyššı́ch derivacı́, budeme moci funkci nahradit přesněji
Taylorovým mnohočlenem vyššı́ho řádu, k jehož sestrojenı́ potřebujeme jen derivace
v bodě x0.

3) Vzorec (7.1) se často pı́še ve tvaru f ′(x) = −Fx(x,y)
Fy(x,y)

nebo ještě stručněji y′ = −Fx
Fy

.
Musı́me mı́t ale na paměti, že dvojice (x, y) musı́ vyhovovat rovnici F(x, y) = 0, tj.
y = f (x).

Ilustrujme si použitı́ věty 7.3 na rovnicı́ch, jejichž řešenı́ je na obr. 7.1.

a) Uvažujme rovnici x2
+ y2

− 4 = 0 a bod (x0, y0) = (
√

2,
√

2). Funkce F(x, y) =
= x2

+ y2
− 4 má spojité parciálnı́ derivace. Platı́:

F(
√

2,
√

2) =
(√

2
)2
+
(√

2
)2
− 4 = 2+ 2− 4 = 0.

Dále:
Fy = 2y ⇒ Fy(

√
2,
√

2) = 2
√

2 6= 0.

Předpoklady věty 7.3 jsou tedy splněny, a tudı́ž uvedená rovnice zadává v okolı́ bodu
(
√

2,
√

2) implicitně funkci y = f (x), pro niž platı́ f (
√

2) =
√

2. Vypočteme derivaci
f ′(x) a určı́me jejı́ hodnotu v x0 =

√
2.

f ′(x) = −
Fx

Fy
= −

2x
2y
= −

x

y
⇒ f ′(

√
2) = −

√
2
√

2
= −1. (7.3)

Z předchozı́ho ale vı́me, že vzorec funkce je f (x) =
√

4− x2. Můžeme tedy přı́mo
vypočı́tat derivaci a výsledek ověřit:

f ′(x) =
1
2
(4− x2)−

1
2 (−2x) =

−x
√

4− x2
⇒ f ′(

√
2) =

−
√

2√
4− (
√

2)2
= −1.

Všimněte si, že pokud bychom uvažovali stejnou funkci, ale bod (−2, 0), pak bychom
větu 7.3 nemohli použı́t, protože Fy(−2, 0) = 0. Ale Fx(−2, 0) = −4, takže záměnou
x a y je možné dokázat, že rovnice v okolı́ bodu (−2, 0) implicitně zadává funkci
x = g(y). Stejná situace je v bodě (2, 0).

b) Uvažujme rovnici x2
−y2
= 0 a bod (x0, y0) = (

√
2,
√

2). Funkce F(x, y) = x2
−y2

má spojité parciálnı́ derivace. Platı́:

F(
√

2,
√

2) =
(√

2
)2
−
(√

2
)2
= 2− 2 = 0.
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Dále:
Fy = −2y ⇒ Fy(

√
2,
√

2) = −2
√

2 6= 0.

Předpoklady věty 7.3 jsou tedy splněny, a tudı́ž rovnice zadává v okolı́ bodu (
√

2,
√

2)
implicitně funkci y = f (x), pro niž platı́ f (

√
2) =

√
2. Vypočteme derivaci f ′(x)

a určı́me jejı́ hodnotu v x0 =
√

2.

f ′(x) = −
Fx

Fy
= −

2x
−2y

=
x

y
⇒ f ′(

√
2) =

√
2
√

2
= 1.

I v tomto přı́padě známe f : je totiž f (x) = x, takže f ′(x) = 1, tj. i f ′(
√

2) = 1, což
je stejný výsledek.
Všimněte si, že pokud bychom uvažovali stejnou funkci, ale bod (0, 0), pak bychom
větu 7.3 nemohli použı́t, protože Fy(0, 0) = 0. Tentokrát je ale také Fx(0, 0) = 0,
takže ani záměna x a y nepomůže.

+

Přı́klad 7.5. Ověřte, že rovnice 4xy2
− 3x3y2

+ ln(x2
+ y2
− 1)− 1 = 0 zadává v bodě

(1,−1) implicitně jedinou funkci y = f (x), a najděte rovnice tečny a normály ke grafu
této funkce v bodě (1,−1).

Řešenı́. Je F(x, y) = 4xy2
−3x3y2

+ ln(x2
+y2
−1)−1 a (x0, y0) = (1,−1). Funkce F

má ve svém definičnı́m oboru spojité parciálnı́ derivace. Platı́:

F(1,−1) = 4 · 1 · (−1)2− 3 · 13
· (−1)2+ ln(12

+ (−1)2− 1)− 1 = 4− 3+ 0− 1 = 0.

Dále:

Fy = 8xy − 6x3y +
2y

x2 + y2 − 1
⇒ Fy(1,−1) = −8+ 6− 2 = −4 6= 0.

Předpoklady věty 7.3 jsou splněny, a tudı́ž rovnice zadává v okolı́ bodu (1,−1) implicitně
funkci y = f (x), pro niž platı́ f (1) = −1. Ještě určı́me:

Fx = 4y2
− 9x2y2

+
2x

x2 + y2 − 1
⇒ Fx(1,−1) = 4− 9+ 2 = −3.

Ze vzorce (7.1) máme

f ′(1) = −
Fx(1,−1)
Fy(1,−1)

= −
−3
−4
= −

3
4
.

Rovnice přı́mky procházejı́cı́ bodem (x0, y0) o směrnici k je y−y0 = k(x−x0). Pro tečnu
je kt = f ′(x0) a normálu (kolmice k tečně jdoucı́ dotykovým bodem) je kn = − 1

f ′(x0)
.

V našem přı́padě je kt = −3
4 a kn = 4

3 . Tedy:

t : y − (−1) = −
3
4
(x − 1) ⇒ 3x + 4y + 1 = 0,

n : y − (−1) =
4
3
(x − 1) ⇒ 4x − 3y − 7 = 0.

N
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Ukážeme si ještě jeden způsob výpočtu prvnı́ derivace funkce dané implicitně. Z (7.2)
vı́me, že f (x) splňuje rovnici F

(
x, f (x)

)
= 0 na intervalu (x0 − δ, x0 + δ). Vı́me-li, že

existuje f ′(x), a zderivujeme-li předchozı́ rovnost podle x s využitı́m vzorce (3.13) pro
derivaci složené funkce, dostaneme

Fx
(
x, f (x)

)
· 1+ Fy

(
x, f (x)

)
f ′(x) = 0 ⇒ f ′(x) = −

Fx
(
x, f (x)

)
Fy
(
x, f (x)

) ,
což je znovu vzorec (7.1). Např. pro rovnici x2

+ y2
− 4 = 0 z obr. 7.1 a) vyjde

x2
+ [f (x)]2 − 4 = 0 ⇒ 2x + 2f (x)f ′(x) = 0 ⇒ f ′(x) = −

x

f (x)
.

Pro stručnost často pı́šeme mı́sto f ′(x) jen y′. Musı́me ale dávat pozor a správně
rozlišovat, kdy provádı́me parciálnı́ derivaci podle x (pak se y chová jako konstanta)
a kdy y představuje zkrácený zápis pro f (x). Předchozı́ výpočet derivace by ve zkrácené
symbolice vypadal takto:

x2
+ y2

− 4 = 0 ⇒ 2x + 2yy′ = 0 ⇒ y′ = −
x

y
,

což je stejný výsledek jako v (7.3).
Ukažme si ještě, jak by vypadal formálnı́ výpočet derivace v přı́kladu 7.5:

4xy2
− 3x3y2

+ ln(x2
+ y2

− 1)− 1 = 0 ⇒

4y2
+ 8xyy′ − 9x2y2

− 6x3yy′ +
2x + 2yy′

x2 + y2 − 1
= 0

a odtud vypočteme

y′
(

8xy − 6x3y +
2y

x2 + y2 − 1

)
= 9x2y2

− 4y2
−

2x
x2 + y2 − 1

⇒

y′ =
(9x2y2

− 4y2)(x2
+ y2

− 1)− 2x
(8xy − 6x3y)(x2 + y2 − 1)+ 2y

=

=
9x4y2

+ 9x2y4
− 13x2y2

− 4y4
+ 4y2

− 2x
−6x5y − 6x3y3 + 14x3y + 8xy3 − 8xy + 2y

.

Po dosazenı́ (1,−1) za (x, y) vyjde y′(1) = 9+9−13−4+4−2
6+6−14−8+8−2 = −

3
4 , což je stejný výsledek

jako v přı́kladu 7.5.

Tento způsob derivovánı́ nám umožnı́ zı́skat vyššı́ derivace funkce f (x) dané impli-
citně. Základem je následujı́cı́ věta, která se snadno dokáže indukcı́ s použitı́m vztahu (7.1).

Věta 7.6. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 7.3 a funkce F má v okolı́ bodu (x0, y0)

spojité parciálnı́ derivace do řádu k, k ∈ N. Pak implicitně daná funkce y = f (x)

má spojité derivace do řádu k. Jejich vzorce dostaneme opakovaným derivovánı́m
vztahu (7.1).

Použitı́ věty si ukážeme v následujı́cı́m přı́kladu.
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+

Přı́klad 7.7. Ověřte, že rovnice 3x2
+ 4y2

+ 7xy − 5 = 0 zadává v bodě (1,−2)
implicitně jedinou funkci y = f (x), a najděte Taylorův mnohočlen druhého řádu této
funkce se středem 1.

Řešenı́. Je F(x, y) = 3x2
+ 4y2

+ 7xy − 5 a (x0, y0) = (1,−2). Funkce F má spojité
parciálnı́ derivace (všech řádů) v R2. Platı́:

F(1,−2) = 3 · 12
+ 4 · (−2)2 + 7 · 1 · (−2)− 5 = 0.

Dále:

Fy(x, y) = 8y + 7x ⇒ Fy(1,−2) = 8(−2)+ 7 · 1 = −9 6= 0.

Podle věty 7.6 je tedy touto rovnicı́ v okolı́ bodu (1,−2) implicitně dána funkce y = f (x)
majı́cı́ derivace všech řádů, pro niž platı́ f (1) = −2. Protože Fx(x, y) = 6x + 7y, je
podle (7.1)

y′ = f ′(x) = −
6x + 7y
8y + 7x

⇒ f ′(1) = −
6− 14
−16+ 7

= −
8
9
.

Pro napsánı́ Taylorova mnohočlenu T2(x) potřebujeme ještě druhou derivaci f ′′(x). Podle
věty 7.6 derivovánı́m prvnı́ derivace dostaneme

y′′ = (y′)
′
=

(
−

6x + 7y
8y + 7x

)′
= −

(6+ 7y′)(8y + 7x)− (6x + 7y)(8y′ + 7)
(8y + 7x)2

=

= −

(
6− 7 · 6x+7y

8y+7x

)
(8y + 7x)− (6x + 7y)

(
−8 · 6x+7y

8y+7x + 7
)

(8y + 7x)2
=

=
6x2
+ 14xy + 8y2

(8y + 7x)3
.

Odtud

f ′′(1) =
6 · 12

+ 14 · 1 · (−2)+ 8 · (−2)2

(8 · (−2)+ t · 1)3
= −

10
729

.

Taylorův mnohočlen T2(x) má tvar

T2(x) = f (x0)+ f
′(x0)(x − x0)+

1
2
f ′′(x0)(x − x0)

2, kde x0 = 1,

tudı́ž
T2(x) = −2−

8
9
(x − 1)−

5
729

(x − 1)2.

Výsledek je znázorněn na obr. 7.3. Grafem T2(x) je parabola. Na obrázku je znázorněna
i tečna. Jejı́ rovnice je y − f (x0) = f

′(x0)(x − x0) — viz přı́klad 7.5. Tedy

y + 2 = −
8
9
(x − 1) ⇒ y = −2−

8
9
(x − 1),
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Obr. 7.3: Graf funkce dané implicitně

což je právě Taylorův mnohočlen řádu jedna T1(x). Všechny tři grafy v okolı́ bodu x = 1
téměř splývajı́. Uvědomte si, že vzorec f (x) lze explicitně najı́t, protože zadaná rovnice
je vůči y kvadratickou rovnicı́. Vyjde

f (x) =
−7x −

√
x2 + 80

8
.

N

Poznámka 7.8. I vyššı́ derivace lze obdobně jako prvnı́ derivaci vypočı́tat opakovaným
derivovánı́m rovnice F(x, y) = 0 — viz přı́klad 8 z autotestu 2 na str. 214.

V závěrečném přı́kladu si ukážeme, jak lze postupovat při vyšetřovánı́ lokálnı́ch ex-
trémů funkce jedné proměnné zadané implicitně.

+

Přı́klad 7.9. Je dána rovnice (x2
+ y2)

2
= 2(x2

−y2). Najděte body (x0, y0) ∈ R2 majı́cı́
následujı́cı́ vlastnosti:

a) V bodě (x0, y0) jsou splněny předpoklady věty o implicitnı́ funkci 7.3.
b) Funkce f , která je touto rovnicı́ implicitně daná, má v x0 stacionárnı́ bod.

Pak zjistěte, zda jsou v těchto bodech lokálnı́ extrémy.

Řešenı́. Označme F(x, y) = (x2
+ y2)

2
− 2(x2

− y2). Budeme hledat body (x0, y0)

vyhovujı́cı́ zadané rovnici, tj. body, pro něž platı́ F(x0, y0) = 0, přičemž Fy(x0, y0) 6= 0.
Podle věty 7.3 rovnice F(x, y) = 0 zadává v okolı́ každého takového bodu implicitně
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jistou funkci y = f (x). Dále budeme chtı́t, aby tato funkce měla v bodě x0 stacionárnı́
bod, tj. aby f ′(x0) = −

Fx(x0,y0)
Fy(x0,y0)

= 0. To bude platit, právě když Fx(x0, y0) = 0. Hledané
body tudı́ž dostaneme jako řešenı́ soustavy rovnic F(x, y) = 0 a Fx(x, y) = 0.

Protože v našem přı́padě Fx(x, y) = 2(x2
+ y2)2x − 4x, dostaneme soustavu rovnic

(x2
+ y2)

2
− 2(x2

− y2) = 0 a 4(x2
+ y2)x − 4x = 0.

Z druhé rovnice po vytknutı́ dostaneme

4x(x2
+ y2

− 1) = 0 ⇒ x = 0 nebo x2
+ y2

= 1.

Po dosazenı́ do prvnı́ rovnice vyjde:

Pro x = 0 : y4
+ 2y2

= 0, tj. y2(y2
+ 2) = 0 ⇒ y = 0,

Pro x2
+ y2

= 1, tj. y2
= 1− x2

: 1− 2
(
x2
− (1− x2)

)
= 0 ⇒

⇒ x2
=

3
4
, y2

=
1
4
⇒ x = ±

√
3

2
, y = ±

1
2
.

V druhém přı́padě jsou možné všechny kombinace znamének. Dostali jsme body

O = (0, 0), A =
(√3

2 , 1
2

)
, B =

(
−

√
3

2 , 1
2

)
, C =

(
−

√
3

2 ,−1
2

)
, D =

(√3
2 ,−1

2

)
.

Nynı́ vypočteme Fy a ověřı́me, zda je v zı́skaných bodech nenulová. Je Fy(x, y) =
= 2(x2

+ y2)2y + 4y = 4y(x2
+ y2

+ 1). Po dosazenı́ dostaneme

Fy(O) = 0, Fy(A) = 4, Fy(B) = 4, Fy(C) = −4, Fy(D) = −4.

Bod O tedy z dalšı́ch úvah vyloučı́me. V okolı́ každého ze čtyř zbývajı́cı́ch bodů
A,B,C,D je rovnicı́ F(x, y) = 0 implicitně zadána funkce jedné proměnné. Označme
tyto funkce postupně f1(x), f2(x), f3(x), f4(x).

Nynı́ musı́me určit druhé derivace těchto čtyř funkcı́ a rozhodnout podle jejich zna-
ménka, zda jde o lokálnı́ extrém a jaký. Podle (7.1) platı́ (uvědomte si, že je jedno, o kterou
z funkcı́ f1, . . . , f4 jde)

f ′i (x) = −
4x(x2

+ y2
− 1)

4y(x2 + y2 + 1)
, i = 1, . . . , 4.

Přı́mý výpočet jako v přı́kladu 7.7 by byl sice možný, ale značně zdlouhavý. Zkusı́me
postupovat důmyslněji. Označme na chvı́li f kteroukoli z funkcı́ f1, . . . , f4. Vypočteme
nejprve f ′′(x) obecně. K tomu musı́me derivovat vztah f ′(x) = −Fx(x,f (x))

Fy(x,f (x))
. Nejprve

si rozmyslı́me, jak budeme derivovat samostatně výrazy v čitateli a jmenovateli. Podle
vzorce (3.13) (v našem přı́padě je vnějšı́ složka Fx resp. Fy a vnitřnı́ složky jsou x a f (x))
dostaneme (smı́šené druhé parciálnı́ derivace Fxy a Fyx jsou zaměnitelné)

d
dx
Fx
(
x, f (x)

)
= Fxx

(
x, f (x)

)
· 1+ Fxy

(
x, f (x)

)
· f ′(x) = Fxx + Fxyy

′,

d
dx
Fy
(
x, f (x)

)
= Fyx

(
x, f (x)

)
· 1+ Fyy

(
x, f (x)

)
· f ′(x) = Fxy + Fyyy

′.
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AB

C D

x

y

−

√
3

2

√
3

2

1
2

−
1
2

y = f1(x)y = f2(x)

y = f3(x) y = f4(x)

Obr. 7.4: Bernoulliova lemniskáta

Platı́ tedy

f ′′(x) = −
d

dx

(
Fx
(
x, f (x)

)
Fy
(
x, f (x)

)) = −(Fxx + Fxyy′)Fy − Fx(Fxy + Fyyy′)
F 2
y

.

V bodech x0, které nás zajı́majı́, je f (x0) = y0, f ′(x0) = 0 a Fx(x0, y0) = 0. Protože
Fxx(x, y) = 4(x2

+ y2
− 1)+ 4x · 2x, dosazenı́m do předchozı́ho vztahu dostaneme

f ′′(x0) = −
Fxx(x0, y0)

Fy(x0, y0)
= −

4(x2
0 + y

2
0 − 1)+ 8x2

0

4y0(x
2
0 + y

2
0 + 1)

= −
3x2

0 + y
2
0 − 1

y0(x
2
0 + y

2
0 + 1)

.

Postupně tudı́ž vyjde

f ′′1
(√3

2

)
= −

3
2 , f ′′2

(
−

√
3

2

)
= −

3
2 , f ′′3

(
−

√
3

2

)
=

3
2 , f ′′4

(√3
2

)
=

3
2 .

Je-li druhá derivace ve stacionárnı́m bodě kladná, je zde lokálnı́ minimum, je-li záporná,
je zde maximum. Funkce f1(x) má tedy v bodě x =

√
3

2 lokálnı́ maximum s hodnotou 1
2

a totéž platı́ pro funkci f2(x) v bodě x = −
√

3
2 . Funkce f3(x)má v bodě x = −

√
3

2 lokálnı́

minimum s hodnotou −1
2 a totéž platı́ pro funkci f4(x) v bodě x =

√
3

2 .
Řešenı́ rovnice F(x, y) = 0 je znázorněno na obr. 7.4. Jde o křivku, která se nazývá

Bernoulliova1 lemniskáta. Jejı́ rovnice v polárnı́ch souřadnicı́ch ρ a ϕ— viz obr. 1.14 — je
ρ2
= 2 cos 2ϕ, o čemž se lze snadno přesvědčit dosazenı́m vztahů x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ

do zadané rovnice a úpravou. Pomocı́ tohoto vyjádřenı́, které je mnohem jednoduššı́ než
v kartézských souřadnicı́ch, ji lze snadno nakreslit. Z obrázku je vidět, že v žádném okolı́
bodu O = (0, 0) rovnice nevyjadřuje implicitně funkci jedné proměnné x. Tlusté čáry
značı́ grafy funkcı́ fi(x), i = 1, . . . , 4. N

1Jacob Bernoulli (1654–1705) (čti bernuli) — významný švýcarský matematik. Pracoval v matematické
analýze, teorii diferenciálnı́ch rovnic, variačnı́m počtu, pravděpodobnosti atd. Jeden z rozsáhlé rodiny
významných matematiků téhož jména (přes 10 osob). Článek o křivce publikoval v r. 1694.
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7.2 Funkce dvou proměnných dané implicitně

Problematika je velmi podobná obsahu předchozı́ho oddı́lu, proto budeme postupovat
stručněji a rychleji.

Je-li F(x, y, z) funkce třı́ proměnných, je F(x, y, z) = 0 rovnice o dvou neznámých,
jejı́ž řešenı́ jsou trojice (x, y, z), které lze interpretovat jako souřadnice bodů v prostoru.
V tomto smyslu můžeme tudı́ž o řešenı́ch takové rovnice mluvit jako o bodech v prostoru.

Definice 7.10. O funkci dvou proměnných z = f (x, y) řekneme, že je implicitně
zadána rovnicı́ F(x, y, z) = 0 o třech neznámých, jestliže body grafu funkce f , tj.
trojice (x, y, f (x, y)), této rovnici vyhovujı́, tudı́ž platı́ F

(
x, y, f (x, y)

)
= 0 pro každé

(x, y) ∈ D(f ). Což lze také řı́ci tak, že graf funkce f je podmnožinou množiny všech
řešenı́ rovnice F(x, y, z) = 0.

Množina všech trojic (x, y, z) chápaných jako souřadnice bodů v R3, které jsou
řešenı́mi rovnice F(x, y, z) = 0, nemusı́ být grafem funkce dvou proměnných (grafem
je, právě když libovolná rovnoběžka s osou z protne takovou množinu nejvýše jednou).
Přı́kladem je kulová plocha majı́cı́ rovnici x2

+ y2
+ z2

= r2 — viz obr. 9.1 a). Bude
nás zajı́mat, zda alespoň v nějakém okolı́ bodu (x0, y0, z0), který je řešenı́m uvažované
rovnice, tvořı́ řešenı́ graf funkce dvou proměnných. Mı́sto kulového okolı́ se nám bude
lépe hodit kvádrové okolı́. Přesněji budeme požadovat, aby existovalo kvádrové okolı́ O
se středem v (x0, y0, z0) takové, že množina všech řešenı́ rovnice F(x, y, z) = 0, která
padnou do O , bude tvořit graf funkce proměnných x, y procházejı́cı́ bodem (x0, y0, z0).
Situace je znázorněna na obr. 7.5.

Uvedeme postačujı́cı́ podmı́nky, aby rovnice o třech neznámých zadávala implicitně
jistou jednoznačně určenou funkci dvou proměnných. Dále nás bude zajı́mat spojitost
a existence parciálnı́ch derivacı́ funkce dané implicitně. To vše je obsahem následujı́cı́
věty, která se dokáže analogicky jako věta 7.3.

(x0, y0, z0)
z = f (x, y)

F (x, y, z) = 0

Obr. 7.5: Funkce dvou proměnných daná implicitně
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Věta 7.11. Necht’ funkce F(x, y, z) má spojité prvnı́ parciálnı́ derivace v okolı́ bodu
(x0, y0, z0) a platı́:

1) F(x0, y0, z0) = 0, 2) ∂F
∂z
(x0, y0, z0) 6= 0.

Pak rovnice F(x, y, z) = 0 implicitně zadává v okolı́ bodu (x0, y0, z0) jednoznačně
určenou funkci dvou proměnných z = f (x, y). Podrobněji existuje kvádrové okolı́

O = (x0 − δ1, x0 + δ1)× (y0 − δ2, y0 + δ2)× (z0 − ε, z0 + ε),

δ1 > 0, δ2 > 0, ε > 0, a funkce

f : (x0 − δ1, x0 + δ1)× (y0 − δ2, y0 + δ2)→ (z0 − ε, z0 + ε)

takové, že pro (x, y, z) ∈ O platı́ F(x, y, z) = 0 právě tehdy, když z = f (x, y).
Funkce f je spojitá a má spojité prvnı́ parciálnı́ derivace, pro něž platı́

fx(x, y) = −
Fx
(
x, y, f (x, y)

)
Fz
(
x, y, f (x, y)

) , fy(x, y) = −
Fy
(
x, y, f (x, y)

)
Fz
(
x, y, f (x, y)

) . (7.4)

Z předchozı́ věty vyplývá, že platı́

F
(
x, y, f (x, y)

)
= 0, (x, y) ∈ (x0 − δ1, x0 + δ1)× (y0 − δ2, y0 + δ2),

a f (x0, y0) = z0.
(7.5)

Platı́ obdoba poznámky 7.4. Zejména použı́váme stručnějšı́ označenı́

fx(x, y) = −
Fx(x, y, z)

Fz(x, y, z)
= −

Fx

Fz
resp. fy(x, y) = −

Fy(x, y, z)

Fz(x, y, z)
= −

Fy

Fz
,

kde trojice (x, y, z) vyhovuje rovnici F(x, y, z) = 0. Vzorce jsou efektivnı́ jen pro
výpočet v bodě (x0, y0, z0) (pro jiná x, y nevı́me, kolik je odpovı́dajı́cı́ z = f (x, y)).

Spojité parciálnı́ derivace zaručujı́ existenci totálnı́ho diferenciálu a tudı́ž i tečné
roviny, viz věta 3.12. Postup jejı́ho nalezenı́ si ukážeme v následujı́cı́m přı́kladu.

+
Přı́klad 7.12. Ověřte, že rovnice 3xyz−x2

−y2
−z2
= 0 zadává v okolı́ bodu (1,−1,−1)

implicitně jedinou funkci z = f (x, y), a najděte rovnici tečné roviny ke grafu f v tomto
bodě.

Řešenı́. Ověřı́me předpoklady věty 7.11 pro funkci F(x, y, z) = 3xyz− x2
− y2

− z2.
Zřejmě F(1,−1,−1) = 3 · 1 · (−1) · (−1)− 12

− (−1)2 − (−1)2 = 0. Dále

Fz = 3xy − 2z ⇒ Fz(1,−1,−1) = 3 · 1 · (−1)− 2 · (−1) = −1 6= 0.

Rovnice tedy implicitně zadává spojitou funkci f , pro niž platı́ f (1,−1) = −1. Tato
funkce má spojité parciálnı́ derivace. Podle (7.4) je

Fx = 3yz− 2x ⇒ fx = −
3yz− 2x
3xy − 2z

⇒ fx(1,−1) = 1,

Fy = 3xz− 2y ⇒ fy = −
3xz− 2y
3xy − 2z

⇒ fy(1,−1) = −1.
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Podle věty 3.7 tudı́ž existuje totálnı́ diferenciál df(1,−1), což podle věty 3.12 znamená,
že existuje hledaná tečná rovina. Jejı́ rovnice je podle (3.7)

z− (−1) = 1 · (x − 1)+ (−1) · (y − (−1)) ⇒ x − y − z− 3 = 0. N

Podobně jako u funkce jedné proměnné dané implicitně i v přı́padě funkce dvou
proměnných je možné odvodit vzorce pro parciálnı́ derivace s použitı́m vzorce pro derivaci
složené funkce. Protože v okolı́ bodu (x0, y0) platı́ F

(
x, y, f (x, y)

)
= 0, vyjde např. pro

derivaci podle x:

Fx
(
x, y, f (x, y)

)
· 1+ Fy

(
x, y, f (x, y)

)
· 0+ Fz

(
x, y, f (x, y)

)
· fx(x, y) = 0,

z čehož dostaneme prvnı́ vzorec v (7.4). Derivaci fx(x, y) pro stručnost označujeme zx .
Nynı́ si všimneme existence a výpočtu vyššı́ch derivacı́ funkce dvou proměnných dané

implicitně. To je obsahem následujı́cı́ věty.

Věta 7.13. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 7.11 a funkce F má v okolı́ bodu
(x0, y0, z0) spojité parciálnı́ derivace do řádu k, k ∈ N. Pak implicitně daná funkce z =
= f (x, y)má spojité parciálnı́ derivace do řádu k. Jejich vzorce dostaneme opakovaným
derivovánı́m vztahů (7.4).

Použitı́ si ukážeme v následujı́cı́m přı́kladu.

+

Přı́klad 7.14. Ověřte, že rovnice x2
+ y2
− z2
− 2x + 4y − 2z+ 29 = 0 zadává v okolı́

bodu (1,−2, 4) implicitně jedinou funkci z = f (x, y). Rozhodněte, zda má tato funkce f
v bodě (1,−2) lokálnı́ extrém, a pokud ano, určete jaký.

Řešenı́. Ověřı́me předpoklady věty 7.11 pro funkci F(x, y, z) = x2
+ y2

− z2
− 2x +

+ 4y − 2z+ 29 = 0. Je

F(1,−2, 4) = 12
+ (−2)2 − 42

− 2 · 1+ 4 · (−2)− 2 · 4+ 29 = 0.

Dále
Fz = −2z− 2 ⇒ Fz(1,−2, 4) = −2 · 4− 2 = −10 6= 0.

Existuje tedy spojitá funkce f , pro niž f (1,−2) = 0. Protože F má spojité parciálnı́
derivace libovolného řádu, platı́ podle věty 7.13 totéž pro funkci f . Prvnı́ derivace zx =
= fx(x, y) a zy = fy(x, y) určı́me derivovánı́m rovnice

x2
+ y2

− z2
− 2x + 4y − 2z+ 29 = 0.

Odtud derivovánı́m podle x dostaneme

2x + 0− 2zzx − 2+ 0− 2zx = 0 ⇒ zx =
x − 1
z+ 1

a podobně derivovánı́m podle y vyjde

0+ 2y − 2zzy − 0+ 4− 2zy = 0 ⇒ zy =
y + 2
z+ 1

.
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Platı́ tudı́ž zx(1,−2) = 0 a zy(1,−2) = 0, takže bod (1,−2) je stacionárnı́. Nynı́
použijeme větu 5.6. Nejprve vypočteme druhé parciálnı́ derivace funkce f .

zxx =
∂

∂x
zx =

∂

∂x

(
x − 1
z+ 1

)
=

1 · (z+ 1)− (x − 1)zx
(z+ 1)2

⇒ zxx(1,−2) =
1
5
,

zyy =
∂

∂y
zy =

∂

∂y

(
y + 2
z+ 1

)
=

1 · (z+ 1)− (y + 2)zy
(z+ 1)2

⇒ zyy(1,−2) =
1
5
,

zxy =
∂

∂y
zx =

∂

∂y

(
x − 1
z+ 1

)
=

0 · (z+ 1)− (x − 1)zy
(z+ 1)2

⇒ zxy(1,−2) = 0.

Hessián je J (x, y) = zxxzyy − z2
xy , tedy J (1,−2) = 1/5 · 1/5 − 02

= 1/25 > 0, takže
v bodě (1,−2)má f extrém. Protože zxx(1,−2) = 1/5 > 0, jde o lokálnı́ minimum. N

Poznámka 7.15. Rovněž u funkce dvou proměnných f (x, y) zadané implicitně rovnicı́
F(x, y, z) = 0 lze vyšetřovat lokálnı́ extrémy. Postup je obdobný jako u funkce jedné
proměnné v přı́kladu 7.9. Hledané body musı́ splňovat rovnici F(x, y, z) = 0 a podmı́nku
Fz(x, y, z) 6= 0. Aby šlo o stacionárnı́ body, musı́ platit fx = −FxFz = 0 a fy = −

Fy
Fz
= 0,

tedy Fx(x, y, z) = 0 a Fy(x, y, z) = 0. Body tudı́ž najdeme řešenı́m soustavy třı́ rovnic

F(x, y, z) = 0, Fx(x, y, z) = 0, Fy(x, y, z) = 0.

Pro zájemce:
Předchozı́ výsledky lze podstatně zobecnit.

Uvažujme nejprve jednu rovnici o n + 1 neznámých, n ∈ N, tvaru F(x1, . . . , xn, y) =

= 0. Označı́me-li x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, máme stručněji F(x, y) = 0. Necht’ (x∗, y∗) =
= (x∗1 , . . . , x

∗

n, y
∗) je řešenı́ této rovnice. Předpokládejme, že F má v okolı́ bodu (x∗, y∗) spojité

prvnı́ parciálnı́ derivace a Fy(x∗, y∗) 6= 0. Pak uvažovaná rovnice vyjadřuje v okolı́ bodu (x∗, y∗)
implicitně spojitou funkci f (x) o n proměnných. Důkaz je analogický jako pro n = 1 resp. n = 2.

Podrobněji existuje kvádrové okolı́ (x∗1−δ1, x
∗

1+δ1)×· · ·×(x
∗

n−δn, x
∗

n+δn)×(y
∗
−ε, y∗+ε),

δ1, . . . , δn, ε > 0, s vlastnostı́, že pro libovolné x ∈ (x∗1 − δ1, x
∗

1 + δ1)× · · · × (x
∗

n − δn, x
∗

n + δn)

existuje právě jedno y ∈ (y∗ − ε, y∗ + ε) takové, že (x, y) splňuje danou rovnici. Označı́me
y = f (x). Tedy F

(
x, f (x)

)
= 0.

Funkce f má spojité parciálnı́ derivace, pro něž platı́ fxi (x) = −
Fxi (x,f (x))

Fy (x,f (x))
. Má-li funkce F

v okolı́ bodu (x∗, y∗) spojité parciálnı́ derivace až do řádu k, k ∈ N, má i f spojité parciálnı́ derivace
až do řádu k, které lze obdržet derivovánı́m předchozı́ho vztahu obdobně jako u implicitně dané
funkce jedné nebo dvou proměnných. Důkaz tvrzenı́ je stejný jako u věty 7.3.

Obecněji lze uvažovat soustavu m rovnic o m+ n neznámých, m, n ∈ N, tvaru

F1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0,
F2(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fm(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0.

Označı́me-li x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn a y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm, můžeme soustavu zapsat stručněji:
F1(x, y) = 0, F2(x, y) = 0, . . . , Fm(x, y) = 0. Necht’ (x∗, y∗) = (x∗1 , . . . , x

∗

n, y
∗

1 , . . . , y
∗

m)
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je řešenı́ této soustavy. Předpokládejme, že F1, . . . , Fm majı́ v okolı́ bodu (x∗, y∗) spojité prvnı́
parciálnı́ derivace a determinant∣∣∣∣∣∣∣∣

F1|y1(x
∗, y∗) F1|y2(x

∗, y∗) . . . F1|ym(x
∗, y∗)

F2|y1(x
∗, y∗) F2|y2(x

∗, y∗) . . . F2|ym(x
∗, y∗)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fm|y1(x
∗, y∗) Fm|y2(x

∗, y∗) . . . Fm|ym(x
∗, y∗)

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Pak uvažovaná soustava rovnic vyjadřuje v okolı́ bodu (x∗, y∗) implicitně m-tici spojitých funkcı́
f1(x), . . . , fm(x) o n proměnných.

Podrobněji existuje okolı́ (x∗1−δ1, x
∗

1+δ1)×· · ·×(x
∗

n−δn, x
∗

n+δn)×(y
∗

1 − ε1, y
∗

1 + ε1)×· · ·×

×(y∗m−εm, y
∗

m+εm), δ1, . . . , δn, ε1, . . . , εm > 0, takové, že pro libovolné x ∈ (x∗1 − δ1, x
∗

1 + δ1)×

× · · · × (x∗n − δn, x
∗

n + δn) existuje právě jedno y ∈ (y∗1 − ε1, y
∗

1 + ε1)× · · · × (y
∗

m− εm, y
∗

m+ εm)

takové, že (x, y) splňuje danou soustavu rovnic. Označme y1 = f1(x), . . . , ym = fm(x). Tedy
Fi
(
x, f1(x), . . . , fm(x)

)
= 0, i = 1, . . . , m.

Funkce f1, . . . , fm majı́ spojité parciálnı́ derivace. Jejich vyjádřenı́ lze zı́skat řešenı́m (např.
pomocı́ Cramerova pravidla) soustavy lineárnı́ch algebraických rovnic s neznámými f1|xj (x) až
fm|xj (x), kterou dostaneme derivovánı́m identit Fi

(
x, f1(x), . . . , fm(x)

)
= 0, i = 1, . . . , m,

podle proměnné xj , j = 1, . . . , n, s využitı́m vzorců pro derivaci složené funkce. Označı́me-li pro
stručnost f (x) = (f1(x), . . . , fm(x)), je jejı́ tvar

F1|xj

(
x,f (x)

)
+ F1|y1

(
x,f (x)

)
f1|xj (x) + · · · + F1|ym

(
x,f (x)

)
fm|xj (x) = 0,

F2|xj

(
x,f (x)

)
+ F2|y1

(
x,f (x)

)
f1|xj (x) + · · · + F2|ym

(
x,f (x)

)
fm|xj (x) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fm|xj
(
x,f (x)

)
+ Fm|y1

(
x,f (x)

)
f1|xj (x) + · · · + Fm|ym

(
x,f (x)

)
fm|xj (x) = 0.

Předpoklady zaručujı́, že determinant matice soustavy je v okolı́ bodu x∗ nenulový.
Majı́-li funkce F1, . . . , Fm v okolı́ bodu (x∗, y∗) spojité parciálnı́ derivace až do řádu k, k ∈ N,

majı́ i funkce f1, . . . , fm spojité parciálnı́ derivace až do řádu k, které lze obdržet derivovánı́m
vzorců pro prvnı́ parciálnı́ derivace fi|xj (x).

Tvrzenı́ lze dokázat indukcı́ vzhledem k počtu rovnicm— viz např. [8]. Jiný důkaz lze udělat
pomocı́ Banachovy věty o pevném bodu — viz např. [1, 13].

Pojmy k zapamatovánı́∑
— funkce jedné proměnné daná implicitně
— funkce dvou proměnných daná implicitně
— funkce daná explicitně
— derivace funkce jedné proměnné dané implicitně
— derivace funkce dvou proměnných dané implicitně
— lokálnı́ extrémy funkce jedné proměnné dané implicitně
— lokálnı́ extrémy funkce dvou proměnných dané implicitně
— Taylorův mnohočlen funkce jedné proměnné dané implicitně
— Taylorův mnohočlen funkce dvou proměnných dané implicitně
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Kontrolnı́ otázky ?
1. Definujte funkci jedné proměnné danou implicitně rovnicı́ F(x, y) = 0.
2. Vysvětlete, za jakých podmı́nek existuje funkce jedné proměnné daná implicitně

rovnicı́ F(x, y) = 0.
3. Jak derivujeme funkci jedné proměnné danou implicitně?
4. Jaký je geometrický význam podmı́nky Fy(x0, y0) 6= 0?
5. Definujte funkci dvou proměnných danou implicitně rovnicı́ F(x, y, z) = 0.
6. Vysvětlete, za jakých podmı́nek existuje funkce dvou proměnných daná implicitně

rovnicı́ F(x, y, z) = 0.
7. Jak spočı́táte derivaci funkce dvou proměnných dané implicitně?
8. Jak spočı́táte vyššı́ derivaci funkce dvou proměnných dané implicitně?
9. Jaký je geometrický význam podmı́nky Fz(x0, y0, z0) 6= 0?

10. Jak najdete lokálnı́ extrémy funkce dané implicitně?

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Ověřte, že daná rovnice zadává v okolı́ bodu A = (x0, y0) implicitně jedinou funkci jedné

proměnné y = f (x). Vypočtěte jejı́ prvnı́ derivaci a napište rovnici tečny a normály ke grafu
funkce f v bodě (x0, y0).

a) y4
− x2

= 0, A = (1,−1), b) x2
+ xy + y2

= 3, A = (1, 1),

c) x3
+ 3xy + y2

= −3, A = (−1, 2), d) x − y + sin y = 0, A = (π,π),

e) y2(2− x) = x2, A = (1,−1), f) y2(2− x) = x, A = (1,−1),

g) y2(x − 2) = x2, A = (3,−3), h) xy = yx, A = (1, 1),

i) ln
√
x2 + y2 = arctg y

x
, A = (1, 0), j) x4

+ x = y4
+ y, A = (2, 2),

k) (x2
+ y2)2 = 3x2y + y3, A = (0, 1),

l) x2
− 2xy + y2

+ x + y = 2, A = (1, 1),

m) ln(y2
− 2x2)+ y + x = 1, A = (0, 1),

n) x sin y + ex cos y + cos x = 1, A = (0,π/2),

o) x3y − 3xy3
+ x2
− 2y2

= 0, A = (−2, 1),

p) xy + x2y2
+ x3y3

+ x4y4
= 0, A = (1,−1).

2. K následujı́cı́m rovnicı́m najděte body, v nichž jsou splněny předpoklady věty o implicitnı́
funkci a které jsou stacionárnı́mi body takto implicitně definovaných funkcı́ jedné proměnné.
Rozhodněte, zda jsou v těchto bodech lokálnı́ extrémy.

a) x4
+ y3
+ 2x2y + 2 = 0, b) x2

− 2xy + 2y2
+ 2x = −1,

c) 3x2
+ 2xy − y2

− 3y + x − 5
4 = 0, d) x2y2

− 2xy4
− 7y3

+ 8 = 0.
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3. Ověřte, že daná rovnice zadává v okolı́ bodu A = (x0, y0) implicitně jedinou funkci f (x).
Vypočtěte jejı́ prvnı́ a druhou derivaci a napište jejı́ Taylorův mnohočlen T2(x) se středem x0.

a) 3x ln y − y3
+ 1 = 0, A = (2, 1), b) x

y
+

y

x
+ y = 3, A = (1, 1),

c) xy + x2y2
− x − y = 0, A = (1, 1), d) xey − yex = 0, A = (0, 0),

e) x sin x + y cos y = 0, A = (π, 0), f) ln(x2
+ y2)+ y = 1, A = (0, 1),

g) x3
+ xy − y3

= 7, A = (2,−1), h) xex+y + y2
= 0, A = (−1, 1).

4. Ověřte, že daná rovnice zadává v okolı́ bodu A = (x0, y0, z0) implicitně jedinou funkci dvou
proměnných z = f (x, y). Vypočtěte jejı́ prvnı́ parciálnı́ derivace a napište rovnici tečné roviny
ke grafu funkce f v bodě (x0, y0, z0).

a) x2
+ y2
+ z2
+ xyz = 2, A = (1,−1, 1),

b) x
y
+

y

x
+ z3
+ xyz = 0, A = (1, 1,−1),

c) z(x − y)2 + x3y2
+ xz2

= 9, A = (2, 1,−1),

d) ln(x2
+ y2
− 3z2)+ xy − z = 8, A = (3, 2,−2),

e) xyez−1
+ x3
+ y3
+ zex+y + 3 = 0, A = (2,−2, 1),

f) (x + y) sin z+ xz cos xy = π2, A = (π, 1,−π),

g) xyz+ x2y2z2
+ x3y3z3

= 3, A = (1, 1, 1),

h) (x + y − z)2 + ln(x + y + z) = 1, A = (−1, 1, 1).

5. K následujı́cı́m rovnicı́m najděte body, v nichž jsou splněny předpoklady věty o implicitnı́
funkci a které jsou stacionárnı́mi body takto implicitně definovaných funkcı́ dvou proměnných.
Rozhodněte, zda jsou v těchto bodech lokálnı́ extrémy.

a) x2
+ y2
+ z2
− xz−

√
2yz = 1, b) x2

+ y2
+ z2
− 2x + 2y − 4z = 10,

c) 2x2
+ 2y2

+ z2
+ 8xz− z = −8, d) x2

+ y2
+ z2
− 2x + 4y − 6z = 11,

e) x3
− y2
− 3x + 4y + z2

+ z = 8, f) 3x2
+ 2y2

− 3z2
− 6x + 8y = −23,

g) x2
+ y2
+ z2
− xz− yz+ 2x + 2y + 2z = 2.

6. Najděte body, v nichž pro následujı́cı́ rovnici nejsou splněny předpoklady věty 7.3 o existenci
implicitně dané funkce y = f (x).

a) x2
+ 2xy − y2

= 8, b) x2

a2 +
y2

b2 = 1, a, b > 0.

7. Najděte body, v nichž pro následujı́cı́ rovnici nejsou splněny předpoklady věty 7.11 o existenci
implicitně dané funkce z = f (x, y).

a) z2
− 2px = 0, p > 0, b) x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = 1, a, b, c > 0.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

1. a) t : x + 2y + 1 = 0, n : 2x − y − 3 = 0,
b) t : x + y − 2 = 0, n : x − y = 0,
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c) t : 9x + y + 7 = 0, n : x − 9y + 19 = 0,
d) t : x − 2y + π = 0, n : 2x + y − 3π = 0,
e) t : 3x + 2y − 1 = 0, n : 2x − 3y − 5 = 0,
f) t : x + y = 0, n : x − y − 2 = 0,
g) t : x − 2y − 9 = 0, n : 2x + y − 3 = 0,
h) t : x − y = 0, n : x + y − 2 = 0,
i) t : x − y − 1 = 0, n : x + y − 1 = 0,
j) t : x − y = 0, n : x + y − 4 = 0,
k) t : y − 1 = 0, n : x = 0,
l) t : x + y − 2 = 0, n : x − y = 0,

m) t : x + 3y − 3 = 0, n : 3x − y + 1 = 0,
n) t : x − y + π/2 = 0, n : x + y − π/2 = 0,
o) t : 5x + 6y + 4 = 0, n : 6x − 5y + 17 = 0,
p) t : x − y − 2 = 0, n : x + y = 0.

2. a) ymax = −1 v x = 1, ymax = −1 v x = −1, ymin = −
3
√

2 v x = 0,
b) ymax = 0 v x = −1, ymin = −2 v x = −3,
c) ymin = −1/2 v x = 0, ymax = −2 v x = 1/2,
d) ymin = 1 v x = 1, ymax = −2 v x = 4.

3. a) T2(x) = 1, b) T2(x) = 1− (x − 1)2,
c) T2(x) = 1− (x − 1)+ 3

2 (x − 1)2, d) T2(x) = x,

e) T2(x) = π(x − π)+ (x − π)2, f) T2(x) = 1− 1
3 x

2,

g) T2(x) = −1+ 11(x − 2)+ 380(x − 2)2, h) T2(x) = 1− 1
2 (x + 1)2.

4. a) x − y + z− 3 = 0, b) x + y − 4z− 6 = 0,
c) 11x + 18y − 3z− 43 = 0, d) 8x + 7y + 11z− 16 = 0,
e) 11x + 15y − 3z+ 11 = 0, f) πx − (2π+ 1)z− 3π2

− π = 0,
g) x + y + z− 3 = 0, h) x + y − 3z+ 3 = 0.

5. a) zmin = −2 v (−1,−
√

2), zmax = 2 v (1,
√

2),
b) zmin = −2 v (1,−1), zmax = 6 v (1,−1),
c) zmin = 1 v (−2, 0), zmax = −

8
7 v ( 16

7 , 0),
d) zmin = −2 v (1,−2), zmax = 8 v (1,−2),
e) zmin = 1 v (−1, 2), zmax = −2 v (−1, 2), ve st. b. (1, 2), z = −3 a 2 nenı́,
f) zmin = 2 v (1,−2), zmax = −2 v (1,−2),
g) zmin = −4− 2

√
6 v (−3−

√
6,−3−

√
6),

zmax = −4+ 2
√

6 v (−3+
√

6,−3+
√

6).

6. a) (2, 2), (−2,−2), b) (a, 0), (−a, 0).

7. a) x = 0, z = 0, tj. body osy y, b) z = 0, x2

a2 +
y2

b2 = 1 (elipsa).
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Kapitola 8

Vázané extrémy

Průvodce studiemS

J

VZ

V praxi jsme poměrně často postaveni před úkol určit tzv. vázaný extrém. Jde
o nalezenı́ extrému funkce několika proměnných, které jsou vázány dalšı́mi ved-
lejšı́mi podmı́nkami (tzv. vazbami).

Např. funkce z = f (x, y) je ve spojenı́ s rovnicı́ (vazbou) g(x, y) = 0 vlastně
funkcı́ jedné proměnné. Jejı́ zápis ve tvaru z = f1(x) resp. z = f2(y) zı́skáme, když
z rovnice g(x, y) = 0 bude možné jednu z proměnných x, y vyjádřit jako funkci
druhé proměnné a pak dosadit do z = f (x, y) za x nebo y. Výpočet vázaného
extrému se tak převede na výpočet lokálnı́ho extrému jedné proměnné. Jestliže to
nebude možné nebo to bude přı́liš složité, použı́vá se k výpočtu tzv. Lagrangeovy
funkce.

Při hledánı́ globálnı́ch extrémů funkcı́ n proměnných je třeba rovněž vyšetřit
funkci na hranici definičnı́ho oboru, čı́mž se problém snese o dimenzi nı́ž (na
hledánı́ globálnı́ch extrémů funkcı́ n − 1 proměnných). Bez aparátu vázaných
extrémů je nutné „sestoupit“ až na jednodimenzionálnı́ přı́pad, což je většinou
velmi složité a vede na nepřehledné výpočty.

V této kapitole je výklad od počátku veden pro obecný přı́pad funkcı́ n pro-
měnných. Studium této kapitoly bude proto výrazně náročnějšı́.

Cı́le
ó

Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni:

• zodpovědět, za jakých podmı́nek má daná funkce f v bodě x∗ vázaný extrém,
• určit stacionárnı́ body a ověřit, zda jsou v nich lokálnı́ popřı́padě globálnı́

extrémy,
• nalézt vázané extrémy dané funkce při daných podmı́nkách.

V této kapitole se budeme zabývat tzv. klasickou úlohou na vázaný extrém. Jde o úlohu
nalézt lokálnı́ (popř. globálnı́) extrémy funkce na množině, která je zadaná soustavou
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rovnic. Formálně lze popsat tuto úlohu takto:

f (x)→ ext,
gi(x) = 0, i = 1, . . . , m, x ∈ P, P = intP.

(8.1)

Rovnice gi(x) = 0 se nazývajı́ vazebné podmı́nky nebo funkcionálnı́ omezenı́ a množinaP
přı́má omezenı́ (často je to Rn). Předpokládáme, že P je otevřená množina a že funkce
f, g1, . . . , gm jsou na nı́ dostatečně hladké (majı́ potřebné parciálnı́ derivace). Hledá se tedy
maximum resp. minimum funkce f na množiněX = {x ∈ P : gi(x) = 0, i = 1, . . . , m}.

Pokud by se nám podařilo vyjádřit některé proměnné ze soustavy rovnic gi(x) = 0,
i = 1, . . . , m, pomocı́ zbývajı́cı́ch, mohli bychom je dosadit do funkce f a převést danou
úlohu na úlohu najı́t „obyčejné“ extrémy, kterou jsme studovali v kapitole 5. To jsme
udělali v přı́kladu 6.7. Obecně bohužel nedokážeme takovou soustavu explicitně řešit
a nezbývá než použı́t jiné metody, založené na větě o implicitnı́ funkci. Jejich studium je
právě obsahem této kapitoly. Obecnějšı́ úloha, kde vazebné podmı́nky mohou být i typu
neostrých nerovnostı́, je popsána např. v [4], [10] nebo [18].

Než začneme vyšetřovat dalšı́ typy úloh, zavedeme pojem, jehož význam je v dalšı́
části textu klı́čový. Funkce definovaná vztahem

L (x, y0, y) = y0f (x)+

m∑
i=1

yigi(x), (8.2)

kde x = (x1, . . . , xn) ∈ P , y0 ∈ R a y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm, se nazývá Lagrangeova
funkce úlohy (8.1). Koeficienty y0, . . . , ym se nazývajı́ Lagrangeovy multiplikátory. Je-li
y0 6= 0, nazývá se Lagrangeova funkce regulárnı́. Budeme předpokládat, že y0 = 0 pro
úlohu na minimum a y0 5 0 pro úlohu na maximum. Parciálnı́ derivace Lagrangeovy
funkce vzhledem ke složkám vektoru x majı́ tvar

∂L

∂xj
(x, y0, y) = y0

∂f

∂xj
(x)+

m∑
i=1

yi
∂gi

∂xj
(x), j = 1, . . . , n.

Vektor z nich sestavený označı́me L ′x(x, y0, y), tj.

L ′x(x, y0, y) = y0f
′(x)+

m∑
i=1

yig
′

i(x).

Pojem lokálnı́ch extrémů pro tuto úlohu byl již zaveden — viz definice 5.16. Podobně
jako v kapitole 5 rozdělı́me výsledky na dvě části podle toho, zda se použı́vajı́ jen prvnı́
derivace (podmı́nky prvnı́ho řádu) nebo i druhé derivace (podmı́nky druhého řádu).

Poznamenejme, že k pochopenı́ výsledků této kapitoly jsou nezbytné základnı́ znalosti
z teorie konečněrozměrných vektorových prostorů se skalárnı́m součinem.
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8.1 Podmı́nky prvnı́ho řádu
Nı́že uvedená nutná podmı́nka je známa jako pravidlo Lagrangeových multiplikátorů a je
asi nejjednoduššı́m a nejznámějšı́m výsledkem, v němž se objevı́ Lagrangeova funkce.
Jejı́ důkaz nenı́ přı́liš obtı́žný, ale rozhodně nenı́ triviálnı́. Je k němu třeba věta o im-
plicitnı́ funkci nebo některé jı́ ekvivalentnı́ tvrzenı́. S touto větou se posluchači obvykle
v základnı́m kurzu analýzy setkajı́, ale většinou je obtı́žné jim ukázat nějaký podstatný
výsledek, při jehož důkazu se tato pro ně dost teoretická věta použije, a tak je přesvědčit
o významu tohoto tvrzenı́. Z tohoto důvodu uvedeme tzv. větu o inverznı́ funkci, která
je ekvivalentnı́ větě o implicitnı́ funkci, a provedeme pomocı́ nı́ důkaz nutné podmı́nky
existence lokálnı́ho extrému.

Věta 8.1 (Věta o inverznı́ funkci). Necht’ s ∈ N. Předpokládejme, že funkce
ψ1(x1, . . . , xs), . . . , ψs(x1, . . . , xs) jsou spojitě diferencovatelné v nějakém okolı́ bodu
x̂ = (x̂1, . . . , x̂s). Necht’ jejich jakobián1J = det

(
∂ψi(bx)
∂xj

)
, i, j = 1, . . . , s, je nenulový.

Pak existujı́ čı́sla ε0 > 0 a δ0 > 0 taková, že pro libovolné η = (η1, . . . , ηs), ‖η‖ 5 ε0,
existuje ξ , ‖ξ‖ 5 δ0, s vlastnostı́ ψi(x̂ + ξ) = ψi(x̂)+ ηi , i = 1, . . . , s, přičemž ξ → 0
pro η→ 0.

Důkaz. Důkaz je založen na použitı́ věty o implicitnı́ funkci v podobě, jak je uve-
dena v části Pro zájemce na str. 161. Věta se aplikuje na soustavu s rovnic tvaru
yi − ψi(x1, . . . , xs) = 0, i = 1, . . . , s. Podrobněji viz např. [16, str. 223], kde je do-
kázán ještě silnějšı́ výsledek.

Funkce z předchozı́ věty určujı́ zobrazenı́9, které bodům x ∈ Rs přiřazuje body9(x) =
= (ψ1(x), . . . , ψs(x)) ∈ Rs . Věta řı́ká, že9(x̂) je vnitřnı́ bod oboru hodnot zobrazenı́9.
Podrobněji lze ukázat, že9 je v jistém okolı́ bodu x̂ prosté a že k němu inverznı́ zobrazenı́
je spojitě diferencovatelné, tj. zejména spojité. Z této formulace vyplývá název věty.

Věta 8.2. Necht’ funkce f, g1, . . . , gm jsou spojitě diferencovatelné v nějakém okolı́
bodu x∗ ∈ P , m < n. Je-li x∗ lokálnı́ řešenı́ úlohy (8.1), pak existuje čı́slo y∗0 a vektor
y∗ = (y∗1 , . . . , y

∗
m), které nejsou současně nulové, takové, že

L ′x(x
∗, y∗0 , y

∗) = 0. (8.3)

Jsou-li gradienty g′1(x
∗), . . . , g′m(x

∗) lineárně nezávislé (podmı́nka regularity), potom
je y∗0 6= 0.

Důkaz. Předpokládejme, že jde např. o úlohu na minimum. Uvažujme vektory f ′(x∗),
g′1(x

∗), . . . , g′m(x
∗). Jsou-li lineárně závislé, musı́ existovat čı́sla y∗k , k = 0, . . . , m, která

nejsou současně všechna nulová, tak, že je splněno (8.3).

1Karl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851) (čti jakobi) — významný německý matematik. Zabýval se
teoriı́ funkcı́, teoriı́ čı́sel, lineárnı́ algebrou, diferenciálnı́mi rovnicemi a mechanikou.
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Připust’me nynı́, že tyto vektory jsou lineárně nezávislé. Ukážeme, že tento předpoklad
vede ke sporu s tı́m, že v x∗ je lokálnı́ minimum. Uvažujme zobrazenı́

9(x) = (f (x)− f (x∗), g1(x), . . . , gm(x)).

Nezávislost zmı́něných vektorů znamená, že matice

A =


∂f (x∗)
∂x1

. . .
∂f (x∗)
∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂gm(x

∗)
∂x1

. . .
∂gm(x

∗)
∂xn


typu (m+1)×nmá hodnostm+1. Necht’pro jednoduchost např. prvnı́chm+1 sloupců
je lineárně nezávislých, tj. ∣∣∣∣∣∣∣

∂f (x∗)
∂x1

. . .
∂f (x∗)
∂xm+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂gm(x

∗)
∂x1

. . .
∂gm(x

∗)
∂xm+1

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Pak funkce

ψ1(x1, . . . , xm+1) = f (x1, . . . , xm+1, x
∗
m+2, . . . , x

∗
n)− f (x

∗
1 , . . . , x

∗
n),

ψ2(x1, . . . , xm+1) = g1(x1, . . . , xm+1, x
∗
m+2, . . . , x

∗
n),

...

ψm+1(x1, . . . , xm+1) = gm(x1, . . . , xm+1, x
∗
m+2, . . . , x

∗
n)

splňujı́ předpoklady věty o inverznı́ funkci. Položme η1 = −ε a η2 = · · · =

= ηm+1 = 0. Pro libovolné dostatečně malé ε > 0 najdeme přı́slušná čı́sla ξk, k =
= 1, . . . , m+ 1, a položı́me xk(ε) = x∗k + ξk. Při tomto označenı́ platı́

f (x1(ε), . . . , xm+1(ε), x
∗

m+2, . . . , x
∗

n)− f (x
∗) = −ε,

g1(x1(ε), . . . , xm+1(ε), x
∗

m+2, . . . , x
∗

n) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
gm(x1(ε), . . . , xm+1(ε), x

∗

m+2, . . . , x
∗

n) = 0.

(8.4)

Dále xk(ε)→ x∗k pro ε→ 0. Pak bod (x1(ε), . . . , xm+1(ε), x
∗
m+2, . . . , x

∗
n), jenž může být

libovolně blı́zko bodu x∗, splňuje podle (8.4) všechny vazebné podmı́nky. Přitom

f (x1(ε), . . . , xm+1(ε), x
∗

m+2, . . . , x
∗

n) = f (x
∗)− ε < f (x∗).

To však znamená, že v bodě x∗ nemůže být lokálnı́ minimum.
Je-li splněna podmı́nka regularity, je y∗0 6= 0. V opačném přı́padě by byl nenulový

některý z multiplikátorů y∗1 , . . . , y
∗
m a podle (8.3) by g′1(x

∗), . . . , g′m(x
∗) byly lineárně

závislé, což je spor s předpokladem.
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Poznámka 8.3.
1) Podstatnou součástı́ tvrzenı́ je, že alespoň jeden z multiplikátorů y0, . . . , ym je nenulový.

Tento fakt je přı́činou obtı́žnosti důkazu. Pokud by byly všechny multiplikátory nulové,
je (8.3) triviálně splněno a nenı́ co dokazovat. Taková věta by byla ovšem naprosto
bezcenná.

2) Je zřejmé, že pokud nějaká soustava multiplikátorů splňuje požadavky věty, pak je
splňujı́ i jejich k-násobky ky0, . . . , kym, k > 0. Multiplikátory jsou tedy určeny až na
kladný násobek. Pokud je y0 6= 0, lze volit k = 1/|y0|, takže nová hodnota y0 je ±1.
Stačı́ se tedy omezit pouze na dva přı́pady: y0 = ±1 (regulárnı́ přı́pad) a y0 = 0.

3) Rovnice (8.3) obsahuje celkem n + m + 1 neznámých — x1, . . . , xn a y0, . . . , ym.
Protože multiplikátory jsou určeny až na násobek, je počet neznámých vlastně pouze
m+n. Pro jejich určenı́ máme n rovnic z (8.3) am rovnic z vazebných podmı́nek, tedy
počet rovnic a neznámých si odpovı́dá a obecně je šance dostat izolovaná řešenı́.

4) Bod x∗, který splňuje vazebné podmı́nky a je řešenı́m (8.3) při nějakých multiplikáto-
rech (y∗0 , y

∗) 6= 0, se nazývá stacionárnı́.
5) Prvnı́ zmı́nka o pravidle multiplikátorů pocházı́ od Eulera1 z r. 1744. Metodu rozpraco-

val Lagrange. Zajı́mavé je, že nejprve to bylo pro třı́du problémů variačnı́ho počtu, tj.
pro nekonečněrozměrné úlohy, v knize Méchanique analytique z r. 1788, a teprve poz-
ději pro jednoduššı́ konečněrozměrné úlohy v knize Théorie des fonctions analytiques
z r. 1797.

Dále si všimneme geometrické interpretace věty 8.2. Připomeňme, že hladinou vα
rozumı́me množinu bodů, v nichž funkce f nabývá stejné hodnoty α — viz definice 1.16.
Tedy vα = {x ∈ Rn : f (x) = α}.
Pro x ∈ R2 bývá hladina v „rozumném“ přı́padě křivkou. Je-li x̂ ∈ vα a gradient
f ′(x̂) 6= 0, je tento vektor kolmý k vα, tj. je to normálový vektor, a ukazuje směr, v němž
funkce f nejrychleji roste (derivace v tomto směru je největšı́). Budeme uvažovat úlohu
(8.1) s jednou vazebnou podmı́nkou g(x) = 0, což je v rovině v „rozumném“ přı́padě také
křivka. Splňuje-li x̂ tuto podmı́nku a je-li g′(x̂) 6= 0, je tento gradient normálovým vek-
torem k přı́slušné křivce. Tvrzenı́ věty řı́ká, že v bodě extrému jsou tyto vektory lineárně
závislé, tj. jeden je násobkem druhého.

Situaci ilustruje obrázek 8.1. Předpokládejme, že hledáme minimum. Pak se snažı́me
najı́t co nejmenšı́ α takové, že hladina vα ještě protı́ná množinu g(x) = 0. Z názoru je
celkem zřejmé, že obě křivky (tj. hladina a množina odpovı́dajı́cı́ vazebné podmı́nce) se
musı́ v takovém bodě dotýkat, jak je tomu v bodě x∗. V opačném přı́padě (pokud předpo-
kládáme spojitou závislost na α) by bylo možné trochu zmenšit čı́slo α tak, že by hladina
stále ještě protı́nala množinu odpovı́dajı́cı́ vazebné podmı́nce, tedy by libovolně blı́zko
existovaly body splňujı́cı́ vazebnou podmı́nku, v nichž je funkčnı́ hodnota menšı́. V tako-
vém bodě ale nemůže být lokálnı́ minimum. Tato situace nastane v bodě x̄. Znaménka +

1Leonhard Euler (1707–1783) (čti ojler) — švýcarský matematik, fyzik, mechanik a astronom. Působil
převážně v Petrohradě. Jeden z největšı́ch matematiků všech dob. Napsal kolem 850 pracı́ (včetně mno-
hodı́lných monografiı́). Ovlivnil všechny základnı́ matematické disciplı́ny. Od r. 1766 byl slepý (diktoval
svým žákům).
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g(x) = 0

x∗

f (x) = f (x∗)

f (x) = α

f (x) = f (x̄)

x̄

g′(x∗)

f ′(x∗)

f ′(x̄)

g′(x̄)

+ −

+ −

+ −

Obr. 8.1: Nutná podmı́nka existence lokálnı́ho extrému
v klasické úloze na vázaný extrém

a − u hladin ukazujı́, kterým směrem funkce f roste a kterým klesá (musı́ být ve shodě
s gradientem f ′, který ukazuje směr růstu).

8.2 Podmı́nky druhého řádu
Nejprve si uvedeme nutnou podmı́nku druhého řádu. Označme

L ′′xx(x, y0, y) = y0f
′′(x)+

m∑
i=1

yig
′′

i (x)

matici druhých derivacı́ Lagrangeovy funkce vzhledem k souřadnicı́m vektoru x. Budeme
uvažovat úlohu na lokálnı́ minimum, kdy y0 = 0. V přı́padě maxima stačı́ vyšetřit úlohu
s účelovou funkcı́−f a týmiž omezenı́mi, což odpovı́dá y0 5 0. Jinou možnostı́ je nechat
y0 = 0 a ve vztazı́ch (8.8) a (8.10) uvažovat opačné nerovnosti, což je ale totéž.

K důkazu nutné podmı́nky existence lokálnı́ho extrému budeme potřebovat následujı́cı́
tvrzenı́.

Lemma 8.4 (Ljusternik1). Necht’ funkce g1(x), . . . , gm(x) jsou spojitě diferencovatelné
v nějakém okolı́ bodu x∗ ∈ Rn, přičemž gi(x∗) = 0, i = 1, . . . , m. Necht’ gradienty

1Lazar Aronovič Ljusternik (1899–1981) — ruský matematik. Zabýval se topologickými metodami
v analýze, variačnı́m počtem a funkcionálnı́ analýzou.
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g′1(x
∗), . . . , g′m(x

∗) společně s vektory am+1, . . . , an tvořı́ bázi v Rn. Předpokládejme, že
vektor h ∈ Rn splňuje podmı́nky

〈g′i(x
∗),h〉 = 0, i = 1, . . . , m. (8.5)

Pak existujı́ funkce ri(α), i = 1, . . . , m, α ∈ R, takové, že při označenı́ r(α) =
= (r1(α), . . . , rn(α)) platı́ pro dostatečně malá α

gi(x
∗
+ αh+ r(α)) = 0, i = 1, . . . , m, (8.6)
〈ai, r(α)〉 = 0, i = m+ 1, . . . , n, (8.7)

přičemž lim
α→0

ri(α)

α
= 0 , i = 1, . . . , n.

Význam tvrzenı́ je velmi názorný. Pro n = 2 a m = 1 je znázorněn na obr. 8.2.

x∗

h
g′1(x

∗)

a2

x∗ + αh

r(α)

g1(x) = 0

Obr. 8.2

Důkaz. Označme

fi(r, α) = gi(x
∗
+ αh+ r), i = 1, . . . , m,

fi(r, α) = 〈ai, r〉, i = m+ 1, . . . , n.

Uvažujme soustavu n rovnic fi(r, α) = 0, i = 1, . . . , n, o n+1 neznámých r1, . . . , rn, α.
Podle předpokladů je fi(0, 0) = 0, i = 1, . . . , n. Dále platı́

f ′i|r(0, 0) = g′i(x
∗), fi|α(0, 0) = 〈g′i(x

∗),h〉 = 0, i = 1, . . . , m,

f ′i|r(0, 0) = ai, fi|α(0, 0) = 0, i = m+ 1, . . . , n.

Protože vektory g1(x), . . . , gm(x), am+1, . . . , an jsou lineárně nezávislé, existujı́ podle
věty o implicitnı́ funkci (viz část Pro zájemce na str. 161) funkce ri(α), i = 1, . . . , n,
splňujı́cı́ soustavu (8.6) a (8.7) a majı́cı́ derivace podle α.

Najdeme rovnice pro určenı́ r ′i(α), i = 1, . . . , n. Derivovánı́m rovnostı́ (8.6) a (8.7)
podle α dostaneme:

〈g′i|r(x
∗
+ αh+ r(α)),h+ r ′(α)〉 = 0, i = 1, . . . , m,

〈ai, r
′(α)〉 = 0, i = m+ 1, . . . , n,
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Protože r(0) = 0, dostaneme dosazenı́m α = 0 z předchozı́ soustavy vzhledem k (8.5) ,
že platı́

〈g′i|r(x
∗), r ′(0)〉 = 0, i = 1, . . . , m,

〈ai, r
′(0)〉 = 0, i = m+ 1, . . . , n.

To je čtvercová homogennı́ soustava lineárnı́ch algebraických rovnic s nenulovým deter-
minantem matice soustavy. Má tedy jediné, a to triviálnı́ řešenı́. Platı́ tudı́ž r ′i(0) = 0, tj.
lim
α→0

ri(α)
α
= 0, i = 1, . . . , n.

Věta 8.5. Necht’ funkce f, g1, . . . , gm jsou dvakrát diferencovatelné v bodě x∗ ∈ Rn
a spojitě diferencovatelné v nějakém jeho okolı́, přičemž gradienty g′1(x

∗), . . . , g′m(x
∗)

jsou lineárně nezávislé. Je-li x∗ lokálnı́ minimum úlohy (8.1), je

〈L ′′xx(x
∗, y∗0 , y

∗)h,h〉 = 0 (8.8)

pro libovolná y∗0 , y∗ splňujı́cı́ (8.3) a pro všechna h taková, že

〈g′i(x
∗),h〉 = 0, i = 1, . . . , m. (8.9)

Důkaz. Protože gradienty g′1(x
∗), . . . , g′m(x

∗) jsou lineárně nezávislé, je možné je doplnit
(pokud je to nutné, tj. pokud m < n) vhodnými vektory am+1, . . . , an na bázi Rn.
Zvolme libovolně vektor h 6= 0 splňujı́cı́ (8.9). Podle lemmatu 8.4 existujı́ funkce ri(α),
i = 1, . . . , n, takové, že při označenı́ r(α) = (r1(α), . . . , rn(α)) platı́ gi(x∗ + αh +
+ r(α)) = 0, i = 1, . . . , m, přičemž lim

α→0
ri(α)/α = 0, i = 1, . . . , n.

Položme x(α) = x∗ + αh+ r(α). Necht’y∗0 a y∗ splňujı́ (8.3). Pak pro malá |α| platı́

L (x(α), y∗0 , y
∗) = y∗0f (x(α))+

m∑
i=1

y∗i gi(x(α)) = y
∗

0f (x(α)),

L (x∗, y∗0 , y
∗) = y∗0f (x

∗)+

m∑
i=1

y∗i gi(x
∗) = y∗0f (x

∗).

Protože lim
α→0

ri(α) = lim
α→0

(
ri(α)/α

)
α = 0, je pro malá |α| bod x(α) blı́zko bodu x∗,

v němž je lokálnı́ minimum. To znamená, že f (x(α)) − f (x∗) = 0. Protože y∗0 = 0,
dostaneme s použitı́m (5.3), že pro malá |α| platı́

0 5 y∗0f (x(α))− y
∗

0f (x
∗) = L (x(α), y∗0 , y

∗)−L (x∗, y∗0 , y
∗) =

= 〈L ′x(x
∗, y∗0 , y

∗),h(α)〉 +
1
2
〈L ′xx(x

∗, y∗0 , y
∗)h(α),h(α)〉 + o(α2),
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kde h(α) = αh+ r(α). Vzhledem k (8.3) obdržı́me po úpravě, že〈
L ′xx(x

∗, y∗0 , y
∗)
(
h+

r(α)

α

)
,
(
h+

r(α)

α

)〉
+
o(α2)

α2 = 0.

Limitnı́m přechodem pro α→ 0 dostaneme tvrzenı́.

Podmı́nka (8.9) vyjadřuje skutečnost, že vektoryhmajı́ být kolmé ke všem gradientům
g′i(x

∗). Ty jsou podle předpokladů věty lineárně nezávislé, a tudı́ž tvořı́ bázi nějakého
m-rozměrného podprostoru. Tento podprostor se nazývá normálový prostor k množině
X = {x ∈ P : gi(x) = 0, i = 1, . . . , m} v bodě x∗. Vektory h majı́ být kolmé ke všem
vektorům tohoto podprostoru. V lineárnı́ algebře se dokazuje, že tyto kolmice tvořı́ rovněž
podprostor (tzv. ortogonálnı́ doplněk), jehož dimenze je n − m. Je to tzv. tečný prostor
k množině X = {x ∈ P : gi(x) = 0, i = 1, . . . , m} v bodě x∗. Podmı́nka (8.8) pak
řı́ká, že druhá derivace L ′′xx(x

∗, y∗0 , y
∗) je kladně semidefinitnı́ na tomto tečném prostoru.

Bude-li tato derivace dokonce kladně definitnı́, stane se nutná podmı́nka z předchozı́ věty
podmı́nkou postačujı́cı́, což je obsahem následujı́cı́ho tvrzenı́.

Věta 8.6. Necht’ funkce f, g1, . . . , gm jsou dvakrát diferencovatelné v bodě x∗ ∈ Rn
a jsou splněny vazebné podmı́nky gi(x∗) = 0, i = 1, . . . , m. Předpokládejme, že pro
některá y∗0 a y∗ je splněna podmı́nka (8.3) a navı́c platı́

〈L ′′xx(x
∗, y∗0 , y

∗)h,h〉 > 0 (8.10)

pro všechna nenulová h ∈ Rn splňujı́cı́ (8.9). Pak je v x∗ ostré lokálnı́ minimum úlohy
(8.1).

Všimněte si, že podmı́nka (8.10) automaticky vynucuje (pokud výše zmı́něný ortogonálnı́
doplněk nenı́ roven nuladimenzionálnı́mu prostoru), že ne všechny multiplikátory jsou
nulové.

Důkaz. Budeme postupovat obdobně jako v důkazu věty 5.20.
Je-li x∗ izolovaný bod množiny X = {x ∈ P : gi(x) = 0, i = 1, . . . , m} bodů, které

splňujı́ vazebné podmı́nky, tvrzenı́ platı́. Předpokládejme tedy, že x∗ nenı́ izolovaný bod
množiny X. Připust’me, že v x∗ nenı́ ostré lokálnı́ minimum. Pak libovolně blı́zko tohoto
bodu lze nalézt jiný bod, v němž je funkčnı́ hodnota stejná nebo menšı́. Je tedy možné
zkonstruovat posloupnost {xk} takovou, že

lim
k→∞

xk = x
∗, xk ∈ X, xk 6= x

∗, f (xk) 5 f (x∗).

Položmeαk = ‖xk−x∗‖,hk = (xk−x∗)/αk. Pak je xk = x∗+αkhk. Protože je ‖hk‖ = 1,
je tato posloupnost ohraničená, a lze z nı́ tudı́ž vybrat konvergentnı́ podposloupnost {hkl },
hkl → h, ‖h‖ = 1 (viz např. [16, str. 119]). Pro jednoduššı́ označenı́ předpokládejme, že
přı́mo posloupnost {hk} je konvergentnı́.
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Podle (5.2) platı́, že

0 = gi(xk)− gi(x∗) = 〈g′i(x
∗), αkhk〉 + o(αk), i = 1, . . . , m,

takže po vydělenı́ αk a limitnı́m přechodu pro k→+∞ vyjde 〈g′i(x
∗),h〉 = 0.

Dále podle předpokladů platı́

〈L ′x(x
∗, y∗0 , y

∗),h〉 = 0.

Tedy

L (xk, y
∗

0 , y
∗) = y∗0f (xk)+

m∑
i=1

y∗i gi(xk) = y
∗

0f (xk) 5

5 y∗0f (x
∗) = y∗0f (x

∗)+

m∑
i=1

y∗i gi(x
∗) = L (x∗, y∗0 , y

∗).

Opět podle (5.3) platı́, že

L (xk, y
∗

0 , y
∗) = L (x∗, y∗0 , y

∗)+ 〈L ′x(x
∗, y∗0 , y

∗), αkhk〉 +

+
1
2
〈L ′′xx(x

∗, y∗0 , y
∗)(αkhk), αkhk〉 + o(α

2
k),

což podle předchozı́ho znamená, že

α2
k

2
〈L ′′xx(x

∗, y∗0 , y
∗)hk,hk〉 + o(α

2
k) 5 0.

Po vydělenı́ α2
k a limitnı́m přechodu dostaneme, že 〈L ′′xx(x

∗, y∗0 , y
∗)h,h〉 5 0 pro nenu-

lové h splňujı́cı́ (8.9), což je však spor s předpokladem.

+
Přı́klad 8.7. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f (x1, x2) = x

2
1 + x

2
2 za podmı́nky 5x2

1 +

+ 6x1x2 + 5x2
2 − 8 = 0.

Řešenı́. Jak funkce f (x1, x2), tak funkce g1(x1, x2) = 5x2
1 + 6x1x2 + 5x2

2 − 8 z vazebné
podmı́nky majı́ derivace všech řádů v celé R2. Lagrangeova funkce má tvar

L (x1, x2, y0, y1) = y0(x
2
1 + x

2
2)+ y1(5x2

1 + 6x1x2 + 5x2
2 − 8).

Budeme předpokládat, že y0 = 0 pro minimum i maximum (viz text před větou 8.5).
Nezávislost gradientu g′1(x1, x2) = (10x1 + 6x2, 6x1 + 10x2) znamená, že je nenulový.
Ale soustava rovnic

10x1 + 6x2 = 0,
6x1 + 10x2 = 0

má jediné řešenı́ x1 = x2 = 0, které nevyhovuje vazebné podmı́nce. To tedy znamená, že
y0 je nenulové, a lze volit y0 = 1. Derivace Lagrangeovy funkce pak je

L ′x(x1, x2, y0, y1) = (2x1 + y1(10x1 + 6x2), 2x2 + y1(6x1 + 10x2)).
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Ta musı́ být podle věty 8.2 nulová. Pro určenı́ stacionárnı́ch bodů máme rovnice

2x1 + y1(10x1 + 6x2) = 0,
2x2 + y1(6x1 + 10x2) = 0. (8.11)

Dále musı́ platit vazebná podmı́nka.
Z rovnic (8.11) plyne, že y1 6= 0. V opačném přı́padě bychom dostali x1 = x2 = 0, ale

toto řešenı́ nesplňuje vazebnou podmı́nku. Z nenulovosti y1 plyne, že x1 6= 0 a x2 6= 0.
Kdyby totiž např. x1 = 0, vyšlo by z prvnı́ rovnice v (8.11), že x2 = 0, což je opět spor
s vazebnou podmı́nkou. Platı́ tedy

−
1
y1
=

5x1 + 3x2

x1
,

−
1
y1
=

3x1 + 5x2

x2

=⇒ 5x1x2 + 3x2
2 = 3x2

1 + 5x1x2 =⇒ x2
1 = x

2
2 .

Odtud máme x2 = ±x1. Tento výsledek dosadı́me do vazebné podmı́nky. Vyjde

(I) x2 = x1 =⇒ 16x2
1 = 8 =⇒ x1 = ±

√
2

2
=⇒ y1 = −

1
8
,

(II) x2 = −x1 =⇒ 4x2
1 = 8 =⇒ x1 = ±

√
2 =⇒ y1 = −

1
2
.

Celkově jsme tudı́ž dostali čtyři řešenı́, a to x1
=
(√2

2 ,
√

2
2

)
, x2

=
(
−

√
2

2 ,−
√

2
2

)
,

x3
= (
√

2,−
√

2) a x4
= (−

√
2,
√

2). Dosazenı́m se můžeme přesvědčit, že všechna
vyhovujı́ rovnicı́m (8.11) i vazebné podmı́nce, tj. jsou to stacionárnı́ body.

Dále vypočteme druhou derivaci. Vyjde

L ′′xx(x1, x2, y0, y1) =

(
2+ 10y1 6y1

6y1 2+ 10y1

)
.

Nynı́ určı́me vektory splňujı́cı́ podmı́nku (8.9). Máme

g′1(x1, x2) = (10x1 + 6x2, 6x1 + 10x2).

Nejprve vyšetřı́me body x1 a x2, jimž odpovı́dá táž hodnota multiplikátoru y1 = −1/8.
Je g′1(x

1) = (8
√

2, 8
√

2) = −g′1(x
2). Pro h = (h1, h2) je

〈g′1(x
1),h〉 = 8

√
2h1 + 8

√
2h2 = 0 =⇒ h1 = −h2, tj. h = (h,−h), h ∈ R.

Pro x2 majı́ vektory splňujı́cı́ (8.9) stejný tvar. Tedy

〈
L ′′xx

(√2
2 ,
√

2
2 , 1,−1

8

)
h,h

〉
= (h,−h)

(
3
4 −

3
4

−
3
4

3
4

)(
h

−h

)
= 3h2 > 0 pro h 6= 0.

Výsledek pro x2 je stejný. V obou těchto bodech je proto podle věty 8.6 lokálnı́ minimum.
Jeho hodnota je f (x1) = f (x2) = 1.
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Podobně pro body x3 a x4, jimž odpovı́dá tatáž hodnota multiplikátoru y1 = −1/2, je
g′1(x

3) = (4
√

2,−4
√

2) = −g′1(x
4). Pak

〈g′1(x
3),h〉 = 4

√
2h1 − 4

√
2h2 = 0 =⇒ h1 = h2, tj. h = (h, h), h ∈ R.

Pro x4 majı́ vektory splňujı́cı́ (8.9) stejný tvar. Tedy〈
L ′′xx

(√
2,−
√

2, 1,−1
2

)
,h
〉
= (h, h)

(
−3 −3
−3 −3

)(
h

h

)
= −12h2 < 0 pro h 6= 0.

Výsledek pro x4 je stejný. V obou těchto bodech je proto podle věty 8.6 lokálnı́ maximum.
Jeho hodnota je f (x3) = f (x4) = 4.

Úloha má názornou geometrickou interpretaci. Vazebná podmı́nka je rovnicı́ elipsy,
na nı́ž hledáme nejbližšı́ a nejvzdálenějšı́ bod od počátku. N

+

Přı́klad 8.8. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f (x) = x1x2x3 za platnosti podmı́nek
x2

1 + x
2
2 + x

2
3 = 1, x1 + x2 + x3 = 1.

Řešenı́. Jak funkce f (x), tak funkce g1(x) = x
2
1+x

2
2+x

2
3−1 a g2(x) = x1+x2+x3−1

majı́ v R3 derivace všech řádů. Lagrangeova funkce má tvar

L (x, y0, y) = y0x1x2x3 + y1(x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 − 1)+ y2(x1 + x2 + x3 − 1).

Gradienty g′1(x) = 2(x1, x2, x3) a g′2(x) = (1, 1, 1) mohou být lineárně závislé, jen když
x1 = x2 = x3 = t . Po dosazenı́ do prvnı́ vazebné podmı́nky přitom vyjde 3t2 = 1, tj.
t = ±1/

√
3. Podobně z druhé podmı́nky vyjde 3t = 1, tj. t = 1/3. To je však spor. Podle

věty 8.2 je proto možné volit y0 = 1.
Nynı́ vypočteme derivaci Lagrangeovy funkce. Dostaneme

L ′x(x, 1, y) = (x2x3 + 2x1y1 + y2, x1x3 + 2x2y1 + y2, x1x2 + 2x3y1 + y2).

Ta se musı́ rovnat nule. Přı́slušná soustava rovnic má tvar

x2x3 + 2x1y1 + y2 = 0,
x1x3 + 2x2y1 + y2 = 0,
x1x2 + 2x3y1 + y2 = 0.

(8.12)

Dále musı́ platit obě vazebné podmı́nky.
Sečteme tyto tři rovnice. Dostaneme

x1x2 + x1x3 + x2x3 + 2y1(x1 + x2 + x3)+ 3y2 = 0. (8.13)

Protože pro libovolná x1, x2 a x3 platı́ identita

(x1 + x2 + x3)
2
− (x2

1 + x
2
2 + x

2
3) = 2(x1x2 + x1x3 + x2x3),

vycházı́ vzhledem k vazebným podmı́nkám jednak, že x1x2 + x1x3 + x2x3 = 0, jednak
pak z (8.13), že

2y1 + 3y2 = 0. (8.14)
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Dále od sebe odečteme prvnı́ a druhou rovnici z (8.12). Dostaneme

x3(x2 − x1)+ 2y1(x1 − x2) = 0 ⇐⇒ (x1 − x2)(2y1 − x3) = 0.

Obdobné rovnice dostaneme odečtenı́m prvnı́ a třetı́ a druhé a třetı́ rovnice z (8.12).
Celkově dostaneme

(x1 − x2)(2y1 − x3) = 0, (8.15)
(x1 − x3)(2y1 − x2) = 0, (8.16)
(x2 − x3)(2y1 − x1) = 0. (8.17)

V každé z těchto rovnic musı́ být alespoň jedna závorka rovna nule. Budeme kombinovat
různé možnosti.

1) Necht’x1 − x2 = 0 a x1 − x3 = 0. Pak x1 = x2 = x3, a je tedy splněno i (8.17). Dosa-
zenı́m do vazebných podmı́nek dostaneme stejně jako výše při ověřovánı́ nezávislosti
gradientů g′1 a g′2 spor. Stejný spor dostaneme při volbách x1 − x2 = 0, x2 − x3 = 0
a x1 − x3 = 0, x2 − x3 = 0.

2) Necht’x1 − x2 = 0 a 2y1 − x2 = 0. Pak x1 = 2y1 a je splněno i (8.17). Z vazebných
podmı́nek vycházı́

8y2
1 + x

2
3 = 1,

4y1 + x3 = 1
=⇒ 8y2

1 + (1−4y1)
2
= 1 =⇒ 3y2

1 −y1 = 0 =⇒ y1 =

{
0,
1/3.

Prvnı́ hodnota dává x1 = x2 = 0, x3 = 1, y2 = 0, druhá pak x1 = x2 = 2/3,
x3 = −1/3, y2 = −2/9. Tedy

x1
= (0, 0, 1), y1

= (0, 0), x2
=

(
2
3
,

2
3
,−

1
3

)
, y2

=

(
1
3
,−

2
9

)
.

3) Necht’x1 − x3 = 0 a 2y1 − x1 = 0. Pak x3 = 2y1 a je splněno i (8.15). Obdobně jako
v předchozı́m bodě dostaneme

x3
= (0, 1, 0), y3

= (0, 0), x4
=

(
2
3
,−

1
3
,

2
3

)
, y4

=

(
1
3
,−

2
9

)
.

4) Necht’x2 − x3 = 0 a 2y1 − x3 = 0. Pak x2 = 2y1 a je splněno i (8.16). Opět obdobně
jako v bodě 2) dostaneme

x5
= (1, 0, 0), y5

= (0, 0), x6
=

(
−

1
3
,

2
3
,

2
3

)
, y6

=

(
1
3
,−

2
9

)
.

Zbývajı́cı́ kombinace nedávajı́ žádná dalšı́ řešenı́.
Nynı́ vypočteme druhé derivace Lagrangeovy funkce. Dı́ky spojitosti jsou smı́šené

parciálnı́ derivace lišı́cı́ se pouze pořadı́m neznámých, podle kterých se derivuje, stejné.
Vyjde

Lx1x1 = 2y1, Lx2x2 = 2y1, Lx3x3 = 2y1, Lx1x2 = x3, Lx2x3 = x1, Lx1x3 = x2.
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Derivace L ′′xx(x, 1, y), tj. matice druhých parciálnı́ch derivacı́, má tvar

L ′′xx(x, 1, y) =

2y1 x3 x2
x3 2y1 x1
x2 x1 2y1

 . (8.18)

Připomeňme si ještě, že g′1(x) = 2(x1, x2, x3) a g′2(x) = (1, 1, 1).
Nejprve vyšetřı́me stacionárnı́ bod x1. K tomu musı́me určit všechny vektory h =

= (h1, h2, h3), které splňujı́ podmı́nky (8.9). Dostaneme

g′1(x
1) = 2(0, 0, 1), 〈g′1(x

1),h〉 = 0 =⇒ h3 = 0,

g′2(x
1) = (1, 1, 1), 〈g′2(x

1),h〉 = 0 =⇒ h1 + h2 + h3 = 0.

Musı́ tedy platit h1 = −h2, takže h = (h,−h, 0), h ∈ R. Dále vyčı́slı́me kvadratickou
formu z (8.10). Vyjde

L ′′xx(x
1, 1, y1) =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 .
Tedy

〈L ′′xx(x
1, 1, y1)h,h〉 = (h,−h, 0)

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 h

−h

0

 = −2h2 < 0 pro h 6= 0.

Vzhledem k textu před větou 8.5 to znamená, že v bodě x1 podle věty 8.3 je lokálnı́
maximum.

Nynı́ vyšetřı́me stacionárnı́ bod x2. Určı́me vektory h splňujı́cı́ (8.9). Máme

g′1(x
2) =

2
3
(2, 2,−1), 〈g′1(x

2),h〉 = 0 =⇒ 2h1 + 2h2 − h3 = 0,

g′2(x
2) = (1, 1, 1), 〈g′2(x

2),h〉 = 0 =⇒ h1 + h2 + h3 = 0.

Opět dostáváme h1 = −h2, h3 = 0, takže h = (h,−h, 0), h ∈ R.
Druhá derivace Lagrangeovy funkce je

L ′′xx(x
2, 1, y2) =

1
3

 2 −1 2
−1 2 2

2 2 2

 ,
takže

〈L ′′xx(x
2, 1, y2)h,h〉 =

1
3
(h,−h, 0)

 2 −1 2
−1 2 2

2 2 2

 h

−h

0

 = 2h2 > 0 pro h 6= 0.

V bodě x2 je tedy lokálnı́ minimum.
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Obdobně se ověřı́, že v bodech x3 a x5 je také lokálnı́ maximum a v bodech x4 a x6

zase lokálnı́ minimum. Přitom platı́

f (x1) = f (x3) = f (x5) = 0, f (x2) = f (x4) = f (x6) = −
4

27
.

Definičnı́ obor, na němž jsme funkci f vyšetřovali, je průnikem kulové plochy x2
1 +

+x2
2+x

2
3 = 1 a roviny x1+x2+x3 = 1. Je to tedy kružnice, což je ohraničená a uzavřená

množina, tedy je kompaktnı́. Podle Weierstrassovy věty nabývá f na této množině globálnı́
maximum i minimum. Podle poznámky 5.17, část 4, má globálnı́ maximum v bodech x1,
x3 a x5 a globálnı́ minimum v bodech x2, x4 a x6. V jiných bodech globálnı́ extrémy
již nastat nemohou, protože by v nich musely být i lokálnı́ extrémy, ale ty již žádné dalšı́
nejsou, jelikož jsme našli všechny. N

V předchozı́m přı́kladu jsme mohli postupovat jinak. Nejprve jsme mohli na základě
Weierstrassovy věty zdůvodnit, že existujı́ globálnı́ extrémy. Pak jsme mohli pomocı́
věty 8.2 najı́t stacionárnı́ body. Protože v bodě globálnı́ho extrému je současně lokálnı́ ex-
trém, a tudı́ž stacionárnı́ bod, musı́ být globálnı́ extrémy mezi stacionárnı́mi body. Stačilo
tedy určit funkčnı́ hodnoty ve stacionárnı́ch bodech a vybrat z nich největšı́ a nejmenšı́.
Protože v našem přı́padě byla ve třech stacionárnı́ch bodech stejná nejmenšı́ hodnota a ve
zbývajı́cı́ch třech stejná největšı́ hodnota, jednalo se o body globálnı́ch, a proto i lokálnı́ch
extrémů. Jelikož žádné dalšı́ stacionárnı́ body nebyly, nemuseli jsme tudı́ž počı́tat druhou
derivaci Lagrangeovy funkce a vyšetřovat jejı́ definitnost. Řešenı́ by bylo v tomto kon-
krétnı́m přı́padě podstatně kratšı́. Našı́m cı́lem však bylo ukázat použitı́ věty 8.6. Právě
popsaný postup uplatnı́me v následujı́cı́m přı́kladu.

+

Přı́klad 8.9. Najděte globálnı́ a lokálnı́ extrémy funkce f (x) = x2
1 + x

2
2 − x

2
3 při splněnı́

podmı́nky x2
1/2+ x

2
2 + x

2
3 − 1 = 0.

Řešenı́. Jak funkce f (x), tak funkce g(x) = x2
1/2 + x

2
2 + x

2
3 − 1 majı́ v R3 derivace

všech řádů, zejména jsou tedy spojité. Množina bodů vyhovujı́cı́ch vazebné podmı́nce je
elipsoid — viz (9.12). Je to tedy ohraničená a uzavřená množina, takže na nı́ funkce f
podle Weierstrassovy věty (část Pro zájemce na str. 140) nabývá globálnı́ho maxima
i minima. V přı́slušných bodech budou proto rovněž lokálnı́ extrémy, a tudı́ž podle věty 8.2
i stacionárnı́ body. Ty nynı́ nalezneme.

Lagrangeova funkce má tvar

L (x, y0, y1) = y0(x
2
1 + x

2
2 − x

2
3)+ y1(x

2
1/2+ x

2
2 + x

2
3 − 1).

Určı́me jejı́ derivaci a položı́me ji rovnu nule:

Lx(x, y0, y1) = y0(2x1, 2x2,−2x3)+ y1(x1, 2x2, 2x3) = (0, 0, 0). (8.19)

Kdyby platilo y0 = 0, muselo by být y1 6= 0. Pak ovšem z předchozı́ rovnice dosta-
neme x1 = x2 = x3 = 0, ale tento bod nevyhovuje vazebné podmı́nce. Úloha je proto
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regulárnı́ a můžeme volit y0 = 1 (pro maximum i minimum — viz text před větou 8.5).
Z rovnice (8.19) dostaneme soustavu

x1(2+ y1) = 0,
x2(1+ y1) = 0, (8.20)
x3(−1+ y1) = 0.

Je-li y1 6= −2,−1, 1, dostaneme z předchozı́ch rovnic, že x1 = x2 = x3 = 0, což je
spor s vazebnou podmı́nkou.

Nynı́ probereme všechny tři zbývajı́cı́ hodnoty multiplikátoru y1.

1) Je-li y1 = −2, vyjde ze soustavy (8.20), že x2 = x3 = 0. Z vazebné podmı́nky pak
máme x2

1/2− 1 = 0, tj. x1 = ±
√

2. Našli jsme dva stacionárnı́ body x1
= (
√

2, 0, 0)
a x2
= (−

√
2, 0, 0).

2) Je-li y1 = −1, vyjde ze soustavy (8.20), že x1 = x3 = 0. Z vazebné podmı́nky pak
máme x2

2 − 1 = 0, tj. x2 = ±1. Našli jsme dva stacionárnı́ body x3
= (0, 1, 0)

a x4
= (0,−1, 0).

3) Je-li y1 = 1, vyjde ze soustavy (8.20), že x1 = x2 = 0. Z vazebné podmı́nky pak
máme x2

3 − 1 = 0, tj. x3 = ±1. Našli jsme dva stacionárnı́ body x5
= (0, 0, 1)

a x6
= (0, 0,−1).

Dále vypočteme funkčnı́ hodnoty ve stacionárnı́ch bodech:

f (x1) = f (x2) = 2, f (x3) = f (x4) = 1, f (x5) = f (x6) = −1.

To ovšem znamená, že v bodech x1 a x2 nabývá funkce f globálnı́ho maxima, takže zde
má i lokálnı́ maxima, a v bodech x5 a x6 nabývá globálnı́ho minima, takže zde má i lokálnı́
minima.

O stacionárnı́ch bodech x3 a x4 nelze na základě předchozı́ch úvah nic řı́ci, pokud jde
o lokálnı́ extrémy. Musı́me tedy použı́t podmı́nky druhého řádu. Lagrangeova funkce má
v tomto bodě tvar

L (x, 1,−1) = x2
1 + x

2
2 − x

2
3 − (x

2
1/2+ x

2
2 + x

2
3 − 1) = x2

1/2− 2x2
3 + 1,

takže Lx1x1 = 1, Lx3x3 = −4 a všechny zbývajı́cı́ druhé parciálnı́ derivace jsou nulové.
Druhá derivace L ′′xx(x, 1,−1), tj. matice druhých parciálnı́ch derivacı́, má tvar

L ′′xx(x, 1,−1) =

1 0 0
0 0 0
0 0 −4

 .
Nynı́ určı́me všechny vektory h = (h1, h2, h3), které splňujı́ podmı́nky (8.9). Protože

g′x = (x1, 2x2, 2x3), dostaneme

g′(x3) = (0, 2, 0), 〈g′(x3),h〉 = 0 =⇒ 2h2 = 0,

g′(x4) = (0,−2, 0), 〈g′(x4),h〉 = 0 =⇒ 2h2 = 0.
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V obou přı́padech je tedy h2 = 0, takže h = (h1, 0, h3), h1, h3 ∈ R. Vyčı́slı́me kvadra-
tickou formu z (8.10). Pro x3 vyjde

〈L ′′xx(x
3, 1, y1)h,h〉 = (h1, 0, h3)

1 0 0
0 0 0
0 0 −4

h1
0
h3

 = h2
1 − 4h2

3.

Výsledek pro x4 je stejný. To je však indefinitnı́ forma, takže podle věty 8.5 v žádném
z bodů x3, x4 nenı́ lokálnı́ extrém. N

+

Přı́klad 8.10. Najděte největšı́ vzdálenost d počátku O od smyčky Descartova1 listu
x3

1 + x
3
2 − 3ax1x2 = 0, a > 0.

x1

x2

O

A

Obr. 8.3

Řešenı́. Je-li A = (x1, x2) bodem smyčky Descartova listu (obr. 8.3), pak pro jeho
vzdálenost d od počátku O = (0, 0) platı́

d =

√
x2

1 + x
2
2 ,

takže
d2
= x2

1 + x
2
2 .

1René Descartes (1596–1650) (čti dekart) — francouzský filosof a matematik. Zakladatel analytické
geometrie. Použitı́ souřadnic, které zavedl, umožňuje řešit geometrické problémy výpočtem, nikoliv jen
konstrukcı́, jako v syntetické geometrii. Latinský přepis jeho jména je Cartesius. Odtud pocházı́ název
kartézské souřadnice a kartézský součin. Je znám svým výrokem Cogito ergo sum (Myslı́m, tedy jsem).
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Mı́sto extrému vzdálenosti d můžeme hledat extrém mocniny d2. Přitom je tento extrém
vázán podmı́nkou, že bod A = (x1, x2) je bodem smyčky Descartova listu. Jde tedy
o určenı́ extrému funkce

d2
= x2

1 + x
2
2

uvnitř prvnı́ho kvadrantu (tj. v (8.1) je P = (0,+∞)× (0,+∞) ) při podmı́nce

x3
1 + x

3
2 − 3ax1x2 = 0.

Jak funkce f (x1, x2) = x
2
1 + x

2
2 , tak vazebná podmı́nka g1(x1, x2) = x

3
1 + x

3
2 − 3ax1x2

majı́ parciálnı́ derivace všech řádů. Sestavı́me Lagrangeovu funkci:

L (x1, x2, y0, y1) = y0(x
2
1 + x

2
2)+ y1(x

3
1 + x

3
2 − 3ax1x2).

Derivace funkce g1 je

g′1(x1, x2, y0, y1) = (3x2
1 − 3ax2, 3x2

2 − 3ax1).

Určı́me, kdy se rovná nule. Z rovnic

3x2
1 − 3ax2 = 0, 3x2

2 − 3ax1 = 0

dostaneme vyloučenı́m druhé neznámé, že x4
1 = a

3x1. Tato rovnice má dvě reálná řešenı́:
x1 = 0 a x1 = a. Hodnoty druhé neznámé jsou po řadě x2 = 0 a x2 = a. Prvnı́ bod (0, 0)
nepatřı́ do množiny přı́mých omezenı́P a druhý bod (a, a) nevyhovuje vazebné podmı́nce.
Podle věty 8.2 je tudı́ž y0 6= 0 a můžeme předpokládat, že y0 = 1.

Derivace Lagrangeovy funkce je

L ′x(x1, x2, 1, y1) =
(
2x1 + y1(3x2

1 − 3ax2), 2x2 + y1(3x2
2 − 3ax1)

)
.

Pro určenı́ stacionárnı́ch bodů máme tři rovnice

2x1 + y1(3x2
1 − 3ax2) = 0,

2x2 + y1(3x2
2 − 3ax1) = 0,

x3
1 + x

3
2 − 3ax1x2 = 0.

Multiplikátor y1 6= 0. Jinak by z prvnı́ch dvou rovnic vyšlo x1 = x2 = 0, ale tento bod ne-
ležı́ v množině P . Vynásobı́me-li prvnı́ rovnici x2, druhou x1, odečteme je a vykrátı́me y1,
dostaneme postupnými úpravami

x1(ax1 − x
2
2) = x2(ax2 − x

2
1),

a(x2
1 − x

2
2) = x1x2(x2 − x1),

(x1 − x2)
(
a(x1 + x2)+ x1x2

)
= 0.

Protože pro (x1, x2) ∈ P je a(x1 + x2) + x1x2 > 0, musı́ platit x1 = x2. Po dosazenı́ do
vazebné podmı́nky vyjde vzhledem k tomu, že x1 6= 0,

2x3
1 − 3ax2

1 = 0 ⇒ x1 =
3
2
a.
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Máme tudı́ž jediný stacionárnı́ bod x∗ =
(3

2 a,
3
2 a
)
. Lagrangeův multiplikátor nabývá pro

tento bod hodnoty y∗1 = −
4

3a .
Dále vypočteme druhou derivaci Lagrangeovy funkce. Vyjde

L ′′xx(x1, x2, 1, y1) =

(
2+ 6x1y1 −3ay1
−3ay1 2+ 6x2y1

)
.

Nynı́ určı́me vektory splňujı́cı́ podmı́nku (8.9). Máme

g′1(x
∗, 1, y∗1 ) =

(
9
4
a2 9

4
a2
)
.

Pro h = (h1, h2) je

〈
g′1(x

∗, 1, y∗1 ),h
〉
=

9
4
a2(h1 + h2) = 0 ⇒ h1 = −h2, tj. h = (h,−h), h ∈ R.

Tedy

〈
L ′′xx(x

∗

1 , x
∗

2 , 1, y∗1 )h,h
〉
= (h,−h)

(
−10 4

4 −10

)(
h

−h

)
= −28h2.

Podle věty 8.3 je proto v bodě x∗ lokálnı́ maximum, jehož hodnota je dmax =
3a
√

2
2 .

Je zřejmé, že přidánı́m počátku k množině bodů splňujı́cı́ch vazebnou podmı́nku do-
staneme ohraničenou a uzavřenou množinu. Uzavřenost plyne ze spojitosti funkce g1.
O ohraničenosti se můžeme přesvědčit vyjádřenı́m Descartova listu v polárnı́ch souřadni-
cı́ch. Položı́me-li x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, ϕ ∈ 〈0,π/2〉, dostaneme

ρ3(cos3 ϕ + sin3 ϕ)− 3aρ2 cosϕ sinϕ = 0.

Na intervalu 〈0,π/2〉 jsou obě funkce cosϕ a sinϕ nezáporné a nikdy nejsou současně
rovny nule. Tedy výraz cos3 ϕ+ sin3 ϕ je na tomto intervalu kladný. Podle Weierstrassovy
věty pro funkci jedné proměnné zde nabývá absolutnı́ho minima, které je kladné, tj.
existuje konstanta c > 0 taková, že cos3 ϕ + sin3 ϕ = c, ϕ ∈ 〈0,π/2〉.

Hodnota ρ = 0 odpovı́dá počátku. Pro ostatnı́ body v prvnı́m kvadrantu vyjde

ρ =
3a cosϕ sinϕ

cos3 ϕ + sin3 ϕ
⇒ |ρ| 5

3a
c
.

Tı́m je ohraničenost ověřena.
Podle Weierstrassovy věty tudı́ž existuje globálnı́ maximum, které musı́ být v bodě x∗.

Největšı́ vzdálenost počátku O od smyčky Descartova listu je tudı́ž 3a
√

2
2 a je rovna

vzdálenosti od bodu x∗ =
(3a

2 ,
3a
2

)
. N
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Pojmy k zapamatovánı́ ∑
— vazebné podmı́nky
— přı́má omezenı́
— vázaný extrém
— Lagrangeova funkce
— Lagrangeovy multiplikátory
— stacionárnı́ bod
— nutné a postačujı́cı́ podmı́nky existence lokálnı́ho extrému

Kontrolnı́ otázky ?
1. Co rozumı́me tzv. klasickou úlohou na vázaný extrém?
2. Jaká je nutná podmı́nka, aby bod x∗ byl lokálnı́m extrémem úlohy f (x) → ext,
gi(x) = 0, i = 1, . . . , m, x ∈ P, P = intP ?

3. Jaké podmı́nky musı́ splňovat bod x∗, aby byl stacionárnı́m bodem úlohy na vázaný
extrém?

4. Co je to nutná podmı́nka prvnı́ho řádu pro existenci lokálnı́ho extrému?
5. Jak lze geometricky interpretovat nutnou podmı́nku prvnı́ho řádu existence lokál-

nı́ho extrému?
6. Jaká je nutná podmı́nka druhého řádu pro existenci lokálnı́ho extrému?
7. Uved’te jaké podmı́nky zaručujı́, aby v bodě x∗ bylo lokálnı́ minimum úlohy na

vázaný extrém.
8. Jak lze převést vyšetřovánı́ lokálnı́ch maxim na vyšetřovánı́ lokálnı́ch minim?

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Nalezněte vázané lokálnı́ extrémy funkce f (x1, x2) při zadané podmı́nce.

a) f : z = x3
1 + x

3
2 , podmı́nka x1 + x2 − 3 = 0,

b) f : z = x1 + 2x2, podmı́nka x2
1 + x

2
2 = 5,

c) f : z = x2
1 + 2x2

2 , podmı́nka x2
1 − 2x1 + 2x2

2 + 4x2 = 0,

d) f : z = 6− 4x1 − 3x2, podmı́nka x2
1 + x

2
2 = 1,

e) f : z = x1x2, podmı́nka x1 + x2 = 2,

f) f : z = 2(x2
1 + x

2
2), podmı́nka x1 + x2 = 2,

g) f : z = 1/x1 + 1/x2, podmı́nka x1 + x2 = 2,

h) f : z = cos2 x1 + cos2 x2, podmı́nka x1 − x2 = π/4,

i) f : z = x1 + x2 + 2, podmı́nka 2(x2
1 + x

2
2) = x

2
1x

2
2 ,

j) f : z = x1 + x2, podmı́nka x1x2 = 1,

k) f : z = 1/x1 + 1/x2, podmı́nka 1/x2
1 + 1/x2

2 = 1.
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2. Nalezněte extrémnı́ hodnoty vzdálenosti počátku souřadného systému od křivky 5x2
1−6x1x2+

+ 5x2
2 − 8 = 0.

3. Určete stacionárnı́ body a ověřte, zda jsou v nich lokálnı́ popř. globálnı́ extrémy.

a) x1x2 + x2x3 → ext, x2
1 + x

2
2 = 2, x2 + x3 = 2.

Návod: Z Lx = 0 vyjádřete x1, x2, x3 pomocı́ y1, y2 a dosad’te do vazebných podmı́nek.
Z nich pak vylučte y1.

b) x2
1 + · · · + x

2
n → ext, x1 + 2x2 + · · · + nxn = 1.

Pomůcka: 12
+ 22
+ · · · + n2

=
n
6 (n+ 1)(2n+ 1).

c) x1x2x3 → ext, x1 + x2 + x3 = 5, x1x2 + x2x3 + x1x3 = 8,

d) x1 − 2x2 + 2x3 → ext, x2
1 + x

2
2 + x

2
3 = 1,

e) x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 → ext, x2

1 + x
2
2 + x

2
3 = 1, x1 + 2x2 + 3x3 = 0,

f) 4x1 + 3x2 → ext, x2
1 + x

2
2 = 1,

g) x2
1 + x

2
2 → ext, 3x1 + 4x2 = 1,

h) ex1x2 → ext, x1 + x2 = 1,

i) 5x2
1 + 4x1x2 + x

2
2 → ext, x1 + x2 = 1,

j) 3x2
1 + 4x1x2 + x

2
2 → ext, x1 + x2 = 1,

k) x1x
2
2x

3
3 → ext, x1 + x2 + x3 = 1,

l) x1x2x3 → ext, x2
1 + x

2
2 + x

2
3 = 1, x1 + x2 + x3 = 0.

4. Najděte globálnı́ a lokálnı́ extrémy funkce f (x) = x2
1 + x

2
2 − x

2
3 při splněnı́ podmı́nky

x2
1 + x

2
2 + x

2
3 − 1 = 0.

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́
Označenı́: lm (lM) . . . lokálnı́ minimum (maximum), gm (gM) . . . globálnı́ minimum (maximum),
sb . . . stacionárnı́ bod, v němž nenı́ extrém. Všechny úlohy jsou regulárnı́ a multiplikátor y0 = 1,
pokud nenı́ uvedeno jinak.

1. a) lm v
( 3

2 ,
3
2

)
, y1 = −

27
4 ,

b) lM v (1, 2), y1 = −
1
2 , lm v (−1,−2), y1 =

1
2 ,

c) lm v (0, 0), y1 = 0, lM v (2,−2), y1 = −2,

d) lm v
( 4

5 ,
3
5

)
, y1 =

5
2 , lM v

(
−

4
5 ,−

3
5

)
, y1 = −

5
2 ,

e) lM v (1, 1), y1 = −1,

f) lm v (1, 1), y1 = −4,

g) lm v (1, 1), y1 = 1,

h) lm v
(

π
8 +

kπ
2 ,−

π
8 +

kπ
2

)
, k liché, y1 = −

1
√

2
, lM v

(
π
8 +

kπ
2 ,−

π
8 +

kπ
2

)
, k sudé, y1 =

1
√

2
,

i) lm v (2, 2), y1 =
1
8 , lM v (−2,−2), y1 = −

1
8 ,

j) lm v (1, 1), y1 = −1, lM v (−1,−1), y1 = 1,
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k) lM v
(√

2,
√

2
)
, y1 = −

1
√

2
, lm v

(
−
√

2,−
√

2
)
, y1 =

1
√

2
.

2. gm v
(√2

2 ,−
√

2
2

)
,
(
−

√
2

2 ,
√

2
2

)
, y1 = −

1
8 , gM v

(√
2,
√

2
)
,
(
−
√

2,−
√

2
)
, y1 = −

1
2 .

Návod: Vyšetřete funkci f (x1, x2) = x
2
1+x

2
2 , která má stejné extrémy jako funkce g(x1, x2) =

=
√
x2

1 + x
2
2 . Ohraničenost množiny splňujı́cı́ vazbu (otočená elipsa) lze ověřit takto: Po

úpravě vazebné podmı́nky je 5
(
x1−

3
5 x2
)2
+

16
5 x

2
2 = 8. Odtud

∣∣x1−
3
5 x2
∣∣ 5 4

√
10

, |x2| 5
5
√

10
,

a tedy |x1| 5
∣∣x1 −

3
5 x2
∣∣+ 3

5 |x2| 5
7
√

10
. Pak lze použı́t Weierstrassovu větu.

3. a) lm v (−1, 1, 1), y =
( 1

2 ,−1
)
, gM v (1, 1, 1), y =

(
−

1
2 ,−1

)
,

gm v
(
−1+
√

3
2 , −1−

√
3

2 , 5+
√

3
2

)
, y =

(
2+
√

3
2 , 1+

√
3

2

)
,

lM v
(
−1−
√

3
2 , −1+

√
3

2 , 5−
√

3
2

)
, y =

(
2−
√

3
2 , 1−

√
3

2

)
,

b) gm v
( 6
n(n+1)(2n+1) ,

6·2
n(n+1)(2n+1) , . . . ,

6n
n(n+1)(2n+1)

)
, y = −12

n(n+1)(2n+1) ,

c) gm v (2, 2, 1), (2, 1, 2), (1, 2, 2), y = (4,−2),
gM v

( 4
3 ,

4
3 ,

7
3

)
,
( 4

3 ,
7
3 ,

4
3

)
,
( 7

3 ,
4
3 ,

4
3

)
, y =

( 16
9 ,−

4
3

)
,

d) gM v
( 1

3 ,
2
3 ,

2
3

)
, y1 = −

3
2 , gm v

(
−

1
3 ,−

2
3 ,−

2
3

)
, y1 =

3
2 ,

e) gm v ±
(

1
2

√
13+9

√
2

7 ,− 1
2

√
10−6

√
2

7 ,− 1
2

√
5−3
√

2
7

)
,

y =
(
−12+3

√
2

7 ,±

√
19−3

√
2

7
√

7

)
,

gM v ±
(

1
2

√
13−9

√
2

7 , 1
2

√
10+6

√
2

7 ,− 1
2

√
5+3
√

2
7

)
,

y =
(
−12−3

√
2

7 ,±

√
19+3

√
2

7
√

7

)
,

f) gm v
(
−

4
5 ,−

3
5

)
, y1 =

5
2 , gM v

( 4
5 ,

3
5

)
, y1 = −

5
2 ,

g) gm v
( 3

25 ,
4

25

)
, y1 = −

2
25 ,

h) gM v
( 1

2 ,
1
2

)
, y1 = −

1
2

4
√

e ,

i) gm v
(
−

1
2 ,

3
2

)
, y1 = −1,

j) nemá,

k) lM v
( 1

6 ,
1
3 ,

1
2

)
, y1 = −

1
72 , lM v (t, 0, 1− t), t < 0 nebo t > 1, y1 = 0, lm v (t, 0, 1− t),

0 < t < 1, y1 = 0, sb v (t, 1− t, 0), t ∈ R, a (0, 0, 1), y1 = 0,

l) gm v
(

1
√

6
, 1
√

6
,− 2
√

6

)
,
(

1
√

6
,− 2
√

6
, 1
√

6

)
,
(
−

2
√

6
, 1
√

6
, 1
√

6

)
, y =

(
1

2
√

6
, 1

6

)
,

gM v
(
−

1
√

6
,− 1
√

6
, 2
√

6

)
,
(
−

1
√

6
, 2
√

6
,− 1
√

6

)
,
(

2
√

6
,− 1
√

6
,− 1
√

6

)
,

y =
(
−

1
2
√

6
, 1

6

)
.

4. gm v (0, 0,±1), y1 = 1, gM v (x, y, 0), x2
+ y2

= 1 (tj. na kružnici), y1 = −1.
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Kapitola 9

Kvadratické plochy

Průvodce studiemS

J

VZ

Ze střednı́ školy známe důležitý přı́klad rovinných křivek, tzv. kuželosečky. Ty
jsou definovány jako množiny bodů, které obdržı́me jako řezy kuželové plochy
rovinou. Mezi ně patřı́ zejména kružnice, elipsa, parabola a hyperbola. O těchto
kuželosečkách řı́káme, že jsou nedegenerované. Mezi kuželosečky však také
patřı́ bod, dvojice různoběžných přı́mek nebo jedna přı́mka (tzv. dvojnásobná),
které zı́skáme, když řezná rovina bude procházet vrcholem kuželové plochy. Tyto
kuželosečky se nazývajı́ degenerované.

Dále je známo, že souřadnice bodů kuželoseček vyhovujı́ kvadratickým rov-
nicı́m o dvou neznámých. Při vhodné volbě souřadného systému jsou rovnice
kuželoseček v tzv. normálnı́m tvaru tyto:

x2
+ y2

= r2 kružnice, (9.1)

x2

a2 +
y2

b2 = 1 elipsa, (9.2)

x2

a2 −
y2

b2 = 1 hyperbola, (9.3)

y2
= 2px parabola, (9.4)

x2

a2 +
y2

b2 = 0 dvojnásobný bod, (9.5)

x2

a2 −
y2

b2 = 0 dvojice různoběžných přı́mek, (9.6)

x2
= a2 dvojice rovnoběžných přı́mek, (9.7)

x2
= 0 dvojnásobná přı́mka. (9.8)

Přitom a, b, p, r > 0. Dvojici rovnoběžných přı́mek nedostaneme jako řez kuželové
plochy rovinou.

V této kapitole se pokusı́me vytvořit obdobu v R3. Nepůjde o křivky, ale plochy.
Při jejich zavedenı́ vyjdeme z toho, že množina bodů tvořı́cı́ch kuželosečku vy-
hovuje jisté kvadratické rovnici o dvou proměnných a tuto vlastnost budeme chtı́t
zachovat.
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Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni:

• určit, zda daná rovnice druhého stupně je rovnicı́ kvadriky,
• rozhodnout, zda se jedná o středovou či nestředovou kvadriku,
• rozhodnout, zda je daná kvadrika degenerovaná (regulárnı́) či nedegenerovaná

(singulárnı́),
• upravit rovnici kvadriky na normálnı́ tvar,
• určit střed a poloosy dané kvadriky,
• rozpoznat konkrétnı́ typ dané kvadriky.

Kvadriky budou plochy v R3 tvořené body, jejichž souřadnice vyhovujı́ kvadratické
rovnici o třech neznámých. Přesná definice vypadá následovně.

Definice 9.1. Necht’ a11, a22, a33, a44, a12, a13, a14, a23, a24, a34 ∈ R, přičemž platı́
|a11| + |a22| + |a33| + |a12| + |a13| + |a23| > 0. Pak množinu všech bodů o souřadni-
cı́ch (x, y, z) ∈ R3, které vyhovujı́ rovnici

a11x
2
+a22y

2
+a33z

2
+2a12xy+2a13xz+2a23yz+2a14x+2a24y+2a34z+a44 = 0,

(9.9)
nazýváme kvadrikou neboli kvadratickou plochou.

Jde tedy o kvadratickou rovnici o třech neznámých x, y, z. Čı́sla aij se nazývajı́
koeficienty. Podmı́nka

|a11| + |a22| + |a33| + |a12| + |a13| + |a23| > 0

řı́ká, že aspoň jedno z těchto čı́sel nenı́ nula, tedy že rovnice (9.9) skutečně obsahuje
alespoň jeden kvadratický člen x2, y2, z2, xy, xz nebo yz.

Členy s x, y a z se nazývajı́ lineárnı́ a a44 je absolutnı́ člen.
Koeficienty u smı́šených kvadratických členů xy, xz a yz a lineárnı́ch členů x, y a z

jsou z formálnı́ch důvodů (nı́že bude jasné proč) napsané ve tvaru součinu 2 · čı́slo. Např.
pro 4xz− 3y = 0 je a13 = 2 a a24 = −

3
2 , ostatnı́ koeficienty jsou nulové.

Kvadrika může být i prázdná množina. Např. rovnici x2
+y2
+z2
+1 = 0 nevyhovuje

žádná trojice reálných čı́sel (x, y, z) — součet nezáporných čı́sel zvětšený o jedničku
nemůže dát nulu.

Každé kvadrice přiřadı́me matici jejı́ch koeficientůA. Jejı́ prvky budou čı́sla aij . Chybı́
nám ale prvky pod hlavnı́ diagonálou. Ty doplnı́me tak, aby matice byla symetrická, tj.
položı́me aij = aji pro i > j , kde i, j = 1, . . . , 4. Vlastně koeficienty u smı́šených
kvadratických členů a lineárnı́ch členů rozdělı́me „spravedlivě“ na poloviny. To je důvod
použitı́ dvojek v rovnici (9.9). Např. člen 6xy jakoby napı́šeme ve tvaru 3xy + 3yx.

Poznámka 9.2. Pro snadnějšı́ zapamatovánı́, jak se matice A vytvořı́, si všimněte, že
neznámým x, y a z postupně odpovı́dajı́ indexy 1, 2 a 3. Např. u členu yz je koeficient
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s indexy 2 a 3, tj. a23. U členu zy by bylo podobně a32, ale protože a23 = a32 a yz = zy,
dává to dohromady 2a23yz.

Pokud jedna neznámá chybı́, tj. jde o lineárnı́ členy, nebo chybı́ obě dvě, tj. jde
o absolutnı́ člen, doplnı́ se za přı́slušný index čtyřka, např. a24 u y, resp. dvě čtyřky u a44.

Také si to lze představit tak, že máme ne tři neznámé x, y a z, ale čtyři, přičemž
poslednı́ je rovna jedné, tj. x, y, z a 1. Tedy např. u a24 stojı́ y · 1 a u a44 stojı́ 1 · 1.

Matice přı́slušejı́cı́ kvadrikám hrajı́ při jejich hlubšı́m studiu klı́čovou roli. Protože
nás budou zajı́mat jen základnı́ vlastnosti kvadrik, nebudeme s nimi pracovat. Použijeme
je pouze pro zavedenı́ následujı́cı́ho pojmu, který umožnı́ kvadriky klasifikovat do dvou
skupin (podobně jako kuželosečky).

Definice 9.3. Kvadrika se nazývá nedegenerovaná (regulárnı́), jestliže detA 6= 0.
V opačném přı́padě, tj. když detA = 0, se nazývá degenerovaná (singulárnı́).

+

Přı́klad 9.4. Rozhodněte, zda následujı́cı́ kvadriky jsou degenerované nebo ne.
a) 2x2

− 3z2
+ 4xy − 2yz+ 2y − 6z+ 4 = 0,

b) x2
− 2y2

− 2z2
− xy − xz+ 5yz− x − 4y + 5z− 2 = 0.

Řešenı́. Určı́me nejprve koeficienty aij a z nich pak sestavı́me matici kvadriky a určı́me
jejı́ determinant.

a) a11 = 2, a33 = −3, a44 = 4, a12 = 2, a23 = −1, a24 = 1, a34 = −3, zbývajı́cı́
koeficienty jsou nulové, tj. a22 = a13 = a14 = 0. Tedy

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 0 0
2 0 −1 1
0 −1 −3 −3
0 1 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣
0 −1 1
−1 −3 −3

0 −3 4

∣∣∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣∣∣
2 −1 1
0 −3 −3
0 −3 4

∣∣∣∣∣∣ = 82 6= 0.

Přitom jsme detA rozvinuli podle prvnı́ho řádku. Protože detA 6= 0, jde o nedegene-
rovanou kvadriku.

b) a11 = 1, a22 = −2, a33 = −2, a44 = −2, a12 = −
1
2 , a13 = −

1
2 , a23 =

5
2 , a14 = −

1
2 ,

a24 = −2, a34 =
5
2 . Tedy

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1

2 −
1
2 −

1
2

−
1
2 −2 5

2 −2

−
1
2

5
2 −2 5

2

−
1
2 −2 5

2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

protože determinant má dva stejné řádky. Jde tedy o degenerovanou kvadriku. N
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Dalšı́m našı́m cı́lem bude seznámit se s jednotlivými typy kvadrik a jejich rov-
nicemi. Přitom se budeme snažit (podobně jako u kuželoseček) zvolit souřadný
systém tak, aby rovnice byly co nejjednoduššı́.

Lze ukázat, že otočenı́m souřadného systému kolem počátku je možné docı́lit,
aby koeficienty u smı́šených kvadratických členů xy, xz a yz byly nulové. Protože
nalezenı́ přı́slušné transformace je poněkud obtı́žnějšı́, nebudeme se učit rovnice
tohoto otočenı́ hledat. Zájemce odkazujeme např. na [21, str. 88], kde je úloha
tzv. ortogonálnı́ transformace kvadratické formy na kanonický tvar popsána. Jiná
možnost je použitı́ tzv. invariantů — viz např. [15].

V dalšı́m budeme předpokládat, že rovnice kvadrik nebudou obsahovat smı́šené kva-
dratické členy (přesněji, koeficienty u nich budou nulové), takže jejich podoba bude

a11x
2
+ a22y

2
+ a33z

2
+ 2a14x + 2a24y + 2a34z+ a44 = 0. (9.10)

Nynı́ si uvedeme přehled rovnic kvadrik v tzv. normálnı́m tvaru. Rozdělı́me ho do třı́
částı́. Všude v dalšı́m předpokládáme, že a, b, c, p, q, r > 0.

x2
+ y2

+ z2
= r2 kulová plocha, (9.11)

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1 elipsoid, (9.12)

x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = 1 jednodı́lný hyperboloid, (9.13)

x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = −1 dvojdı́lný hyperboloid, (9.14)

x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = 0 kužel, (9.15)

z =
x2

2p
+
y2

2q
eliptický paraboloid, (9.16)

z =
x2

2p
−
y2

2q
hyperbolický paraboloid. (9.17)

Předchozı́ kvadriky jsou znázorněny na obr. 9.1 a 9.2.
Všechny tyto kvadriky kromě kužele jsou nedegenerované. Kulová plocha, elipsoid,

oba hyperboloidy a kužel jsou tzv. středové kvadriky. (Někdy se tento pojem zavádı́ jen
pro nedegenerované kvadriky — srv. [17, str. 18].) Středem je v tomto přı́padě počátek
O = (0, 0, 0). To znamená, že s každým bodem kvadriky o souřadnicı́ch (x, y, z) také bod
souměrně sdružený vzhledem k počátku, tj. bod o souřadnicı́ch (−x,−y,−z), je rovněž
bodem téže kvadriky. U kužele se bod O = (0, 0, 0) také nazývá vrchol. Vrchol tohoto
typu majı́ pouze degenerované kvadriky.
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Obr. 9.1: Kvadriky — prvnı́ část
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Obr. 9.2: Kvadriky — druhá část

Z rovnice kulové plochy je zřejmě vidět, že
√
x2 + y2 + z2 = r , což řı́ká, že tato

kvadrika je tvořena body, jejichž vzdálenost od počátku je konstantnı́, a to r . Jde tedy
o kulovou plochu se středem v počátku a poloměrem r — viz obr. 9.1 a).

Čı́sla a, b a c v rovnici elipsoidu se nazývajı́ (obdobně jako u elipsy) poloosy elipsoidu.
Protože body (±a, 0, 0), (0,±b, 0) a (0, 0,±c) zřejmě vyhovujı́ rovnici (9.12), jsou to
délky úseků, které tento elipsoid vytı́ná na kladných a záporných částech os x, y a z— viz
obr. 9.1 b). Jestliže je některá dvojice poloos stejná (a třetı́ poloosa je jiná), bude elipsoid
rotačnı́ s osou rotace v souřadné ose odpovı́dajı́cı́ odlišné poloose. Např. jestliže bude
a = c, bude osou rotace y. Jestliže a = b = c = r , je vidět, že rovnice (9.12) přejde po
úpravě v rovnici (9.11). Kulová plocha je tedy speciálnı́m přı́padem elipsoidu.

Rovněž u hyperboloidů se čı́sla a, b a c nazývajı́ poloosy, geometrický význam už
ale nenı́ tak názorný. U jednodı́lného hyperboloidu protı́ná rovina z = 0 tuto kvadriku
v elipse o rovnici x

2

a2 +
y2

b2 = 1, což zjistı́me dosazenı́m nuly za z do rovnice (9.13). Čı́sla a
a b jsou tedy poloosami této elipsy — viz obr. 9.1 c). U dvojdı́lného hyperboloidu zřejmě
bod (0, 0,±c) vyhovuje rovnici (9.14), takže čı́slo c je délka úseku, který tato kvadrika
vytı́ná na kladné a záporné části osy z — viz obr. 9.1 d).

Jestliže v rovnicı́ch hyperboloidů nebo kužele je a = b, jde opět o rotačnı́ kvadriku
s osou rotace z.

Paraboloidy jsou nestředové kvadriky. Pro bod O = (0, 0, 0) se také použı́vá název
vrchol, ale jeho význam je zcela jiný než u degenerovaných kvadrik (např. kužele). Pokud
je u eliptického paraboloidu p = q, je to rotačnı́ kvadrika s osou rotace z.

Pokud je některá z uvedených kvadrik rotačnı́, lze ji vytvořit rotacı́ kuželosečky ležı́cı́
v rovině, přičemž rotace se provádı́ kolem některé osy symetrie této kuželosečky. V přı́padě
nedegenerovaných kuželoseček tak z kružnice zı́skáme kulovou plochu, z elipsy rotačnı́
elipsoid, z hyperboly rotačnı́ jednodı́lný nebo dvojdı́lný hyperboloid a z paraboly rotačnı́
eliptický paraboloid.
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V rovnicı́ch hyperboloidů, kužele a paraboloidů figurovala neznámá z asymetricky.
Cyklickou záměnou x, y a z dostaneme tytéž typy kvadrik, jen je musı́me na obr. 9.1
resp. 9.2 v některém směru o 90◦ otočit.

Pomůckou pro zapamatovánı́ předchozı́ch rovnic jsou následujı́cı́ skutečnosti:
1) Ve všech těchto rovnicı́ch se vyskytujı́ s nenulovým koeficientem všechny tři neznámé.
2) V rovnicı́ch kulové plochy, elipsoidu, obou hyperboloidů a kužele se vyskytujı́ s nenu-

lovým koeficientem všechny tři kvadratické členy.
3) V rovnici kulové plochy jsou všechny tři koeficienty u kvadratických členů stejné.
4) V rovnici elipsoidu majı́ všechny tři koeficienty u kvadratických členů stejné znaménko

(ale nejsou obecně stejné).
5) V rovnicı́ch hyperboloidů a kužele majı́ dva koeficienty u kvadratických členů stejné

znaménko a třetı́ má opačné znaménko.
6) V rovnicı́ch paraboloidů jsou jen dva koeficienty u kvadratických členů nenulové.

U eliptického paraboloidu majı́ koeficienty u těchto kvadratických členů stejná zna-
ménka, u hyperbolického paraboloidu opačná.

Dalšı́ skupinou budou tzv. kvadratické válce.

x2
+ y2

= r2 rotačnı́ válec, (9.18)

x2

a2 +
y2

b2 = 1 eliptický válec, (9.19)

x2

a2 −
y2

b2 = 1 hyperbolický válec, (9.20)

y2
= 2px parabolický válec. (9.21)

Tyto kvadriky jsou znázorněny na obr. 9.3. Jsou všechny degenerované.
Zdánlivě jde o rovnice kuželoseček. Nesmı́me však zapomenout, že jde o rovnici se

třemi neznámými, pouze u členů s neznámou z jsou nulové koeficienty. Jestliže nějaký
bod (x0, y0, 0) vyhovuje takové rovnici, pak této rovnici vyhovuje také bod (x0, y0, z)

s libovolným z ∈ R, protože na z neklade rovnice žádné podmı́nky. To znamená, že tyto
kvadriky s každým bodem současně obsahujı́ přı́mku rovnoběžnou s osou z a procházejı́cı́
tı́mto bodem. Kuželosečka odpovı́dajı́cı́ dané rovnici, která ležı́ v rovině z = 0, se nazývá
řı́dı́cı́ křivka. (Takto se definujı́ obecně válcové plochy i v přı́padě, že řı́dı́cı́ křivka nenı́
kuželosečka. Samozřejmě to nejsou kvadriky.)

V přı́padě rovnic (9.18)–(9.21) je tedy nutné důsledně rozlišovat, jestli je uvažujeme
v R2 nebo v R3. V prvnı́m přı́padě jde o kuželosečky (tedy křivky), v druhém přı́padě
o kvadriky (tedy plochy).

Jak už jsme poznamenali, typickým znakem těchto rovnic je, že jedna neznámá (zdán-
livě) chybı́. V našem přı́padě je to z, ale cyklickou záměnou dostaneme dalšı́ varianty.
Povrchové přı́mky kvadriky jsou rovnoběžné se souřadnou osou odpovı́dajı́cı́ chybějı́cı́mu
pı́smenu.

Předcházejı́cı́ dvě skupiny kvadrik budou pro nás z hlediska aplikacı́ nejdůležitějšı́.
Až budeme probı́rat dvojný a trojný integrál, budeme počı́tat objemy a povrchy těles
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−a

a

−b

b

0

0

0

x

y

z

b) Eliptický válec

−a

a

0

00
x

y

z

c) Hyperbolický válec
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Obr. 9.3: Kvadratické válce

omezených kvadrikami apod. S některými jsme se setkali i v předcházejı́cı́ch kapitolách
tohoto textu (lokálnı́ extrémy, Taylorův vzorec). Pro úplnost však uvedeme i zbývajı́cı́
(neprázdné) kvadriky. Obrázky neuvádı́me, protože jsou zřejmé.

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 0 dvojnásobný bod, (9.22)

x2

a2 +
y2

b2 = 0 dvojnásobná přı́mka, (9.23)

x2

a2 −
y2

b2 = 0 dvojice různoběžných rovin, (9.24)

x2
= a2 dvojice rovnoběžných rovin, (9.25)

x2
= 0 dvojnásobná rovina. (9.26)

Všechny tyto kvadriky jsou degenerované. Názvy kvadrik jsou výstižné. Rovnici
(9.22) vyhovuje pouze bod (0, 0, 0). Rovnici (9.23) vyhovujı́ body tvaru (0, 0, z), z ∈ R,
což je osa z. Rovnici (9.24) lze upravit na tvar

(
x
a
−

y
b

)(
x
a
+

y
b

)
= 0. Musı́ tedy platit

bud’y = b
a
x nebo y = −b

a
x, což jsou rovnice dvou různoběžných rovin, procházejı́cı́ch
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osou z. Rovnici (9.25) lze upravit na tvar (x − a)(x + a) = 0, tedy bud’musı́ platit x = a
nebo x = −a. To jsou rovnice různých rovnoběžných rovin, kolmých k ose x. Konečně
rovnici (9.26) vyhovujı́ body tvaru (0, y, z), y, z ∈ R. Jde tedy o souřadnou rovinu x = 0.
Vı́ce se těmito kvadrikami nebudeme zabývat.

Pokud kvadrika nenı́ v normálnı́m tvaru, ale má rovnici (9.10), stačı́ posunout sou-
řadnou soustavu o vhodný vektor u = (x0, y0, z0). Tedy počátek nové souřadné soustavy
umı́stı́me do bodu (x0, y0, z0) staré souřadné soustavy. Směr a orientace souřadných os se
nezměnı́. Označı́me-li staré souřadnice x, y a z a nové souřadnice x′, y′ a z′, bude platit

x = x′ + x0, y = y′ + y0, z = z′ + z0. (9.27)

Po této transformaci bude mı́t kvadrika (v čárkovaných souřadnicı́ch) normálnı́ tvar.
V původnı́ch souřadnicı́ch dostaneme jejı́ rovnici tak, že v odpovı́dajı́cı́m normálnı́m
tvaru nahradı́me postupně x′, y′ a z′ výrazy x−x0, y−y0 a z− z0. Bod (x0, y0, z0) přejde
v nových souřadnicı́ch do počátku. Např. — viz (9.11) resp. (9.16) —

(x − x0)
2

a2 +
(y − y0)

2

b2 +
(z− z0)

2

c2 = 1 resp. z− z0 =
(x − x0)

2

2p
+
(y − y0)

2

2q

jsou rovnice posunutého elipsoidu resp. eliptického paraboloidu. Střed elipsoidu (ve sta-
rých souřadnicı́ch) bude (x0, y0, z0), vrchol paraboloidu bude tentýž bod.

Praktické nalezenı́ tohoto posunutı́ je dobře známá úloha — tzv. doplněnı́ na úplný
čtverec. Obdobně se postupuje u kuželoseček. Výraz u2

+ αu se s využitı́m vzorce
(a + b)2 = a2

+ 2ab+ b2 upravı́ na tvar u2
+ αu =

(
u+ α

2

)2
−

α2

4 . Postup bude nejlépe
zřejmý z přı́kladů.

+

Přı́klad 9.5. Najděte normálnı́ tvary následujı́cı́ch kvadrik a určete, o jaké kvadriky jde.
a) x2

+ y2
+ z2
+ 4x − 6y − 2z+ 12 = 0,

b) 2x2
− y2

+ 4z2
− 12x − 2y − 16z+ 29 = 0,

c) x2
+ y2

+ 2x − 6y − 3z+ 4 = 0,
d) 9x2

+ 9z2
+ 54x − 12z+ 49 = 0.

Řešenı́. Ve všech přı́kladech se pokusı́me dopředu odhadnout, o jakou kvadriku by mohlo
jı́t. K tomu využijeme poznámky na str. 194.
a) Rovnice obsahuje všechny tři proměnné a všechny ve druhé mocnině, přičemž koefi-

cienty jsou u všech kvadratických členů stejné. Mohlo by jı́t o kulovou plochu. To
zjistı́me až po úpravě. Výsledek bude záviset na čı́sle, které bude v (9.11) na pravé
straně. (Pro nulu by šlo o dvojnásobný bod, pro záporné čı́slo o prázdnou množinu.)
Doplněnı́m na čtverec postupně dostaneme:

x2
+ 4x = (x + 2)2 − 4, y2

− 6y = (y − 3)2 − 9, z2
− 2z = (z− 1)2 − 1.

Dosazenı́m do zadané rovnice vyjde

(x+2)2−4+(y−3)2−9+(z−1)2−1+12 = 0 ⇒ (x+2)2+(y−3)2+(z−1)2 = 2.

Jde tedy o kulovou plochu se středem S = (−2, 3, 1) a poloměrem r =
√

2.
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b) Rovnice obsahuje všechny tři proměnné a všechny ve druhé mocnině, přičemž koefici-
enty u dvou kvadratických členů jsou kladné a jeden je záporný. Dostaneme tedy jednu
z rovnic (9.13), (9.14) nebo (9.15), takže musı́ jı́t o některý z hyperboloidů nebo kužel.
Pokud výraz, který doplňujeme na čtverec, má u druhé mocniny koeficient různý od 1,
je vhodné tento koeficient nejprve vytknout. Vyhneme se tı́m zbytečným numerickým
chybám (i v přı́padě, že jde o −1). Dostaneme:

2x2
− 12x = 2[x2

− 6x] = 2[(x − 3)2 − 9] = 2(x − 3)2 − 18,

− y2
− 2y = −[y2

+ 2y] = −[(y + 1)2 − 1] = −(y + 1)2 + 1,

4z2
− 16z = 4[z2

− 4z] = 4[(z− 2)2 − 4] = 4(z− 2)2 − 16.

Dosazenı́m do zadané rovnice vyjde

2(x − 3)2 − 18− (y + 1)2 + 1+ 4(z− 2)2 − 16+ 29 = 0 ⇒

2(x − 3)2 − (y + 1)2 + 4(z− 2)2 = 4 ⇒

(x − 3)2

2
−
(y + 1)2

4
+ (z− 2)2 = 1.

Jde tedy o jednodı́lný hyperboloid se středem S = (3,−1, 2), jehož poloosy jsou
a =
√

2, b = 2 a c = 1 a jehož osa je rovnoběžná s osou y (oproti (9.13) je zaměněna
role y a z).

c) Rovnice obsahuje všechny tři proměnné, ale pouze dvě ve druhé mocnině, přičemž ko-
eficienty u obou kvadratických členů jsou kladné. Může jı́t tedy pouze o rovnici (9.16).
Dostaneme:

x2
+ 2x = (x + 1)2 − 1, y2

− 6y = (y − 3)2 − 9.

Dosazenı́m do zadané rovnice vyjde

(x + 1)2 − 1+ (y − 3)2 − 9− 3z+ 4 = 0 ⇒

3z+ 6 = (x + 1)2 + (y − 3)2 ⇒ z+ 2 =
(x + 1)2

3
+
(y − 3)2

3
.

Jde tedy o eliptický paraboloid s vrcholem V = (−1, 3,−2), jehož osa je rovnoběžná
s osou z. Parametry jsou p = q = 3

2 . Protože jsou stejné, je rotačnı́.
Upozorněme, že pokud by oba koeficienty u kvadratických členů byly záporné, byl by
eliptický paraboloid převrácen vzhůru nohama oproti obr. 9.2 a).

d) Rovnice obsahuje pouze dvě proměnné, půjde tedy o válcovou plochu. Protože chybı́
proměnná y, bude řı́dı́cı́ křivka ležet v rovině určené osami x a z. Obě neznámé jsou
ve druhé mocnině. Koeficienty u kvadratických členů jsou stejné, proto může jı́t pouze
o kružnici — viz rovnice (9.1). Zda tomu tak je, zjistı́me až po úpravě (na pravé straně
rovnice musı́ vyjı́t kladné čı́slo; pro nulu by to byl dvojnásobný bod a pro záporné čı́slo
prázdná množina). Může jı́t tedy o kruhový válec (9.18). Dostaneme:

9x2
+ 54x = 9[x2

+ 6x] = 9[(x + 3)2 − 9] = 9(x + 3)2 − 81,

9z2
− 12z = 9

[
z2
−

4
3 z
]
= 9

[(
z− 2

3

)2
−

4
9

]
= 9
(
z− 2

3

)2
− 4.
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Dosazenı́m do zadané rovnice vyjde

9(x + 3)2 − 81+ 9
(
z− 2

3

)2
− 4+ 49 = 0 ⇒

9(x + 3)2 + 9
(
z− 2

3

)2
= 36 ⇒ (x + 3)2 +

(
z− 2

3

)2
= 4.

Jde tedy o kruhový válec. Střed řı́dı́cı́ kružnice je S =
(
−3, 0, 2

3

)
, poloměr r = 2 a osa

válce, procházejı́cı́ bodem S, je rovnoběžná s osou y (oproti (9.18) je zaměněna role y
a z). N

Teorie kvadrik patřı́ ke klasickým partiı́m geometrie. Souvisı́ úzce s tzv. kvadratickými
formami a jejich různými transformacemi na kanonický tvar. My se nebudeme věnovat
jejich podrobnějšı́mu studiu. Zájemcům doporučujeme např. [14] nebo [17], kde najdou
nejen výsledky v R2 a v R3, ale i v Rn pro libovolné n ∈ N. V těchto pracı́ch jsou kvadriky
rovněž studovány obecněji v tzv. projektivnı́ch prostorech, což je přirozené prostředı́ pro
vyšetřovánı́ jejich vlastnostı́.

V závěrečné poznámce uvedeme ještě několik důležitých vlastnostı́ kvadrik.

Poznámka 9.6.
1) Lze ukázat, že řezem libovolné kvadriky rovinou dostaneme vždy kuželosečku. Např.

u elipsoidu je to elipsa, u hyperboloidu elipsa, parabola, hyperbola, dvojice různo-
běžných přı́mek (u jednodı́lného) nebo bod (u dvojdı́lného), u eliptického paraboloidu
elipsa nebo parabola, u hyperbolického paraboloidu hyperbola, parabola, dvojice růz-
noběžných přı́mek nebo přı́mka atd.

2) Některé kvadriky majı́ tu vlastnost, že obsahujı́ celé přı́mky. Takovým přı́mkám se
řı́ká tvořı́cı́. Kvadriky obsahujı́cı́ přı́mky se nazývajı́ přı́mkové, zatı́mco ostatnı́ jsou
bodové. Mezi přı́mkové kvadriky patřı́ zřejmě kvadratické válce a kužel. Ale také
nedegenerované kvadriky mohou být přı́mkové — viz předchozı́ bod této poznámky
o řezech rovinami. Takovými jsou jednodı́lný hyperboloid a hyperbolický paraboloid.
Na obou existujı́ dvě soustavy přı́mek.
Např. protneme-li jednodı́lný hyperboloid o rovnici x2

+y2
−z2
= 1 rovinou o rovnici

x = 1, má průsečnice v této rovině rovnici y2
− z2
= 0, což je dvojice různoběžných

přı́mek y = z a y = −z. Podobně průsečnice hyperbolického paraboloidu o rovnici
z = x2

− y2 s rovinou o rovnici z = 0 má v této rovině rovnici x2
− y2

= 0, což je
dvojice různoběžných přı́mek x = y a x = −y. Viz též cvičenı́ 6 a 7 na konci této
kapitoly.

3) Většina kvadrik nepředstavuje grafy funkcı́ dvou proměnných. Lze však na ně použı́t
větu 7.11 o implicitně zadané funkci a pomocı́ totálnı́ho diferenciálu sestrojit tečné ro-
viny v bodech, v nichž existujı́. Někdy bude třeba ve větě 7.11 zaměnit role proměnných
x, y a z.

4) I když jsme řı́kali, že se nebudeme zabývat kvadrikami obsahujı́cı́mi smı́šené kvadra-
tické členy s nenulovým koeficientem, jednu výjimku učinı́me. Jde o velmi často se
vyskytujı́cı́ kvadriku majı́cı́ rovnici z = xy. Otočenı́m kolem osy z o 45◦ lze ukázat,
že je to hyperbolický paraboloid, jehož rovnice v normálnı́m tvaru je z = x2

2 −
y2

2 .
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5) Kulová plocha je speciálnı́m přı́padem elipsoidu a rotačnı́ válec je zase speciálnı́m
přı́padem eliptického válce. Nejde tedy o samostatné typy kvadrik. Pro naše účely je
ale vhodnějšı́ uvažovat je samostatně, protože se s nimi setkáváme nejčastěji.

6) Pominuli jsme prázdné kvadriky, které nemajı́ žádné reálné body (majı́ ale body v kom-
plexnı́m rozšı́řenı́ prostoru R3 ). Jejich rovnice v normálnı́m tvaru jsou:

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = −1,
x2

a2 +
y2

b2 = −1,
x2

a2 = −1.

Pojmy k zapamatovánı́ ∑
— kvadrika
— nedegenerovaná (regulárnı́) kvadrika
— degenerovaná (singulárnı́) kvadrika
— středová kvadrika
— nestředová kvadrika
— rotačnı́ kvadrika
— matice koeficientů kvadriky
— normálnı́ tvar rovnice kvadriky

Kontrolnı́ otázky ?
1. Co rozumı́me pojmem kvadrika?

2. Kterou kvadriku nazveme nedegenerovanou (regulárnı́)?

3. Kterou kvadriku nazveme degenerovanou (singulárnı́)?

4. Udejte přı́klad některých středových kvadrik.

5. Vyjmenujte některé nestředové kvadriky.

6. Jaké kvadriky nazýváme rotačnı́?

7. Co to je matice koeficientů kvadriky a k čemu nám sloužı́?

8. Napište normálnı́ tvar rovnice kulové plochy, elipsoidu, kužele, jednodı́lného a dvojdı́l-
ného hyperboloidu eliptického a hyperbolického paraboloidu.

9. Co jsou to kvadratické válce? Uved’te jejich rovnice.

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Rozhodněte, které z následujı́cı́ch kvadrik jsou degenerované a které nejsou.

a) x2
+ 4y2

+ 9z2
− 4xy + 6xz− 12yz = 0,
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b) 9x2
+ 4y2

+ z2
+ 12xy − 6xz− 4yz+ 12x + 8y − 4z+ 4 = 0,

c) 2x2
− 3y2

− z2
− xy − xz+ 4yz+ 3x − 7y + 3z− 2 = 0,

d) 2x2
+ 2y2

− 5xy + 3xz− 6yz+ 6x − 3y + 9z = 0,

e) 8x2
− 27y2

+ 35z2
− 44xy + 60xz+ 6yz = 0,

f) 14x2
− 40y2

+ 53z2
− 68xy + 92xz+ 8yz− 6 = 0,

g) 23x2
+ 9y2

+ 98z2
− 46xy + 92xz− 72yz+ 4 = 0,

h) 21x2
+ 8y2

+ 5z2
+ 24xy + 6xz+ 8yz− 6x − 8y − 10z+ 5 = 0,

i) 9x2
+ 5y2

− 7z2
+ 36xy + 30xz− 4yz = 0,

j) xy − z = 0,

k) 25x2
+ 9y2

+ 9z2
+ 20xy − 2xz+ 12yz+ 12x + 2y + 4z+ 17 = 0,

l) 16x2
+ 5y2

+ 8z2
+ 8xy − 8xz+ 8yz− 22x − 2y + 14z+ 11 = 0,

m) x2
+ 4y2

+ 9z2
− 4xy + 6xz− 12yz− 2 = 0,

n) 17x2
+ 19y2

+ 56z2
− 18xy + 44xz− 56yz− 22x + 22y − 32z+ 11 = 0.

2. Najděte rovnice v normálnı́m tvaru následujı́cı́ch kvadrik a určete jejich typ.

a) 2x2
− 5y2

− z2
+ 12x + 20y − 2z− 13 = 0,

b) 3x2
− 4y2

− 6z2
− 6x − 16y − 12z− 19 = 0,

c) x2
+ 2y2

+ 3z2
− 4x + 4y + 12z+ 12 = 0,

d) 3x2
+ 4y2

+ z2
+ 6x − 16y − 2z+ 8 = 0,

e) x2
+ y2
+ 3z2

− 6x + 4y + 10 = 0,

f) 2x2
+ y2
+ 3z2

− 12x + 4y − 6z+ 24 = 0,

g) 4x2
+ 9y2

+ 16z2
+ 8x − 18y − 32z+ 28 = 0,

h) x2
+ y2
+ z2
+ 6x − 6y − 8z+ 30 = 0,

i) 2x2
+ 2y2

+ 2z2
− 2x − 10y + 12z+ 27 = 0,

j) x2
+ y2
+ z2
− 4x + 2y − 6z+ 5 = 0,

k) 3x2
+ 2y2

− 6z2
− 12x + 4y + 36z− 46 = 0,

l) 3x2
+ 2y2

− 6z2
− 12x + 4y + 36z− 34 = 0,

m) 3x2
+ 2y2

− 6z2
− 12x + 4y + 36z− 40 = 0,

n) 3x2
− 2y2

+ 6z2
− 12x − 4y − 36z+ 58 = 0,

o) 3x2
− 2y2

+ 6z2
− 12x − 4y − 36z+ 70 = 0,

p) x2
+ y2
− z2
− 4x + 2y + 6z− 5 = 0,

q) x2
+ y2
− z2
− 4x + 2y + 6z− 3 = 0,

r) x2
+ y2
− z2
− 4x + 2y + 6z− 4 = 0,

s) 2x2
+ 5y2

+ z2
+ 12x − 20y + 2z+ 29 = 0,

t) 2x2
+ 5y2

− z2
+ 12x − 20y − 2z+ 27 = 0,

u) 2x2
+ 5y2

− z2
+ 12x − 20y − 2z+ 47 = 0,

v) 2x2
+ 5y2

− z2
+ 12x − 20y − 2z+ 37 = 0,
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w) 2x2
− 5y2

− z2
+ 12x + 20y − 2z+ 7 = 0,

x) 2x2
− 5y2

+ z2
+ 12x + 20y + 2z− 1 = 0.

3. Najděte rovnice v normálnı́m tvaru následujı́cı́ch kvadrik a určete jejich typ.

a) x2
+ y2
+ 2x − 2y − z+ 4 = 0,

b) x2
− y2
+ 2x + 2y − z+ 2 = 0,

c) x2
+ y2
+ 2x − 2y + z = 0,

d) 2x2
+ 3y2

− 8x + 6y − 6z− 7 = 0,

e) 2x2
− 3y2

− 8x − 6y − 6z− 13 = 0,

f) 2x2
+ y2
+ 8x − 4y − 2z+ 10 = 0,

g) 2x2
− y2
+ 8x + 4y + 2z+ 8 = 0,

h) y2
+ z2
− x + 6y − 2z+ 11 = 0,

i) y2
− z2
− x + 6y + 2z+ 9 = 0,

j) x2
+ 2z2

− 2x − 2y + 4z− 5 = 0,

k) x2
− z2
− 2x + y − 2z+ 4 = 0,

l) 4y2
− 3z2

+ 12x + 16y + 18z− 5 = 0.

4. Najděte rovnice v normálnı́m tvaru následujı́cı́ch kvadrik a určete jejich typ.

a) x2
+ y2
+ 6x − 2y + 9 = 0, b) x2

+ y2
− 4x + 2y + 2 = 0,

c) x2
+ y2
− 2x − 2y − 7 = 0, d) x2

+ z2
− 6x − 2z+ 8 = 0,

e) y2
+ z2
+ 4y + 2z+ 1 = 0, f) 2x2

+ y2
+ 12x + 2y + 15 = 0,

g) 2x2
+ 3y2

+ 16x − 12y + 38 = 0, h) 2x2
+ y2
+ 4x − 2y − 1 = 0,

i) 2x2
− 5y2

− 12x − 10y + 3 = 0, j) 2x2
− y2
+ 12x − 2y + 13 = 0,

k) 4x2
− y2
− 16x − 4y + 16 = 0, l) 4y2

− 3z2
+ 16y − 12z+ 16 = 0,

m) 2y2
− z2
+ 4y + 4z− 8 = 0, n) x2

− z2
− 6x − 4z+ 3 = 0,

o) y2
− 3x − 2y − 5 = 0, p) y2

− 2x + 6y + 5 = 0,

q) z2
− 2x + 2z = 0, r) x2

− 4x + 4z− 4 = 0.

5. Rozhodněte, které kvadriky z předchozı́ch cvičenı́ 2, 3 a 4 jsou degenerované a které nejsou.

6. Zjistěte, které roviny o rovnici y = kx + r , k, r ∈ R, protnou hyperbolický paraboloid
z = x2

2p −
y2

2q , kde p, q > 0, v přı́mce. Napište parametrické rovnice této tvořı́cı́ přı́mky.

7. Uvažujme jednodı́lný hyperboloid x2

a2+
y2

b2−
z2

c2 = 1, a, b, c > 0. Rovina z = 0 jej protne v elipse.

Necht’(x0, y0, 0) je bod této elipsy, tj. platı́ x
2
0
a2 +

y2
0
b2 = 1. Ověřte, že přı́mky p procházejı́cı́ tı́mto

bodem, jejichž parametrické rovnice jsou

p : x = x0 + a
2y0 t, y = y0 − b

2x0 t, z = ±abct, t ∈ R,

jsou tvořı́cı́.
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Klı́č k přı́kladům k procvičenı́
V následujı́cı́ch výsledcı́chD značı́ degenerovanou aN nedegenerovanou kvadriku. Dále je použito
toto označenı́:

KP kulová plocha E elipsoid

JH jednodı́lný hyperboloid DH dvojdı́lný hyperboloid

EP eliptický paraboloid HP hyperbolický paraboloid

RV rotačnı́ válec EV eliptický válec

HV hyperbolický válec PV parabolický válec

K kužel

R před označenı́m elipsoidu, hyperboloidů, kužele a eliptického paraboloidu značı́, že jde o rotačnı́
kvadriku.

1. a) D, b) D, c) D, d) D, e) D, f) N, g) N,

h) D, i) D, j) N, k) N, l) N, m) D, n) D.

2. a) − (x+3)2
5 +

(y−2)2

2 +
(z+1)2

10 = −1, DH,

b) − (x−1)2
4 +

(y+2)2

3 +
(z+1)2

2 = 0, K,

c) (x−2)2
6 +

(y+1)2

3 +
(z+2)2

2 = 1, E,

d) (x+1)2
4 +

(y−2)2

3 +
(z−1)2

12 = 1, E,

e) (x−3)2
3 +

(y+2)2

3 + z2
= 1, RE,

f) 2(x − 3)2 + (y + 2)2 + 3(z− 1)2 = 1, E,

g) 4(x + 1)2 + 9(y − 1)2 + 16(z− 1)2 = 1, E,

h) (x + 3)2 + (y − 3)2 + (z− 4)2 = 4, KP,

i)
(
x − 1

2

)2
+
(
y − 5

2

)2
+ (z+ 3)2 = 2, KP,

j) (x − 2)2 + (y + 1)2 + (z− 3)2 = 9, KP,

k) (x−2)2
2 +

(y+1)2

3 − (z− 3)2 = 1, JH,

l) (x−2)2
2 +

(y+1)2

3 − (z− 3)2 = −1, DH,

m) (x−2)2
2 +

(y+1)2

3 − (z− 3)2 = 0, K,

n) (x−2)2
2 −

(y+1)2

3 + (z− 3)2 = 1, JH,

o) (x−2)2
2 −

(y+1)2

3 + (z− 3)2 = −1, DH,

p) (x − 2)2 + (y + 1)2 − (z− 3)2 = 1, JH,

q) (x − 2)2 + (y + 1)2 − (z− 3)2 = −1, DH,

r) (x − 2)2 + (y + 1)2 − (z− 3)2 = 0, K,

s) (x+3)2
5 +

(y−2)2

2 +
(z+1)2

10 = 1, E,

t) (x+3)2
5 +

(y−2)2

2 −
(z+1)2

10 = 1, JH,

u) (x+3)2
5 +

(y−2)2

2 −
(z+1)2

10 = −1, DH,

v) (x+3)2
5 +

(y−2)2

2 −
(z+1)2

10 = 0, K,

w) − (x+3)2
5 +

(y−2)2

2 +
(z+1)2

10 = 1, JH,

x) (x+3)2
5 −

(y−2)2

2 +
(z+1)2

10 = 0, K.
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3. a) z − 2 = (x + 1)2 + (y − 1)2, REP, b) z − 2 = (x + 1)2 − (y − 1)2, HP,

c) z − 2 = −(x + 1)2 − (y − 1)2, REP, d) z + 3 = (x−2)2
3 +

(y+1)2

2 , EP,

e) z + 3 = (x−2)2
3 −

(y+1)2

2 , HP, f) z + 1 = (x + 2)2 + (y−2)2

2 , EP,

g) z + 2 = −(x + 2)2 + (y−2)2

2 , HP, h) x − 1 = (y + 3)2 + (z− 1)2, REP,

i) x − 1 = (y + 3)2 − (z− 1)2, HP, j) y + 4 = (x−1)2
2 + (z+ 1)2, EP,

k) y + 4 = −(x − 1)2 + (z+ 1)2, HP, l) x + 1
2 = −

(y+2)2

3 +
(z−3)2

4 , HP.

4. a) (x + 3)2 + (y − 1)2 = 1, RV, b) (x − 2)2 + (y + 1)2 = 3, RV,

c) (x − 1)2 + (y − 1)2 = 9, RV, d) (x − 3)2 + (z− 1)2 = 2, RV,

e) (y + 2)2 + (z+ 1)2 = 4, RV, f) (x+3)2
2 +

(y+1)2

4 = 1, EV,

g) (x+4)2
3 +

(y−2)2

2 = 1, EV, h) (x+1)2
2 +

(y−1)2

4 = 1, EV,

i) (x−3)2
5 −

(y+1)2

2 = 1, HV, j) (x+3)2
2 −

(y+1)2

4 = 1, HV,

k) −(x − 2)2 + (y+2)2

4 = 1, HV, l) − (y+2)2

3 +
(z+2)2

4 = 1, HV,

m) (y+1)2

3 −
(z−2)2

6 = 1, HV, n) (x−3)2
2 −

(z+2)2
2 = 1, HV,

o) (y − 1)2 = 3(x + 2), PV, p) (y + 3)2 = 2(x + 2), PV,

q) (z + 1)2 = 2
(
x + 1

2

)
, PV, r) (x − 2)2 = −4(z− 2), PV.

5. Kulová plocha, elipsoid, hyperboloidy a paraboloidy jsou nedegenerované kvadriky, kužel
a rotačnı́, eliptický, hyperbolický a parabolický válec jsou degenerované kvadriky.

6. Musı́ platit k = ±
√

q

p
(po dosazenı́ rovnice roviny do rovnice hyperboloidu musı́ vypadnout

kvadratický člen s x). Parametrické rovnice přı́mek jsou např.

x = t, y = ±

√
q

p
t + r z = ∓

r
√
pq

t −
r2

2q
, t ∈ R.

7. Libovolný bod přı́mek p vyhovuje rovnici daného jednodı́lného hyperboloidu.
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Autotesty

Autotest 1
-

1. Načrtněte a popište definičnı́ obor funkce f : z =
√
y − x · ln (x2y).

2. Najděte a nakreslete vrstevnice vc funkce z =
√

1− x2 − y2 a načrtněte řezy rovinami x = 0,
y = 0.

3. Vypočı́tejte limitu funkce f : z =
xy

x2 + y4
v bodě (0, 0).

4. Najděte parciálnı́ derivace prvnı́ho řádu funkce f : z = x3y2
− x2 sin y + 2y .

5. Vypočtěte parciálnı́ derivace druhého řádu funkce f : z = ln
x2
+ 1

y2 − 1
.

6. Nahrad’te funkci f : z = 3x2y+sin2 x+5y−2 Maclaurinovým mnohočlenem (tj. Taylorovým
mnohočlenem v bodě (0, 0)) třetı́ho řádu.

7. Vyšetřete lokálnı́ extrémy funkce f : z = x3
+ y3
− 18xy + 215.

8. Najděte rovnice tečny a normály v bodě A = (1, 1) ke grafu funkce y = f (x) dané implicitně
rovnicı́ xy + ln y − 1 = 0 v okolı́ bodu A.

Autotest 2
-

1. Vypočtěte prvnı́ parciálnı́ derivace funkce z = arctg
√
xy .

2. Vyšetřete lokálnı́ extrémy funkce z = (x + y2) ex/2.

3. Aproximujte funkci f (x, y) = x3
+ x2y − xy + 2y v bodě A = (1, 0) Taylorovým mnoho-

členem prvnı́ho a druhého řádu.

4. Určete rovnici tečné roviny τ a normály n plochy z = sin
x

y
v bodě T = (π, 1, ?).

5. Vypočtěte vázané lokálnı́ extrémy funkce f (x1, x2) = x1x2 za podmı́nky x2
1 + x

2
2 = 2.

6. Terén je plocha určená rovnicı́ z = 20 −
x2

4
− y2. V bodě A = (2, 1) určete gradient a jeho

velikost.

7. Určete definičnı́ obor funkce z =
ln sin(x + y)√

x − y2
.

8. Určete druhou derivaci funkce y = f (x) dané implicitně rovnicı́ x2
+ xy + y2

= 3 v okolı́
bodu (0,

√
3).
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Autotest 3
-

1. Vypočı́tejte limitu lim
(x,y)→(0,0)

x4
+ y4

x2 + y2
.

2. Na grafu funkce f (x, y) = x3
+ y3 najděte bod, v němž je tečná rovina rovnoběžná s rovinou

ρ : 12x + 3y − z = 0.

3. Ověřte, že rovnice x2
+xy+2y2

+x−y−1 = 0 zadává v okolı́ bodu (0, 1) implicitně funkci
y = f (x), a vypočtěte f ′(0).

4. Má se zhotovit nádrž daného objemu V ve tvaru rotačnı́ho válce bez hornı́ podstavy. Při jakém
poměru jeho výšky h k poloměru dna r bude výroba nejlacinějšı́, stojı́-li plošná jednotka pláště
a Kč, kdežto dna b Kč, a, b > 0?

5. Transformujte diferenciálnı́ výraz V : zxx + 5zxy + 6zyy − 2zx − 4zy = 0, kde z = f (x, y)
má spojité všechny druhé parciálnı́ derivace, do nových souřadnic u, v, je-li u = y − 3x,
v = y − 2x.

6. Nalezněte lokálnı́ extrémy funkce z = 3xy − x2y − xy2.

7. Je dána kvadrika 4x2
− 9y2

− 36z2
− 8x − 18y + 144z− 185 = 0. Určete jejı́ typ, souřadnice

středu a velikosti poloos.

8. Napište a nakreslete definičnı́ obor funkce z = arcsin[2y(1+ x2)− 1].
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Klı́č k autotestu 1

1. Načrtněte a popište definičnı́ obor funkce f : z =
√
y − x · ln (x2y).

Řešenı́. Pod odmocninou smı́ být pouze nezáporné čı́slo a přirozený logaritmus je
definován pro kladná čı́sla, proto musı́ být splněny následujı́cı́ dvě podmı́nky:

y − x = 0 ∧ x2y > 0
y = x ∧ y > 0 ∧ x 6= 0

D(f ) = {(x, y) ∈ R2
: x 6= 0 ∧ y > 0 ∧ y = x}.

x

y

O

y = x

Obr. A.1: Definičnı́ obor funkce f : z =
√
y − x · ln (x2y)

N

2. Najděte a nakreslete vrstevnice vc funkce z =
√

1− x2 − y2 a načrtněte řezy rovinami
x = 0, y = 0.

Řešenı́. Protože odmocnina je vždy nezáporné čı́slo, pro c < 0 je vc = ∅. Pro c = 0
bude

z = c : c =
√

1− x2 − y2

c2
= 1− x2

− y2

x2
+ y2

= 1− c2

Z poslednı́ rovnice je zřejmé, že hodnota parametru cmusı́ být z intervalu 〈0, 1〉, aby vc
byla neprázdná. Pro c = 1 je vc = {(0, 0)} a pro c ∈ 〈0, 1) bude vc kružnice se středem
v počátku a poloměrem

√
1− c2 — viz obr. A.2 a).
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Nynı́ určı́me řezy rovinami x = 0, y = 0.

x = 0

z =
√

1− y2

z = 0 z2
= 1− y2

z2
+ y2

= 1 Množinou řešenı́ je půlkružnice — obr. A.2 b).

y = 0

z =
√

1− x2

z = 0 z2
= 1− x2

x2
+ z2
= 1 Množinou řešenı́ je půlkružnice — obr. A.2 c).

x

y

−1 1

a) Vrstevnice

y

z

1−1 1O

b) Řez rovinou x = 0

x

z

1−1 1O

c) Řez rovinou y = 0

Obr. A.2

N

3. Vypočı́tejte limitu funkce f : z =
xy

x2 + y4 v bodě (0, 0).

Řešenı́. Zkusı́me se přibližovat k počátku po přı́mkách y = kx, tj. po bodech (x, kx),
x → 0. Pro k 6= 0 vyjde:

lim
x→0

kx2

x2 + k4x4 = lim
x→0

k

1+ k4x2 = k.

Limita dané funkce tudı́ž neexistuje, nebot’závisı́ na směrnici k, tj. na přı́mce, po které
se k bodu (0, 0) blı́žı́me. N

4. Najděte parciálnı́ derivace prvnı́ho řádu funkce f : z = x3y2
− x2 sin y + 2y .

Řešenı́. zx = 3x2y2
− 2x sin y, zy = 2x3y − x2 cos y + 2y ln 2. N
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5. Vypočtěte parciálnı́ derivace druhého řádu funkce f : z = ln
x2
+ 1

y2 − 1
.

Řešenı́. Definičnı́ obor je D(f ) = {(x, y) ∈ R2
: |y| > 1}. Na této množině budou

existovat i parciálnı́ derivace.

zx =
y2
− 1

x2 + 1
·

2x
y2 − 1

=
2x

x2 + 1
,

zy =
y2
− 1

x2 + 1
·
−2y(x2

+ 1)
(y2 − 1)2

=
−2y
y2 − 1

,

zxx =
2(x2
+ 1)− 2x · 2x
(x2 + 1)2

=
2− 2x2

(x2 + 1)2
,

zxy = zyx = 0,

zyy =
−2(y2

− 1)+ 2y · 2y
(y2 − 1)2

=
2+ 2y2

(y2 − 1)2
. N

6. Nahrad’te funkci f : z = 3x2y+sin2 x+5y−2 Maclaurinovým mnohočlenem (tj. Tay-
lorovým mnohočlenem v bodě (0, 0)) třetı́ho řádu.

Řešenı́. Nejprve určı́me funkčnı́ hodnotu v bodě (x0, y0) = (0, 0), tedy z(0, 0) = −2.
Poté spočı́táme veškeré potřebné derivace a opět do nich dosadı́me bod (0, 0).

zx = 6xy + 2 sin x cos x = 6xy + sin 2x, ⇒ zx(0, 0) = 0,

zy = 3x2
+ 5, ⇒ zy(0, 0) = 5,

zxx = 6y + 2 cos 2x, ⇒ zxx(0, 0) = 2,
zyy = 0, ⇒ zyy(0, 0) = 0,
zxy = 6x, ⇒ zxy(0, 0) = 0,
zxxx = −4 sin 2x, ⇒ zxxx(0, 0) = 0,
zxxy = 6, ⇒ zxxy(0, 0) = 6,
zxyy = 0, ⇒ zxyy(0, 0) = 0.

Dostaneme:

T3(x, y) = −2+ 5y +
1
2
· 2x2

+
1
6
· 6 · 3x2y = −2+ 5y + x2

+ 3x2y.
N

7. Vyšetřete lokálnı́ extrémy funkce f : z = x3
+ y3

− 18xy + 215.

Řešenı́. Nejprve si spočı́táme prvnı́ parciálnı́ derivace dané funkce.

zx = 3x2
− 18y,

zy = 3y2
− 18x.
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Protože existujı́ v R2, mohou lokálnı́ extrémy nastat pouze ve stacionárnı́ch bodech.
Prvnı́ parciálnı́ derivace položı́me rovny nule a určı́me stacionárnı́ body.

3x2
− 18y = 0

3y2
− 18x = 0

y =
x2

6
x4

36
− 6x = 0

x(x3
− 63) = 0

x1 = 0, x2 = 6, dalšı́ dva kořeny budou komplexnı́.

y1 = 02/6 = 0 a y2 = 62/6 = 6. Máme tedy dva stacionárnı́ body A = (0, 0),
B = (6, 6). Pro ověřenı́, zda v nich nastává či nenastává extrém, potřebujeme spočı́tat
druhé parciálnı́ derivace.

zxx = 6x, ⇒ zxx(0, 0) = 0, zxx(6, 6) = 36,
zxy = −18, ⇒ zxy(0, 0) = −18, zxy(6, 6) = −18,
zyy = 6y, ⇒ zyy(0, 0) = 0, zyy(6, 6) = 36.

J (A) =

∣∣∣∣ 0 −18
−18 0

∣∣∣∣ = −182 < 0 . . . lokálnı́ extrém v bodě A neexistuje,

J (B) =

∣∣∣∣ 36 −18
−18 36

∣∣∣∣ = 362
− 182 > 0 . . . v bodě B je lokálnı́ extrém.

Protože zxx(B) > 0, nastává v bodě B lokálnı́ minimum. N

8. Najděte rovnice tečny a normály v bodě A = (1, 1) ke grafu funkce y = f (x) dané
implicitně rovnicı́ xy + ln y − 1 = 0 v okolı́ bodu A.

Řešenı́. Označme F(x, y) = xy + ln y − 1. Platı́ F(A) = 0, Fy = x + 1/y, tj.
Fy(A) = 2 6= 0, takže rovnice zadává v okolı́ bodu A implicitně jistou jednoznačně
určenou funkci y = f (x).
Pro určenı́ tečny i normály potřebujeme znát hodnotu prvnı́ derivace v daném bodě.

y + xy′ +
1
y
y′ = 0,

y′ =
−y

x + 1
y

⇒ y′(1) = −1/2.

Nynı́ již jen dosadı́me do vzorce a obdržı́me:

t : y − 1 = −
1
2
(x − 1), n : y − 1 = 2(x − 1),

t : x + 2y − 3 = 0, n : 2x − y − 1 = 0. N
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Klı́č k autotestu 2

1. Vypočtěte prvnı́ parciálnı́ derivace funkce z = arctg
√
xy .

Řešenı́. Definičnı́ obor je D(f ) = {(x, y) ∈ R2
: x > 0}.

zx =
1

1+ xy
·

1
2
· (xy)−1/2

· y · xy−1
=

yxy

2x(1+ xy)
√
xy
=

y
√
xy

2x(1+ xy)
,

zy =
1

1+ xy
·

1
2
· (xy)−1/2

· xy · ln x =

√
xy ln x

2(1+ xy)
.

N

2. Vyšetřete lokálnı́ extrémy funkce z = (x + y2) ex/2.

Řešenı́. Funkce je spojitá v R2 a má zde spojité parciálnı́ derivace všech řádů. Lokálnı́
extrémy mohou být pouze ve stacionárnı́ch bodech.
Nejprve nalezneme stacionárnı́ body, tj. vypočteme prvnı́ parciálnı́ derivace funkce z
a položı́me je rovny nule. V našem přı́padě tedy platı́:

zx = ex/2(1+ 1/2 x + 1/2 y2), zy = 2y ex/2.

Řešenı́m soustavy rovnic

ex/2
(

1+
1
2
x +

1
2
y2
)
= 0,

2 y ex/2 = 0

dostaneme z druhé rovnice y = 0 a po dosazenı́ do prvnı́ rovnice x = −2, tj. jediný
stacionárnı́ bod A = (−2, 0).
O tom, zda ve stacionárnı́m bodě je extrém, rozhodneme pomocı́ znaménka determi-
nantu

J (x, y) =

∣∣∣∣fxx(x, y) fxy(x, y)

fxy(x, y) fyy(x, y)

∣∣∣∣ .
Dále tedy vypočteme druhé parciálnı́ derivace v bodě A:

zxx = ex/2
(

1+
1
4
x +

1
4
y2
)
⇒ zxx(A) =

1
2e
,

zxy = ex/2y ⇒ zxy(A) = 0,

zyy = 2 ex/2 ⇒ zyy(A) =
2
e
.

Po dosazenı́ je J (x, y) = 1/e2 > 0, a proto v bodě A nastane extrém. Protože
zxx(A) > 0, jde o ostré lokálnı́ minimum. N
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3. Aproximujte funkci f (x, y) = x3
+ x2y − xy + 2y v bodě A = (1, 0) Taylorovým

mnohočlenem prvnı́ho a druhého řádu.

Řešenı́. Pro náhradu funkce Taylorovým mnohočlenem v bodě A potřebujeme znát
hodnotu funkce a hodnoty prvnı́ch a druhých parciálnı́ch derivacı́ funkce f (x, y)
v bodě A.

z = x3
+ x2y − xy + 2y ⇒ z(A) = 1,

zx = 3x2
+ 2xy − y ⇒ zx(A) = 3,

zy = x
2
− x + 2 ⇒ zy(A) = 2,

zxx = 6x + 2y ⇒ zxx(A) = 6,
zxy = 2x − 1 ⇒ zxy(A) = 1,
zyy = 0 ⇒ zyy(A) = 0.

Po dosazenı́ do vzorce (4.7) obdržı́me

T1(x, y) = 1+ 3(x − 1)+ 2y,

T2(x, y) = 1+ 3(x − 1)+ 2y + 3(x − 1)2 + (x − 1)y. N

4. Určete rovnici tečné roviny τ a normály n plochy z = sin
x

y
v bodě T = (π, 1, ?).

Řešenı́. Tečná rovina má rovnici τ : z = z0+fx(x0, y0)(x− x0)+fy(x0, y0)(y− y0),
normála n má parametrické rovnice

x = x0 + t fx(x0, y0),

y = y0 + t fy(x0, y0), t ∈ R,
z = z0 − t.

V našem přı́padě tedy platı́:

z0 = sin π = 0 ,

zx =
1
y

cos
x

y
⇒ zx(π, 1) = −1,

zy = −
x

y2 cos
x

y
⇒ zy(π, 1) = π.

Tečná rovina má po úpravách rovnici τ : z = −x + πy, normála má parametrické
rovnice

n : x = π− t,

y = 1+ πt, t ∈ R,
z = −t. N
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5. Vypočtěte vázané lokálnı́ extrémy funkce f (x1, x2) = x1x2 za podmı́nky x2
1 + x

2
2 = 2.

Řešenı́. Jak funkce f (x1, x2), tak funkce g(x1, x2) = x
2
1+x

2
2−2 z vazebné podmı́nky

majı́ derivace všech řádů v celé R2. Lagrangeova funkce má tvar

L (x1, x2, y0, y1) = y0x1x2 + y1(x
2
1 + x

2
2 − 2).

Budeme předpokládat, že y0 = 0 pro minimum i maximum. Nezávislost gradientu
g′(x1, x2) = (2x1, 2x2) znamená, že je nenulový. Soustava rovnic 2x1 = 0 a 2x2 = 0
má však jediné řešenı́ x1 = x2 = 0, které nevyhovuje vazebné podmı́nce. To tedy
znamená, že y0 je nenulové, a lze volit y0 = 1. Derivace Lagrangeovy funkce pak je

L ′x(x1, x2, 1, y1) = (x2 + 2y1x1, x1 + 2y1x2).

Podle věty 8.2 mohou lokálnı́ extrémy nastat pouze ve stacionárnı́ch bodech, které
určı́me z rovnic

2x2 + 2x1y1 = 0,
2x1 + 2x2y1 = 0,

x2
1 + x

2
2 − 2 = 0.

Odtud dostaneme, že y1 6= 0. V opačném přı́padě bychom dostali x1 = x2 = 0, ale
toto řešenı́ nesplňuje vazebnou podmı́nku. Z nenulovosti y1 plyne, že x1 6= 0 a x2 6= 0.
Kdyby totiž např. x1 = 0, vyšlo by z prvnı́ rovnice, že x2 = 0, což je opět spor
s vazebnou podmı́nkou. Platı́ tedy

y1 = −
x2

x1

y1 = −
x1

x2

⇒ x2
1 = x

2
2 .

Odtud máme x2 = ±x1. Tento výsledek dosadı́me do vazebné podmı́nky a dostaneme

(I) x2 = x1 ⇒ 2x2
1 = 2 ⇒ x1 = ±1 ⇒ y1 = −1,

(II) x2 = −x1 ⇒ 2x2
1 = 2 ⇒ x1 = ±1 ⇒ y1 = 1.

Celkově tedy máme čtyři stacionárnı́ body, a toA = (1, 1),B = (−1,−1),C = (1,−1)
a D = (−1, 1).
Dále vypočteme druhou derivaci. Dostaneme

L ′′xx(x1, x2, 1, y1) =

(
2y1 1
1 2y1

)
.

Nynı́ určı́me vektory splňujı́cı́ podmı́nku 〈g′(x1, x2),h〉 = 0. V našem přı́padě platı́

g′(x1, x2) = (2x1, 2x2).
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Nejprve vyšetřı́me body A a B, jimž odpovı́dá táž hodnota multiplikátoru y1 = −1. Je
g′(A) = (2, 2) = −g′(B). Pro h = (h1, h2) obdržı́me

〈g′(A),h〉 = 2h1 + 2h2 = 0⇒ h1 = −h2, tj. h = (h,−h), h ∈ R.

Pro B majı́ vektory splňujı́cı́ 〈g′(B),h〉 = 0 stejný tvar. Tedy〈
L ′′xx(1, 1, 1,−1),h

〉
= (h,−h)

(
−2 1

1 −2

)(
h

−h

)
= −6h2 < 0 pro h 6= 0.

Výsledek pro B je stejný. V obou těchto bodech je proto podle věty 8.6 lokálnı́ maxi-
mum. Jeho hodnota je f (A) = f (B) = 1.
Podobně pro body C a D, jimž odpovı́dá tatáž hodnota multiplikátoru y1 = 1, je
g′(C) = (2,−2) = −g′(D). Pak

〈g′(C),h〉 = 2h1 − 2h2 = 0⇒ h1 = h2, tj. h = (h, h), h ∈ R.

Pro D majı́ vektory splňujı́cı́ 〈g′(D),h〉 = 0 stejný tvar. Tedy〈
L ′′xx(1,−1, 1, 1),h

〉
= (h, h)

(
2 1
1 2

)(
h

h

)
= 6h2 > 0 pro h 6= 0.

Výsledek pro D je stejný. V obou těchto bodech je proto podle věty 8.6 lokálnı́ mini-
mum. Jeho hodnota je f (C) = f (D) = −1. N

6. Terén je plocha určená rovnicı́ z = 20 −
x2

4
− y2. V bodě A = (2, 1) určete gradient

a jeho velikost.

Řešenı́. Pro výpočet gradientu stačı́ vypočı́tat parciálnı́ derivace funkce z a ověřit, že
jsou spojité v bodě A.

zx = −
x

2
⇒ zx(A) = −1,

zy = −2y ⇒ zy(A) = −2,

tedy
grad z = (−1,−2).

Pro jeho velikost platı́ ‖ grad z‖ =
√
(−1)2 + (−2)2 =

√
5. N

7. Určete definičnı́ obor funkce z =
ln sin(x + y)√

x − y2
.

Řešenı́. Přirozený logaritmus je definován pouze pro kladná čı́sla, druhá odmocnina je
definována pro nezáporná čı́sla, jmenovatel zlomku musı́ být nenulový. Odtud dostá-
váme pro určenı́ definičnı́ho oboru dvě podmı́nky:

x − y2 > 0 ∧ sin(x + y) > 0,

x > y2
∧ 2kπ < x + y < π+ 2kπ, k ∈ Z,

x > y2
∧ 2kπ− x < y < −x + π(1+ 2k), k ∈ Z.
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D(f ) = {(x, y) ∈ R2
: x > y2

∧ 2kπ− x < y < −x + π(1+ 2k), k ∈ Z}.
Definičnı́m oborem jsou plochy společné vnitřkům pásů mezi dvojicemi přı́mek y =
= −x + 2kπ, y = −x + π(1+ 2k) a vnitřku paraboly y2

= x.

x

y

π 3π 5π 7π 9π

2π 4π 6π 8π 10πO

Obr. A.3: Definičnı́ obor funkce z = ln sin(x+y)
√
x−y2

N

8. Určete druhou derivaci funkce y = f (x) dané implicitně rovnicı́ x2
+ xy + y2

= 3
v okolı́ bodu A = (0,

√
3).

Řešenı́. Označme F(x, y) = x2
+ xy + y2

− 3. Platı́ F(A) = 0, Fy = x + 2y,
Fy(A) = 2

√
3 6= 0, takže rovnice implicitně zadává v okolı́ boduA jistou jednoznačně

určenou funkci y = f (x).
Určı́me prvnı́ derivaci:

x2
+ xy + y2

= 3,
2x + y + xy′ + 2yy′ = 0,

y′(x + 2y) = −2x − y,

y′ = −
2x + y
x + 2y

.

Při výpočtu druhé derivace vyjdeme z rovnice 2x + y + xy′ + 2yy′ = 0, kterou ještě
jednou zderivujeme.

2+ y′ + y′ + xy′′ + 2(y′)2 + 2yy′′ = 0,

y′′(x + 2y) = −2− 2y′ − 2(y′)2,

y′′ =
−2− 2y′ − 2(y′)2

x + 2y
.

Po dosazenı́ za y′ obdržı́me:

y′′ =
−6(x2

+ xy + y2)

(x + 2y)3
.

N
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Klı́č k autotestu 3

1. Vypočı́tejte limitu lim
(x,y)→(0,0)

x4
+ y4

x2 + y2 .

Řešenı́. Pro výpočet použijeme polárnı́ch souřadnic, tj. x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ.
Dostaneme:

x4
+ y4

x2 + y2 =
ρ4(cos4 ϕ + sin4 ϕ)

ρ2 = ρ2(cos4 ϕ + sin4 ϕ).

Protože lim
ρ→0+

ρ2
= 0 a 0 < cos4 ϕ+ sin4 ϕ 5 2, tj. je to ohraničená funkce, platı́ podle

lemmatu 1.27, že

lim
(x,y)→(0,0)

x4
+ y4

x2 + y2 = 0.
N

2. Na grafu funkce f (x, y) = x3
+ y3 najděte bod, v němž je tečná rovina rovnoběžná

s rovinou ρ : 12x + 3y − z = 0.

Řešenı́. Označme τ hledanou tečnou rovinu, jejı́ normálový vektor má souřadnice
nτ = (3x2, 3y2,−1). Normálový vektor roviny ρ má souřadnice nρ = (12, 3,−1).
Protože je rovina τ rovnoběžná s rovinou ρ, jsou také rovnoběžné jejich normálové
vektory, tj. nτ = knρ , kde k ∈ R, k 6= 0. Tedy (3x2, 3y2,−1) = (12k, 3k,−k), z čehož
dostaneme k = 1. Porovnánı́m prvnı́ch dvou složek dostaneme 3x2

= 12 a 3y2
= 3, tj.

x = ±2 a y = ±1. Řešenı́m budou čtyři body A = (2, 1), B = (2,−1), C = (−2, 1)
a D = (−2,−1). N

3. Ověřte, že rovnice x2
+xy+2y2

+x−y−1 = 0 zadává v okolı́ bodu (0, 1) implicitně
funkci y = f (x), a vypočtěte f ′(0).

Řešenı́. Označme F(x, y) = x2
+ xy+ 2y2

+ x− y− 1. Platı́ F(0, 1) = 0 a Fy = x+
+ 4y − 1, tj. Fy(0, 1) = 3 6= 0, takže rovnice zadává v okolı́ bodu (0, 1) implicitně
jistou jednoznačně určenou funkci y = f (x).
Postup výpočtu derivace si ukážeme oběma dvěma možnými způsoby. Nejprve „přı́mou
derivacı́“ dané rovnice, poté za pomoci vzorce (7.1).

2x + y + xy′ + 4yy′ + 1− y′ = 0,
y′(x + 4y − 1) = −1− 2x − y,

y′ =
−1− 2x − y
x + 4y − 1

,

y′ =
1+ 2x + y
1− x − 4y

,

y′(0) =
1+ 2 · 0+ 1
1− 0− 4 · 1

= −
2
3
.
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Postupujeme-li při výpočtu podle vzorce, musı́me si nejprve spočı́tat prvnı́ parciálnı́
derivace dané funkce F(x, y) = x2

+ xy+ 2y2
+ x− y− 1 a vypočı́tat jejich hodnotu

v bodě (0, 1).

Fx = 2x + y + 0+ 1− 0− 0 = 2x + y + 1 ⇒ Fx(0, 1) = 2,
Fy = 0+ x + 4y + 0− 1− 0 = x + 4y − 1 ⇒ Fy(0, 1) = 3,

y′ = −
Fx

Fy
= −

2x + y + 1
x + 4y − 1

,

y′(0) = −
2
3
. N

4. Má se zhotovit nádrž daného objemu V ve tvaru rotačnı́ho válce bez hornı́ podstavy. Při
jakém poměru jeho výšky h k poloměru dna r bude výroba nejlacinějšı́, stojı́-li plošná
jednotka pláště a Kč, kdežto dna b Kč, a, b > 0?

Řešenı́. Obsah pláště rotačnı́ho válce je dán vztahem S1 = 2πrh, obsah podstavy je
S2 = πr2. Náklady na nádrž jsou tedy C = 2πrha + πr2b při podmı́nce V = πr2h.

Z této podmı́nky lze vyjádřit proměnnou h =
V

πr2 a hledat minimum funkce jedné

proměnnéC(r) = 2πr
V

πr2 a+πr2b =
2V
r
a+πr2b, r > 0. Určı́me stacionárnı́ body

této funkce:

C′(r) = −
2V
r2 a + 2πrb =

−2V a + 2πr3b

r2 = 0.

Tato rovnice má na intervalu (0,+∞) jediný kořen r0 =
3

√
aV

πb
.

Dále je C′(r) < 0 na intervalu (0, r0) a C′(r) > 0 na intervalu (r0,+∞), tedy C(r)
klesá na intervalu (0, r0) a roste na intervalu (r0,+∞), tudı́ž r0 je bodem absolutnı́ho
minima.
Určı́me vztah mezi proměnnými h a r . Po dosazenı́ za r0 do vztahu

h

r
=

V

πr3

dostaneme

h0

r0
=
V

π
·

πb

aV
=
b

a
.

Nejmenšı́ náklady na vodnı́ nádrž tedy budou v přı́padě, že poměr výšky h k poloměru
dna r bude b : a. N

5. Transformujte diferenciálnı́ výraz V : zxx + 5zxy + 6zyy − 2zx − 4zy = 0, kde z =
= f (x, y)má spojité všechny druhé parciálnı́ derivace, do nových souřadnic u, v, je-li
u = y − 3x, v = y − 2x.
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Řešenı́. Zřejmě platı́ f (x, y) = f (v − u, 3v − 2u) = F(u, v) = F(y − 3x, y − 2x).
Derivace vnitřnı́ch složek jsou:

u = y − 3x ⇒ ux = −3, uy= 1, uxx = uxy = uyy = 0,
v = y − 2x ⇒ vx = −2, vy= 1, vxx = vxy = vyy = 0.

Odtud po dosazenı́ do vztahů (3.13) a (3.17) pro prvnı́ a druhé parciálnı́ derivace složené
funkce dostaneme:

zx = −3Fu − 2Fv,
zy = Fu + Fv,

zxx = 9Fuu + 12Fuv + 4Fvv,
zxy = −3Fuu − 5Fuv − 24Fvv,
zyy = Fuu + 2Fuv + Fvv.

Po dosazenı́ do zadaného výrazu V obdržı́me −Fuv + 2Fu = 0. N

6. Nalezněte lokálnı́ extrémy funkce z = 3xy − x2y − xy2.

Řešenı́. Funkce má parciálnı́ derivace všech řádů v R2, takže lokálnı́ extrémy mohou
nastat pouze ve stacionárnı́ch bodech. Vypočteme prvnı́ parciálnı́ derivace zx a zy .

zx = 3y − 2xy − y2,

zy = 3x − x2
− 2xy.

Prvnı́ parciálnı́ derivace položı́me rovny nule a spočı́táme stacionárnı́ body.

y(3− 2x − y) = 0,
x(3− x − 2y) = 0.

Řešenı́m soustavy obdržı́me čtyři stacionárnı́ body A = (0, 0), B = (1, 1), C = (3, 0)
aD = (0, 3). Pro ověřenı́, zda v nich nastává či nenastává extrém, potřebujeme spočı́tat
druhé parciálnı́ derivace.

zxx = −2y, zxy = 3− 2x − 2y, zyy = −2x.

Hodnoty druhých parciálnı́ch derivacı́ v bodech A,B,C,D jsou

zxx(0, 0) = 0, zxx(1, 1) = −2, zxx(3, 0) = 0, zxx(0, 3) = −6,
zxy(0, 0) = 3, zxy(1, 1) = −1, zxy(3, 0) = −3, zxy(0, 3) = −3,
zyy(0, 0) = 0, zyy(1, 1) = −2, zyy(3, 0) = −6, zyy(0, 3) = 0.

Hodnoty determinantu J (x, y) = zxxzyy − (zxy)2 jsou ve stacionárnı́ch bodech

J (A) = −9 < 0 . . . lokálnı́ extrém v bodě A neexistuje,
J (B) = 3 > 0 . . . v bodě B je lokálnı́ extrém,
J (C) = −9 < 0 . . . lokálnı́ extrém v bodě C neexistuje,
J (D) = −9 < 0 . . . lokálnı́ extrém v bodě D neexistuje.

Protože zxx(B) < 0, nastává v bodě B ostré lokálnı́ maximum. N
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7. Je dána kvadrika 4x2
− 9y2

− 36z2
− 8x − 18y + 144z − 185 = 0. Určete jejı́ typ,

souřadnice středu a velikosti poloos.

Řešenı́. Pokusı́me se odhadnout typ kvadriky. Vzhledem k tomu, že rovnice obsahuje
všechny tři neznámé v druhé mocnině s různými koeficienty a znaménky u druhých
mocnin, půjde bud’ o kužel nebo o některý hyperboloid. Rovnici tedy upravı́me na
středový tvar a o výsledku rozhodneme podle hodnoty absolutnı́ho členu.

4x2
− 9y2

− 36z2
− 8x − 18y + 144z− 185 = 0,

4(x2
− 2x)− 9(y2

+ 2y)− 36(z2
− 4z) = 185,

4(x − 1)2 − 9(y + 1)2 − 36(z− 2)2 = 36,

(x − 1)2

9
−
(y + 1)2

4
−
(z− 2)2

1
= 1,

−
(x − 1)2

32 +
(y + 1)2

22 +
(z− 2)2

1
= −1.

Jde tedy o dvojdı́lný hyperboloid se středem v bodě S = (1,−1, 2) a poloosami a = 3,
b = 2 a c = 1, jehož osa je rovnoběžná se souřadnicovou osou x. N

8. Napište a nakreslete definičnı́ obor funkce z = arcsin[2y(1+ x2)− 1].

Řešenı́. Funkce arkussinus je definována na intervalu 〈−1, 1〉. Odtud dostáváme ná-
sledujı́cı́ nerovnosti:

−1 5 2y(1+ x2)− 1 5 1,

0 5 2y(1+ x2) 5 2,

0 5 y(1+ x2) 5 1,

0 5 y 5
1

1+ x2 , protože 1+ x2 > 0 pro x ∈ R.

Tedy D(f ) =
{
(x, y) ∈ R2

: 0 5 y 5
1

1+ x2

}
.

Definičnı́m oborem je plocha ohraničená osou x a grafem funkce y =
1

1+ x2 .

x

y

O

y = 1
x2+1

Obr. A.4: Definičnı́ obor funkce z = arcsin[2y(1+ x2)− 1]

N
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Rejstřı́k

A
adherence množiny, 8

B
Bernoulliova lemniskáta, 157
bod

hraničnı́, 5
hromadný, 8
izolovaný, 8
stacionárnı́, 123, 170
vnějšı́, 5
vnitřnı́, 5

D
definičnı́ obor, 9
derivace

funkce dané implicitně, 148
parciálnı́, 159

množiny, 8
parciálnı́, 37

druhá, 44
n-tého řádu, 44
složené funkce, 79, 82
smı́šená, 46
třetı́, 44

ve směru, 50
druhá, 52

derivace funkce, 121
diferenciál, 61

Fréchetův, 61
silný, 61
totálnı́, 61

druhá derivace funkce, 121
dvojice

rovnoběžných přı́mek, 188

rovnoběžných rovin, 195
různoběžných přı́mek, 188
různoběžných rovin, 195

dvojnásobná
přı́mka, 188, 195
rovina, 195

dvojnásobný bod, 188, 195

E
elipsa, 188
elipsoid, 191
extrém

absolutnı́, 131
globálnı́, 131
lokálnı́, 104, 120

ostrý, 104, 120
vázaný, 139

F
funkce

diferencovatelná, 61
dvakrát, 122
dvakrát spojitě, 122
spojitě, 121

Dirichletova, 145
hladká, 104
inverznı́, 168
Lagrangeova, 167

regulárnı́, 167
spojitá, 17
zadaná explicitně, 144
zadaná implicitně, 144

dvou proměnných, 158
jedné proměnné, 145

funkce reálná
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dvou reálných proměnných, 9
n reálných proměnných, 14
třı́ reálných proměnných, 14

G
gradient, 61
graf funkce, 12

H
hessián, 121
hladina, 13
hranice množiny, 6
hyperbola, 188
hyperboloid

dvojdı́lný, 191
jednodı́lný, 191

J
jednočlen, 116

K
koeficient kvadratické formy, 116
kružnice, 188
kulová plocha, 191
kužel, 191
kuželosečka, 188

degenerovaná, 188
nedegenerovaná, 188

kvadratická forma, 116
kvadratická plocha, 189
kvadratický válec, 194
kvadrika, 189

bodová, 198
degenerovaná, 190
nedegenerovaná, 190
přı́mková, 198
regulárnı́, 190
singulárnı́, 190
středová, 191

L
Lagrangeův multiplikátor, 167
limita

dvojná, 24
dvojnásobná, 24

limita funkce dvou proměnných, 15
linearizace, 73
lineárnı́ část přı́růstku, 72

M
Maclaurinův mnohočlen, 101
matice

indefinitnı́, 117
kladně definitnı́, 117
kladně semidefinitnı́, 117
negativně definitnı́, 117
negativně semidefinitnı́, 117
pozitivně definitnı́, 117
pozitivně semidefinitnı́, 117
určitě definitnı́, 117
určitě semidefinitnı́, 117
záporně definitnı́, 117
záporně semidefinitnı́, 117

matice kvadriky, 189
maximum

absolutnı́, 131
globálnı́, 131
lokálnı́, 104, 120

ostré, 104, 120
metrický prostor, 3
metrika, 3
minimum

absolutnı́, 131
globálnı́, 131
lokálnı́, 104, 120

ostré, 104, 120
minor, 117

hlavnı́, 117
hlavnı́ rohový, 117

mnohočlen
homogennı́, 116
n proměnných, 116

množina
ohraničená, 6
otevřená, 6
uzavřená, 6

N
nelineárnı́ část přı́růstku, 72
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norma, 4
normála, 70
normovaný vektorový prostor, 4

O
okolı́ bodu

v prostoru R tři, 9
v prostoru R n, 9
v rovině, 4

omezenı́
funkcionálnı́, 167
přı́mé, 167

P
parabola, 188
paraboloid

eliptický, 191
hyperbolický, 191

podmı́nka
vazebná, 167

polárnı́ souřadnice, 20
poloosa, 193
průměr

aritmetický, 137
geometrický, 137

průměr harmonický, 137
přı́růstek

nezávisle proměnné, 60
závisle proměnné, 60

R
rovnice v normálnı́m tvaru

kuželosečky, 188
kvadriky, 191

Ř
řı́dı́cı́ křivka, 194

S
sedlo, 106
skalárnı́ součin, 3
stacionárnı́ bod, 106
střed kvadriky, 191

T
Taylorův

mnohočlen, 95
vzorec, 96

tečná rovina, 69
rovnice, 70

totálnı́ diferenciál funkce
druhého řádu, 92
m-tého řádu, 92
třetı́ho řádu, 93

tvořı́cı́ přı́mka, 198

U
uzávěr množiny, 6

V
válec

eliptický, 194
hyperbolický, 194
kruhový, 194
parabolický, 194

vazebná podmı́nka, 140
vektorový prostor, 2
věta

Lagrangeova, 42
vnějšek množiny, 6
vnitřek množiny, 6
vrchol

kvadriky, 191
paraboloidu, 193

vrstevnice, 13

Z
zaměnitelnost smı́šených derivacı́, 46
zbytek v Taylorově vzorci, 96
změna

absolutnı́, 73
relativnı́, 73
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