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Predmluva

V textu jsou vyloZeny zdkladni partie diferencidlniho poctu funkci vice proménnych jako
limita a spojitost, parcidlni a smérové derivace, diferencial, Taylortiv polynom, lokalni
a globdlni extrémy, implicitni funkce a vdzané extrémy.

Y/ w2z

Vyklad je pro jednoduchost ve vétsi ¢asti textu omezen na funkce dvou proménnych.
V kazdé kapitole je vSak v ¢asti Pro zajemce uvedeno, jak vypadaji piislusné pojmy
a vysledky pro funkce tfi a vice proménnych. Vyjimkami jsou pouze ¢ést kapitoly o lo-
kéalnich extrémech, kde jsou v samostatném oddilu uvedeny nutné a postacujici podminky
existence pro funkce tii a vice proménnych, a kapitola o vdzanych extrémech, kde je od
pocatku vyklad veden pro obecny piipad funkci n proménnych. Studium té€chto partii
(zejména vazanych extrémil) je oproti zbytku textu vyrazné naro¢né;jsi.

V posledni kapitole jsou zavedeny kvadriky v tffrozmérném prostoru a jsou popsany
nejdalezitéjsi z nich. Tato problematika sice patii do geometrie, na druhé strané vsak
kvadriky poskytuji uZitecné priklady implicitné danych funkci.

Text obsahuje fadu detailné feSenych piiklada i nefesenych tloh k procviceni. Jejich
pocet by mél byt dostate¢ny pro pokryti potfeb cviceni i samostatné studium. Velky diraz
je v textu kladen na nézorné ilustrace, které pomohou k ziskdni sprdvné geometrické
predstavy o zavadénych pojmech.

VSechna tvrzeni uvedend v textu pro funkce dvou proménnych jsou dokazovéna.
Chybéjici dlikazy, tykajici se predevsim funkci tif a vice proménnych, 1ze nalézt v pracich
uvedenych v seznamu literatury, zejména v [2], [ 7], [8] a [ 1 8]. Prvn€ zminény titul rovnéz
existuje v elektronické verzi [4]. Zajemciim o hlubsi poznatky 1ze doporucit [5], [8], [14]

allo6].

Text byl vysazen pomoci sazectho systému TgX ve formatu IZTEX 2. Obrazky byly
zhotoveny s pouZitim programtii METAPOST (balik mfpic), Maple a MG.

V Brné€ a Ostravé 15.1. 2011 Autori
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O projektu

Text vznikl v rdmci feSeni projektu ,,Matematika pro inZenyry 21. stoleti — inovace
vyuky matematiky na technickych Skoldch v novych podminkéch rychle se vyvijejici
informacni a technické spolecnosti®. Tento projekt je feSen na Vysoké Skole banské —
Technické univerzité v Ostravé a Zapadoceské univerzité v Plzni v obdobi 2009-2012.

Hlavni motivaci tohoto projektu je potfeba reagovat na zménu ulohy jednotlivych par-
tif matematiky pri feSeni praktickych problémii, zpisobenou zejména velkym pokrokem
v matematickém modelovéni, dramatickym zlepSovdnim software a rychlym zvySovéa-
nim vypocetnich kapacit modernich pocitacti. InZzenyfi tak nyni bézné vyuZzivaji stile se
vyvijejici komplikované softwarové produkty zalozené na matematickych pojmech, se
kterymi se v kurzech matematiky budto nesetkaji viibec nebo v nevhodné formé&. Na
druhé strané neodrdZi z nejriznéjSich divodu prezentace nékterych pojmut v zdkladnich
kurzech potfeby odbornych kateder. Tento stav zté€Zuje studentim aktivni pouzivani zis-
kanych védomosti v odbornych predmétech i orientaci v rychle se vyvijejicich metodach
inZenyrské praxe.

Cilem projektu je inovace matematickych a nékterych odbornych kurzi na technic-
kych vysokych Skolach s cilem ziskat zdjem studentq, zvysit efektivnost vyuky, zpfistupnit
prakticky aplikovatelné vysledky moderni matematiky a vytvofit predpoklady pro efek-
tivni vyuku inZenyrskych predméti. Zkvalitnéni vyuky matematiky budoucich inZenyri
chceme dosdhnout po strance formdlni vyuZzitim novych informacnich technologii ptipravy
elektronickych studijnich materiald a po strance vécné peclivym vybérem vyucované latky
s dislednym vyuzivanim zavedenych pojmi v celém kurzu matematiky s promyslenou
integraci modernitho matematického aparatu do vybranych inzenyrskych pfedméti. Me-
todiku vyuky matematiky a jeji atraktivnost pro studenty chceme zlepsit dirazem na
motivaci a dislednym pouZivanim postupu ,,0od problému k feseni*.

V ramci projektu vytvafime 40 novych vyukovych materidli z oblasti matematické
analyzy, linearni algebry, numerickych metod, metod optimalizace, teorie graf, diskrétni
matematiky, statistiky a vybranych odbornych kurzt. VSechny hotové vyukové materidly
budou volné k dispozici na webovych strankdch projektu http://mi21 . vsb.cz/.

Autofi predem dékuji za vSechny podnétné ndpady k vylepSeni textu a za upozornéni
na chyby.
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http://mi21.vsb.cz/

Orientace v textu

Kazda kapitola ma svou pevnou strukturu, kterd by vim méla pomoci k rychlejsi orientaci
v textu. Pfi psana mizZete vyuzit nasledujici ,,stavebni kameny*:

Pruvodce studiem

Prostfednictvim privodce studiem vas chceme seznamit s tim, co vas v dané kapitole
cekd, které casti by mély byt pro vds opakovanim, na co je tfeba se obzvlasté zaméfit atd.

Cile

V &asti cile se dozvite, co vSechno zvladnete a budete umét po prostudovani dané kapitoly.

Priklad

Touto ikonou jsou oznaceny vSechny fesené priklady. Konec feSenych ptikladi je oznacen
plnym trojihelnickem (A).

Pojmy k zapamatovani

Pojmy zde uvedené jsou vétSinou nové a zcela zdsadni. To znamend tyto pojmy nejen
pochopit a umét ilustrovat na prikladech, ale také umét vyslovit jejich presné definice.

Kontrolni otazky

YV 2

Odpovézenim na tyto otazky si ovéfite, zda jste danym pojmim porozuméli, zda si uve-
domujete rozdily mezi zdanlivé podobnymi pojmy, zda dovedete uvést piiklad ilustrujici
danou situaci atd.

Priklady k procviceni

Tyto piiklady slouZzi k tomu, abyste si dikladné procvicili probranou latku. Vysledky
uvedenych piikladl jsou zafazeny na konci kazdé kapitoly.

KIli¢ k prikladim k procviceni

Na konci kazdé kapitoly je uveden kli¢ ke cvi¢enim, ktery obsahuje vysledky ptikladt
k procviceni.




<

Autotest

Pomoci autotestu si otestujete své znalosti a pocetni dovednosti z celého objemu uciva.

Pro zajemce

Tato Cast, jak jiz bylo uvedeno vyse, obsahuje rozsiteni vysledkt na funkce tii a zejména
obecné n proménnych. Je od ostatniho textu odliSena menSim typem pisma.

Literatura

Jedna se o literaturu pouZzitou autory pii vytvareni tohoto studijniho materidlu, nikoliv
jen o literaturu doporucenou k dal§imu studiu. Pokud nékterou z uvedenych publikaci
doporucujeme zajemclim, pak je to v textu spolu s odkazem na dany titul jasné uvedeno.

Rejstiik

Rejstiik, uvedeny na konci skript, poslouZzi ke snadné orientaci v textu.

Definice a véty jsou uvedeny v rdamecku (v tiskové verzi) resp. barevnym pismem s ba-
revnym pozadim (v obrazovkové verzi). Konce dikazi jsou vyznaceny prazdnym ctve-
reCkem ([J), konce fesSeni piikladi plnym trojihelnickem (A).
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Kapitola 1

Realné funkce vice realnych
proménnych

Pruvodce studiem

Jiz vite, co jsou realné funkce jedné realné promenné. Jako priklad uvedme
y = sinx, u = tInt. Jde o zobrazeni (viz [11, str. 28]), které kaZzdemu realnéemu
Cislu z definicniho oboru (hodnoté nezavisle proménné x, t apod.) pfifazuje prave
jedno realné cislo (hodnotu zavisle proménné y, u apod.). Tedy jedna veli¢ina
(hodnota zavisle proménné) zavisi na jedné veliciné (hodnoté nezavisle pro-
velicina zavisi na vice veli¢inach. Napf. vzorec pro vypocet obsahu obdélniku je
S = ab, tedy velicina S zavisi na dvou veli¢inach a a b. Podobné vzorec pro vy-
pocet objemu kvadru je V. = abc, tudiZz objem V zavisi na tfech veli¢inacha, b ac.
Z fyziky zname vzorec pro vypocet drahy rovnomernée zrychleného pfimocarého
pohybu s = 1/2at? (s zavisi na dvou veli¢inach), vzorec pro vypodet hmotnosti
homogenniho kvadrum = pabc (m zavisi na Ctyfech veli¢inach) atd. To nas vede
k zavedeni funkci vice promennych.

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete schopni:
e urcovat defini¢ni obory funkci dvou a vice proménnych,
e urdit, zda mnoZina bodi v R? je & nenf grafem funkce dvou proménnych,
e nakreslit vrstevnice funkce dvou proménnych,

e urdit, zda je dany bod v R? vnitinim, vn&jsim, hrani¢nfm, hromadnym resp.
izolovanym bodem dané mnoZiny,

e rozhodnout, zda je dand mnoZina v R2 uzaviend, oteviend nebo neni ani
oteviend ani uzavrena,

e definovat limitu funkce dvou proménnych,




Redlné funkce vice redlnych proménnych

e vypocitat limity nékterych funkci dvou proménnych resp. rozhodnout o jeji
neexistenci,

e vysvétlit vztah mezi spojitosti funkce a limitou funkce dvou proménnych
v daném bodé.

Oznaceni

V nésledujicim textu pouZivdme standardni oznaceni pro ¢iselné mnoZiny. Konkrétné:

mnozina vSech realnych éisel,

R h redlnych 1

Q mnoZina vSech raciondlnich Cisel,

Z mnoZina vSech celych ¢isel,

N mnoZina vSech pfirozenych ¢isel,
mnozina vse omplexnich ¢isel,

C a vSech k 1 h 1

Rt mnozina vSech kladnych redlnych cisel,

- mnozina vSech zapornych realnych ¢isel,
R h h redlnych 1
]R(J{ mnozina vSech nezdpornych redlnych &isel,
Ry mnoZzina vSech nekladnych redlnych Cisel,
Ny = Z(')F mnoZzina vSech nezapornych celych ¢isel apod.

Proa,b € R, a < b, symbol (a, b) znaci otevieny interval redlnych ¢isel a symbol
(a, b) znaciuzavieny interval redlnych ¢isel. Obdobné (a, b) resp. (a, b) znamend interval,
ktery je z jedné strany otevieny a z druhé uzavreny.

1.1 Mnozina R”

Symbolem R”, kde n € N, zna¢ime mnoZinu vSech usporddanych n-tic redlnych cisel.
Prvky R” zapisujeme ve tvaru x = (x1, X3 ..., X,), kde x, ..., x, € R. V pfipadé n = 2
se prvky R2, tj. uspofddané dvojice, obvykle zna&i (x, y) a v piipadé n = 3 se prvky R3,
tj. usporddané trojice, obvykle znadi (x, y, z).

Nyni definujme pro kazdé x, y € R" a ¢ € R nasledujici operace:

x+y=@1+y,x2+y2...,x%:+ y),
c-x =(cxy1,cx2,...,CXp).

Lze ukézat (cviceni v linearni algebfe), Ze mnoZina R” tvoii spolu s témito opera-
cemi redlny vektorovy prostor (vektorovy prostor nad télesem redlnych Cisel). Prvky x, y
vektorového prostoru pak obecné nazyvame vektory a prvky télesa R nazyvame skalary.
Pfipomenime, Ze mluvime-li o vektorovém prostoru, musi byt jasné, co rozumime mnoZi-
nou vektort, co mnozinou skalari a jak jsou definovany operace s¢itani vektort a ndsobeni
vektoru a skalaru.



1.1 MnoZina R"
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Od¢itani vektorti pak definujeme jako pficitani vektoru opa¢ného neboli vektoru vy-
nasobeného skaldrem (Cislem) —1.

x—y=x+(=Dy) =1 —y1,x2—=Yy2, ..., X0 — Yn)-

Chceme-li ve vektorovém prostoru ,,méfit”, tj. uréovat velikosti vektori a odchylky
vektoru, je tfeba zavést skaldrni soucin. My budeme déle pouZivat standardni skalarni
soucin definovany takto:

(x,y) =x1y1 +x2y2 + -+ Xpyn.

Pfipomenime, Ze skaldrni soucin je symetrickd bilinearni forma na vektorovém pro-
storu, jejiz odpovidajici kvadratickd forma je pozitivné definitni. Nyni 1ze na vektorovém
prostoru R" s uvedenym skaldrnim sou¢inem nadefinovat tzv. normu vektoru:

el = V0 x) = 33 - xR

Norma vektoru (nékdy budeme také fikat velikost vektoru) je tedy odmocninou ze
skalarniho soucinu tohoto vektoru se sebou samym. Tato norma se nazyvé eukleidovska
norma. Kazda norma na vektorovém prostoru pfirozen¢ indukuje (urcuje) tzv. metriku
rovnosti

P, y) =llx —yll = V(x1 — y)2+ (2 — y2)2 + - + (0 — yn)*.

Cislo p(x, y) se nazyva ,.eukleidovskou vzddlenosti bodd x, y.

Pomoci pojmu vzdélenosti pak mtzeme definovat epsilonové okoli bodu x € R”
a pomoci ného pak pojmy spojitosti a limity funkce vice proménnych. MnoZinu, na niz
mdme definovdnu metriku, nazyvame metricky prostor. Skutecnost, Ze R" je metrickym
prostorem, ndm umoZni definovat konvergenci posloupnosti v R”".

Pro zajemce:

Pro lep$i pochopeni pojmi pouzitych v predchozich odstavcich uvedme nékteré definice.

Definice 1.1. Necht P # (J a necht' funkce p: P x P — R mad tyto vlastnosti:
a) p(x,y) = 0pro viechna x, y € P, tj. p je nezdporna funkce,

b) p(x,y) =0 & x =y,

c) p(x,y) = p(y,x) pro vSechna x, y € P, tj. p je symetrickd funkce,

d) p(x,y) £ p(x,z) + p(z,y) pro viechna x,y,z € P, tj. p spliluje tzv. trojihelnikovou
nerovnost.

Potom funkci p nazyvame metrikou na P a Cislo p(x, y) vzddlenosti bodit x,y € P. Dvojici
(P, p) nazyvame metricky prostor.

Ptedchozi definice metrického prostoru byla zavedena Mauricem René Fréchetem (1878-1973)
a patif k zakladnim pojmim matematické analyzy. Nasleduje definice normovaného vektorového
prostoru, kterd se poprvé objevuje v praci Frederika Riesze (1880-1956).




Redlné funkce vice redlnych proménnych

Definice 1.2. Necht' V je vektorovy prostor nad R nebo nad C. Necht je na V definovédna realna
funkce p s témito vlastnostmi:
a) p(x) =2 0 pro vSechna x € V,

b) px) =0 & x =0,
¢) p(ax) = |a|p(x) pro vSechna o € R a viechnax € V,
d) p(x +y) < p(x) + p(y) pro vSechna x, y € V.

Tato funkce se nazyva norma na V a dvojice (V, p) normovany vektorovy prostor nad R (nebo
nad C). Pro normu budeme casto pouzivat znacend || - ||. Tedy budeme psat ||x|| misto p(x).

Jak jsme vidéli vySe, lze v kaZdém normovaném vektorém prostoru pfirozenym zptisobem
definovat metriku vztahem p(x, y) = |[|x — y||. Tedy kaZzdy normovany vektorovy prostor je
zéroven metrickym prostorem.

Definujeme-li na mnoziné R” skaldrni soucin, normu a metriku pomoci vztahd vyse uvedenych,
mluvime o eukleidovské normé, eukleidovské metrice a n-rozmérném eukleidovském prostoru.

Napriklad mnozina R spolu s funkei p(x, y) = |x — y|, kde x, y € R, tvoii metricky prostor.
Tento prostor a uvedenou metriku (vzdalenost bodd) bézné pouZivime.

Pozdé&ji se setkéte i s jinymi nez eukleidovskymi normami a metrikami.

1.2 Vlastnosti mnozin v R?

Pri studiu funkci jedné proménné jsme vystacili vétSinou s riiznymi typy intervald, pro-
toze funkce byly obvykle definovany na intervalech nebo sjednocenich né¢kolika intervali.
mnoZin napf. v roviné je daleko riznorodé€jsi. Abychom se mohli snaze a presnéji vyja-
drovat, zavedeme si nékolik dulezitych pojmi, které ndm umozni zavést dalsi, klicové

vvvvvv

se bez jejich presné definice neobejdeme. Zaméfime se nejprve na rovinu R2.

Definice 1.3. Necht' X = (xq, yg) € R2 jebod a e > 0 je Cislo. Pak epsilonovym okolim
bodu X rozumime otevieny kruh se stfedem v X a polomérem ¢. Znacime je (X, €)
nebo O'((xg, yo), €). Tedy (viz obr. 1.1 a))

O ((x0, y0), &) = {(x, ) € R” 1 [|(x, y) — (x0, yo)|| < &}.

Poznamka 1.4.

i) Symbol | . || v pfedchozi definici znamena eukleidovskou normu, tj. pro (x, y) € R?
je I, W = /%4 y2. Platf tudiz ||(x, y) — (x0, Yol = [(x — x0,y — yo)|l =

= /(x — x0)2 + (y — y0)2. Vlastn& jde o vzorec pro vypolet délky tsecky, jejiz
koncové body maji pravouhlé souradnice (xq, yo) a (x, y).

i1) Neni-li v nékterych dvahich podstatnd velikost poloméru okoli &, vynechdme jej
v oznaceni, tj. pouzijeme O(X).
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Obr. 1.1: Okoli a klasifikace bodu v roviné

iii) Lze ukdzat, Ze pro dal$i definice neni podstatné, Ze okoli bylo definované jako otevieny
kruh. Stejné dobie by poslouzil napi. otevieny obdélnik (co je oteviend mnoZina
se dozvite ddle) majici podobu (xo — 81, x0 + 81) X (yo — 62, yo + 62), 61 > O,
d2 > 0, o rozmérech 2§; a 2§, se stranami rovnobéZnymi s osami x a y a stfedem
v bod¢€ (xg, yo) — viz obr. 1.1 a). V kazdém takovém obdélniku je dostate¢né¢ maly
kruh s tymZ7 sttedem a naopak v kazdém kruhu je dostatecné maly obdélnik s tymZz
sttedem. V ndsledujicich definicich totiz bude podstatné, Ze existuje néjaké (dostatecné
malé) okoli s jistou vlastnosti. Obdélnikové okoli se ndm bude hodit pozdé;ji v kapitole
o implicitni funkci. Naopak pfi definici limity, lokalnich extrémil apod. se ndm bude
1épe pracovat s kruhovym okolim.

Definice 1.5. Necht M C R? je mnoZina a X € R? je bod. Rekneme, Ze X je

a) vnitinim bodem mnoZiny M, jestlize existuje okoli 0'(X) bodu X takové, ze 0'(X) C
C M, tj. 0(X)N[R?~ M) =0,

b) vnéjsim bodem mnoZiny M, jestliZe existuje okoli €'(X) bodu X takové, ze 0(X) C
CRZ M. 4. OX)NM =0,

¢) hranicnim bodem mnoZziny M, jestlize pro kazdé okoli '(X) plati, ze O(X)NM # §
a0(X)N R~ M) # 0.

Naobr. 1.1 b) je zndzornéna mnoZina M a Ctyfi body se svymi okolimi. Zfejmé bod A
je vnitinim bodem a bod B je vnéj$Sim bodem. Body C € M a D ¢ M jsou hrani¢ni body
mnoZiny M, protoZe kaZdé jejich okoli obsahuje jak body mnoZziny M, tak body R? . M.

Poznamka 1.6. a) Bod X je vnitinim bodem mnoZziny M, jestlize existuje okoli &'(X)
bodu X, které lezi celé v M. Tedy kazdy vnitini bod mnoZiny M je prvkem mnoZiny M.

b) Bod X je vnéjsim bodem mnoziny M, jestlize existuje okoli &'(X) bodu X, které leZi
celé mimo M. Tedy Zadny vnéjsi bod mnoZiny M neni prvkem mnoZiny M.

¢) Bod X je hrani¢nim bodem mnoZiny M, jestlize kazdé okoli &'(X) bodu X obsahuje
jak body lezici v M, tak body neleZici v M. Hrani¢ni bod muZe, ale nemusi byt prvkem
mnoziny M. Napt. bod C obr. 1.1 b) je prvkem mnoZiny M, bod D neni prvkem
mnoziny M.
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d) Jednotlivé vlastnosti se vylucuji, kazdy bod v roviné ma pravé jednu z nich.

Definice 1.7. Necht M C R? je mnoZina.

a) Mnozinu vSech vnitifnich bodi M nazyvame jejim vnitikem a zna¢ime int M.

b) Mnozinu vSech vnéjsich bodiit M nazyvame jejim vnéjskem a znacime ext M.

¢) Mnozinu v8ech hrani¢nich bodil nazyvame jeji hranici a znac¢ime oM.

d) MnoZzinu M nazyvame otevienou, jestlize obsahuje pouze své vnitini body, tj. kdyz
M =intM.

e) MnoZinu M nazyvame uzavienou, jestlize obsahuje vSechny své hrani¢ni body,
tj. kdyZ oM C M.

f) MnoZinu M = M U dM nazyvime uzdvérem mnoZziny M.

g) MnoZina M se nazyva ohranicend (omezend), jestliZe leZi uvnitf néjakého (dostatecné
velikého) kruhu, tj. kdyz existuje okoli &'(X) jakéhokoliv bodu X takové, ze M C
C O0(X).

Poznamka 1.8.
1) Vzhledem k e) a f) pfedchozi definice je mnoZina M uzaviend, pravé kdyZ se rovna
svému uzavéru, tj. kdyz M = M.
ii) Z definice 1.5 c) vyplyv4, Ze mnoZina M a jeji doplnék R? \. M majf stejnou hranici,
tj. aM = 3(R? ~. M). Odtud snadno dostavame, Ze M je oteviend pravé tehdy, kdyz
jeji doplnék R? \. M je uzavieny, a naopak.

ii1) MnoZina M je uzaviend, mnoZina int M je oteviend.

Priklad 1.9. U mnoZin na obr. 1.2 uréete vnitfek, hranici a uzavér. Rozhodnéte, které
z nich jsou oteviené a které uzaviené.

My
M, M, M; Ms M
///\\\ m PR
[ ) NP
\ / \ /
N~ \\_//
a) b) c) d) e) f)
Obr. 1.2: MnoZiny v roviné
Resent.

a) M je kruh vcetné jej ohranicujici kruznice k. Body leZici uvniti kruhu jsou vnitini
a tvofi vnitiek M, body leZici na kruznici k jsou hrani¢ni body M. Tedy int M| =
=M k=M, M| =k, M\ = M. M je uzaviena.
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b) M> je kruh bez ohranicujici kruznice k. Body lezici uvnitt kruhu jsou vnitini a tvori
vnitiek M», body leZici na kruZnici k jsou hrani¢ni. Tedy int M» = Mj, M, = k,
My = M> Uk = My. M5 je oteviena.

¢) M3 je kruh v€etné horni poloviny ohranicujici kruznice k. Ozna¢me /; horni polovinu
kruZnice k (vCetné krajnich bodi této polokruZnice) a / dolni polovinu kruZnice k.
Body lezici uvnitt kruhu jsou vnitini a tvoii vnitfek M3, body leZici na kruZnici k (celé)
jsou hranicni. Tedy int M3 = M3 \ [y = M3, M3 = k, E = M3Ul, = M;. M3 neni
ani oteviend ani uzaviend.

d) M4 je mezikruzim s vétsi ohraniCujici kruZnici k1, kterd k ni patii, a mensi ohranicujici
kruZnici ky, kterd k ni nepatii. Body mezikruZi jsou vnitini body M, a tvoii vnitfek My,
body lezici na téchto kruznicich jsou hrani¢ni body My. Tedy int My = M4 \ kq,
OMy = ki Uky, Mg = My U kr. M4 neni ani oteviena ani uzaviena.

e) Ms je kruh vcetné ohranicujici kruznice k, z néhoz je vyjmut jeho stfed S. Body rizné
od stfedu §, které lezi uvniti kruhu, jsou vnitini a tvoii vnittek M, body lezici na
kruZnici k jsou hrani¢ni body Ms. Hrani¢ni bod M5 je ale 1 bod S. Jeho libovolné okoli
0'(S) obsahuje jak body z Ms (je jich dokonce nekonecné mnoho) tak body neleZici
v M5 (takovy bod je vZdy (pokud je £'(S) dostate¢né malé) jediny — bod S sam). Tedy
intMs = Ms~ k = My ~ {S}, M5 = k U{S}, Ms = M5 U {S} = M,. M5 neni ani
oteviena ani uzaviena.

f) Mg je dsecka véetné krajnich bodi. Ta nem4 (chdpand jako podmnoZina R?!) Z4dné
vnitini body. Kazdé okoli jejiho libovolného bodu zasahuje mimo ni. VSechny jeji body
jsou hrani¢ni. Tedy int Mg = 0, dMg¢ = Mg, M = Mg. Mg je uzaviena. A

Priklad 1.10. Urcete vnitfek, hranici a uzavér mnoziny
M={xy)eR*:05x<1,05y=<1, x,y Q).

Reseni. MnoZina M je tvofena viemi body jednotkového &tverce,
jejichz obé€ souradnice jsou raciondlni ¢isla. Protoze jak raciondlni
tak iraciondlni ¢isla jsou na pfimce rozlozena ,,neomezené husté*
(mezi libovolnymi dvéma riiznymi raciondlnimi ¢isly je nekone¢né
mnoho dalSich raciondlnich i iraciondlnich ¢isel a obdobné je tomu
mezi dvéma rliznymi iraciondlnimi ¢isly), nejsme schopni takovou
mnoZzinu nakreslit, obr. 1.3 je jen ,,priblizny*. 0 1
Jestlize vybereme libovolny bod jednotkového ctverce, at’ jsou
jeho obé souradnice raciondlni nebo ne, lezi v jeho libovolném  Obr. 1.3: Hranice
okoli vzdy jak body, jejichz obé soufadnice jsou raciondlni (tedy mnoziny
jsou to body z M), tak body, které maji aspon jednu soufadnici
iraciondlni (tedy jsou to body z R? ~. M). Proto 74dny bod mnoZiny M neni vnitinim
bodem mnoziny M a libovolny bod jednotkového ctverce je hranicnim bodem mnoZiny
M. Tudiz intM = @, d9M = (0, 1) x (0,1) a M = (0, 1) x (0, 1). MnoZzina M nenf ani
oteviend ani uzaviena.
Zatimco v ,,rozumnych*® pfipadech je hranice rovinnych mnoZin tvofena kfivkami nebo
jednotlivymi body — viz priklad 1.9, ukazuje se, Ze se muze stat, Ze hranici je i Ctverec.
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S mnozinami majicimi takové vlastnosti se vSak v béZnych aplikacich nesetkdme. A

P¥iklad 1.11. Rozhodnéte, které z nasledujicich podmnoZin R? jsou ohrani¢ené: KruZnice,
kruh, pfimka, polopiimka, usecka, obdélnik, prvni kvadrant, polorovina, vétev hyperboly,
parabola, elipsa, vnitiek trojihelnika, vnéjsSek trojahelnika, mnozina M z ptikladu 1.10.

Reseni. Podle definice 1.7 g) musi ohraniend mnoZina leZet uvnitf n&jakého dostate¢né
velkého kruhu.

Ohranicené: KruZnice, kruh, usecka, obdélnik, elipsa, vnitfek trojihelnika, mnoZina M
z ptikladu 1.10.

Neohrani¢ené: Pfimka, polopfimka, prvni kvadrant, polorovina, vétev hyperboly, para-
bola, vnéjsek trojuhelnika. A

Definice 1.12. Necht M C R? je mnoZina a X € R? je bod. Rekneme, 7e X je

a) hromadnym bodem mnoziny M, jestlize libovolné okoli &'(X) bodu X obsahuje
alespon jeden bod mnoZiny M riizny od X.

b) izolovanym bodem mnoZiny M, jestlize existuje okoli &'(X) takové, Ze plati
O(X)N M = {X} (1. existuje okoli &'(X) bodu X € M, které kromé bodu X neob-
sahuje Zadné jiné body mnoZiny M).

Mnozina vSech hromadnych bodi mnoziny M se nazyva derivace M a zna¢i se M’,

mnozina vSech izolovanych bodi mnoziny M se nazyva adherence M.

// Naobr. 1.4 je zndzornéna mnoZina M, kterd je tvofena otevienym kruhem

( vCetné pravé poloviny kruZnice, kterd jej ohranicuje, a bodem A, ktery

\\ lezi vné kruhu. Hromadné body mnoZiny M jsou vSechny body daného
= 4 Kruhu véetng celé hraniéni kruZnice, tedy M’ je uzavieny kruh. Bod A
Obr. 1.4 je jedinym izolovanym bodem mnoZiny M.

Poznamka 1.13.
i) Hromadny bod mtiZe ale nemusi byt prvkem mnoziny M. MiizZe byt vnitinim nebo

Vv

hrani¢nim (ale ne vnéjsim) bodem M.
i1) Izolovany bod je prvkem mnoZiny M a je vZdy hrani¢nim bodem M.
iii) Hromadny bod je vzdy bodem uzavéru, tj. M’ C M.
iv) Uzavér M je sjednocenim derivace M’ a adherence mnoZiny M.

v) Derivace mnoZiny nemd nic spolecného s derivaci funkce.

Pro zajemce:

Veskeré pojmy, které jsme v tomto oddilu zavedli, byly definovany pomoci okoli bodu. Naprosto
analogicky lze proto postupovat v prostoru R”, kde n = 3, pokud vhodné zavedeme pojem okoli.
Nejprve si v§imneme prostoru R?.
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Necht' X = (xo, yo, 20) € R? jebodae > 0jecislo. Pak epsilonovym okolim bodu X rozumime
otevienou kouli se sttedem v X a polomérem ¢. Zna¢ime je (X, €) nebo O ((xg, Yo, Z0), €). Tedy

ﬁ((x()’ Yo, ZO)7 8) = {(X, Y, Z) € R3 : ||(~x7 Y, Z) - (XO, Yo, ZO)” < 8}'

Pfitom pro (x,y,z) € R? je [|(x,y,2)l| = /x?+ y?+ 22, takie ||(x, y,2) — (X0, Yo, 20)[| =
= /(x —x0)2 + (v — %0)2 + (z — 20)%, coZ je opét délka tisecky s koncovymi body o pravothlych
souradnicich (xg, yo, zo) a (x, y, 2).

Nyni bychom téméf doslova zopakovali predchozi definice a pozndmky. Pokuste se predsta-
vit si trojrozmérné analogie prikladl z obr. 1.2. Trojrozmérna obdoba mnoziny z piikladu 1.10
ukazuje, Ze hranici mnoZiny miZe byt i téleso (konkrétné¢ zde jednotkova krychle). AvSak v pii-
padé ,,rozumnych* mnoZzin jako krychle, kvadr, koule, jehlan, kuZel apod. bude hranice tvorena
plochami, kfivkami nebo body.

V pripadé obecného n € N zavedeme normu v R" nédsledovné: pro x = (xq,...,x,) € R”
poloZime [|x| = vx7 + -+ + x2.
Epsilonovym okolim bodu x* = (x§, ..., x;) € R" rozumime otevienou kouli se stiedem v x*

a polomérem ¢ > 0, kterou oznacime &'(x*, ¢), definovanou takto:
Ox*,e)={x eR": ||x —x¥| < &}.

Tedy

e =2l = G — XD G — )

Jedna se tudiZ o naprostou analogii s piipady n = 2, 3, tentokrat nam ale chybi geometricka
ndzornost.

Veskeré pojmy z tohoto oddilu, které byly zavedeny v R?, se nyni snadno pfenesou do R”.
Obecnéji viz [3].

1.3 Definice funkce dvou proménnych a jeji graf

Definice 1.14. Necht A C R?. Pak zobrazeni f: A — R, které kazdé dvojici redlnych
Cisel (x, y) € A prifazuje pravé jedno redlné Cislo z = f(x, y), se nazyva redlnd funkce
dvou redlnych proménnych. MnoZinu A nazyvame definicnim oborem a znac¢ime D( f).

Protoze kazdy prvek mnoZiny D(f) je usporddana dvojice Cisel (x, y), lze jej ge-
ometricky chépat jako kartézské soutadnice bodu v roviné. Tedy bodu v roviné (x, y)
je zobrazenim f pfifazeno ¢islo z. Podobné jako u funkce jedné proménné pak piSeme
f:z= f(x,y)nebo stru¢né jen z = f(x, y).

Mnozinu vSech takovych z € R, k nimZ existuje (x, y) € D(f) tak, ze z = f(x, y),
pak nazyvame obor hodnot funkce f a oznacujeme H (f). Tj.

H(f)={zeR: 3(x,y) € D(f) takové, ze z = f(x, y)}.
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Zadani funkce

K zadéni funkce f je nutné uvést jednak defini¢ni obor D( f) a jednak pravidlo (predpis),
pomoci néhoz je kazdému (x, y) € D(f) pfifazen pravé jeden prvek z € H(f).

Ukazme si, s jakymi formami zapisu konkrétni funkce se mizeme setkat. Napriklad
funkci f, kterd kazdému (x, y) € R?: x # y pfifazuje &islo 2 lze zapsat takto:

eX
arctg(r—)”

ex—!—y 5
i=———, D(f)={kxy) eR:x#y}
arctg(x — y)
eXty )
fx,y) = ————, D(f) ={(x,y) e R%: x # y}.
arctg(x —y)

Casto se stdvd, Ze je funkce zadéna pouze piedpisem a defini¢ni obor neni vyslovné
uveden. Pak pokldddme za defini¢ni obor mnoZinu viech takovych (x, y) € R?, pro kterd
ma dany predpis ,,smysl®.

Rovnost funkci

Z definice plyne, Ze dvé funkce f a g jsou sirovny (piSeme f = g) praveé tehdy, kdyz maji
stejny defini¢ni obor a v kazdém bodé¢ tohoto defini¢niho oboru plati f(x, y) = g(x, y).
Symbolicky zapsano:

(f=8 <& [(D(f)y=D@) A Mx,y) e D(f): fx,y)=gx,y)]

Uvedme si ptiklad funkei d, r, které se rovnaji.

hk
d(h, k) = yEwwEL D(f)={(h,k) eR*: h > 0, k > 0},

|mn|

o g 2 D(f) = {(m,n) e R*: m > 0, n > 0}.

r(m,n) =
NezéleZi samoziejmé na pouZzitych pismenech pro oznaceni proménnych.

U funkci dvou proménnych budeme ¢asto zndzornovat defini¢ni obor graficky jako
podmnozZinu v R?. Defini¢ni obor byva ohrani¢en &astmi piimek, kuZelosedek popf. graft
nékterych dalSich elementéarnich funkci. Domluvime se, Ze ¢asti téchto hrani¢nich kiivek,
které do defini¢niho oboru patii, vyznacime plnou carou, a ty, které do defini¢niho oboru
nepatii, vyznacime prerusovanou carou.

Priklad 1.15. Urcete a zakreslete defini¢ni obory ndsledujicich funkci.

x+y sin xy
) = s b ) = 55>
a) flx,y) =y ) g(x,y) N
) h(x.y)=/x2+y2—4 4 k(x,y) Vx — )7
c = —4, ,y) = .
X,y X2+ y =10 257

Reseni.
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a) D(f) je mnoZina takovych (x, y) € R?, pro néZ ma piedpis 4 smysl. Tento zlomek

X+
x —
ma smysl, je-lix —y # 0, tj. x # y. Tedy

D(f) ={(x,y) e R* : x # y},

coz je celd rovina s vyjmutou piimkou y = x — viz obr. 1.5 a).

b) Stejné jako v predchozim bodé poZadujeme nenulovost jmenovatele, tj. x> + y* # 0.
Odtud plyne, Ze (x, y) # (0, 0).

D(g) = R* <. {(0,0)},

coz je celd rovina s vyjmutym pocatkem — viz obr. 1.5 b).

a) D(f) b) D(g)

¢) D(h) d) D(k)

Obr. 1.5: Defini¢ni obory

2 Mz

¢) ProtoZe druhd odmocnina je definovana jen pro nezapornd &isla, musi platit x> + y2 — 4 > 0,
tj. x2 + y% > 4. Tedy

D(h) = {(x,y) e R? : x* + y? = 4},

coZ je vn&jsek kruhu x> + y? = 4 v&etné ohranicujici kruznice — viz obr. 1.5 ¢).
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d) Zlomek m4 smysl, jestlize m4 smysl Citatel, ma smysl jmenovatel a jmenovatel musi
byt rizny od nuly. Z toho dostavame ndsledujici podminky.

e x —y> 2 0,tj. x = y? (druhd odmocnina je definovdna jen pro nezdporna &isla),

e 9—x2—y2 > 0,tj. x>+ y? < 9 (pfirozeny logaritmus je definovén jen pro kladna
¢isla),
eIn(9—x2—y%) #£0,t.9—x2 —y2 £ 1,4. x2 4+ y> #£8.

Tedy
D(k) = {(x,y) e R?: x > y?, x? 4+ 32 <9, x2 4+ y? £8),

coZ je pranik otevieného kruhu s hraniéni kruZnici x> 4+ y? = 9, z ného? je vyjmuta
kruznice x> + y?> = 8, s ,,vnittkem paraboly* x = y? v&etné této paraboly — viz
obr. 1.5 d). A

U funkci jedné proménné byl velmi diilezitym pojmem graf. Nejinak tomu bude
i u funkci dvou proménnych.

Graf funkce

U funkci jedné proménné f: y = f(x) chdpeme usporadanou dvojici (x, y) jako bod
o soufadnicich x a y. Libovolnou mnozinu uspotfadanych dvojic (x, y) pak geometricky
chdapeme jako mnozinu bodl v roviné. Grafem funkce f: D(f) — R pak rozumime
mnozinu bodu {(x,y) € R2: x € D(f) ANy = f(x)}, kde (x, y) znaci bod roviny
o soufadnicich x a y.

U funkci dvou proménnych f: z = f(x, y) zavedeme pojem graf funkce obdobné.

Necht f: z = f(x, y) je funkce dvou proménnych. Pak mnoZinu bodi G C R? defino-
vanou vztahem

G={x,v.2)eR:(x,y) e D(f), z= f(x,y)}

nazyvame grafem funkce f.

Graf funkce f je tedy tvofen body (x, y, f(x, y)) zR3, pficemZ (x, y) € D(f).

MnoZina G C R? je grafem n&jaké funkce dvou proménnych pravé tehdy, kdyz
libovolna rovnobéZzka s osou z protne G nejvyse v jednom bodé. Definicnim oborem této
funkce je primét mnoziny G do roviny uréené osami x a y — viz obr. 1.6 a).

Tedy napft. kulovd plocha neni grafem funkce dvou proménnych, protoZe nékteré
rovnobézky s osou z ji protnou ve dvou bodech — viz body M, N na obr. 1.6 b).

//////

graf funkce jedné proménné. Urcitou predstavu nim mohou pomoci vytvofit tzv. vrstev-
nice, které zname ze zemépisnych map.
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Z <
G
J (X0, Yo) |-
0 Yo Y 0 M
I
A = D(f) x
a) G je grafem funkce b) G neni grafem funkce

Obr. 1.6: MnozZiny v R?

Definice 1.16. Necht f: z = f(x, y) je funkce dvou proménnych a ¢ € R. Pak mnoZinu

vr(e) ={(x,y) € D(f): f(x,y) =c} (1.1)

nazyvame vrstevnici nebo hladinou funkce f na drovni ¢ (o kété c).

Vrstevnice funkce je tedy mnoZina bodu defi-
ni¢niho oboru, v nichZ funkce f nabyvd dané hod-
noty c. Vrstevnici dostaneme projekci pruniku grafu
funkce f s rovinou z = ¢ do roviny uréené osami
x a y — viz obr. 1.7. Pokud dokdZeme vrstevnice
odpovidajici riznym hodnotdm c¢ nakreslit, pomiZe
ndm to udélat si predstavu o grafu funkce f.

Poznamka 1.17. Nékdy je vhodné pro lepsi pied-
stavu o grafu urcit nejen vrstevnice, ale také fezy
grafu rovinami x = ¢ resp. y = c. Jejich rovnice
jsouz = f(c,y)resp.z = f(x,c),ceR.

Obr. 1.7: Vrstevnice

Piiklad 1.18. Urete vrstevnice funkce f: z = x> + y? a graf funkce f.

Reseni. D(f) = R2. Podle (1.1) jsou rovnice vrstevnic v (c): 2 +yr=c

a) Proc < 0jevs(c) = 0, protoze X2+ y2 = 0 pro kazdé (x, y) € R2.
b) Pro ¢ = 0je v/(0) = {(0, 0)}, protoZe pokud x # 0 nebo y # 0, je x> + y> > 0.
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¢) Pro ¢ > 0 je vs(c) kruZnici se sttedem v pocétku a polomérem /c. Cim je ¢ v&tsi, tim
vétsi je polomér a rovina z = ¢ leZi vyse.

Vzhledem k tomu, Ze uvedené vrstevnice miZe mit rotacni paraboloid i horni ¢ast
rotacni kuZelové plochy, podivame se jesté na fezy grafu rovinami x = c. Jejich rovnice
jsou z = ¢ + y?, takZe jde o paraboly (v rovinich x = ¢), které vzniknou posunutim
paraboly z = y?> sm&rem vzhiiru ve sméru osy z o ¢> — viz obr. 1.8 b).

Grafem je tedy rotacni elipticky paraboloid, ktery vznikne rotaci paraboly z = x
leZici v roviné y = 0 kolem osy z. Graf spolu s vrstevnicemi je zndzornén na obr. 1.8 a).

Obecné rovnice rotacniho paraboloidu, kuzelové plochy i dalSich kvadratickych ploch
najdete v kapitole 9. A

2

a)x? +y2=c b z=c2+y?

Obr. 1.8: Graf funkce f: z = X%+ y2

Pro zajemce:

Zcela analogicky zavedeme redlnou funkci tif redlnych proménnych. Prvku mnoZiny A C R?
prifadime redlné ¢islo. Tudiz kazdé trojici Cisel (x, y, z) € A, kterou lze geometricky chédpat jako
kartézské soutradnice bodu v prostoru, je pfifazeno ¢islou € R. Tedy f: u = f(x, y, 2).

Podobné postupujeme pro rediné funkce n redlnych proménnych, kde n = 4,5, 6, ... . For-
malné je takova funkce zobrazeni f: A — R, kde A C R”, n € N. Oznaceni je f:z =
= f(x1,...,x,) resp. strucné f: z = f(x), kde x = (x1, ..., x,). Pfiklady takovych funkci
jsou

u(x,y,z) = x*yz+Qx+y—z)sinxy, D(u)=R3, f(x) = x} x4+ +x2,  D(f) =R".

Analogicky bychom mohli zavést i pojem graf funkcf tff a vice proménnych. Pokud bychom jej
ale chtéli geometricky znazornit, potfebovali bychom napf. u funkce tff proménnych tfi dimenze
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na definiéni obor a ¢tvrtou dimenzi na funkéni hodnotu. ProtoZe nds redlny svét je ale pouze
tifrozmérny, nelze vytvorit model takového grafu.

1.4 Limita a spojitost funkce dvou proménnych

Pojmy limity a spojitosti hraji pfi zkoumdni vlastnosti funkci dvou (a vice) proménnych
stejné dileZitou roli jako u funkce jedné proménné. Uvidime, Ze fada kli¢ovych vlastnosti
je v pripadé funkci vice proménnych stejna jako u funkci jedné proménné.

Definice 1.19. Necht f: z = f(x, y) je funkce dvou proménnych a M = (xo, yo) je
hromadny bod defini¢niho oboru D( f).

Rekneme, Ze funkce f md v bodé M limitu rovnou &islu L € R, jestlize plati: K libovol-
nému Cislu ¢ > 0 existuje § > Otak, Zze prokazdybod X = (x,y), X € O(M,)ND(f),
X#M’jef(xay) € (L_S’L+8)'

PiSeme:

fim ,¥)=L nebo  lim ,y) =L mnebo lim ,y) = L.
BRLUSSRAC TR Jim £ (x,y) ;lz;gf(’“ y)

Poznamka 1.20.

i) Vzhledem k tomu, Ze M je hromadny bod D( f), budou v libovolném okoli &'(M, §)
vzdy néjaké body z D(f) rizné od M. Bez predpokladu, Ze M je hromadny bod,
by definici limity vyhovovalo libovolné redlné Cislo L. Proto nedefinujeme limitu
v izolovaném bodé¢.

i1) Definice vlastné vyjadiuje, Ze pro body defini¢niho oboru, které jsou dostatec¢né blizké
bodu M, musi byt funkéni hodnoty tak blizké Cislu L, jak jen si pfedem fekneme
(¢ volime, §-okoli musime byt schopni najit). Tedy body grafu v dostate¢né malém
okoli bodu M musi lezet mezi rovinami z = L —eaz = L 4+ & — viz obr. 1.9 a).

ii1) Na bod M kromé toho, Ze je to hromadny bod D( f), neklademe Zadné poZadavky.
Funkce f v ném nemusi byt definovand, a pokud definovana je, nezalezi viibec na
tom, jaké je funkéni hodnota v tomto bodé¢.

1v) Situace na obr. 1.9 a) odpovid4 ptipadu, kdy M je vnitini bod D( f). Pak dostatecné
malé okoli 0'(M, §) lezi celé v D(f).
Pokud M nenf vnitinim bodem, je nutné hrani¢nim bodem defini¢niho oboru (protoze
je hromadnym bodem D(f) — viz pozndmka 1.13 1)). Pak na ¢asti i sebemensiho
okoli neni f definovand — viz obr. 1.9 b).

v) Vzhledem k tomu, Ze limita funkce dvou proménnych je definovana obdobné jako
limita funkce jedné proménné, 1ze dokazat podobné vysledky — viz [ 1 1, str. 158—160].
Zejména plati:
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D(f)
—~ O(M,3)
N\

M)
//

_xO .................................... (/_—‘\)

~_
O(M,$)
x D(f)
a) Vnitini bod D(f) b) Hrani¢ni bod D(f)

Obr. 1.9: Limita funkce dvou proménnych

a) Funkce nemusi mit limitu. Pokud limita existuje, je jedind. (Toto tvrzeni by nepla-
tilo bez predpokladu, Ze jde o hromadny bod defini¢niho oboru.)

b) Jestlize funkce f a g maji limitu v bodé M, ktery je hromadnym bodem mnoZiny
D(f) N D(g), pak také jejich soucet, rozdil, soucin, podil (jmenovatel musi byt
nenulovy) a ndsobek konstantou maji limitu v bodé M a plati, Ze

li + g(x, = 1li ,y)x i ,
Jim (f (e, y) £g(x,y) = lim fx,y)+ lim g(x, )
(limita ze souctu resp. rozdilu je soucet resp. rozdil limit),
li ) ) = i ) - 1 )
Am flx,y)gx,y) = lim f(x,y)- im g(x, y)
(limita ze soucinu je soucin limit),
li =« li R
Jim (af(x, ) =« lim f(x,y), ac
(multiplikativni konstantu Ize vytykat),
I
Ly g S
im =

X—M g(x,y) Jim g (x, y) ’

kud i : 0
poku XLmMg(x y) #

(limita z podilu je podil limit).

vi) Obdobné by bylo mozné zavést nevlastni limitu L = 400 a limity v nevlastnich
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bodech (£o00, yy), (xg, £00) a (o0, 00). Tyto pojmy vSak v ivodnim kurzu nebu-
deme potifebovat.

Nez se podivame na prakticky vypocet limit, uvedeme jesté jeden dulezity pojem.

Definice 1.21. Rekneme, 7e funkce f:z = f(x,y) je spojitd v bodé M = (xq, yo),
jestlize plati

lim  f(x,y) = f(xo0, yo)- (1.2)
(x,y)— (x0,y0)

Poznamka 1.22.
1) Z predchozi definice vyplyva: Aby funkce byla spojitd v né¢jakém bodé¢ (ktery musi
byt hromadnym bodem jejitho definiéniho oboru — to plyne z definice limity), pak
— funkce musi mit v tomto bod¢€ limitu L,
— funkce musi byt v tomto bodé€ definovana, tj. existuje f(xo, Yo),
— predchozi dvé Cisla L a f(xq, yo) musi byt stejna.

i1) Pokud je funkce definovana v néjakém bodé¢, ktery je izolovanym bodem defini¢niho
oboru, nelze zde mluvit o limité a tedy ani spojitosti, coZ je neptijemné. Domluvime se
proto, Ze funkci budeme povazovat za spojitou v kaZdém izolovaném bodé definicniho
oboru.

Maiéme-li tedy vypocitat limitu funkce v bod€ spojitosti, je to jednoduché — jde vlastné
o vypocet funkéni hodnoty. Abychom mohli tuto skute¢nost u¢inné vyuZzit, potiebovali
bychom védét o co nejvice funkcich, se kterymi se prakticky setkdvame, zda jsou spojité.
V kurzu diferencidlniho poctu funkci jedné proménné (viz napt. [! 1, str.63]) jste se
seznamili s elementdrnimi funkcemi jedné proménné (jsou to mnohocleny, goniometrické
a cyklometrické funkce, exponencidlni a logaritmické funkce, mocninné funkce a funkce,
které z nich vzniknou kone¢nym poctem aritmetickych operaci secitani, od¢itani, nasobeni
a déleni a sklddanim) a fekli jste si, Ze jsou v bodech, v nichZ jsou definovény, spojité.

Pro spojitost funkci dvou proménnych bude platit totéZ, pokud vyjdeme z elementér-
nich funkci jedné proménné, jejichz argumenty budou oznacené riiznymi pismeny. Takové
funkce budou spojité ve vSech bodech svych definicnich obori. Napriklad

2 3
2 3 (x+y) X+2y—x
Z=x"y —xy’ +4dxy, 1= —F—, 7= apod.
o g tg \/x +siny x2 4+ y2 — x2y2 P
Priklad 1.23. Vypoctéte nasledujici limitu: @

V/x2 + y?arctg i

lim
@»—©,1) In(e® + 3y?)

Reseni. Protoze dand funkce je vytvofena vy$e popsanym zpiisobem z elementdrnich
funkei jedné proménné a je v bodé (0, 1) definovand, je zde 1 spojitd a limita je rovna
funk¢ni hodnoté. Tedy

Va2t yrarctg] /02 + 12arctg arctg 0 0

lim = = =—=0.
(x,)—0,1) In(e*y + 3y2) In(e®! +3.12)  In(1+3) In4 A
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Pro funkce jedné proménné existuje velmi t€inny nastroj na vypocet limit — I’ Hospi-
talovo pravidlo. Bohuzel pro funkce vice proménnych nic podobného neexistuje a vypocet
limit je daleko obtizné&jsi. Paradoxné Casto byva jednodussi ukdzat, Ze néjakd limita nee-
xistuje. To se u funkci vice proménnych (u limit typu 8) Casto stava. PouZziva se pfi tom
obvykle néasledujici obrat.

JestliZe existuje limita funkce f (x, y) v bodé€ (xo, yo) ajerovna L,
tj. funk¢ni hodnoty se pfi pfiblizovani bodu (x, y) k bodu (xg, yo) ,,ze
vSech moznych stran“ ¢im dal vice blizi k L, musi tim spiS platit totéz,

kdyz se pohybujeme po libovolné kiivce ,,ustici* do bodu (xg, yg) —

X0, . . ve e 1o L
(xo. o) viz obr. 1.10. Pokud se ndm tedy podaii najit dvé takové kiivky,
po nichz vychazi tyto ,,éasteCné” limity rGzné, nemize zkoumana
limita existovat. Za kiivky se Casto voli napf. pfimky o rovnicich
= k(x — x¢) + yo pro rizné smérnice k.
oObr.1.10 Yop

Piiklad 1.24. Vypoitéte limitu ~ lim  —-> .
(x.y)—(0,0) x2 + y2

Reseni. Ukazeme, Ze tato limita neexistuje. Viimnéte si, Ze (0, 0) je jediny problematicky
bod. Vsude jinde je funkce definovand, a tudiZ spojitd a limita je rovna funkéni hodnot€.

Zvolime pfimky y = kx, které prochdzeji pocatkem. Body na nich lezici maji tvar
(x, kx), k € R. Aby se tyto body blizily k poc¢atku, musi platit x — 0. Tedy

) x - kx . kx? . k k
Iim ———— =1lim ————— = lim = .
x—0 x2 —+ (kx)2 x—0 x2(1 —+ kz) x—01+ k2 1+ k2

Vysledek zdvisi na k, tj. na smérnici pfimky, po niZ se bliZime k poc¢étku. Tedy limita
skute¢né neexistuje.

Mezi uvaZzovanymi piimkami neni osa y, kterd nema smérnicovy tvar. Pro dplnost
ur¢ime i limitu po této pfimce. Jeji body maji tvar (0, y), takZze

Graf funkce je zndzornén na obr. 1.11 (pro nizornost jsou uvedeny pohledy ze dvou
sméru). A

I kdyz ,Castecné” limity po vSech moZnych piimkach existuji a jsou stejné, miize
se stat, Ze ,,dvourozmérna“ limita neexistuje. MiiZe totiZ existovat jina kiivka, podél niz
,»casteCnd* limita neexistuje nebo ma jinou hodnotu, jak ukazuje nasledujici priklad.

3x%y

Pfiklad 1.25. Vypoctéte limitu  lim = ———.
(x.y)—>0,0) x* 4y

Reseni. UkdZzeme, Ze ani tato limita neexistuje. Bod (0, 0) je opét jediny problematicky
bod, vsude jinde je funkce spojita.
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Obr. 1.11: Graf funkce f(x,y) = -2

)c2+y2

Zkusime nejprve opét piimky y = kx, k € R, tj. budeme se pfibliZovat po bodech
(x, kx), kde x — 0. Dostaneme
. 3x? o kx . 3kx? . 3kx
im———=1lm ————— = lim ——— =
x—0 x4+ (kx)2  x>0x2(x2 4+ k%) x—0x2+k?
Doplnime jesté osu y, kterd mezi pfimkami y = kx neni zahrnuta, protoZze nema smérni-
covy tvar. Jde o body (0, y), kde y — 0. Vyjde

0 pro libovolné k € R.

2
1m£= limgz lim 0 =0.
y—0 04 —+ y2 y—0 y2 y—=0
Skute¢né tudiz po vSech piimkach vchazejicich do bodu (0, 0)
vychézi ¢astecnd limita stejné — viz obr 1.12. X
Nyni pouZijeme nap¥. parabolu y = x2, tj. budeme se piibliZo-
vat po bodech (x, xz), x — 0 —viz obr 1.12. Dostaneme

. 3x%.x? Xt 303
lim —= =1lim — = lim - = —.
Tato limita neni na rozdil od pfimek nulov4, proto celkova limita neexistuje. Graf funkce
je znazornén na obr. 1.13 (pro nazornost jsou uvedeny pohledy ze dvou sméra). A
2xy

Priklad 1.26. Vysetfete limitu funkce f(x,y) =
b) B =1(0,0),¢c) C = (-1, —1).

——— vbodech:a) A = (1, 1),
Xy +2x—y

Resent.
a) V tomto piipad€ nenastane Zadny problém, do funkce je mozno bod A = (1, 1) pfimo
dosadit, protoZe je v tomto bodé spojita. Tedy
2xy 2

im —=—-=1.
xy)—>Lhxy+2x —y 2
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. _ 3x2y
Obr. 1.13: Graf funkce f(x,y) =

x4+y2

b) V pfipadé bodu B = (0, 0) jiZ vypocet pifimym dosazenim neni moZzZny, nebot' v tomto
bodé neni funkce definovand. Bod B je tudiZ bodem nespojitosti dané funkce. PouZijeme
napt. piimky y = kx, k € R, a budeme se k bodu nespojitosti ptibliZovat po bodech
(x, kx). Dostaneme:

, 2k x? , x(2kx) _ 2kx 0 prok #2,
lim =lim———=1lim —— =
x—>0kx24+2x —kx x>0x(kx +2—k) x—0kx+2—k 2 prok=2.

Limita tedy v bodé B neexistuje.

¢) Vbodé C = (—1, —1) funkce rovnéZ neni definovana, takZe se jedna opét o jeji bod

nespojitosti. Zvolime napf. pfimku y = —1. Po dosazeni vyjde:
) —2x 2 +oo prox — —1T,
lim = <—) =
x—>—1tx 41 0 —00 prox — —17.

Limita tedy v bodé C neexistuje.

A

Nyni si ukdZzeme, jak I1ze naopak néjakou limitu spocitat. K tomu se ¢asto u funkci
dvou proménnych pouZzivaji tzv. poldrni souradnice, se kterymi se seznamite podrobnéji
u transformaci dvojného integrdlu. Poloha bodu (x, y) je popsdna dvéma Cisly p, ¢ —
viz. obr 1.14:

Vztah mezi kartézskymi a polarnimi soufadnicemi je dan rovnicemi (da se odvodit za
pomoci definice goniometrickych funkci)

X = X0+ pcose, y = yo+ psing. (1.3)

Dale pouZijeme nésledujici jednoduché ale uzite¢né lemma.
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p — vzdalenost bodu (x,y) od pevného bodu
(x0, yo) (tzv. stied; Casto je to pocatek (0, 0)).
Plati: p € (0, +00).

¢ — uhel, ktery svird polopfimka, jez zacina v bo-

YO 1o : dé (xo, yo) a prochédzi bodem (x, y), s kladnou
/< ¢asti osy x (méfeno proti sméru hodinovych
~¢ rucicek).
g O] xo X Plati: ¢ € (0, 2m).

Obr. 1.14

Lemma 1.27. Predpoklddejme, Ze funkci f(x, y) lze v poldrnich souradnicich se stiedem
v bodé (xg, yo) vyjddrit ve tvaru f(x,y) = L + g(p)h(p, ¢), L € R, kde

i) lin})g(p) =0,
p—
ii) h(p, @) je ohranicend na obdélniku (0, pg) x (0, 27), kde py > 0.

Pak plati: lim f(x,y)=L.
(x,y)—(x0,y0)

Diikaz. Necht'je h ohrani¢ena na zmingném obdélniku konstantou K € R™, 4. |h(p, )| <
< K. Zvolme libovolné ¢ > 0. Z definice limity vyplyva, Ze existuje 0 < § < pg takové,

zepro0 < p < §jelg(p)| < /K. Tedy pro (x,y) € O((x0, y0). 8), (x0. yo) # (0., 0), je
&
[f G y) = LI =180 - h(p. @)l < - K =,

z ¢ehoZ plyne tvrzeni. [
2

Piiklad 1.28. Vypoitste limitu ~ lim  —— >
@.3)—(0.0) x2 + y?

Reseni. Pouzijeme-li poldrni soufadnice, pfi¢emZ (xo, yo) = (0, 0), dostaneme:

x2y p2cos? @ - psing 0> sin ¢ cos? ¢ ) ’
= = = psingcos” .
x24+y2  pZcostg+ pZsinZg  p2(cos? ¢ + sin? @) P ¢

Nyni pouZijeme pfedchozi lemma. Zvolime

L =0, g(p) = pah(p,p) = sinpcos’yp
(h zde nezdavisi na p). Predpoklady jsou splnény: A REE 27 e

’0. ."'I"""'"
2775

lin%) p = 0 a funkce singcos®¢ je ohranifend,
p—>

protoze je |singcos®¢| < 1. Tedy nase limita
je rovna L = 0. Graf funkce je zndzornén na
obr. 1.15.

VSimnéte si zdanlivé jen nepatrného rozdilu
v zaddni funkci v tomto a pfedchozim pfikladu
a zcela odlisného chovani jejich grafi v okoli
pocatku. A

Obr. 1.15
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4 2N o} 2 2
Priklad 1.29. Vypoitéte limita  Jim  © 2SI 7).

(x.y)—(0,0) VvV (x% 4 y?)3

(c*4y?) sin(x®+y%)
V(62 +y?2)3
opét transformaci do polarnich soutfadnic, dostaneme:

Reseni. Zlomek si nejprve vhodné rozloZime na soucin. PouZijeme-li

sin(x? 4+ y%)  (x*+y?)  sin(p*cos’ @ + p?sin®@) pPcost 4 pZsin’g
Va2 2ty V/0? p?

2
sin
= Ly (,02 cos? ©+ sin’ Q).
0

Abychom mohli pouZzitlemma 1.27, musi byt hm g(p) = 0.V nasem ptipad¢€ bude funkce

g(p) = Smp . Za pouziti I’'Hospitalova praV1dla ukéazeme, Ze tato podminka je skute¢né

splnéna.
: 2 2
sin 2p cos
lim g(p) = lim X" — Jim ZPEP° _
p—0 p—0 p p—0 1

Druhd podminka lemmatu 1.27 ndm fikd4, Ze funkce h(p, ¢) musi byt ohrani¢end na
obdélniku (0, 1) x (0, 27). I tato podminka je v8ak splnéna, nebot’ [p| < 1, |cos¢| < 1,
|sing| < 1 atudiz |p?cos* ¢ +sin®¢| < p?|cos* |+ |sin| < 1-14+1<2.ZaL
volime 0. ProtoZe jsou podminky lemmatu splnény, je naSe limita rovna L, tudiZ nule.

2
Zlomek & 3() ;T’;)jy ) bylo mozno rozloZit i jingm zpisobem. UkaZme si i tento
X2ty

(x* + y?)sin(x? + y?) B sin(x? + y?) ' (x4 + y?)
(x2 4 y?)3 X243y x2 2

Po dosazeni polarnich soutfadnic dostaneme nasledujici vyraz:

postup:

-2 4 4 2 qin2 )
sin COs™ ¢ + p“ sin sin .
Y P 1Y

sm,o

= - p(p* cos* ¢ + sin® ).

sin p

Nyni volime g(p) = p, h(p,p) = (,0 cos? ¢ + sin ga) a L = 0. Podminka

lim g(p) = 0 je splnéna. Dale jiz Vlme, 7e funkce p?cos* @ 4+ sin? ¢ je ohranicend

2
a lim Smp = lim 22¢%£° = 1. Uvédomte si, Ze jestliZe md n&jakéd funkce limitu, je
p—0 p* p—0
v néjakém okoli piislu§ného bodu ohranicend. Tudiz i podminka, Ze funkce 4 (p, ¢) musi
byt ohranicend, je splnéna. Hodnota limity je proto rovna L = 0. A

Poznamka 1.30. Polarni souradnice Ize vyuzit i k dikazu, Ze néjaka limita neexistuje.
Zafixujeme-li v rovnicich x = xo 4+ p cos @, y = yg + p sin ¢ thel ¢, pak pii p — 0T se
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pfibliZujeme k bodu (xg, yp) po pfimkich se smérovym vektorem (cos ¢, sin ¢). Pokud
tedy

lim f(xo+ pcose, yo+ psing) (1.4)
p—0t
neddva pro vSechna ¢ € (0, 27) stejny vysledek, pak urcité limita

lim X, 1.5
(X7Y)—>(x07YO)f( Y) (1.5)

neexistuje.
Napt. v ptikladu 1.24 vyjde

Xy 02 cos ¢ sin ¢

= = cos ¢ sin ¢.
x24+y2  p2cos?@ + p?cos? g gy

Tedy lirng cos ¢ sin ¢ = cos ¢ sin ¢, coZ potvrzuje vysledek, ktery jsme obdrZzeli, a to, Ze
p—>
prislusna limita neexistuje.

Samoziejmé pokud je limita (1.4) pro vSechna ¢ stejnd, neznamen4 to, Ze limita (1.5)
existuje. To ukazuje piiklad 1.25, kde

3x%y 3p3 cos? g sin g _3p cos? g sing

x4+ y2  preost o+ p2sin2e  plcost +sin2g’

tedy

) 3p cos? g sing
lim - =0
p—0+ p2cost ¢ + sin? ¢

pro vSechna ¢ € (0, 2m). Pfesto, jak jsme ukazali, zminéna limita neexistuje.

Pro zajemce:

Projdeme-li si podrobné definici limity funkce dvou proménnych, zjistime, Ze je zaloZena na pojmu
okoli bodu. Pojem okoli bodu jsme vSak zavedli nejen v R?, ale v libovolném R”, kde n € N.
Proto je moZné jednoduse definici limity prenést na funkci f, majici libovolny konecny pocet
proménnych. Pro funkce vice proménnych zlistanou v platnosti v§echna zakladni tvrzen{ tykajici
se limit. Obdobné se rovnéz zavede pojem spojitosti. Zejména plati, Ze funkce vice proménnych
vytvorené z elementarnich funkci jedné proménné zlistanou na svych defini¢nich oborech spojité.

Odlisnosti nastanou pouze v praktickych vypoctech limit. V pfipadech, kdy chceme ukézat, Ze
limita neexistuje, budeme opét hledat ,.kfivky sméfujici do daného bodu®, po nichZ limita funkce
jedné proménné vyjde rtizné. Obtiznéjsi je situace, kdy chceme dokdzat existenci limity. Bylo by
mozné naprt. zavést obdobu poldrnich soufadnic v obecném R". Pro n = 3 jsou to tzv. sférické
souradnice — viz napf. [ 16, str. 346]. Pak by bylo moZné dokdzat analogii lemmatu 1.27. Jde vSak
o pomérné obtiznou problematiku, které se podrobnéji vénovat nebudeme.
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1.5 Dvojné a dvojnasobné limity

Necht (xg, yo) € R? a 8y > 0. Oznaéme A = (xo — 8o, X0) U (x0, X0 + 80), B = (yo —
— 80, Y0) U (3o, Yo+ 60) a D = A x B. Tedy D je Ctverec se stiedem v (xg, yo), z néhoz
je vyjmut kiiz prochdzejici stfedem.

Véta 1.31. Predpoklddejme, Ze funkce f je definovdna na D. Necht pro kaZdé x € A
existuje

lim f(x,y) = p(x).

Y=o

Existuje-li lim f(x,y) = L, pak existuje také lim ¢(x) a plati
(x,y)—(x0,y0) xX—>X0

lim ¢(x) = L.

X—>X0

Diikaz. Zvolme libovolné ¢ > 0. Podle pfedpokladu k ¢islu /2 existuje § > 0, § < 8,
takové, Ze pro kazdé (x, y) € ((xo — 8, x0 4+ 8) X (yo — 8, yo +8)) N D plati | f (x, y) —
— L| < €/2. Pro kazdé x € (xo — &, xo + 8), x # xo, limitnim pfechodem pro y — yo
dostaneme

e
| lim f(x,y) —L| << <&, tj. lp(x) — L] < &.
Y=o 2
To ovSem znamend, ze lim ¢(x) = L. Il
X—> X0

Tvrzeni predchozi véty 1ze zapsat takto:

lim lim f(x,y) = L. (1.6)

X—>X0 Yy—>)Y0

Podobné pokud pro kazdé y € B bude existovat lim f(x,y) = ¥ (y), dostaneme
X— X0

z predchozi véty zaménou x a y, Ze

lim lim f(x,y) = L. (1.7)

Yy—>Y0 X—>X0

Limity (1.6) a (1.7) se nazyvaji dvojndsobné narozdil od limity ve smyslu definice 1.19,
které se fikd dvojnd. Predchozi véta tikd, Ze z existence vnitinich limit a dvojné limity
plyne existence dvojnasobnych limit, které jsou pak stejné. Plati tedy:

Dusledek 1.32. Jestlize existuji obé dvojndsobné limity (1.6) a (1.7) a jsou rizné, neexis-
tuje dvojnd limita.
Toto tvrzeni lze pouZzit k diikazu, Ze néjaka dvojna limita neexistuje.

Nésledujici priklady ukazuji, jaké mohou byt vztahy mezi dvojnou limitou a dvojna-
sobnymi limitami. Zejména ukazuji, Ze predpoklad existence vnitini limity nelze vynechat.
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Priklad 1.33. Zjistéte, zda existuji dvojné limity ndsledujicich funkci v bodé (0, 0).
V ptipadé, Ze ano, vypoctéte je.

2 2 3 3 2 win l 2
XT—=y +x'+y x“siny +y
a) flx,y)= 2+ 92 ) b) g(X,)’)=Ty2
1
C) h(x7y):-XSin;v d) k(-x’y):(x2+y2)X(-x’y)'

Funkce yx je definovand ndsledovné:
I kdyz (x,y) € Q x Qnebo (x,y) e [ x I,
x(x.y) = {O kdyz (x, y) € Q x I nebo (x, y) e I x Q.
Pritom I = R ~\ Q je mnoZina vSech iraciondlnich ¢isel.
Resent.
a) Plati:
w(x)=y1ig10f(x,y)=1+x,x#0 = limo() =1,
YO =lim f(x,y)=—-14+y, y#0 = yhi’%‘”(y):_l‘

Dvojnasobné limity existuji, ale jsou rtizné, takZe podle disledku 1.32 dvojna limita
neexistuje.

b) Plati:
: ! : o
e(x)=lim g(x,y) =sin—, x #0 = lim ¢(x) neexistuje,
y—0 X x—0
Y(y)=limgk,y)=1, y#0 = lim ¥ (y) = 1.
x—0 y—0
Vnitini limity pro x — 0 a y — 0 tedy existuji, ale dvojndsobnd limita existuje jen
jedna. Protoze lin%) g(x,0) = limO sin 1+ neexistuje, neexistuje ani dvojn4 limita.
X—> X—

X
c¢) Plati:
1
¢(x) = lim h(x, y) = lim x sin —, x # 0, neexistuje,
y—0 y—0 y
v(y) = limh(x,y) =0, y #0 = lim ¥ (y) = 0.
x—0 y—0

Jedna vnitini limita tedy neexistuje, jedna dvojndsobnd limita existuje. Dvojna limita
existuje a je rovna nule, protoZe funkce 4 je soucinem funkce x majici limitu nula
a ohrani¢ené funkce sin % Rovnost s existujici dvojndsobnou limitou plyne z véty 1.31.

d) Pro x # 0 neexistuje lirn0 k(x,y) aproy # 0 neexistuje lir% k(x,y). Tedy ani jedna
y— xX—
z vnitinich limit neexistuje. Pfitom dvojnd limita existuje a je rovna nule, protoze

funkce k je sou¢inem funkce x> + y? majici limitu nula a ohrani¢ené funkce x (x, y).

A
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Pojmy k zapamatovani

— funkce dvou (resp. vice) proménnych

— graf funkce dvou proménnych

— defini¢ni obor funkce dvou proménnych

— vrstevnice (hladina) funkce dvou proménnych
— okoli bodu

— vnitini, vnéjsi, hrani¢ni bod

— hromadny a izolovany bod

— uzaviend a oteviend mnoZina

— limita funkce dvou proménnych

— spojitost funkce dvou proménnych

Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem funkce dvou proménnych?
. Jak pozndme, Ze je mnoZina bodi v R? grafem funkce dvou proménnych?
. K ¢emu slouzi vrstevnice?

. Definujte epsilonové okoli bodu v R?.

| N S B ]

. Porovnejte definici okoli bodu v pfipadé funkce jedné proménné a funkce dvou
proménnych.

. Provedte klasifikaci bodd v roving.
. Definujte otevienou resp. uzavienou mnoZinu v R>.

. Existuje mnoZina, kterd nenf ani uzaviena ani oteviena?

O o0 9

. Jak pocitame limitu funkce dvou proménnych?

10. D4 se pii vypoctu limit funkci dvou proménnych tvaru podilu g resp. o pouZit
I’Hospitalovo pravidlo?

11. Co musi byt splnéno, aby funkce dvou proménnych byla spojitd v néjakém bodé?

12. Mize byt funkce nespojitd v néjakém izolovaném bodé¢ defini¢niho oboru?

Priklady k procviceni

1. Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce dvou proménnych:
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L= oy

a)

_l’_

1
y-17

= |—_

f: f )72—)(2’
c) f:zzﬁ, d) f:z=\/3x—%,
© [i1= Zm— D frz=y/A-xHA-yY),
g) f:zzm h) f:z=arcsin(x +y),
D frz=In(x]+y) + Dofra= VAT — TR - 2% -y,
ky f:z= J%’ D f:z= arcsin;f—2 + arcsin(1 — y),
m) f:z=+Inx+1Iny, n) f:z=In(sinx +siny —3) + (xy)?,
0) f:z=mxx%—y2, P fiz=xyy/9—x%—y2,
.. x+y . _x2—2y
q) f'z_2x73y’ r) f'z_y272x7
) fiz=43x—y, )y firz=x4+J1—-y,
w  f:z=In(y>—4x +38), V) f:z=arcsin(x —y),
W) frz=AA—xT+ -1, X) fiz=/0O0—-x2—y)x2+y2—4).

2. Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce dvou proménnych:

a) f:z=In(x+y), b) frz=+1—-x2+4+/1-y2,
¢ f:z=In[xln(y —x)l, d) f:iz=+/xsiny,

&) fiz=y/l-5—-%, ab>0, f) f:z=%,

g frz=tgnlx—y)), h)y frz=xy,
Dfra=/EE Dofra=f5

3. Vypoctéte f(1, 1/2) pro nésledujici funkce:
,27 .
Q) fO,y) =Vx2y+y+1, b) [ y) =57 ©) f(x,y) = arcsin(x + y).

4. Je déna funkce f(x,y,z) = v/9 — x4+ /4 — y2 + /9 — z2. Vypottéte:
a) f(0,0,0), b) f(1,2,3), c) f(1,3,2), d) f(3,2,-3), e) f(2,3,1),
f) f(3.1,2), g f(3,2, 1.

5. Je dana funkce f(x,y,z) = xyz + xz—y Vypoctéte: f(y, x,z), f(—x,—y,—z), f(1,1,1),
f(17%’§)akdex #O’y ;éo

6. Dokaite, Ze f(tx,ty) =13 f(x,y),t = 0,pro f(x,y) = 3x%y — /x0 — y°.

7. DokaZte nésledujici vztahy:

1 1 . o x2—y?
a) F(-xv y) = _F(;’ ;)’JeSthze F(X,y) = X 750,)’ #O’

x2+y2 ’

b) F(xy,z) = F(x,2) + F(y, 2), jestlize F(x,y) =Inx -Iny,x >0,y >0,z > 0.
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10.

11.

12.

13.

. Urcete funkci f(u, v), jestlize:

Q) fx+y,x—y)=x>—2xy—y> b) f(x—y,§)=x3—y3, y #0.

. Znéazornéte vrstevnice vzniklé prinikem rovin z = ¢, ¢ =0, 1, 2, 3, 4, 5, s plochami:

a) fiz=5-—x*—y2 b) f:z=1+/25—x%2—y2,
¢) fiz=5—x2+y% d) f:rz=x>-y%

Urcete rovnice vrstevnic danych ploch:
a) z=(x+)7

1
©) 2=

b) z =xy,
f) z=yx*+1),

c) z=.,x-Yy,
g) z= 1—%—y2.

Urcete limity funkce:

1 7’. 1 _‘2_ . Xy _
2 (x,yl)l—rf%l,()) «ln/(ijjy)z’ ®) (x,y)l}?;l&—l)%’ 2 (x,yl)l—rf}og) N
. 2 . 2,2 . 2,.2
? (x,y%l—lgo,m y2*35);+ 37 °) (x,ygl—lgo,o) ﬁ D (x,y%l—IHo,()) ;Czir;z ’
<x,y1)»<0,0>%’ b (x,yl)Ln}O,O)(%)2’ i) (x,yl)i_)“}(m) xiiiz
. . 2 A 1 ) B
) <xﬁy%1£}1»1> "iryyz’ © (m)lﬂo,mﬁe - D (x,y1>l—r>r}1,1>%’

m

lim Xy ,
) (x,3)—>(0,0) A/x24y2

xy+x—y—1

n)

<x’y>1i>r?1,—1> =DX+(+D?

3 2,2
o) lim ££°
Goy)—>(11) *TY

Ndpovéda: V d) zkuste body (x, kx) arozlisSte k = 5/3 ak #5/3.
V i) zkuste body (x, kx), (t + 12, —t +12), (t + >, —t + 13).

Urcete body nespojitosti funkce:

o fioo {FE PO £ 0.0,
' 0 pro(x,y) =(0,0),

xX+y
S

pro x # v,
0 prox = y.

Ovéite, Ze definicni obory nédsledujicich funkci jsou oteviené, a nakreslete je. Urcete jejich
hranice a posudte, zda je moZzné dodefinovat funkce v nékterych hrani¢nich bodech definiéniho
oboru tak, aby zde byly spojité.

. _ 1
a) fiz= \/}51}5’
d) f:z=sin—!

A
b) .f' = ;:%,

e) f:z=sin—

. 1
©) [fiz= oo

f) f:z:ln|8—x2—|—4y|,

lxI=Iyl” x+y’
R it c— 1 ~ . 2_ 2
g) f'Z_ilw-‘ry—z—l)z, h) f-Z—m, ) frz=In@4—x"—y9).
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Kli¢ k piikladam k procviceni

1.

10.

a) D(f)={x#0Ay# 1}, b) D(f)={y # £x},

c) D(f) = {x*+y? # 25}, d) D(f)={x=0Ay>0}

e) D(f)={x>0A—-x<y<ux},

) D) ={Ix|STAlyISDH V(x| Z 1Ayl =D}

g) D(f)={y# —x+k kel hy D(f)y={-x—-1=Zy<—x+1}
i) D(f)={y>x} ) D) ={1<x>+y? <2},

kY D(f)={x>0Ay>0Vix<0Ay<0)}
) D(f)={-y*Sx<y*A0<y=2},

m) D(f)={x>0Ay>0Axy =1}, n) D(f) =40,

0) D(f)={lx| = Iyl}, p) D(f)={x*+y* <9},

QO D(f)={y #3x}, n  D(f)={y* #2x)},

s) D(f)={y = 3x}, ) D(f)={y =1},

W  D(f) ={y*>4(x —2)}, V) D(f)y={-1=x—-y<1},

w) D(f)={lx|=2Alyl 21}, X) D(f)={4<x*+y* <9}
.a) D(f)={x+y>0} b) D(f)={lxI=1Ay|=1},

¢c) D(f)={x>0Ay>x+DVx<0Ax<y<x+ 1)}

d D(f)={(x20A2kn<y<(2k+Dn)V
V(xS0AQk+ DSy S (2k+2)n), ke Z},

e D(f)={5+%5<1},

f) D(f)={y" SdxAx’+y* <1Ax?+y>#0},

g D(f)y={y#x—k—1/2,k €L},

hy D(f)={x20Ay20)Vvx=0Ay=0),

D D(f)={4<x*+y* <9},

) DH)={xZ20Ay>0VvE=0Ay<0)}

. a) V2, b) -3 ¢) neni definovana.

2

. a) 8, b) /8, ¢) nedefinovand, d) 0, e) nedefinovand, f) +/3 + /5, 2) V3.

)2
cxyz+ 2, —f(xy2), 4, T+

L) fav) =uv 30T =D b) fv) =T v £ L

a) z=-c, ¢ > 0—dvojice pfimek x + y = +./c,
c=0—pfimkax +y =0,
b) z=c, ¢ # 0— hyperbola o rovnici y = <,
¢ = 0 —dvojice pfimek x =0, y =0,
¢) z=c, ¢ > 0—hyperbolao rovnici y = Cx—z,
¢ = 0 —dvojice pfimek x =0, y =0,
d) z=rc, c e R— piimka o rovnici y = cx s vyjmutym pocitkem,
e) z=c, ¢>0— kruZnice o rovnici x> + y* =1,
f) z=c¢, c € R—graf funkce y = 7,
g) z=c,O§c<1—elipsaorovnici§+y2=1—c,
¢ = 1 — pocatek.
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11. a) In2, b) O, c) 2, d) neex., e) 2,
f) neex. g) neex., h) neex., 1) neex., D 1/2,
k) 0, D 0, m) O, n) neex., o) 1.

12. a) neex., b) {(x,y) e R:x =y}.

13. Zadnou funkei nelze spojité dodefinovat v ndkterém hrani¢nim bodg defini¢niho oboru.

a) dD(f) ={(0,0)}, b) aD(f) = {x =y}, ©) aD(f) = (x> +y* =4},
O 8D = {xl = bll,  © aD(f = {y= —x}, D 8D(f) = (x> = 4y + 8},
2 AD(f) = {x*+y* =1},

h) OD(f) ={x =knVvy=km, k €Z}, i) aD(f) = {x2 + y* = 4}.

Obrazky ke cviceni 1
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y=1/x

1 m)

W

1)
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1v) 1w) 1x)

Obrazky ke cviceni 2

2d)



Priklady k

procviceni

X

y=x+7
y=x+5

/b
_a\_b

y\
)

2e)

y

7/

4 7/
/2//// S py=x-1p2

S y=x-3/2

/2 //// ./

/|
ya /

77 17
/2/ y // // /y=x—5/2

y=x+3
y=x+1/2// h
7/ /7
2g)
y

“
\

]
_//
=

=
Q

[
\

2)

Obrazky ke cviceni 9

7

\&

9 a)

S y=x-1]2
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A
@
L/
P

\O
(@)
~

94d)

Obrazky ke cviceni 10

Vrstevnice na obrdzcich jsou ekvidistantni, tj. tvaru f(x, y) = kc, k € Z, kde ¢ je vhodna
kladnd konstanta.

_
N
7
77

Y
Y
N\
Z

[S—

0a) 10 b) 10¢c)

b &
o

10d)

AN
Y
n
\
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Obrazky ke cviceni 13

13 g)

13)
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Kapitola 2

Parcialni derivace a derivace ve smeéru

Pruvodce studiem

Pri studiu funkci jedné proménné hral klicovou roli pojem derivace. Pripomerime
Si, jak byla definovana a jaky mela geometricky vyznam. Derivace realné funkce f
jedné realné proménné v bodé x je limita (pokud existuje)

Py — fim TO = SG0)

xX—>X( X — X0

Geometricky je &islo f'(xo) smérnici tecny ke grafu funkce f vbodé T = (xo, f(xo))
—vizobr. 2.1, kde f'(xp) = tg¢;.

y
f(x)._ ........................................... y = f(x)
D100 = fxo)
FQ) ey i
X — Xp :
Ag (%
o / )C'() X X

Obr. 2.1: Derivace funkce jedné proménné

U funkci dvou a vice proménnych miuzeme vysetfovat obdobny podil prirastku,
ale k uvaZovanému bodu se Ize bliZit z nekonecné mnoha sméru. Nejorve budeme
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vysetrovat pfipad, kdy se budeme pribliZzovat po rovnobéZce s nékterou souradni-
covou osou (odpovidajici nezavisle proménné). Takové derivace nazveme parci-

alni. Pokud se do daného bodu blizime ze sméru libovolného vektoru u, mluvime
o derivaci ve sméru vektoru u neboli smérové derivaci.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e vypocitat parcidlni derivace prvniho i vysSich fada,
e zodpovédét, za jakych podminek jsou smiSené parcidlni derivace zaménitelné,
e vysvétlit geometricky vyznam parcidlnich derivaci,

e vypocitat smérové derivace a uvést jejich vztah k derivacim parcidlnim.

2.1 Parcialni derivace prvniho radu

UvaZzujme funkci z = f(x, y) s definicnim oborem D( f) a bod (xg, yp) € D(f). Pfedpo-
kladejme, Ze body tvaru (x, yo) pro x blizké x¢ leZi v definicnim oboru D( f). Vlastné to
znamend, Ze v D( f) md lezet mald tsecka se sttedem v bod€ (xg, yo), ktera je rovnobézna
s osou x. Tato podminka bude urcité splnéna, jestliZe (xg, yo) je vnitini bod mnoziny D( f).

Uvazujeme-li f(x, y) pouze na této tisecce, dostaneme funkci ¢(x) = f(x, yp) jen
jedné proménné x. Derivace této pomocné funkce nds zajimd. Derivujeme jen podle
proménné x a na druhou proménnou (resp. zbyvajici proménné u funkci tii a vice pro-
ménnych) se divime jako na konstantu. Odtud také pochdzi ndzev parcidlni derivace —
pii cdstecném derivovani nds zajima jen jedna proménna.

Z hlediska aplikaci jsou podstatné pouze vlastni derivace, nevlastni derivace uvazovat
nebudeme. V dalSim textu proto slovem derivace budeme vZdy rozumét vlastni derivaci.

Definice 2.1. Necht funkce f: z = f(x,y) je definovand v bodé (x¢, yp). PoloZme
¢(x) = f(x, yp). M&-li funkce ¢ derivaci v bod€ x(, nazyvame tuto derivaci parcidlni
derivact funkce f podle proménné x v bodé (xg, yp) a oznaCujeme f(xg, yo), event.
%(xo, Yo) nebo f7(xo, yo).

To znamena, Ze

. p(x) — e(xo) . f(x,y0) — f(xo0, y0)
fx(x0, y0) = liIm ————— = lim .
X—>X0 X — X0 X—> X0 X — Xp

Podobné, mé-li funkce {(y) = f(xo, y) derivaci v bod€ yg, nazyvdme tuto derivaci
parcidlni derivaci funkce f podle proménné y v bodé€ (xo, yo) a oznaCujeme f,(xo, yo),

event. %(xo, Yo) nebo f7(xo, yo)-
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Poznamka 2.2.
1) Z definice parcidlni derivace plyne, Ze pfi jejim vypoctu postupujeme tak, Ze vSechny
proménné kromé té, podle niZ derivujeme, povazujeme za konstanty.
i1) Mé-li funkce z = f(x, y) parcidlni derivace ve vSech bodech mnoziny B C D(f),

jsou tyto derivace funkcemi proménnych x, y. Tyto funkce oznacujeme fy(x,y),
dz 0z

) 0
fy(x’ y)’ popr. %(x’ )7), %(x’ )’), f)é(xa )’), f)i(xa y)a Zxs Zy, Z;, Z;’ ox° @

Pro zajemce:

Zcela analogicky se definuji parcidlni derivace funkce tii a vice proménnych. Je-li napft. f: u =
= f(x, v, z) funkce tif promé&nnych a bod (x¢, Yo, z0) € D(f) C R?, definujeme napf. parcidlni
derivace podle y takto:

af S (xo0, ¥, z0) — f (xo0, Yo, 20)

— (X0, Yo, 20) = lim
y—Yo y — y()

dy
Obecné je-li f:z = f(x1,...,x,) funkce n proménnych, (xi,...,x;) € D(f) C R"
ai €{l,...,n}, definujeme parcialni derivaci podle x; takto:
0 . X Xy e, X)) — e, xE, o x
f(xf,...,xj;)zhm s l ) f*(l l ) |
0x; xi—>x} Xi — X;
Tedy vSechny proménné kromé& x; povaZzujeme za konstanty.
Zavedeme-li pomocnou funkci jedné proménné ¢(x;) = f(x], ..., x;, ..., x,), zieymé plati,
Ze %(xi‘, .., X)) = ¢'(xf). Parcidlni derivace je tudiZ definovand jako obycejnd derivace jisté

funkce jedné proménné.
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ProtoZe parcidlni derivace je definovéna jako ,,obyCejnd‘ derivace funkce jedné pro-
ménné podle prislusné proménné, plati pro pocitani parciédlnich derivaci obvykla pravidla
pro derivovéni. To je podstatné z hlediska praktického derivovani — nemusime se ucit
74dné nové vzorce pro parcidlni derivaci souctu, rozdilu, soucinu, podilu apod.

Priklad 2.3. Vypoctéte prvni parcidlni derivace nésledujicich funkci:
a) f:z=x24+xy—3xy3, b) g:z= c) h:z:arctg%,

X

;v
d) k;Z:(x2+y2)exy3, e) [:z=x", f) m:z=xIn(x*—y?),
g) n:z=./xFsinxy, h)y p:z= i;ﬁ, ) g:u=2x —3y+5z2)3.

Resent.
ménné) chova jako konstanta. PouZijeme vzorec pro derivaci mocniny, souctu a rozdilu.
Vyjde:
af

a—:2x—|—1-y—3~1~y3:2x—|—y—3y3, (x,y) € R2.
X

vvvvvv

konstanta.

0
a—f=0-|—x-1—3x~3y2:x—9xy2, (x,y)eRz.
y
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b) Pfi derivaci podle x se Clen % predstavujici konstantu, vytkne. Tedy

0 1 1

_g:_.lz_, (x,y)eRz,y#O'
ax y y

Pfi derivaci podle y se vytkne konstanta x. Pfitom % =y L

0g _ X
=y (-yP=—, (x,y) e R? y £0.
dy y

c¢) Funkce je sloZend, pfi derivaci vnitini sloZky vyuZijeme vysledek b).

oh 1 8(x)_ 1y £0
3x_1+()_c)2 ox y _x2+y2 y_x2+y2’ y .
y
Podobné
oh 1 8<x> y? ( x) x £0
—_—= —(f) = (=)= y .
dy 1+(§‘)2 dy\y/  xr4y2 N 2 x2 4+ y2

d) Funkce ma tvar soucinu, druhy Cinitel je navic sloZend funkce.

g—i = 2xe™” + (2 4+ y?) exy3%(xy3) = 2xe™’ + (2 4+ y?) e"y3y3 =
= (2x+x2y3—|—y5)exy3, (x,y) € R%.
Podobné
ok xy3 2 2\ 3 0 3 xy3 2 2y axy3q . 2
5=2yey + (x4 yT)e? 5(3@ ) =2ye™ + (x" +y9) et 3xy” =

= 2y 4+ 3x°y? 4+ 3xy%) exy3, (x,y) € R2.

e) Pri derivovani podle x je tfeba si uvédomit, Ze v exponentu je konstanta, a tudiZ je
nutné pouzit vzorec pro derivaci obecné mocniny ((x*)" = sx* -,

al
a—:yxy_l, x>0,y€R.
X

Pti derivovani podle y je tfeba si uvédomit, Ze proménnad je jen v exponentu, a tudiz je
nutné pouZit vzorec pro derivaci exponencidlni funkce s obecnym zdkladem ((a*)" =

=a*lna).

al
— =x"Inx, x>0, yeR.
dy
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f) Funkce m4 tvar soucinu, druhy ¢initel je navic sloZend funkce.

dm 2 .2 1 d 5 2 2 2 X
a:lln(x —y)+)Cm£(x —y):ln(x —y)+m2)€:
22
:ln(xz—yz)—l— 2x 7 xz—y2>0.
Xo =y

Pfi derivovani podle y je ovSem prvni Cinitel konstantni, takZe jej 1ze vytknout.

om 1 0 5 ) X —2xy ’ )
@Zxxz_yz'a(x _y):xz_yz(_2y):ryz’ X- =Yy > 0.

g) Jde o sloZenou funkci, vnitini sloZzka ma tvar souctu a druhy scitanec je opét slozena

funkce.
o e sinay) 2 (x4 siny) : (1+ " ()
— = —(x +sinx —((x +sinxy) = —— . cosxy - —(x =
ax 2 Y ox Y 2/Xx + sinxy Y ox Y
1+ ycosx .
:N;}?m—xyy’ (x,y) GRZ, x +sinxy > 0.
Podobné
on 1 1 0 1 0
- = — 1 - /2_ 3 — . <O [ > e
3y 2(x—i—smxy) 8y()c—i—smxy) WCETTYT + cosxy 8y(xy)
X COSXy ) .
:m, (x,y) e R°, x +sinxy > 0.

Vsimnéte si, Ze zatimco funkce n(x, y) je definovand pro x + sinxy = 0, jeji parcidlni
derivace existuji jen pro x + sinxy > 0.

h) Funkce m4 tvar zlomku, takZe pouZijeme pravidlo pro derivovéni podilu.

op l-(x+y)—(x—-y)-1 2y

-~ = i)y =GR EneR.x#oy,
ap —1-x4+y)—(x—y)-1 —2x

5: (x+y)2 :(x—l—y)z’ (x9y)€R2ax#_y‘

1) Jde o funkci tff proménnych, kterd je sloZzend. Vnitini slozka je mnohoclenem.

0 2 4 2
% =3(2x =3y +52) - —(2x =3y +57%) = 62 3y + 52"

0 2 0 2
Y 30x =3y 4528 - L (2x — 3y +522) = —9(2x — 3y + 522)°,
ay dy

9 5

a—‘Z] —3(2x -3y 4570 G 2x =3y 572) = 302(2x — 3y + 522)°.

Ve viech pifpadech je (x, v, z) € R>. A
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Priklad 2.4. Necht @ je diferencovatelnd funkce jedné proménné definovand na R. Do- @
kazte, ze pak funkce dvou proménnych f(x, y) = ®(xy) vyhovuje rovnici

9 9
xa_f(x,y)—y—f(x,y) =0, (x,y) eR%
X ay

Reseni. Vypocteme potfebné parcidlni derivace. Pfitom pouZijeme vzorec pro derivovani
sloZzené funkce jedné proménné. Dostaneme

0 0
o _ @' (xy)y, oF _ @' (xy)x,
0x ay
takze i i
T y—f = x®'(xy)y — y®'(xy)x = 0.
0x dy A

Podivame se nyni podrobnéji na geomet-
ricky vyznam prvnich parcidlnich derivaci.

Uvazujme funkci f: z = f(x,y),
(x,y) € D(f) c R*s grafem G. Necht p
je rovina o rovnici y = yg. Pak prinikem

G N p je (v rozumném pripade, napt. kdyz
je funkce f spojitd) kiivka y, ktera je gra-
fem funkce ¢(x) = f(x, yp). Parcidlni deri-
vace fy(xo, yo) pak uddvd smérnici tecny ¢
k této kfivee v bodé (xo, yo, f (x0, y0)) —
viz obr. 2.2. Pfipomenime, Ze tato smérnice je
rovna tg o.

Podobné derivace fy (xo, yo) udava smér-
nici tecny ke kiivce, kterd je grafem funkce
¥ (y) = f(xo,y) ajez vznikne jako prinik
grafu G a roviny o rovnici x = xp, v bodé
(xo, yo, f(xo, yo)). Obr. 2.2: Geometricky vyznam

derivace

U funkci jedné proménné platilo, Ze jestlize mé funkce v néjakém bodé€ derivaci, je
v tomto bod¢ také spojitd. Obdobna véta u funkci vice proménnych neplati, jak ukazuje
nasledujici priklad.

Priklad 2.5. Vypoctéte parcidlni derivace v bodé (0, 0) funkce f dané vztahem @
1 prox =0neboy =0,
fl,y) = { b ’
0 jinak.

Rozhodnéte, zda je v tomto bodé funkce f spojita.
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ReSeni. Plati px)=f(x,00=1lay(y) = f(0,y) = 1. Obé pomocné funkce jsou tedy
konstantni a maji derivaci rovnu nule v kazdém bodé. Proto

fx(0,0) = ¢'(0) = 0, f3(0,0) = ¢/(0) =0,

takZe f ma v pocatku ob€ prvni parcidlni derivace. Pfitom je zde f ziejmé& nespojitd —

jeji graf dostaneme tak, Ze hodnoty konstantni funkce identicky rovné nule, které lezi

na kiizi ur¢eném osami x a y, ,,vytrhneme* a zvedneme o jedniCku. Napf. po bodech

(x, 0) dostaneme lirr%) f(x,0) = 1, ale po bodech (x, x) vyjde lirr%) f(x,x) = 0, proto
x— x—

lim X, y) neexistuje. A
(x,y)—(0,0) Jley !

U funkci jedné proménné méla velky vyznam (zejména v fadé dlikazl) tzv. Lagran-
geova véta o stfedni hodnoté — viz [1 1, str. 232]. Obdobny vysledek, zndmy pod stejnym
jménem, plati i pro funkce dvou proménnych.

Véta 2.6 (Lagrange). Predpoklddejme, Ze funkce [ : z = f(x,y) md parcidlni derivace
fx a fy v libovolném bodé mnoZiny M, kde M C R? je obdélnik, jehoZ strany jsou
rovnobézné se souradnicovymi osami. Necht (xo, yo), (X1, y1) € M. Pak existuji cisla
&, n eR, & leicimezi xo a x1 an leZici mezi yy a yi, takovd, Ze

fx1, y1) — f(xo, y0) = fx(&, yo)(x1 — x0) + fy(x1, m)(Y1 — yo)-

Diikaz. Plati:

f(xla )’1) - f(x09 YO) = f(-x17 YO) - f(XO, yO) + f(-xla yl) - f(-xl’ YO) =
= fx (&, y0)(x1 — x0) + fy(x1, mM(y1 — o).
Pfitom v poslednim kroku jsme pouZzili dvakrit Lagrangeovu vétu pro funkci jedné pro-
ménné — nejprve na funkci jedné proménné ¢(x) = f(x, yo) na intervalu s koncovymi

body x¢ a x| a pak na funkci jedné proménné ¥ (y) = f(x1, y) na intervalu s koncovymi
body yp a y;. ]

Pomoci Lagrangeovy véty dokdZeme nésledujici jednoduchy, ale uzite¢ny vysledek.

Véta 2.7. Md-li funkce f: z = f(x,y) ohranicené parcidlni derivace na oteviené
mnoziné K C R?, je f na K spojitd.

Diikaz. Podle pfedpokladi existuje L > 0 tak, Ze | f(x, y)| =< L, |fy(x,y)| = L pro
(x,y) € K. Necht (xg, yo) € K. Protoze K je oteviend, existuje dostatecné maly obdél-
nik M C K majici strany rovnobéZzné se souradnicovymi osami a stfed v bodé (xq, yo).
Necht' (x, y) € M. Podle Lagrangeovy véty 2.6 existuji & mezi xop a x a n mezi yp a y tak,
7e

fx,y) = f(xo, y0) = fx (&, yo)(x — x0) + fy(x, n)(y — yo).
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Pomoci Cauchyovyl—Bunjakovského2 nerovnosti (prox, y € R? plati [(x, y)| < llxII-ll¥ID)
dostaneme:

£ G ) = f ooyl £V F2E o) + 206, m) - V(5 — x0)2 + (v — 30)? <
< LV2(x. y) = (x0, yo) .

Bud & > 0 libovolné &islo. Polozme 8 = &/(L~/2). Pak z piedchozi nerovnosti plyne,
Ze pro (x, y) takové, ze ||(x, y) — (x0, Yo)|| < & (pro mald € bude (x, y) € M), plati, ze

| f(x,y) — f(x0, y0)| < e. To znamen4, Ze lim  f(x,y) = f(x0, y0),atedy f je
spojitd v (xo, o). (x,y)— (x0,0) 0

Dusledek 2.8. Md-li funkce f: z = f(x,y) parcidlni derivace v okoli bodu (xg, yo),
které jsou v tomto bodé spojité, existuje okoli O (xo, yo), na némzZ je f spojitd.

Diikaz. Ze spojitosti parcidlnich derivaci v bodé (xg, yo) vyplyvd, Ze existuje okoli
O'(x0, o), na némz jsou parcidlni derivace ohrani¢ené. Tvrzeni nyni plyne z predchozi
véty. [

Poznamka 2.9. Uvédomte si, Ze véta 2.7 neni v rozporu s piikladem 2.5. Pomocna
funkce ¢(x) = f(x, yo0), yo # 0, nemé derivaci v x = 0, protoZe je zde nespojitd, tj.
fx(0, y0) = ¢'(0) neexistuje. Analogicky je tomu s fy(xp,0), xo # 0. Na ose y tudiz
neexistuje f, s vyjimkou pocatku a na ose x neexistuje fy s vyjimkou pocatku. V bodech,
kde parcialni derivace fy resp. fy existuje, je samoziejme nulovd, tj. ohraniCend. AvSak
nejsme schopni nalézt okoli pocatku (tedy otevfenou mnoZzinu), v némz existuje v kazdém
bodé jak f tak f,. Pfedpoklady véty tedy nejsou splnény.

Pro zajemce:

Langrangeova véta se snadno zobecni pro funkce n-proménnych. Ma-li funkce f:z = f(x)
n proménnych derivace na n-rozmérném kvadru M = (a;, by) X --- X {an, by), a; < b;, i =
=1,...,n,ax,ye M, x = (x1,..., %),y = (1, ..., yu), existuji Cisla &, ..., &,, & mezi x;
a y;, takova, Ze

) —f&x) = fu, @) —x) + -+ fr, @) (0 — Xn),

kdez; = (y1, -+, Yie1, &\ Xit1s .- -, Xn), 0 = 1, ..., n. (Body z; jsou vnitini body hran n-rozmér-
ného kvadru, tedy udsecek, jejichz koncové body maji soutfadnice (y1, ..., Yi—1, Xi, Xitl, - -« Xn)
a (y17 ce ey )’ifl’ yi’xiJrla .. '7'xn)')

Rovnéz véta 2.7 a disledek 2.8 zdstavaji v platnosti.

! Augustin Louis Cauchy (1789-1857) (Cti kosi) — vynikajici francouzsky matematik. Napsal pres 700
praci. PoloZzil zdklady soudobé matematiky, pfedev§im analyzy.

2Viktor Jakovlevi¢ Bunjakovkij (1804—1889) — rusky matematik. Zabyval se pravd&podobnosti a teo-
rif ¢isel.
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2.2 Parcialni derivace vysSich rada

Jak jiz bylo feceno v pozndmce 2.2 ii), pokud mé funkce z = f(x, y) parcidlni derivaci
napf. podle x v bodech mnoziny B C D(f), dostivame na B novou funkci f,(x, y).
Jeji definicni obor je D(f,) = B. Obecné je B # D(f) — srovnejte piiklad 2.3 g).
Tato nova funkce f, miiZze mit v nékterém bod¢€ opét parcidlni derivaci podle proménné x
nebo y, kterou nazyvame druhou parcidlni derivaci funkce f. Podle toho, v jakém poradi
derivovdni provadime, dostadvdme celkem Ctyfi takové derivace:

) 92
( f) 8x]; = fox = fiy druhd parciélni derivace f podle x,

P e drahd oarciding dort "
0?2 = fyy = fyy ruhd parcidlni derivace f podle y,

8< ) 82f _ s 7 druhd Alnf deri £ podl

—_ = ruha parcialni derivace odle x a y,

ay axay xy Xy p p y

a azf Va 2 .z , .

—( ) = fix = fix druhd parciélni derivace f podle y a x.
dyox r

Pro stru¢nost jsme vynechali, ve kterém bod¢ se druha derivace poc€itd (napt. fyr(xo, Yo)

apod.).

Druhd parcidlni derivace konkrétni funkce v konkrétnim bodé je tedy ¢islo. Pokud tato
derivace neexistuje jen v jediném bodé ale na néjaké mnoziné, dostdvame novou funkci.
Ta miZe mit v konkrétnim bodé€ opét derivaci, které fikame treti parcidlni derivace. Podle
poradi derivovani existuje celkem osm moZnosti:

an " 83f " 83f "
ﬁ = fxxx = fxx)m —8x8y2 = fxyy = fxyy, —axzay — fxxy — fxxy,
o f 8 f 0
dydxdy Foxy = Fyay: axdydx Jaye = Sy ay2ox Jyyx = Jyye
a3f 11 a3f 1
Cteme napf-.
Saxy treti parcidlni derivace dvakrat podle x a jednou podle y,

Sryx treti parcidlni derivace podle x, y a x atd.

Obdobné definujeme vyssi parcidlni derivace libovolného fadu. Napft. n-ta parcidlni
derivace, kdy derivujeme postupné ki-krat podle x, k>-krdt podle y, atd. aZ k,-krat podle y,
bude oznacena

" f
dxki aykzaxks e aykr ’

Yev s

kdeneN, reN, ky,...k, e Nakj+---+k, =n.

parcidlnich derivaci je, jak se snadno zvazi, 2".
Misto n-t4 parcidlni derivace se také fikd parcidlni derivace n-tého fadu.
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Pro zajemce:

Stejnym zplisobem se postupuje u funkei tif a vice proménnych. Napf. je-li f(x, y, z) funkce tf
proménnych, jsou nékteré z patych derivaci (celkem je jich 3° = 243)

3f 3f 3f Ff 3f
9x0y29zdy 0x39y?’ dz0ydzdxdy 9z20y20x 975
Necht f(xi,...,x,), kde n € N, n = 2, je funkce n proménnych, r € N, ky, ...,k € N,
k=k+---+k-aiy,...,i, €{l,...,n},plicemZi; #i;41,j=1,...,r —1(tj. v posloupnosti
i1, ..., i, prirozenych &isel od jedné do n, kterd se mohou opakovat, jsou sousedni ¢leny riizné).
Pak symbol
ok f

kiq K kr

dx; ' 0x;; -+ - dx;]

znaci k-tou parcidlni derivaci funkce f, kde postupné derivujeme k;-krdt podle proménné x;,,

ky-krat podle proménné x;, atd. aZ k,-krat podle proménné x; . Celkovy pocet k-tych parcidlnich
derivaci funkce n proménnych je n*.

Priklad 2.10. Vypoctéte druhé parcidlni derivace nasledujicich funket:
a) f:z=x>+xy—3xy, b) g:z:arctg?‘, c) h:z=ux".

Reseni. Pouzijeme vysledki piikladu 2.3.
a) Podle prikladu 2.3 a) je

0 0
—f:2x—|—y—3y3, —f:x—9xy2.
ox ay
Tedy
R2f 9 2 f
A —3y%) =2, —5 = —(x —9xy?) = —18xy,
dx2 ax( XY=y dy? ay(x ) )
O f J 3 2 *f 2 2
930y ay( x+y—3y7) y Byox ax(x xy”) y
b) Podle ptikladu 2.3 ¢) je
gy g X
ax  xZ4y?’ dy x4y’
Podle pravidla pro derivovani podilu dostaneme:
82g_8< y )_O~(x2+y2)—y~2x_ —2xy
Ixz  Ox \x2+4y2) (x2 +y2)2 (24 yH?
82g_8< —X )_O~(x2—|—y2)—(—x)-2y_ 2xy
ayz Ay x2 + y2 (xz + y2)2 (X2 + y2)2 ’
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g y LGy —y-2y  xP—y?

dxdy _5<x2+y2> N o LN el S

g 0/ —x N\ _ —1-(F4+y)—(—x)-2x  x?—y?
dydx £<x2+y2> N (x2 4 y2)2 T (2422

c¢) Podle prikladu 2.3 e) je

oh oh
— = yx> 7L — =xYInx.

0x ay

S pouzitim vzorct pro derivovani obecné mocniny, exponencialy a sou¢inu dvou funkci
a funkce a konstanty dostaneme:

3?h 9
- - =1y — _ 2
52 = gL 0% )=y —DxT,
?h 9
— = —(Inx)=x"Inxlnx = x’ In’x,
ay2  dy
3?h 9
=—(x =14y Tnx - 1 =x""1+ yx 'Inx,
axdy  dy
3%h o 1 . .
=—hx)=yx" "Inx+x7 - —=yx? "Inx +x""".
dyox  0dx X

v b4 M v e v W 2 M —_— v . e z v e
Vsimnéte si, Ze pii vypoctu % je x¥~1 pii derivovani podle y sloZend funkce (v ex-
ponentu je y — 1), pfi¢emZ derivace vnitini slozky je 1.

Defini¢ni obory druhych parcidlnich derivaci jsou v predchozich piikladech ve vSech
pripadech stejné jako u prvnich parcidlnich derivaci. A

Parcidlni derivace druhého fadu a vyssich adu, pfi nichZ se derivuje aspoii podle dvou
riiznych proménnych, se nazyvaji smisené. Tedy napt. fxy, fiyx, frzy apod. Podivdme-li
se v pfedchozim pfikladu na smiSené€ druhé parcidlni derivace fyy a fyx, vidime, Ze ve
vSech tiech pfipadech vysly stejné. Je otazkou, nakolik je to véc ndhody. Obecné neplati, Ze
fxy = fyx, ale za dosti rozumnych pfedpokladii, které jsou v béZnych piipadech splnény,
rovnost plati. Vysledek je popséan v ndsledujicich tfech vétach.

Véta 2.11. Necht' v néjakém okoli O (xq, yo) bodu (xq, yo) existuji smiSené druhé parci-
dlniderivace fyy a fyx ajsouspojité v bodé (xq, yo). Pak plati fyy(xo, yo) = fyx (X0, yo)-
(Rikdme, Ze smiSené parcidlni derivace jsou zaménitelné.)

Tedy spojitost smiSenych derivaci fy, a fy, zaruCuje jejich zaménitelnost.

Diikaz. 7 ptredpokladi vyplyva existence ¢tverce M = (xo— 8, xo+8) X (yo— &, yo+9),
na némz existuji fy, fy, fxy a fyx. Pro0 < h < é poloZme

fxo+h,yo+h)— f(xo+h,yo) — f(xo, o+ h)+ f(xo0, Yo)
h2

F(h) =
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a oznacme ¢(x) = f(x,yo +h) — f(x,y0), ¥(y) = f(xo+h,y) — f(xo0,y). Pak lze
funkci F psét ve tvaru

@(xo+h) —exo) ¥ (yo+h)—¥(yo)
h2 - h2 :
Podle Lagrangeovy véty pro funkci jedné proménné existuje v € (xg, xo + h) takové, Ze

@(x0 + h) — p(xo) = he' (1) = fr (D1, yo + h) — fx (D1, yo)-

Oznacme déle g(y) = f+ (91, y). Pak opét podle Lagrangeovy véty existuje v € (yo, yo+
+ h) takové, ze

F(h) =

g(yo +h) — g(yo) = hg'(D2) = fay (D1, D2).
Pro funkci F jsme tedy dostali vyjadieni
F(h) = fyy(01, 12), 1 € (x0, x0 +h), 2 € (yo, Yo+ h).
Analogicky lze stejnym postupem aplikovanym na funkci ¢ ziskat vyjadreni
F(h) = fyx (P93, V4), U3 € (x0, x0 + h), ¥4 € (Yo, Yo+ h).
Pro h — 0 plati (¢, ) — (x0, y0) a (93, %4) — (x0, yo). Ze spojitosti smiSenych
derivaci v bod¢€ (xq, yp) tudiZ dostdvame, Ze

}}in}) F(h) = fyy(x0, yo) asoucasné }}in}) F(h) = fyx(x0, Y0),

coZ znamend, Ze fyy(xo, yo) = fyx (X0, Yo). [

Podivame-1i se na smiSené derivace v prikladu 2.10, vidime, Ze predpoklady pfedchozi
véty jsou splnény v libovolném bodé€ jejich defini¢niho oboru, takZe tyto derivace jsou
zaménitelné.

Pfedchozi véta ma jednu nevyhodu. Abychom ovéfili jeji predpoklady, musime spoci-
tat fiy a fyx a zjistit, zda jsou spojité. Ale to uz zdroven vidime, jestli jsou i stejné. Takze
pouziti véty neni moc efektivni. To odstrafiuje nasledujici silnéjsi verze.

Véta 2.12 (Schwarz!). Necht'v néjakém okoli O (xq, yo) bodu (xq, yo) pro funkci f(x, y)
plati:
1) existuji prvni parcidlni derivace fy a fy,
2) existuje smiSend druhd parcidlni derivace fy, (s pripadnou vyjimkou bodu
(x0, ¥0)),

3) existuje lim fay(x,y) = K.
(x,y)=(x0,y0)

Pak obé smiSené parcidlni derivace fyy(xo, yo) a fyx(x0, yo) existuji a plati

fry(x0, y0) = fyx(x0, y0) = K.

"Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) (&ti §varc) — vyznamny némecky matematik. Zabyval se
analyzou a jejimi aplikacemi v geometrii.
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Tieti predpoklad véty je zejména splnén, je-li funkce fy, spojitd v bod€ (xo, yo). Z exis-
tence a spojitosti jedné sml’éené parcia’llm’ derivace tedy uZz plyne existence druhé a jejich

Vv s

Diikaz. Necht M = (xo — §,x0 + &) x (yo — 8, y0 + 8), 6 > 0, je Ctverec, na némZ
existuji fx, fy a fxy (fxy nemusi existovat v bod€ (xo, y0)). Pro0 < |h] < 8,0 < |k| <&
definuyme pomocnou funkci

fxo+h, yo+k)— f(xo+h, yo) — f(xo0, yo+ k) + f(x0, y0)
hk )

Z existence prvnich parcidlnich derivaci na M plyne, Ze

Sfx(xo0, yo + k) — fx(x0, yo)

F(h, k) =

%i_r)r%) F(h, k) = . pro k # 0, (2.1)
%i_r)r%)F(h, k) = fy(xo +h, YOz — fy(x0, y0) pro h 0, 2.2)

UkaZeme, Ze existuje dvojna limita
lim F(h, k) =K. (2.3)

(h,k)—(0,0)

Analogicky jako v dikazu véty 2.11 lIze najit ¢isla ¥, 9,, kde ¥ leZi mezi nulou a h
a ¥ leZi mezi nulou a k, takovd, ze F (h, k) = Fyy (P, ¥2). TudiZ pro (h, k) — (0, 0) je
(¥, ) — (0, 0). Z predpokladu 3) proto plyne, Ze plati (2.3).

Nyni pouzijeme vétu 1.31. Vztahy (2.1) a (2.2) tikaji, Ze existuji ob& vnitini limity.
Proto existuji obé opakované limity a jsou rovny K. AvSak

fx(XO, yo + k) — fx(xo0, yo0)

lim lim F(h, k) = 1 =
kl—IR) hl—rR) (h, k) = A fxy(xO, Y0),
fy(xo +h, yo) — fy(x0, yo)
,}E}B,}E}}) F(h, k) = 1 h = fyx(x0, y0),
coz dokazuje vétu. [

z ¥

Podobné tvrzeni plati i pro vys§i smiSené parcidlni derivace. Pro praktické ucely je
postacujici nasledujici véta.

Véta 2.13. Necht funkce f(x,y) md na oteviené mnoZiné D spojité vSechny parcidlni
derivace Fadu k, k € N, k = 2. Pak hodnoty vSech smiSenych parcidlnich derivaci funkce
f(x,y) aZ do rddu k nezdvisi na poradi derivovdni, ale jen na tom, kolikrdt se podle
které proménné derivuje.

Diikaz. Naznacime si pouze princip. Nejprve se indukei s vyuzitim disledku 2.8 ukaze,
Ze v8echny parcidlni derivace fadu /, 1 < [ < k, jsou na D spojité. Pak se opét indukei
s pomoci véty 2.11 dokéze, Ze hodnoty smiSenych derivaci nezdvisi na poradi derivovani.

[]
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Pokud je uvazovand funkce vytvofena z elementarnich funkci jedné proménné, jsou
zfejmé takové 1 jeji parcidlni derivace. Vzhledem k uvahdm na str. 17 jsou pak spojité
na svych defini¢nich oborech, a tudiZ lze i predchozi vétu ucinné vyuZit pro pocitani
smiSenych parcidlnich derivaci. Stali spocitat napf. fyyy. Derivace fyyx a fyxx (0 nichz
sice nevime, jak vypadaji, ale vime, Ze jsou spojité) musi byt stejné.

Priklad 2.14. Vypoctéte vsechny Ctvrté parcidlni derivace funkce
fiz= xt— 2xzy3 +3xy2 — y5.

Reseni. ProtoZe jde o mnoho¢len dvou proménnych, budou parcidlni derivace zase ob-
dobné mnohocleny, které jsou tudiZ spojité na R?. Lze tedy pouZit predchozi vétu. Postupné
dostaneme:

fr = 4x3 — 4xy3 + 3y2, fy = —6xzy2 + 6xy — 5y4,
frx = 12x% — 4y3, fyy = —12x%y 4 6x — 20y°,
foy = =120y + 6y = fyu,
Froxx = 24x, Fyyy = —12x% — 60y,
fery = =125% = fayx = fyxes  fowx = =24xy +6 = fyxy = fry,
Srxxx = 24, Jrxxy = 0= frxyx = fryxx = fyxxx,
Jyyyy = —120y, Jyyyx = =24x = fyyxy = Jyxyy = Sryyy
freyy = =24y = fyyxx = fayry = foxyr = fryx = frany. A

VSimnéte si, Ze kdybychom v pfedchozim ptikladu v derivovani pokracovali, byly
by vSechny parcidlni derivace od jistého fddu identicky nulové. To se stane v piipadé
mnohoclenu vzdy.

Priklad 2.15. Ovéite, Ze fy,(0,0) # fyx(0,0), je-li
Y o () # (0,0
——— pro (x, ,0),
fapy=4 24y P g
0 pro (x, y) = (0, 0).
Reseni. Nejprve uréime smi$enou derivaci fxy(0, 0). Pro jeji vypocet potfebujeme znat

fx(0, y). Vypocteme tedy prvni parcidlni derivaci podle x.
Pro (x, y) # (0, 0) mdme:

_ (Bx%y — ) (x? + %) — (x3y — xy¥)2x _ x4y +4x%y3 —
B (x2 + y2)2 o (x2 4 y2)2
Hodnotu f, v bod€ (0, 0) musime spocitat piimo z definice. ProtoZze pro x # 0 je
f(x,0) =5 =0, dostaneme

Jx 2.4)

R - S U
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Obr. 2.3: Graf funkce s nezaménitelnymi smiSenymi derivacemi v pocatku

Ze vztahu (2.4) mame, Ze

y5

fx(0,y) = GoE= Y Py # 0.

Vzhledem ke vztahu (2.5) tedy je f(0, y) = —y pro libovolné y, a tudizZ f,,(0,0) = —
Naprosto analogicky (lze t€Z vyuzit vztah f(x,y) = — f(y, x)) vyjde f,(x,0) = x
pro libovolné x, takze fy,(0,0) = 1. Graf funkce je na obr. 2.3. A

/@ Pro zajemce:

Analogicky jako pro funkce dvou proménnych 1ze dokazat, Ze pro funkce n proménnych, kde
n € N, n 2 3, plati obdoby vét 2.11,2.12 a 2.13.

2.3 Smeérové derivace

Na zédvér této kapitoly si v§imneme jistého zobecnéni parcidlnich derivaci. Oznacme
V, mnoZzinu vSech volnych vektori v roviné R2. Jestlize A = (a1, a2) € R?, u =
= (u1,uz) € Vat € R, pak A + tu je bod o soufadnicich (a; + tuy, ar + tus).

Definice 2.16. Necht' f je funkce dvou proménnych, A = (x,y) € D(f) au € V,.
Polozme ¢(t) = f(A + tu),t € R. Ma-li funkce ¢ derivaci v bod€ ¢t = 0, nazyvame
tuto derivaci derivact funkce f v bodé (x, y) ve sméru vektoru u a znac¢ime ji fy(x, y)
nebo %(x, y).

Jestlize fy(x, y) existuje, znamend to, Ze funkce ¢ je definovand v okoli nuly, a tudiz
Ze definicni obor D(f) obsahuje dsecku, kterd mé stfed v bodé A a je rovnobéZna
s vektorem u.
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Vzhledem k definici derivace funkce jedné promé&nné plati:

@) —¢©) _ . A+ f(A)
— = l1Im .
t t—0 t

Julx,y) =¢'(0) = lim (2.6)

Zvolime-li za u jednotkovy vektor ve sméru osy x, tj. u = (1, 0), snadno vidime po-
rovnanim s definici 2.1, Ze vyjde fy, = fr. Obdobné volbou jednotkového vektoru ve
sméru osy y, tj. u = (0, 1), dostaneme f, = fy. Parcidlni derivace jsou tedy specidlnim
pfipadem derivace ve sméru.

Piiklad 2.17. Vypodtéte derivaci funkce f(x, y) = x> —3xy —2y?> vbodé A = (—1, 1)
ve sméruu = (2, —1).

Reseni. Uréime pomocnou funkci ¢:
o) =f(A4+tu)= f(—1+2t,1 —1) =
= (=142 =3(=14200—1) —2(1 —1)*> = 8> — 91 + 2.
Odtud mdme ¢'(t) = 161 — 9, takze ¢'(0) = —9, coZ znamend, Ze hledand derivace
existuje a plati fy(—1,1) = —9. A

Priklad 2.18. Vypoctéte derivaci funkce
x3 — 4
f(.x y): x2_|_y2 prO (xv y) #(0, 0),

0 pro (x, y) = (0,0)

vbodé A = (0,0) ve sméruu = (3, 1).

Reseni. Opét uréime pomocnou funkei ¢. Pro ¢ # 0 je

2707 — 1t 27t — 1
92+ 10

aprot =0jep(0) = £(0,0) = 0. Pro libovolné ¢ tudiz plati p(t) = (27t — tz)/10, takZe
¢'(t) = (27 — 2t)/10, tj. ¢’(0) = 27/10. Hledand smérové derivace tedy existuje a plati
fu(0,0) =27/10. A

() = f(A+ru) = f(31,1) =

V predchozich prikladech jsme pocitali derivaci ve sméru pfimo na zakladé jeji defi-
nice. V nasledujici kapitole v oddile 3.3 si ukdZeme jiny, jednodussi zptsob vypoctu.

Poznamka 2.19.
1) Protoze derivace ve sméru je definovand jako obycejnd derivace pomocné funkce ¢,

plati pro ni vSechna béZna pravidla pro derivaci souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu.

i1) Geometricky vyznam je podobny jako u parcidlnich derivaci. Pfi oznaceni z defi-
nice 2.16 necht p je pfimka tvorend body A + tu,t € R a p je rovina prochézejici p,
kterd je rovnobéZna se souradnicovou osou z. Pak priinikem roviny p s grafem funkce f
je graf funkce ¢. Derivace ve sméru méd vyznam smérnice teCny ke grafu funkce ¢
lezici v roviné p.
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N4

iii) Obdobné jako u parcidlnich derivaci je mozné zavést derivace ve sméru vyssich radua.
I1 pevné zvoleném u H je X, unkci dvou proménnych x, y. Ma-li tato

P 1 eV u(x,y) funkci d h x, y. Ma-li tat
funkce v né¢jakém bod¢ (x, y) derivaci ve sméru v € V;, nazveme ji druhou smérovou

2
derivaci v bodé (x,y) ve smérech u a v a ozna¢ime fyy,(x,y) nebo %(x, y).
Analogicky se zavedou vySsi derivace.

iv) O derivacich ve sméru vyssich fadi lze dokdzat obdoby vét 2.11 az 2.13. Napf.
spojitost derivaci fyy (x, ¥) a fyu(x, y) zaruCuje jejich rovnost, nezdlezi tedy na poradi
derivovani. Podrobnéji [2, 13, 16].

Pro zajemce:

Zavedeni derivace ve sméru pro funkce vice proménnych je zcela analogické. Necht f je funkce
n proménnych, x = (x1,...,x,) € D(f) au = (uy,...,u,) € V,, kde V, je mnoZina vol-
nych vektori v R”. Zavedme pomocnou funkci jedné proménné ¢ (1) = f(x + tu) = f(x; +
+tuy, ..., x, +tu,), t € R.Existuje-li ¢’(0), nazyvame toto ¢islo derivaci funkce f v bodé x ve
sméru u.

Znac¢ime: %(xl, ey Xp) resp. fulxi, ..., x,) nebo struénéji %(x) resp. fu(x). Tedy

9
8f(x) = fu(x) = ¢'(0).
u

O takto zavedené derivaci plati vSe, co bylo fe¢eno v pozndmce 2.19.

Pojmy k zapamatovani

— parcidlni derivace prvniho fadu
— parcidlni derivace vyssich fada
— smiSené parcidlni derivace

— derivace funkce ve sméru

Kontrolni otazky

. Co rozumime pojmem parcidlni derivace funkce dvou proménnych?
. Jak pocitame parcidlni derivaci funkce dvou proménnych?

. Jaky je geometricky vyznam parcidlnich derivaci?

AN W NN =

. Uvedte postacujici podminku vyuZivajici parcidlni derivace, kterd zarucuje, Ze
funkce z = f(x, y) bude na oteviené mnozin¢ K spojita?

9

. Které parcidlni derivace nazyvame smiSené?

6. Jaké podminky musi byt splnény, aby smiSené druhé parcidlni derivace dané funkce
byly zaménitelné?

7. Uvedte piiklad funkce, kterd ma alespon jednu nenulovou druhou parciélni derivaci

a vSechny tfeti parcidlni derivace identicky rovny nule.



Priklady k procviceni

8. Co rozumime pojmem derivace funkce v daném bodé ve sméru daného vektoru?
9. Jaky je vztah mezi parcidlnimi derivacemi a smérovymi derivacemi?

10. Jaky je geometricky vyznam smérovych derivaci?

Priklady k procviceni

1. Vypoctéte prvni parcidlni derivace funkce f v bodé A:

a) fiz=7%x%y, A=(40), b) fiz=4F+1, A=(1),

¢) f:z=eYsinB, A=(,2), d) f:z:arctgi A=(0,1),

e) f:z=3x2y+ev, A=(3,2), f) f:iz=+2x2-3y2, A=(@,2),

) frz=evess 4 (0,0), hy fiz=4—-% -2 A=(,1),

D fiz=34+L -2, A=(1), D fiz=x24yL A=(0,0),

K) frz=x1—-y24+y/1-x2 D) fiz=xy/1—x2—y2, A=(0,0).
A =(0,0),

2. Vypoctéte prvni parcidlni derivace funkce f:

a)  f(x,y) =3x"+5xy — 2y, b) f(x,y,2) = Qxy*+2%)
o) flx, y,Z)=yz+xz+xy, d)  flu,v) = —+u—i,
e fl,ya=5+I-%, f) f(xy)_ =,
g f(x,y)=ysinx +cos(x —y), h)y fOm,n)= ﬁ
DS y)=x%yt—atsing +27, D S8 =arig 2,
o f(r.8) =arctg {5, D fv)=e’ +u’,
m)  f(R,S) = RS ek+2S, n fla,p) =%,
0 f(e.p) =+ /o2 + ), P SOy = —
Q  flx,y) =y, ) flx,y) =22,
) floy =2 0 flxy) = i
u)  fx,y) = «/ﬁ v) f(x,y)=x sm(x +y),
w)  fx,y) = 5 In(x? + y?), x) f(x,y) = arcsin;%,

y) f(x,y) =arctg?, z) f(x,y):sinyx—z.

@ ——p




54

Parcidlni derivace a derivace ve sméru

10.

11.

12.

13.

. Vypoctéte prvni parcidlni derivace funkce f:

a) f(x,y) =x>42x%y 4+ 3xy> +4x — 5y + 100, b) f(x,y,2) = ﬁ’
Q) flx.y) =02 d) f.y)=In(x+Iny),
e) flx,y,2)= ( + In(y + lnz)) , f) fx,y,2) = e2(1—y—2)

.Pro f: z=x+ (y — 1) arcsin \/gvypoététe frlx, 1).
. Ukaite, %e funkce f: z = In(x? 4 y?) vyhovuje rovnici y— - x— = 0.

. Ukaite, 7e funkce f: z = y?sin(x?> — y?) vyhovuje rovnici yzg—i + xyg—; =2xZ.

v du __ _ v

. Ukazte, Ze pro funkce u = e* cosy a v = e* sin y plati % =3t asz

ay oy — " ox’

. UkaZte, Ze ze stavové rovnice idedlniho plynu pV = nRT, kde p je tlak, V objem, 7" absolutn{

teplota, n a R jsou konstanty, vyplyva
op oV oT

AV aT ap

. Vypoctéte prvni parcidlni derivace funkce f:

Q) fy) =m(5F), b) f(x,y)=arctgf;§,,

c) f(x,y)—arC51nm, d flx,y,2)= ﬁ

e) fxr,y.2)=xy1—y2+yJ/T—x2—z/1—x2—)2,

B flx,y)=x7, g) f(x,y)=xy es“"”V

b fey) =275, D fly.)=xt,

D Sl y) =xylnx +y), k) f(x,y) = arctg(x — y)?,

D flx,y.2)=x", m) f(x,y)=4/1-— (X;;‘) + arcsin Hy’

Vypoctéte druhé parcidlni derivace zadané funkce f:

a) fiz=x>-=3x*%v+y, b)) fiu=xyz ) firu=xy+yz+zx,

d) f:z=sinxy, e) f'z—ﬁ, f) fiz=xy+7,

g fiz=x, h) f: Z—lnx“, ) frz=xy+cos(x—y),
D frz=arctgi, k) f.z=\/x2+y, D frz=1i/G&2+y?)3,

m) f:z=¢e", n) f:u=e"*, 0) f:z=>5x3y?—4x> + 5xy.

Ukazte, Ze pro funkci f: z = In+/x% + y? plati z,, + z,, = 0.
Ukazte, Ze pro funkci f: z = xy +cos(x — y) plati 2,y + 2o = l a2y + 2y = 1.

_ x—h)?

v v . . _ 1 02 , _ 1
Ukazte, Ze pro funkei f: z = 3 —=e “rLa,beR,a#0,plati 7, = 72
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14. UkaZte, Ze pro funkci g(r, ¢), kde g: u = r" cosme, m € R, plati

15.

16.

17.

18.

19.

20.

1
rr —Ur ) =0.
Upr + p u, + e Ugpg

Vypoctéte druhé parcidlni derivace funkce f:
a) f(x,y):x4+y4_4x2)’2, b) f(x’y):xXer’

— Xy+x _ N X2 yr—x
o) flx,y) ===, ) fxy)=InTm=m
e) flx.y)=:3, ) fx,y) =In(x+y?,
D fr= b f ) =Iny/x2+ 7,
D f(ry) = xsinG+ ). DS y) = aresin e,

2

k) flx,y) =9, D fly)=0+xD"

Necht F a G jsou dvakrat diferencovatelné funkce jedné proménné. DokaZte, Ze pak funkce
f(x, y) vyhovuje dané rovnici:

a) f:rz=Fx—2)+Gx+20), Ztr = AZxxs
b) fiz=xF(X)+yG(),  x zu+2xyzy+y2, =0

Necht' @ je diferencovatelna funkce jedné proménné. DokaZte, Ze pak funkce f(x, y) resp.
f(x, ¥y, z) vyhovuje dané rovnici:

a) fiu=xd(y* —x?), T i i
b fru=0x*+y),  xfE-yiE=0,

o fru=xy+y®(}), XAy g =xytu,
) fru=367+y 4+ + @@ —y-2), 27+ F+E=2+y+z,

R 2 2 2 1 duw 1 9w 10w __1¢1 _ 1
e) fru=xyox°—y —2z°), 2x ax 2y3y+z8z_2(x2 yz)“-

Ovérte, Ze funkce
xy pro x| 2 |yl,
S, y) =
0  pro x| <yl

ma v pocatku smiSené druhé parcidlni derivace, které nejsou zaménitelné.

Vypoctéte derivace funkce f v bodé R = (2,0) ve sméru vektoru @ = (—2,0), v bodé
S = (0, 3) ve sméru vektoru b = (0, —3) a v bodé T = (2, 3) ve sméru vektoru ¢ = (2, 3).

a) fiz=4—2x—%y, d fiz=24%

b) f:iz=+/25—x2—)2 e) f:z=+/16—y2

©) frz=16—/x2+)2 f) frz=4-x"+y* z 20
Vypoctéte derivace funkce f v bodé R = (2, —1, 3) ve sméru vektoru q = (1, 4, —2).

a) fru=2(x—1D>+30+2)2+7% ¢) fiu=4(x—1)+3y>+57,

b) fru=—-x*+2(y+ 1= —-1? d) fru=%—4xy.
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Kli¢ k prikladim k procviceni

L. a) fo(A)=16m, f(A)=2m, b)  fu(A) =0, f,(A) =0,
c) fu(A)=ce-sin2, fg(A) =e-cos2, d fAD)=1, f,(A) =0,
e)  fi(A) =36+2e5, f,(A) =27+ 3¢°, D f(A) =6, f,(A) =6,
9 fulA) =3, f(A)=-3, h)  fi(A) =0, fi(A) =—1,
) fi(A) =0, f(A) = —% , ) fe(A) a f,(A) neexistujf,
k) f:(A) =1, f[,(A) =1, D fi(A) =0, f,(A) =0.

2. a) fi =9%? 4+ 10xy, f, =5x% — 6y,
b) fo=22°@xy? +2)", f =4y @xy? + ), f. =332 Qxy? + 2",
) fi=z+y, fi=z+x, [fi=y+x,
d fu=2 -0 f=—n g
o fi=y+5., fi=—5+1 fi=—5-1.
D f=smnmr H= s
g) fr=ycosx —sin(x —y), f, =sinx +sin(x —y),
h) fm=ﬁ, fn=ﬁ,
i) fr =3x%y? —2xsiny, fy =2x%y —x%cosy +2"1n2,
D h==—pm h=dm K fy=17 fi=—mp
D fu=1le"+u’l, fi=—%e" +u’lnu,
m) fr=SeR25(1+R), fs=ReRt25(1+29),
N fo= s Jp= oo

— 1 — B
(0] —_ 3 —_ 9
)V o= Jamm s T Jamm (e
i 2
P fi=3. fr=—% Q fr=y"Tny, fy =+ Dy,
2y =2 _=3? 32
D Lh=che h=wne S f=aoe h=ane
_ =4’ _ 4Py _ y? _ -
0 fi= 222 fy= 2—y2)2 w fi= Tty fy = o
V) fe=sin(x +y)+xcos(x +y), f, =xcos(x+y),
P _ Yy _ 1 _ —X
W) fx—x2+y2’ fy—x2+y2: X) fx— \/)’ZTXZ, fy—y 22
v 2 2 2 2
y) fx=ﬁ, fXZxZXTyZ’ z) fo=-—3cos*, f,==Fcosi.

3. a) fi=3x"+4xy+3y*+4, f,=2x"+6xy-35,

-2 —2yz 1
b fi=mmi h=wy f=me

53 43y _ xX3=6y 1 _ 1

) fi= 2/3 fy — 2yxy d fi= x+Iny’ fy T y(x+ny)
_ 1 _ 1 _ 1

e) fx - x+ln(y+lnz) ’ fy fZ -

o (y+Inz) (x—&-ln(y+lnz)) ’ z(y+lnz)(x+ln(y+lnz)) ’
2(1—y— 2 x2(1—y—
D fi=2x(1—y—2)e 179 fi=f=—x?e" 079,

4. f(x, 1) = 1.
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_ 1 _ 2
9. 8 fi=537, fy_—m,
1 1
b) fx = 14‘7’ fy = _W )
¢) f — V2x]yl f — V2x2sgny
x 24y x2—y2 " Y 24y x2—y2
d) fi=x i35, =Yg, =250, kder=/x24+y2+22,
O fe=VI-y- ot s fi=oVImd
fy: /1),2+“1_x+ 1x2y2
D fo=yxA+Inx), f,=x""Ix,
g fi= yeSin’”‘y(l + mxycosmxy), fy = x €™ (1 4 nxy cos mxy),
h)y fi= fr=——Fr—,
\/xy X2 (+y7) N xy=x2y2 (14 /X3)
, 21 z
1) fx:%xz s fy— X lnx fzz—%lenx,
Dofe=yne+n+ 5] fi=x[nt+ )+ 25
— _2(x—y) — _ 26—y
b L=ty ="t
) fo=yxrl, = 2 zy7lnx, f.=x"y’lnxlny,
_ 1 Xy—x—y 1 Xy—x—y
m =gV onn T ovan
10. a) fix =6x — 36x2y, foy = —12x2, fyy = 20y3,
b) fxx:fyy:fzz:Q fxy:Z7 fxz:ys fyz:xv
C) fxx:fyy:fzz:()’ fxy:fxz:fyzzlv
d)  foo = —y*sinxy, fxy =cosxy —xysinxy, fy, = —x?sinxy,
e) fxx=% fxy=3;y2, fyy=ﬁv
f) fxx:%’ fxy—l x2a fyy:()a
9 fu=yG-Dx7  fo=x""0+yhx), f,=x"’x,
2(1—x2 2(1+y?
h) fxx = ()(62+)1C)2) ’ fxy = 0’ f)) (;2 )1])2) ’
1) fxx =—COS(X—)’), fxy: l—l—cos(x—y), fyy=—COS(X—)’),
. —2xy x2—y? X
D fe=whtye e =wmme o= wh
2 2
k xx — = ) xy — — = s )y — = ,
) A (24y2)3 & A (24y2)3 Ty (24y2)3
) f 2x24y? f o — 2242y
XX — \/Z_ﬂ k) xy - \/T}Z’ yy — m k)
m) fxx =y e s fxy = (xy + 1)exy’ fyy = x2exy ,
1’1) fxx — y2z2exyz’ fyy — x2z2€xyz’ fzz — x2y2exyz’
fxy — (Z + Z)’Zz) ez, fxz — (y +Xy22) ene fxy — (x +x2yz) ez,
0) fur =30y*x —24x, fo, =30x2y +5, f,y, = 10x3.
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15.

18.

19.

a)  foo=12x2—8y%,  fi, = —16xy, f,, = 12y* — 8x,

b) fuo=x T [(Inx+ 22 4L - 5] =0 Il x + x4 1],
fyy = x* In? x,

¢) fux =0, fxy:_;g, fyy:%,

O fo= T3 o= Jim

e) fu=0, fiy= —y%, fyy = g—i,

o 2x(x342y?)
fyx -

a4y

_ 1 — 2y — 26—y
D fu=—Gmm fo=—Gowe o=y
9 fo=-— 3xy? foy = y2xr—y?) foy = — x(x?=2y?)
xx [(24y2)5 xy [(x24y2)5’ Yy [(24y2)5
2.2 2 2.2
h)  fux = (xz_,_;z)z > fxy = _(xzjzz)z ) fyy = (;2+yyz)2 )

1) fix=2cos(x+y)—xsin(x +y), fiy=cos(x+y)—xsin(x +y),
fyy =X Sin(x + )’),

: — __ 2y — Py sany — _2xpy
_]) fxx - _(x2+y2)2 ) fxy — (x2+y2)2 ) fyy - (X2+y2)2 )

J20,y) =0, fy(x,0) = x, f4,(0,0) =0, £,,(0,0) = 1.

_ 2 sinx2+4x2 cos x2 _ 2xsinx? _ 2cosx?
k) fxx = - ¥ s fxy = I fyy =Ty

D foe =2y +x2)72(=x> 4+ 2x%y + 1),
foy =2x(1+ ) 4+ yIn(d +xD)],  fiy = (1 + 227 I’ (1 4 x2).

) fa®) =2 fo(H=%, fol)=—F
b fa®) =, oS =3, fu)=—/5,
) fa® =1 fo(H=1, f(I)=—1,

) fa®) =1, fo($)==3, [fu(])=F5,
&) faR) =0, fo($)=2, fo(I)=—2,
) fa(R)=4, [o(8) =6, fu(T)= .

20. a) fq(R)=3,49, b) fq(R)=0,87, <¢) [fq(R)=-17,46, d) fq(R)= —6,26.
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Kapitola 3

Diferencial funkce

Pruvodce studiem

V diferencialnim poctu funkci jedné proménné jsme se mimo jiné zabyvali otazkou,
jak Ize danou funkci v okoli néjakeho bodu xy (lokalne) aproximovat linearni funkci.
Chtéli jsme najit takové Cislo A € R, aby v ,dostatecné blizkosti“ bodu x platilo:

fxo+h)— f(xo) =A-h,

kde |h| je malé realné Cislo. Pri tomto nahrazeni se obecné dopoustime jisté chyby
w(h):
w(h) = f(xo+h) — f(xo) —A-h. (3.1

Zjistovali jsme, zda existuje takové Cislo A, Ze funkce w (h) definovana vztahem
(3.1) nabyva pro ,dostatecné mala“h ,velmi malych* hodnot. Ukazali jsme, Ze je
rozumné pozadovat, aby}%im0 w(h)/h = 0. Vtakovém pripadé totiz existuje nejvyse

jedno Cislo A € R splriujici vztah (3.1).

Jestlize tedy existuje takové Cislo A € R, Ze pro funkci w definovanou vzta-
hem (3.1) plati ;}in%) w(h)/h = 0, pak fikame, Ze funkce f je v bodé x( diferenco-

vatelna. Linearni funkci d fy, definovanou predpisem df.,(h) = A - h nazyvame
diferencialem funkce f v bodé x.

Ukazali jsme, Ze existence diferencialu neboli diferencovatelnost funkce je
ekvivalentni existenci konecné prvni derivace funkce a Ze platid f.,(h) = f’(xo0)-h.

Geometricky jde o nahradu grafu funkce tecnou a diferencial je pfirustek y-ové
souradnice funkce na te¢né — viz obr. 3.1.

U funkce vice proménnych ma diferencial podstatné vétsi vyznam. Jeho geo-
metricky vyznam je sice podobny (nahrada grafu funkce tecnou rovinou), ale jeho

V této kapitole se budeme zabyvat prvnim diferencialem a jeho geometrickym
vyznamem, zavedeme si pojem gradientu a ukaZzeme si souvislost mezi gradien-
tem a derivaci ve sméru. Posledni cast kapitoly bude vénovana derivaci slozené
funkce.
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y y=fx)

~dfo ()

Fodh) fo E ___7
: }f(xO +h) — f(x0)

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e definovat pojem diferencovatelnost funkce,
e urcit diferencidl funkce v daném bodé,
e najit rovnici te¢né roviny a normély ke grafu funkce v daném bodé,
e vysvétlit pojem gradientu funkce,
e vypocitat smérové derivace pomoci gradientu,
e vysvétlit vztah mezi diferencidlem, gradientem a smérovymi derivacemi,

e derivovat sloZené funkce.

3.1 Diferencovatelné funkce, diferencial

Necht' f(x, y) je funkce a (xg, yp) libovolny pevné zvoleny bod, v jehoZ okoli je tato
funkce definovand. Vezméme nyni mald ¢isla 4, k (kladnd nebo zdpornd) a posuime se
z bodu (xq, yp) do bodu (x¢ + &, yg + k). Vlastné se posuneme z bodu (xg, yp) horizon-
talné o h a vertikdln€ o k — vizobr. 3.2, kde h < O0ak > 0.

Cislahak nazyvame pririistky nezdvisle promén-
nych. Ozna¢ime-lix = xo+hay = yo+k, dostaneme

y —_— _— — e
(o +h, o+ ) Y-Xo=hay-yo =k

Yo+ ko : Analogicky rozdil funkénich hodnot v bodech
. VR +E (xo +h, yo + k) a (x0, o), .
Yol D ) (x0. Y0) f(xo+h, yo+ k) — f(x0. y0),

. : X se nazyva pririistek zdvisle proménné.
O xo+nh X0 Nyni chceme funkci f nahradit v jistém okoli
O(x0, yo) linearni funkci (jejim grafem je rovina).

Obr. 3.2: Prirtstky
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Tedy chceme najit takova Cisla A, B € R, aby v ,,dostatecné blizkosti* bodu (x¢, yo)
platilo:

fxo+h,yo+k) — f(x0,y0) =A-h+ B -k.

Pfi tomto nahrazeni se dopoustime jisté chyby. Ozna¢me si ji w(hk, k). Je to funkce
proménnych A, k, pro niz tedy dostdvame:

w(h,k) = f(xo+h,yo+k)— f(x0,y0) —A-h—B -k.

Chceme zjistit, zda existuji takova ¢isla A, B, Ze funkce w (h, k) nabyvé pro ,,dostatecné
malé* hodnoty |k|, |k| hodnot blizkych nule. Zde je tfeba se zamyslet nad tim, co budeme
rozumét pod pojmem ,,mala‘“ hodnota. Ukazuje se (stejn€ jako u funkci jedné proménné),
Ze je rozumné pozadovat, aby se limita funkce w (h, k) délend vzdalenosti bodl (xg, yo)
a (xo + h, yo + k) rovnala nule pro » — 0, k — 0. Pfitom euklidovskd vzdélenost bodt
(x0, yo) a (xo + h, yo + k) je rovna /h? + k2. Jedna se vlastné o velikost vektoru (A, k).
Pozadujeme tedy, aby

w(h, k)

lim ——— =0
(h,k)—(0,0) \/h2 + k2

Definice 3.1. Predpoklddejme, Ze funkce f(x,y) je definovand v néjakém okoli
O'(x0, yo) bodu (xg, yo). Existuji-li takovd kone¢na redlna ¢isla A, B, Ze pro funkci
w(h, k) definovanou vztahem

w(h, k)= f(xo+h,yo+k)— f(x0,y0) —A-h—B -k (3.2)

P . w(h,k)

plati (h,k%1—>m(0,0) E =

Linearni funkci d f(y, yy) (h, k) = Ah + Bk nazyvame totdlnim diferencidlem funkce f
v bodé (xg, yo).

Vektor (A, B) nazyvame gradientem funkce f v bodé (xg,yo) a znalime jej
grad f (xo, yo)-

0, pak fikdme, Ze funkce f je v bod€ (xo, yo) diferencovatelnd.

Totalni diferencidl z predchozi definice se Casto nazyva jen diferencidl nebo silny
diferencidl resp. Fréchetiv' diferencidl.

Vsimnéme si nyni konstant A a B v definici 3.1. Predpokladejme, Ze je funkce f(x, y)
diferencovatelna v bod¢€ (xo, yo) a diferencidl d f(,,,y,) (%, k) = Ah + Bk. Plati

im 2w L St oyt k) - fxo.y)-A-h—-B-k
(hk)—0.0) /HZ + k2 (hJ)—>(0,0) VhZ + K2 '
Specidlné volbou k = 0 dostaneme
. fGo+h,yo) — f(x0,y0) —A-h . fGo+h,yo) — f(xo,y0) —A-h
lim = lim =0.

h—0 Vh2 h—0 |h|

'Maurice René Fréchet (1878—1973) (¢ti freSe) — francouzsky matematik. Vyznamné piispél k rozvoji
obecné topologie a funkciondln{ analyzy.
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Oznacme ¢(h) = f(xo+ h, yo) — f(x0, yo) — A - h. Plati tedy %ir% ¢(h)/|h| = 0. Protoze
pro h # 0 je vyraz |h|/ h ohrani¢eny (je roven %1), plati rovnéz

o) Tl _ o) _

im = lim 0,
h—0 |h| h h—0 h

a tudiz také

fm ((P(h) N A) — lim f(x0 +h, yo) = f(x0, yo) _ N
=0\ h h—0 h

To vSak znamen4, Ze existuje parcidlni derivace g—i(xo, Yo) ajerovna A.

Obdobné volbou & = 0 se odvodi, Ze existuje parcidlni derivace %(xo, Yo) a je
rovna B.

Pozadujeme-li tedy, ab lim -2kl
! Y y(h,k)e(o,o)m

A= %(xo, o), B = %(xo, yo) spliiujici vztah (3.2). Plati tudiZ nasledujici véta.

= 0, pak existuje pravé jedna dvojice Cisel

Véta 3.2. Necht funkce f(x, y) je diferencovatelnd v bodé (xo, yo). Pak jsou ¢isla A, B
ve vztahu (3.2) urcena jednoznacné a plati:

a 0
A= —f(xo, ) a B= —f(xo, Y0)-
ax ay
Tedy pro diferencidl funkce f v bodé (xo, yo) mdme

af af
d f(xg.y0) (B, k) = a—x(xo, yo) - h+ 5@0» yo) - k (3.3)

a pro gradient funkce f v bodé (xo, yo) mdme

af af
grad f(xo, yo) = (_8 (x0, y0), = (x0, yo)) . (3.4)
X ay

Poznamka 3.3. V literatufe s fyzikdlnim zaméfenim se Casto piirastky nezdvisle promén-
nych A, k oznaCuji Ax a Ay. Tedy

h=x—x9=Ax a k=y—y) = Ay.
Podobné pririistek zavisle proménné se znaci Af (x, y) nebo Az, t;.
Jxo+h,yo+k) = fxo, y0) = Af(x,y) =z —z0 = Az.

Je-li f(x,y) = x,dostaneme z(3.3),Zed f(x, y) = dx = 1-h+0-k = h. Obdobné pro
f(x,y) = yvyjde dy = k. To je diivodem, pro¢ se pro prirastky nezavisle proménnych
pouzivd rovnéz oznaceni dx a dy.
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Pouzijeme-li tedy rtizna oznaceni prirtstkil, dostdvame nasledujici varianty oznaceni:

d fxo,y0) (h, k) = fr(x0, yo) h + fy(x0, yo) k,
d fxo,y0 (X — X0, ¥ — y0) = fx(x0, Yo) (x — x0) + fy(x0, yo) (v — o),
d f(xo,y0) (Ax, Ay) = fr(x0, yo) Ax + fy(x0, yo) Ay,
d fixg,yo) (dx, dy) = fx(x0, yo) dx + fy(x0, yo) dy.

Dalsi dilezity vysledek je obsazen v nasledujici vété.

Véta 3.4. Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé (xq, yo), je v tomto bodé spojitd.

Diikaz. Musime dokazat, ze ( )lil? ) f(x,y) = f(x0, y0). Oznacime-li x — xo = h
X,y)—>{(X0,Y0

ay — yo = k, zftejmé plati x — x¢ pravé tehdy, kdyzh — 0,a y — yo pravé tehdy, kdyz

k — 0.

Nejprve ovéfime, Ze  lim  w(h, k) = 0. Vzhledem k vlastnostem funkce w je

(h,k)— (0,0)
im otk= Im 28K i@ —0.0=0
(hb)—(©0,0) (h.k)—(0.0) \/h2 + k2 '
Nyni jiz snadno dikaz dokoncime. Z (3.2) a spojitosti funkci Ak, Bk dostaneme
lim X,y) = lim xo+h, yo+ k)=
ooy T TN = gy S O A0+ B)
= 1 Ah + Bk h,k)) =
(h,k)1—>n}0,0)(f(x07 ¥0) + Ah + Bk + w(h, k) )
= f(x0,90) +A-0+B-04+0= f(x0, y0). O

Priklad 3.5. Ovéite, ze funkce f definovand vztahem
1 prox =0neboy =0,
x,y) =
AR {o jinak
neni v bodé (0, 0) diferencovatelna — viz priklad 2.5.

Reseni. V piikladu 2.5 jsme zjistili, Ze funkce f nenf spojita v bod& (0, 0), takZe podle
véty 3.4 zde nemiZe byt ani diferencovatelnd. V§imnéme si, Ze ve zminéném piikladu jsme
ovéfili, Ze parcidlni derivace v bodé (0, 0) existuji, pficemz f,(0,0) = f,(0,0) =0. A

Dosud nezndme jednoduchy néstroj, jak poznat, Ze je funkce diferencovatelna v néja-
kém bodé€. Z predchozich vét plyne, Ze musi byt v tomto bodé€ spojitd a musi zde mit prvni
parcidlni derivace. To ale obecné nestaci (viz nasledujici ptiklad).

Priklad 3.6. Ovéite, Ze funkce g definovana vztahem
0 pro (x, y) # (0,0)
glx,y) =4 ’ O
0 pro(x,y)=1(0,0)

je spojitd v bodé (0, 0), ma v tomto bodé parcidlni derivace, ale neni zde diferencova-
telnd — viz priklad 1.28.
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Reseni. V piikladu 1.28 jsme ovéfili, Ze funkce je spojita v bodé (0, 0). Uréime parcidlni
derivace v tomto bodé. Plati:
0) — g(0,0 40— 0 0
g('xs ) - g( ) ) — hm )52—|—02 — hm g O
x—0 x—0 X x—=0x

8x(0,0) = lim
x—0

a obdobné g, (0, 0) = 0. ProtoZe mimo pocatek jde o raciondlni lomenou funkci dvou
proménnych, je tato funkce dokonce spojitd a ma parcidlni derivace v celé R?. Pfesto
v bod¢ (0, 0) neni diferencovatelna.

Jinak by totiZ muselo platit, Ze

: w(h, k)
lim ———=0 pro w(,k)=g0+h,0+k)—g(0,0) — Ah — Bk.
w00 TR IR p (h, k) = g( ) —&(0,0)
Protoze g(0,0) =0a A = g,(0,0) =0, B = g,(0, 0) = 0, muselo by platit
2
| w(h, k) . ks —0—0h — 0k ; h2k 0
im @ — = im = im — =
(h )= 0.0 /RZ k2 (hK)—(0,0) VhZ 1 k2 (h.)—(0.0) \/(h2 + k2)3
Pro body tvaru (h, 0), h — 07, je
li =0 lim = =0
im ——— = lim — =0,
h—0" \/(h2 +02)3  h—>0+ h3
kdezto pro body tvaru (h, h), h — 0T, je
i h? - h i h3 bl 1
im ———== lim —— = lim —=—,
h—0t \/(h2 + h2)3  h—>0t B3B8  h—0t /8 /8
takZe uvedend limita viibec neexistuje. A

Lze vSak dokézat, Ze plati:

Véta 3.7. Md-li funkce f(x, y) vbodé (xq, yo) spojité prvni parcidlni derivace, je v tomto

bodé diferencovatelnd.

Diikaz. Podle definice 3.1 potfebujeme dokazat, Ze

(xo + h, yo + k) pro funkci w(h, k) definovanou vztahem (3.2) plati

limw(h, k) = 0 pro (h,k) — (0,0). Z véty 3.2

vime, Ze pro konstanty A a B z (3.2) musi platit
A = fx(x0, yo) a B = fy(x0, y0)-

Predpoklady véty zarucuji, Ze v dostate¢né ma-

1ém okoli bodu (xg, yo) je funkce definovand, ma

t(xo+h,yo+&)

(0, y0)  (x0+6, 0) zde parcidln{ derivace a plati
Obr. 3.3 (h,k}i—>m(0,0) Jx(xo + N, yo + k) = fx(x0, yo),

(3.5)

li h k) = » Y0)-
(h,k)1—>m(0,0) fy(o+h, yo+k) = fy(xo0, y0)
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Ve zbytku dikazu predpokladame, Ze jsme v tomto okoli. Pro urcitost necht’ napt. 4 > 0
ak > 0.

Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté 2.6 existuji ¢isla 6, &, kde 0 < 6 < h,
0 < & < k, takovi, Ze

fxo+h, yo+k)— f(xo0,y0) = fy(xo + h, yo +E)k + fr(xo + 6, yo)h.

K pravé stran€ t€to rovnosti pficteme a odeCteme vyraz fy(xo, yo)h + fy(xo, yo)k a upra-
vime. Vyjde

Sfxo+h, yo+k) — f(x0, y0) = fx(x0, Yo)h + fy(x0, yo)k +
+ (fy(xo+ k. yo+§) — fy(x0, 0)) k + (fx(x0 + 6, yo) — fx(x0. Y0)) h-

Zavedme nésledujici oznaceni:

wi(h, k) = fy(xo+h, yo+ &) — fy(xo0, yo),
w2 (h) = fyx(xo+ 0, yo) — fx(x0, y0),
wh, k) =wi(h, Kk + wr(h)h.

Tedy

S (xo+h, yo+k)— f(xo0, y0) = fx(x0, yo)h + fy(x0, Yok + w1 (h, )k + w2 (h)h =
= fx(x0, yo)h + fy(x0, yo)k + w(h, k).

Aby byla spln&na podminka (3.2), zbyva ukézat, 7e (h,k%i—{r%0,0) % = 0. Vzhledem

k poloze & a & — viz obr. 3.3 — musi pro (h, k) — (0,0) platit § — 0 a6 — 0. Tedy
podle 3.5)je  lim wi(h,k)=0a lim w(h) =0. Tudiz
(h,k)—>(0,0) )

(h,k)— (0,0
. w(h, k) : wi(h, k) -k . wy(h) - h
Iim — = im — 4 im —— =
(h.)—>0.0) \/h% + k2 (h)—>0.0) /hZ + k2 (hk)—>(0,0) /h? + k?
Pii vypoctu vySe uvedenych limit jsme vyuzili faktu, Ze funkce Jh§+k2 a \/hf+k2 jsou
icené (| -k —| <1, |-—_| <
ohramcene(‘m| S 1, Wl S ). 0

Piiklad 3.8. Ovéite, Ze funkce f: z = 2xy — 3x%y + yInx md v bodé (1,2) totdlni @
diferencidl, a najdéte jej.

Reseni. Zadany predpis ma smysl pro libovolné x > 0 a libovolné y, tedy definiéni obor
je D(f) = {(x,y) € R?: x > 0}. Vypodteme prvni parcidlni derivace a dosadime:

filey) =2y —6xy+2.  fy(ry) =2¢ =35’ +1nx,
fe(1,2) = -6, f(1,2) = —1.
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ProtoZe jde o elementarni funkce, jsou spojité na D(f), zejména tedy v bodé (1, 2),
a tudiz totalni diferencial podle véty 3.7 existuje. Podle vzorce (3.3) dostaneme

dfao(h k) = fu(1,2)h + fy(1,2) k = =6h — k
resp. v jinych symbolikdch

df0.2)(dx, dy) = —6dx — 1dy,
df(l,z)(x —1,y—-2)=—6(x—-1)—(y—2)=—-6x—y+38.

V poslednim zdpisu sice po rozndsobeni nevidime priristky, ale tento zdpis bude zase
vyhodny tfeba pti urCovani te¢né roviny. A

Priklad 3.9. Ovéite, Ze funkce g: z = arctg% ma v bodé (—1, 1) totalni diferencial,
a najdéte jej.

Reseni. Zadany predpis ma smysl pro libovolné x a libovolné y # 0, tedy defini¢ni obor
je D(g) = {(x,y) € R?: y # 0}. V piikladu 2.3 ¢) jsme vypoditali, Ze pro y # 0 je

Yy

T HEs

8x(x,y) = 242
ProtoZe derivace jsou na D(g) spojité, totdlni diferencidl existuje. Je g,(—1,1) = 1/2
agy(—1,1) =1/2, takze

1 1
dg(—l,l)(h,k):gx(_la1)h+gy(_1,l)k:§h+§k. A
Poznamka 3.10. Véta 3.7 udava postacujici podminku existence totdlniho diferencialu.
Spojitost parcidlnich derivaci ale neni nutnou podminkou — viz ndsledujici ¢ast pro
zajemce.

Pro zajemce:

Uvedeme piiklad, kde funkce bude diferencovatelnd v bod¢ (0, 0), ale nebude mit v tomto bodé
spojité parcidlni derivace. Nalézt takovou funkci nenf zcela trividlni.

Nejprve najdeme pomocnou funkci ¢(¢), t € R?, kterd ma derivaci na celém defini¢nim oboru,
jez ale nenf spojitd v t = 0 (uvédomte si, Ze funkce majici derivaci, se kterymi bézné pracujeme,
maji obvykle spojitou derivaci). PoloZme

t?sin ! t#0,
oy =" Sy Pror# (viz obr. 3.4 2))
0 prot =0.

Prot #0je

'(t) = 2t sin ! + 12 cos ! ( ! ) 2t sin ! cos !
= m — — | —— = m- — -
¢ t t 12 t t



3.1 Diferencovatelné funkce, diferencidl

________ — - —_—— e — = = - 1
\ 10,0625 . p W
/st
cos %
t 0,7
______________________ -1
a) Graf funkce ¢(7) b) Graf funkce cos %
Obr. 3.4

apro t = 0 vypocteme piimo z definice

1) — 0 [2 Sil’ll _0 1
@) — o( )=liIl’l ! =limz¢sin— =0,
r — t—0 t =0 t

¢ (0) =lim

protoZe limt = 0a —1 =< sin % < 1, tedy sin % je ohranicend. Z toho soucasné plyne, Ze lir% ')
—

t—0

neexistuje. V opacném piipad¢€ by existovala i lil’I(l) cos % = liH(l) (2t sin % — (p’(t)) , coZ neni pravda,
t— —
protoZe tato funkce pii ¢ — 0 ¢im dél tim rychleji osciluje mezi —1 a 1 — viz obr. 3.4 b).

Nyni poloZme
Fx,y) =) + o).
Protoze f,(0,0) = ¢’(0) = 0a f,(0,0) = ¢'(0) = 0, musi podle vztahu (3.2) a véty 3.2 v bodé
(0, 0) platit pro (k, k) # (0, 0)

w(h, k)= fO+n,0+k) = f(0,0) = f:(0,00h — £,(0,0k = ¢(h) + ¢(k) .

Dale
. w(h, k) . @(h) . @ (k)
im ———= lim ———+ lim ———— =
hb)—0.0) JIZ+ K2 (hb)—>0.0) JEZF k2 (h0)—>0.0) /B2 + k2
h?sin ¢ k2 sin %

= lim — + lim ——— .
(hi)—>0,0) /B2 + k2 (hl)—0,0) \/h2 + k2
Vzhledem k ohranicenosti i /«/h? + k* (plati | /</h> + k*| < 1) asin  je

h? sin ; 1 h

lim ———= Ilim hAsin———=0
(h)—0,0) /B2 + k2 (hl)—(0,0) h /h? + k2
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a totéZ plati pro druhy s¢itanec. Tedy  lim 20 — 0 a funkce md v bod& (0, 0) to-
(h,)=(0,0) /h2+k?

talni diferencial. Parcidlni derivace v tomto bod€ vSak nejsou spojité, protoze f(x,y) = ¢'(x)
a fy(x,y) =¢'(y.

Z ptedchoziho vykladu je zfejmé, Ze vztahy mezi spojitosti, existenci parcidlnich
derivaci a diferencovatelnosti (tj. existenci totdlniho diferencidlu) jsou znacné slozité.
Proto na z4vér tohoto oddilu prislusné vztahy prehledné shrneme. Pfedpokladejme, Ze jde
o funkci f, a v§e uvazujeme v bodé (xo, yo).

df existuje = f je spojitd (véta 3.4)

df existuje = fra fy existuji (véta 3.2)

fx a fy existuji pak df nemusi existovat (priklad 3.5)

f jespojitd a fy a fy existuji pak df nemusi existovat (priklad 3.6)

fx a fy jsou spojité = df existuje (véta 3.7)

df existuje pak fy a f, nemusi byt spojité (pozndmka 3.10)

Poznamenejme, Ze Zaddnou z implikaci nelze obratit.

Pro zajemce:

Zavedeni diferencidlu funkce vice proménnych je jednoduché.

Necht' f je funkce n proménnych definovana v okolf bodu x = (xy,...,x,) € R". Necht
h = (hy,...,h,) € R". Pak ||h|| = vh?+---+h>. Necht dile A = (A;,...,A,) € R"
Uvazujme funkci

w(hlw--ahn):f(xl+hla---a-xn+hn)_f(-xla”-a-xn)_Alhl_"'_Anhn~

Tu miiZzeme struc¢néji zapsat w(h) = f(x + h) — f(x) — (A, h), kde (-, -) je oznaceni skalarniho
soucinu na R”. (Toto oznaceni ma fadu prednosti pfed tim, které znaji studenti znaji ze stfedni
Skoly, tj. oznacdeni teCkou A - h.)

Predpokladejme, Ze existuje takova n-tice A = (A4, ..., A,), Ze plati
o) . f(x+h)— f(x)—(Ah)
lim — =1 = 0.
h—0 |[h| k-0 Al

Pak fikame, Ze funkce f je diferencovatelnd v bod¢€ x a linearni funkci d, (h) = (A, h) nazyvame
jeji diferencial. Tedy

dy(h) = Athy+--- + ALhy,.
Vektor A nazyvame gradient funkce f v bod€ x a znac¢ime jej grad f(x). Snadno se opét ovéfi, Ze
nutné A; = fy,(x),7 = 1,..., n. TudiZ gradient je ur¢en jednoznacné a plati

de(h) = fo (O)hy + -+ + fi, (0)h, = (grad f(x), h),
grad f(x) = (f, (%), ..., fx, (X))
Vsechny uvedené vysledky platné pro diferencidl funkce dvou proménnych plati i pro obecny

ptipad. Zejména spojitost vSech prvnich parcidlnich derivaci v bodé x zajiStuje diferencovatelnost
v tomto bodé.
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3.2 Geometricky vyznam diferenciilu a jeho pouziti

Vime jiz, Ze z existence totalniho diferencidlu v bodé (xg, yo) vyplyva existence parcidlnich
derivaci v tomto bod€. Vzhledem ke geometrickému vyznamu parcidlnich derivaci — viz
obr. 2.2 — to znamend, Ze mame dvé pfimky ¢, p, které jsou teCnami v bodé¢ My =
= (x0, Y0, f (x0, y0)) ke dv&ma kfivkdm leZicim na grafu funkce f (x, y), jeZ dostaneme
jako prusecnice grafu s rovinami jdoucimi bodem M kolmo k osdm x a y — viz obr. 3.5.
Pfipomenime, Ze fy(xo, yo) =tga a fy(xo, yo) = tg p.

Nejprve si feknéme, co to znamend, Ze rovina T o rovnici g: z = Ax + By + C
je te€nou rovinou ke grafu funkce dvou proménnych. (Z naSich tvah vylou¢ime roviny,
které nejsou grafem funkce, tj. jsou rovnobézné s osou z, takZe miizeme predpokladat, Ze
koeficient u proménné z v rovnici roviny t je nenulovy.)

z=f(x,y)

Obr. 3.5: Te¢ny ke grafu funkce dvou proménnych

Definice 3.11. Rovina t o rovnici g: z = Ax + By + C se nazyva tecnou rovinou ke
grafu funkce f(x, y) v bodé My = (xo, yo, f (xo, yo)), jestlize

1) T prochazi bodem My,

. 3 ) f(x,y)—Ax —By—-C

11) plati lim =
(r, )= (0,30 1/ (x — x0)2 + (¥ — y0)?

Nyni ukaZme, Ze rovina urend pfimkami #; a #; je tecnou rovinou ke grafu funkce
f(x,y) vbodé M.
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Z podminky 1) dostdvame, Ze plati f (xo, yo) = Axo+ Byo+C, takze C = f(xo, yo) —
— Axog — Byo a po dosazeni do rovnice roviny mame g: z = A(x — xo) — B(y — yo) +
+ f (x0, yo)-

Citatel v limité¢ druhé podminky je roven f(x, y) — g(x, y) a tato podminka vlastné
vyjadiuje, Ze pomér (vertikdlni) vzdalenosti mezi grafy obou funkci v bod€ (x, y) a vzda-
lenosti bodul (x, y) a (xo, yo) se neomezené bliZi k nule, jestlize se (x, y) blizi k (xo, yo),
tudiz Citatel se bliZi k nule rychleji neZ jmenovatel.

Dosadime-li do druhé podminky za C, vyjde

J(x,y) = f(x0, yo) — A(x —x0) — B(y — yo) _
m =
(x,3)—> (x0,50) Vx —x0)2+ (v — y0)?

PoloZime-li x = xo +h a y = yp + k a porovndme-li vznikly vztah s definici 3.1, je
zfejmé, Ze tato podminka je rovnocennd poZadavku na existenci totdlniho diferencidlu
v bodé€ (xo, yo). Musi tedy platit A = f,(xo, y0), B = fy(x0, yo0). Celkov€ dostavame:

0.

Véta 3.12. Tecnd rovina t ke grafu funkce f v bodé (xo, yo, f (xo, yo)) existuje praveé
tehdy, kdy? je funkce f diferencovatelnd v bodé (xqo, yo). Jeji rovnice je

71z = fx(x0, yo)(x — x0) + fy(x0, Yo)(y — yo) + f (x0, Yo), (3.6)

resp. oznacime-li zo = f (xo, yo), strucnéji

T:2— 20 = d fxg,y0) (X — X0, Yy — Y0)- 3.7

Poznamka 3.13. Necht't je tendrovina ke grafu funkce f vbodé T = (xo, yo, f(x0, yo)).
Ptimka n prochézejici dotykovym bodem 7" a kolma k roviné t se nazyva normadla ke grafu
funkce f v bodé T. ProtoZze normalovy vektor roviny t je ( Sfx (X0, y0), fy(x0, yo), —1),
jeji parametrické rovnice jsou

x = xo + tfx(x0, Yo),

y =yo+1tfy(xo, y0), tE€ER,

z=2z20—1.
Priklad 3.14. Najdéte rovnici teéné roviny a normaly ke grafu funkce f: z = 2x%y —
—3xy> + s et v bod& (=2, 1, ?).

Reseni. Vypocteme parcidlni derivace:
1 X
fo=4dxy —3y> + = 4", fy:2x2—9xy2——2+26x+2y.
y y

ProtoZe jsou spojité v celém D(f) = {(x,y) € R? : y # 0}, totalni diferencidl a tudiz
1 te¢nd rovina existuje v kazdém bodé definicniho oboru. Dosadime:

f(=2.1)=846-24¢"=13,  f(=2,1) =8+ 18+2+2¢" = 30.
Sx (=2, 1):—8—3+1+60=—9,
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Protoze podle (3.3) jed f(—2,1)(x +2,y —1) = =9(x +2) +30(y — 1), z (3.7) dostaneme
z—13=-9x+2)+30(y—1) = 9x — 30y +z+35=0.

Normadlovy vektor tecné roviny ke grafu funkce f v bodé (-2, 1, 13) je tudiZ roven
n = (-9, 30, —1), takZe parametrické rovnice normdly jsou

x=-2-—09t,
y= 1+430¢, teR,
z= 13 —1t. A

Piiklad 3.15. Najdéte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(x, y) = 2x? — y?, kterd je
rovnobéznd s rovinou p: 8x — 6y —z — 15 =0.

Reseni. Necht t zna&i hledanou te¢nou rovinu. ProtoZe je rovina r rovnob&zna s rovinou p,
jsou také rovnobézné jejich normélové vektory, tj. n; = kn,, kde k € R, k # 0.
Rovina p je zaddna v obecném tvaru, z néhoz ihned vidime soufadnice normalového
vektoru
n, = (8, —6,—1).

Pro normélovy vektor te¢né roviny ke grafu funkce f plati
n; = (fx(x0, y0), fy(x0, y0), —1).

Plati n; = kn,, tj. (fx(xo0, yo), fy(xo0, yo), —1) = (8k, —6k, —k). Tedy k = 1. Porovna-
nim prvnich dvou sloZek dostaneme rovnice

fx(x07 yO) = 8, fy(x(), y()) = —6.

ProtoZe fy(xo, yo) = 4xo, fy(x0,y0) = —2yo, je 4x9 = 8 a —2yp = —6. Prvni dvé
soufadnice bodu dotyku te¢né roviny jsou xo = 2 a yp = 3. Tfeti soufadnici vypocteme
dosazenim do funkce f. Bod dotyku je

(x0, Yo, 2z0) = (2,3, —1).
Zbyva dosadit bod dotyku a hodnoty parcidlnich derivaci do rovnice tecné roviny:

T:z—(—1)=8(x—-2)—6(y —3) = 7: 8x —6y—z+1=0. A

VSimnéme si podrobnéji geometrického vyznamu diferenciélu. Vyjdeme pfitom z ozna-
¢eni na obr. 3.6. (V naSem piipadé jsou soutfadnice vSech dile uvaZovanych vektort
nezdporné, takZe se délky usecek na obrdzku secitaji; obecné by mohlo jit i o rozdil.)

Rovina p je vodorovnd a prochdzi bodem My = (xo, yo, f (x0, yo)). Uréime soufad-

. o T 7 T 7 P .,
nice vektoria MgN| a MyN;. Z pravouhlého trojihelniku MoK N dostaneme

_ —
|KiNi|| = MoKyl - tg<<(MoK1, MoN1) = hfy(x0, y0).
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takze
e
M()N] - N] - MO == (hv Oa hfx(x07 )’O))

Analogicky dostaneme z pravouhlého trojihelniku MoK, N>, ze
—
MoN> = Ny — Mo = (0, k, kfy(x0, y0)).

a tedy celkové

MoN = MoN| + MoNy = (h, k, hf(x0, yo) + kfy(x0. Y0)) = (. k. d fieg.y0) (. k).

M

z=f(x,y)

15)
I

M() al
: /S P
: /o /
; // ; /
A “k
Yo yo+k y
xo el J
5 / /
/ /
/ /
X0 + h/... 4/_ ________ 4

Obr. 3.6: Geometricky vyznam totdlniho diferencidlu

—
AvSak MgN = (h, k, | K N||), coZ znamend, Ze ||[K N || = d f(x,yo) (., k). Pro pfiristek
zavisle proménné vyjde

fxo+h, yo+k) = f(xo, y0) = | KM = [|[KN|| + INMI| = d fixg,y0) (h, k) + [|[NM].

Srovname-li toto vyjadieni se vztahem (3.2), vidime, ze | NM || = w(h, k). Usek | KN|| =
= df(xg,y0) (B, k) se nazyva linedrni cdst pririistku (jde o linedrni funkci), zatimco usek
INM| = w(h, k) nelinedrni cdst priristku.

Geometricky predstavuje diferencidl v daném bod¢ priristek funkce na te¢né roving.
Skute¢ny piirastek f(x, y) — f(xo, yo) je dan vztahem

f(-x’ )’) - f(XO, yO) = df(xOJ’O)(h’ k) + C()(l’l, k)
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Pokud neni tecnd rovina T rovnobézna s Zddnou z os x a y (j. neni fy(xg, yo) = 0 ani
fy(xo0, yo) = 0), je nelinedrni ¢st pfirlistku w(h, k) podstatné mensi neZ linedrni ¢st
d f(xo,y0) (h, k). Toho se vyuZivd k pfibliznym vypoctim. Zanedbanim nelinedrni Casti
dostaneme

fx,y) = f(xo, y0) +dfixo,y)(h, k) pro (x, y) blizké (xo, yo). (3.8)

Dnes v dobé kalkulacek a pocitach ztratilo toto pouZiti diferencidlu v numerické mate-
matice na vyznamu. Nic se ale neméni na jeho pouZiti pfi odvozovani fady vztahl ve
fyzice (limitnim pfechodem se nelinearni ¢ast piirtstku vici linedrni ,,ztrati*) ani pii
nahradé slozitych nelinearnich dloh jednodu$simi (i kdyZ méné ,,presnymi‘‘) linedrnimi
ulohami (tzv. linearizace) v nejriznéjsich oblastech matematiky, fyziky a disciplin na né
navazujicich.

Diferencial se ¢asto pouziva pro aproximaci absolutnich a relativnich zmén veli€in,
které jsou zavedeny takto:

Absolutni zména: Af (xo, yo) = f(xo+ h, yo + k) — f(x0, y0)-
Af (xo, yo)
f(xo0, y0)

Vzhledem ke vztahu (3.8) pfiblizné plati:

Relativni zména:

Af(X(), )’O) = df(xo,y()) (h9 k)’ (39)
Af (x0, yo) - d f(x,y0) (1, k)
f (xo0, o) f(xo,y0)

Pfi téchto aproximacich se dopoustime jisté chyby. Ta je ddna v piipadé absolutni zmény
funkci w(h, k) ze vztahu (3.2) a v pfipad¢ relativni zmény vyrazem w(h, k)/f (xg, Yo).
Odhad této chyby je mozné udélat pomoci Taylorova vzorce, se kterym se seznidmime
v nésledujici kapitole v oddilu 4.2.

(3.10)

Priklad 3.16. Vypoctéte pomoci diferencidlu priblizné nasledujici hodnoty:

a) 1,04%02, b) /2,982 + 4,052,

Resent.

a) Oznacme f(x, y) = x¥. Mame urcit f(1,04; 2,02).
Zvolme (xg, y0) = (1,2)a(x — 1,y — 2) = (h, k) = (0,04; 0,02). Podle (3.8) déle
plati £(1,04;2,02) = f(1,2) 4+ dfi,2(0,04,0,02). Je

=y fi=x"Ilnx = fi(1,2)=2-1"=2, £,(1,2)=1*In1 =0.

Tedy d f(1,2)(h, k) = 2h a celkem obdrzime

1,042 = £(1,2) + d f(1.2)(0,04,0,02) = 1> +2-0,04 = 1,08.
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b) Oznaéme g(x, y) = \/x2 + y%. Mame urcit g(2,98; 4,05).
Zvolme (xo, yo) = 3,4)a(x — 3,y —4) = (h, k) = (—0,02; 0,05). Opét podle (3.8)
plati g(2,98; 4,05) = g(3,4) + dg(3.4)(—0,02; 0,05). Je

3 4
= &GH=35. &GH=3.

R A =

Tedy dg3,4)(h, k) = 0,6h + 0,8k a celkem obdrzime

V2,982 + 4,052 = g(3,4) + dg(3.4)(—0,02; 0,05) =
=5-0,6-0,02+0,8-0,05=15,028. A

Piiklad 3.17. Valcova nadoba méla mit podle navrhu polomér podstavy 1 dm a vysku
@ 5 dm. Nepiesnosti vyroby byl polomér vétsi 0 0,03 dm a vyska mensi o 0,1 dm. Odhadnéte

pomoci diferencidlu absolutni a relativni zménu objemu.

Reseni. Objem nadoby je dan vzorcem V(r,v) = wr2v. Oznaéme rg = 1, vg = 5,
dr = 0,03 adv = —0,1. Pro absolutni zménu dostaneme ze vzorce (3.9) odhad

AV (ro, vo) = dV(yy v (dr, dv) = V,(ro, vo) dr + Vy (1o, vo) dv.

Protoze V, = 27rva V, = mr2, plati, ze dV(,v) (dr, dv) = 2mrovodr + Ttroz dv, a pro
naSe hodnoty bude

dV1,5(0,03; -=0,1) =2n-1-5-0,03 4 7 - 12 (=0,1) = 0,21 = 0,63.
Déle pomoci vzorce (3.10) odhadneme relativni zménu:

AV (0, v0) . Vi) (dr, dv) AV 4 (dr, dv)
V (ro, vo) V(ro, vo) Ttrgv() ’

takZe pro nasSe hodnoty vyjde:

dV(1,5)(0,03; —0,1) . 0,2‘ﬂ?

= 0,04.
n-12.5 5Tt

Absolutni zména objemu je tedy pfiblizné 0,63 dm> a relativni zména objemu je pii-
blizné€ 0,04, tj. 4 %. A

3.3 Vztah diferenciilu, gradientu a smérové derivace

V tomto oddilu si v§imneme vyznamu gradientu a jeho vztahu k derivaci ve sméru.
Pfipomenime, Ze pro dva vektory u = (uy, uz), v = (v, v2) z V> definujeme jejich

skaldrni soucin (u,v) vztahem (u,v) = wujv; + urvy. (Na stfedni Skole se pouziva

oznaceni u - v, novy zpusob oznaceni je piehlednéjsi.) Pro velikost vektoru ||u|| pak mame
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lul| = /{u,u) = vu?+u3 a pro thel ¢ nenulovych vektord u a v plati (u,v) =
= |lull - vl cosp,kde 0 < ¢ < m.

Véta 3.18. Necht je funkce f: z = f(x,y) diferencovatelnd v bodé (xq, yo) a necht
u = (uy, uz) € Vs je libovolny vektor. Pak existuje derivace funkce f v bodé (xo, yo) ve
sméru vektoru u a plati

df af af
d—(xo, yo) = {(grad f(xo, yo), u) = ——(x0, yo) u1 + ——(x0, Yo) 2. (3.11)
u 0x dy

Diikaz. Oznalime-li ¢(¢) = f(xo + tuy, yo + tuz), je fu(xo, yo) = ¢’(0). ProtoZe f je
diferencovatelnd v (xg, yp), promaldh ak je f(xo+h, yo+k)— f(x0, Yo) = frx (X0, Yo)h+

+ fy()C(), yo)k + w(h, k), kde @ k%il’n(o 0 w(h, k)/« /h2 + k2 = 0. Tedy

, o) —e0) . fulxo, yotur + fy(xo, yo)tuz + w(tuy, tuy)
¢ (0) = lim ——— = lim =
-0 t -0 t
. o(tuy, tuz)
= frx(x0, youi + fy(xo, yo)uz + th_%f = (grad f(x0, y0), u),
protoze lirr(l)w(tul, tuy)/t = 0. [
t—

Ze vztahu (3.11) vyplyva, Ze je-li grad f (xg, yo) = 0 = (0, 0), je fu(x0, yo) = O pro
kazdy vektor u € V5.

Necht grad f (xg, yo) # 0. Najdeme vektor u, pro ktery je fy(xo, yo) nejvetsi resp.
nejmensi. Aby nehrdla roli velikost vektoru u, omezime se na jednotkové vektory, tj.
budeme predpokladat, Ze |u| = 1. Plati fy(xo, yo) = || grad f (xo, yo)| - ||u]| cos¢ =
= | grad f(xo, yo)|| cos ¢, kde ¢ je dhel mezi jednotkovym vektorem u a vektorem
grad f(xo, yo). Na intervalu (0, ) nabyva funkce cos ¢ nejvétsi hodnoty, a to 1, pro
¢ = 0 anejmensi hodnoty, ato —1, pro ¢ = . Tedy derivace ve sméru je maximalni, je-1i
u jednotkovy vektor souhlasné kolinearni s gradientem, a je minimadlni, je-li u jednotkovy
vektor nesouhlasné kolinearni s gradientem.

Je-li u # 0, pak u/||u|| je souhlasné kolinedrni jednotkovy vektor a —u/|ul je
nesouhlasné kolinearni jednotkovy vektor s vektorem w. Plati tudiZ nésledujici tvrzeni.

Véta 3.19. Necht grad f(xo, yo) # 0. Pak smérovd derivace fy(xo, yo) ve sméru jed-

) . s vy __grad f(x0,y0) . . v,
notkovehodv;(ktorbg u je nejvétsi pro vektor u = Tarad Flxgyo)] @ J€ nejmensi pro vektor
gral X0,Y0

T arad F ool Maximdlni hodnota je fy(xo, yo) = || grad f (xo, yo)|| a minimdlni
hodnota je fu(xo, yo) = —|| grad f (xo, yo) |-

u =
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Diikaz. Zbyva jen ovérit vzorce pro extremalni hodnoty smérové derivace. Pro maximalni
hodnotu je

grad f (x0, 30) >:

2 (30 o) = { grad £ (xo, o).
Fulxo. Y0) <gra F 0,30 e o ol

1
|l grad £ (x0, o)l
_ | grad f (xo, yo)lI?
| grad f(xo, yo)ll

(grad f (xo, y0). grad £ (x0, o)) =

= || grad f(x0, yo)|l.

Analogicky se ur¢i minimdlni hodnota. O

Gradient tedy urcuje smér, v némZ je smérova derivace nejveétsi resp. nejmensi, tj.
smér, v némZ funkce nejrychleji roste resp. klesa.

Gradient miZeme pfibliZit nasledujicim zptisobem. Predstavme si lyZafe stojictho na
Sikmém svahu (jenz je grafem funkce f(x, y)) tak, Ze smér lyZi je kolmy k vrstevnicim
a Spicky miii vzharu. Pak velikost gradientu je rovna tangenté thlu, ktery sviraji lyze
s vodorovnou rovinou. Kolmy primét lyzi do vodorovné roviny ma stejny smér a orientaci
(urcenou Spickami) jako gradient.

Piiklad 3.20. Najdéte jednotkovy vektor u, pro néjz je smérova derivace % funkce
f(x,y) =4+ x2+ y% v bodé (x9, yo) = (2, 1) maximalni, a urete jeji hodnotu.

Reseni. Podle véty 3.19 je smérovd derivace maximalni ve sméru jednotkového vektoru

__grad f(x0,Y0) . . , «r .. ] .
u lq( —”tgra ECTEDIE pokud je gradient nenulovy. Staci tedy vypocitat gradient a jeho
velikost.

Nejprve vypocteme hodnoty parcidlnich derivaci v zadaném bodé:

fox,y) > > fen=-
X,y = , = -,
* 24/4 4+ x2 + y? * 3
Frx, ) 2 > ARD=-
xX,y) = )=z
' 2/4+ x2 + y? ' 3
Gradient a jeho velikost jsou

21 272 /1\2 A5

dr2.1 =(—,—>, d 72, 1) = (-) (-) =¥

grad f(2, 1) = (3. 3 | grad £ (2, D 3) T3 3

Derivace je tedy maximalni ve sméru vektoru

(%,%):<2

1
57

u =

[

a jeji hodnota je %(2, 1) = grad f2, )| = TS A
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Piklad 3.21. Je ddna funkce f:z = 4 — % — 2 abody A = (3,—1), B = (1,4). @
Urcete:

1. gradient funkce f v bodech A a B,

. . o —
2. derivaci funkce f ve sméru vektoru u =AB v bodech A a B,
3. bod C lezici mezi A a B, v némz je derivace funkce f ve sméru u rovna nule,

4. derivaci funkce f v bodé A ve sméru jednotkového vektoru souhlasné kolinedrniho
sgrad U(A).

Reseni. Ze soufadnic bodd A a B uréime soufadnice vektoru u = ﬁ =B—A=(-2,5).
Body A a B je urCena piimka p, jejiZ rovnice je Sx + 2y = 13.
Graf funkce f, tsecka ur€ena body A a B a prlsecnice roviny, kterd je rovnob&zna
s osou z a prochdzi pfimkou p, s grafem funkce f jsou zndzornény na obr. 3.7.
Vypocteme funkéni hodnoty funkce f:

FA) =4 32 159 F(B) =4 1 42 71
B 4 9 36’ 49 36

Hodnoty f(A) a f(B) jsou zndzornény na obr. 3.7.

Obr. 3.7

Ad 1. Vypocteme gradient v bodé€ (x, y):
grad f(x, y) = (—=x/2, =2y/9).
Po dosazeni soufadnic bodit A a B dostaneme gradienty v téchto bodech:
grad f(A) = (-3/2,2/9), grad f(B) = (—1/2, —-8/9).

Na obr. 3.8 jsou zndzornény vektory grad f(A), grad f(B) a u.
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—6 0 6

d f(B
grad f(A) 9
B

[ —

A

4

Obr. 3.8

Ad 2. Derivace funkce f ve sméru u v bodé (x, y) je podle véty 3.18:

X 2 9x — 10
Ju(x,y) = (grad f(x,y), u) :__.(_2)__y,5: y.
2 9 9
Po dosazeni soufadnic bodii mame:
37 -31

Ad 3. Bod C, v némz je derivace f, rovna nule, leZi na pfimce p, uréené body A a B.
Podle predchoziho tedy jeho soufadnice musi splilovat rovnice

9x — 10y
5 =
Jejich feSenim dostaneme soufadnice bodu C:

x =130/68,  y=117/68.

0, Sx +2y =13.

Ad 4. Oznacme v jednotkovy vektor souhlasné kolinearni s grad f(A). Podle véty 3.19

pak plati:
3\2 2\2 /745
A) = | grad f(A :\/(——) +<—> = —.
Jv(A) = |l grad f(A)] > 5 T A
Pro zajemce:
Je-li f:z = f(x1,...,x,) funkce n proménnych, kterd je diferencovatelnd v bodé x* =
= (x},..., x;), md v tomto bod¢ derivaci f,(x*) v libovolném sméru u = (uy, ..., u,) € V,.

Pfitom plati:
Ju(x™) = (grad f(x*), u) = fo, &D)uy + -+ fr, ( )uy.
Dtikaz je zcela analogicky jako v pfipadé funkce dvou proménnych. Plati i véta 3.19.
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3.4 Derivace slozené funkce

Pruvodce studiem

Podobné jako u funkci jedné proménné je dileZité umét zderivovat sloZenou
funkci, zname-Ii derivace vnéjsi sloZky i vnitinich sloZek. Vzorce, které dale uve-
deme, maji velky vyznam zejména pii feseni parcialnich diferencialnich rovnic.
Pomoci nich je mozné transformovat takové rovnice na jednodussi tvary. PFi této
aplikaci je vnéjsi sloZkou neznamé reseni zadané rovnice, takZe se bez podob-

nych vzorct neobejdeme.

Nejprve si pfipomeiime, jak se derivuje sloZzena funkce jedné proménné. Necht funkce
u = g(x) ma derivaci v bodé xo. Oznaéme ug = g(xo). Ma-li funkce y = f(u) derivaci
v bodé€ ug, pak sloZzena funkce y = F(x) = f[g(x)] mé derivaci v bod€ xq a plati
F'(x0) = f'(10)g' (x0).

U funkce dvou proménnych f (u, v) budeme dosazovat za obé proménné nové funkce
u = u(x,y), v=uov(x,y) dvou proménnych x a y. SloZend funkce tedy bude mit tvar
z = F(x,y) = flu(x,y),v(x, y)]. Navic si vSimnéte, Ze v ndsledujici vété u vnéjsi
slozky nestaci pouhy predpoklad existence parcidlnich derivaci.

Véta 3.22. Necht funkceu = u(x, y) av = v(x, y) maji parcidlni derivace prvniho rddu
v bodé (xo, yo). Oznacme uy = u(xo, yo), vo = v(xg, Yo). Ddle nechf funkce z = f(u, v)
Jje diferencovatelnd v bodé (ug, vg).

Pak sloZend funkce z = F(x,y) = flu(x,y), v(x, y)] md parcidlni derivace prvniho
radu v bodé (xo, yo) a plati:

O 0, 300 = Lwo, vo) 22 (w0, y0) + 2L (atp, v0) 22 0, y0)
—(xg, = ——(ug, vo) — (xo, —(ug, vo) — (x0, y0),
oy (X0- ¥0) = = (U0, vo) = (X0, yo) + = (0. vo) 7 (X0, Yo .
OF of du of v '
—(x0, y0) = ——(uo, vo) — (x0, yo) + ——(u0, vo) — (x0, y0)-
dy u ay ov dy
Zkrdcené piseme
Fy= fyuuy + fovxe, Fy= fuuy+ fyvy (3.13)
nebo take OF afou dfdv  OF dfou afd
u v u v
e ys Yy o8 _J,Yer (3.14)
0x du dx  Jvdx dy du dy  dv dy

Diikaz. Dokazeme napf. prvni vztah v (3.12). Podle definice parcidlni derivace je

OF . F(x,y0) — F(x0, yo)
a—(XO, yo) = lim =
X X—>X0 X — X0
~ lim flux, yo), v(x, yo)] — flu(xo, yo0), v(xo, yo)] _ (3.15)

X—>XxQ X — Xp
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Oznalme ¢(x) = u(x, yo), ¥(x) = v(x, yo). Z definice diferencovatelnosti f v (uq, vo)
plyne existence funkce w(h, k), limw (h, k)/~/h? + k? = 0 pro (h, k) — (0, 0), takové,
Ze
Slo(), ¥ (x)] = f(uo, vo) =
= fu(uo, vo)(@(x) — uo) + fu(uo, vo) (¥ (x) — vo) + wle(x) — ug, ¥(x) — vo)]l.
Po dosazeni do (3.15) vyjde:

oF _ Ju(uo, vo) (@ (x) — uo) + fo(uo, vo) (¥ (x) — vo)
a(Xo, Yo) = Jm +

X — X0
. wle(x) —ug, ¥ (x) — vo)l . (3.16)
X — X0
Dale
. p(x) —up . u(x,yo) —u(xo,yo) Ou
Iim ——— = lim = —(x0, Y0),
X=>X0 X — X0 xX—>X0 X — X 0x
. Y(x) —vo . v(x,y0) —v(xp,y0) Ov
Iim ———— = lim = —(x0, y0)-
X=>X0 X — X0 xX—>x0 X — Xo 0x

Nyni pro x # xg je
olp(x) —uo, ¥ (x) —vo)]
X — X0 -
_ o0lp() —up. Y ) — wo)] \/(SD(X)—M0>2+ (w<x>—vo
V(p(x) —uo)* + (¥ (x) — vp)? X —Xo X — X0

Z existence parcidlnich derivaci u a v podle x v bod¢ (xq, yo) plyne, Ze funkce ¢ (x) a ¥ (x)
jsou spojité v xp, tj. lim ¢(x) = upa lim ¥ (x) = vo. Tedy
xX—>Xx0 xX—>Xx0

2
) -sgn(x — xo).

B ole(x) —uo, Y(x) —vo)l
m e
=30/ (p(x) — up)? + (¥ (x) — vp)?

2 2
lim \/<M> + (M) = \/uE(XO, y0) + v2(x0, Yo)-
X—>X0 X — X0 X — X0

ProtoZe vyraz sgn(x — xo) je ohraniceny, je celkové
wlp(x) —uo, Y(x) —vo)l _

lim 0.
X—> X0 X — X0
Nyni z (3.16) mdme
oF . 9(x) —ug . Y(x) — o
—(x0, yo) = fu(uo, vo) lim ————— + fy,(up, vo) lim ——— +
0x x—=Xx0 X — X X—=>X0 X — Xp

+ lim wlp(x) — ug, ¥(x) — vo)] _

xX—> X0 X — X0

= fu(uo, vo)uy(xo, yo) + fo(uo, vo)vx(x0, o). A
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Piiklad 3.23. Je didna funkce f(u,v) = u®> +v>, kdeu = x — y,v = 3+ Urlete prvni @
parcidlni derivace slozené funkce F(x, y) = f(x —y, %).

Reseni. Viechny funkce maji spojité parcidlni derivace ve svych defini¢nich oborech,
takZe miiZeme pouZit vzorec (3.13). Plati:

f(u,v):uz—l—v2 = Su =2u, Jvo=12v,
ux,y)=x—y = ux =1, uy =—1,
X 1 X
vix,y) =— = Vy = —, vy =—=
y y y
Tedy
1 x 1 2x
Fr=2u-1+2v- —=2x—y)+2—- - —=2x -2y + —,
y y y y
X X X 2x?
Fyzzu.(—1)+2u.(——2>:—2(x—y)—2—-—2:—2x+2y——3.
y y y y

2
Funkce F ma tvar F(x,y) = (x — y)2 + % , takZe predchozi vysledek snadno obdrzime
pfimym derivovanim (ovéfte si to pro kontrolu) a vzorec pro derivovéni sloZené funkce

N 24

viibec nepotiebujeme. Pokud vSak vnéjsi sloZka neni zndmd, je pouZiti tohoto vzorce
nezbytné — viz napf. ndsledujici piiklad. A

Priklad 3.24. Transformujte diferencidlni vyraz yf,(x, y) — xf,(x, y) do polarnich sou- @
fadnic x = pcosg, y = p sin¢. Predpokldddme, Ze funkce f ma4 spojité prvni parcidlni

derivace.

Reseni. Jak uvidime, budeme potiebovat vyjadieni p a ¢ pomoci x a y. Dostaneme

x2+y2:p2coszg0+p2sin2<p:p2 = p = /x2+y2,
sin
X 0 COS @ X

(Pro x < 0 musime pficist it.) Ddle médme

fx,y)= f(pcosg, psing) = F(p, ) = F<\/x2 + y2, arctg %)

Ve vzorci (3.13) se ndm tedy zaménila role f a F a vnitini sloZKy jsou oznaceny p a ¢
misto u# a v. Nyni si pfipravime parciélni derivace vnitfnich slozek.

1
pr == (2 +yH)7 V22 =

X
—’ w —_—_—
2 Va2 +y? ! 1+

_l(2+ 2129y = Y _ o X
Py =57 T y= ol §0y—1+ 2)2 x  x24y2°
X
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Odtud a ze (3.13)

X M

—F - F : =F, —— +F, ——.
Po dosazeni do zadaného vyrazu obdrZime
2 2
Felv, ) = xfy (6, 3) = Fy ——=— = Fy—>— — Fy—— — F,—"—
e ’ Y s SRV R o e I
o 242 .
T2z A

V parcidlnich diferencidlnich rovnicich, které se vyskytuji v matematické fyzice, hraji
dileZitou roli rovnice druhého fadu, tj. rovnice obsahujici druhé parcidlni derivace ne-
znamé funkce. Podivdme se proto, jak budou vypadat vzorce pro druhé parcidlni derivace
sloZené funkce. L.ze dokéazat nasledujici vétu:

Véta 3.25. Necht funkceu = u(x, y) av = v(x, y) maji parcidlni derivace druhého rddu
v bodé (xo, yo). Oznacme ugy = u(xog, yo), vo = v(xg, yo). Ddle nechf funkce z = f(u, v)
md parcidlni derivace druhého rdadu v okoli bodu (ug, vo), které jsou v tomto bodé spojité.
Pak sloZend funkce z = F(x,y) = flu(x,y), v(x, y)] md parcidlni derivace druhého
radu v bodé (xg, yo) a plati:

Fyy = fuu M)ZC +2fuv Ux Uy +fvv U)%‘i‘fu Uyxx +fv Uxx,

ny = fuu Uxly + Suv UxVy + Suv Uyvyx + Sov UxVy + Ju Uxy + S Uxy, (3.17)
Fyy = fuu ui + 2 fuv Uyvy + Sov Ui + fu Uyy + Jo Uyy-

Parcidlni derivace funkci F, u a v maji argument (xq, yo), parcidlni derivace funkce f
maji argument (U, Vo).

Diikaz. DokdZeme napft. prvni vzorec, diikaz ostatnich je analogicky.

Podle dtsledku 2.8 aplikovaného na f, a f, dostaneme, Ze v jistém okoli bodu (u(, vo)
jsou f, a f, spojité, a tedy podle véty 3.7 je funkce f v tomto okoli diferencovatelna.
Zejména tudiz v bodé€ (xo, yo) plati vztahy (3.13), tj. Fx = f, ux + fp vx.

UvaZzme, Ze Fy, = % F, = %( Juux + fuvy). Vyraz, ktery mame derivovat, ma tvar
souctu a kazdy s¢itanec ma tvar soucinu. Pfi derivovani f;, a f, vyuZijeme skutecnosti, Ze
Ju = fululx,y),v(x,y)]a f, = folulx,y), v(x, y)] jsou opét sloZzené funkce promén-
nych x a y, a proto miZeme k vypoctu jejich derivaci vyuzit vztaht (3.13), ve kterych
misto f dosadime f, resp. f, (tyto funkce jsou diferencovatelné podle véty 3.7, protoze
maji spojité prvni parcidlni derivace — to je zajiSténo predpokladem o existenci spojitych
druhych parcidlnich derivaci funkce f). Pfi dpravach pak vezmeme v tvahu, Ze podle
véty 2.11 je fuv = fou-
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d 0 0
Fxy=—F, = _(fu Uy +fv Vy) = _(fu uy) + _(fv Vy) =
X ax 0x 0x

0 0
- B_(fu) Uy + futtxx + —(fo) vx + fovxx =
X ox

= (fuutx + fuv Ux) thx + futhxx + (fouthx + fouUx) Ux + fo Uy =
= fuu M)zc + fuv Uty + fou v)%'i' JouuxVx + futtxy + fovxx =
= fuu u% + 2 fuv uxvx + fou U)% + fulxx + fo Uxx. [

Poznamka 3.26.
1) Vzorec pro Fy, bude obdobny jako pro Fy, jen misto u,y a vy, bude obsahovat u,
a vy, (pfedpoklady obecn€ nezarucuji zameénitelnost).

i1) Pro snadné;si zapamatovani vzorcu (3.17) existuje mnemotechnickd pomticka. Napf.
pro F, umocnime pravou stranu vzorce Fy = f, u, + f, vy na druhou. Vyjde fu2 u% +
+2 fufouxvy+ fu2 vf. Nahradime-1i nyni druhé mocniny nebo soucin prvnich derivaci
fu a fy odpovidajicimi druhymi derivacemi, tj. fu2 - fuu> fufv — fuv a pod.,
dostaneme f,,, u% 42 fuo UxVx + fou vf, coZ jsou pravé prvni tfi ¢leny ve vzorci pro Fy,.
Nesmime zapomenout ptidat zbyvajici dva ¢leny f, uyy + fy vxx, které odpovidaji
druhym séitanctim pfi derivovani souéint f, uy a f, vy.
Vzorec Fyy dostaneme formalnim roznasobenim (fy, uyx + fy vx)(futty + fy vy), Na-
hradou za soudiny f, a f, a doplnénim dvou poslednich ¢leni.

Priklad 3.27. Vypoctéte druhé parcidlni derivace funkce f(2x — 3y, 3x + y), vite-li, Ze
f ma spojité parcidlni derivace druhého fadu.

ReSeni. Oznatme F(x,y) = f(2x —3y,3x +y)au =2x — 3y, v = 3x + y. Pak

Uy, =2, uy = =3, Uyxy = Uyy = Uyy = Uy, =0,

vy = 3, vy =1, Uxx = Uyy = Uxy = Uy, = 0.
Podle (3.13) je Fy = 2f, +3fy, Fy = =3 f, + fy apodle (3.17) je

Fyy = fuu 22+2fuv2'3+fvv 32 = 4fuu + 12fuv +9fvv’
ny = fuuz'(_3)+fuv2‘ 1 +fuv (=3) '3+fvv3 1= _6fuu _7fuv+3fvv7
Fyy = fuu (_3)2 +2fuv (=3) - 1+ fuu 12 = 9 fuu — 6 fuv + fov-

Ze spojitosti plyne, Ze Fy, = Fyy. Vzhledem k tomu, Ze druh€ derivace vnitinich slozek
jsou nulové (to se stane vzdy, kdyZ to budou linearni funkce tvaru ax + by), je vyhodné
pouZzit pozndmku 3.26 ii). Napf. Fy = 2f, + 3 f, a formdlnim umocnénim a ndhradou
(f)*> = fuu a pod. snadno dostaneme vysledek pro Fy,. A
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@ Priklad 3.28. Transformujte do poldrnich soufadnic laplacidn Af = fix + fyy.

Reseni. VyuZijeme ozna&eni a vypocty z piikladu 3.24. Opét mame

. y
fx,y) = f(pcosg, psing) = F(p, p) = F<\/x2 + y2, arctg ;>,

takZe ve vzorcich (3.17) mdme bohuZel zaménény role F a f. Déle jsme vypocitali, Ze

_ X _ Yy _ Y _ X
IOX_ /—x2+y27 /Oy— x2+y29 ‘px— x2+y2’ §0y—x2+y2.

Odtud dostaneme druhé derivace (pyy a ¢,y urCime ze symetrie):

/2 2 _ X
X“+y x\/m 2 x2

Yy
p = = . p =,
H x2 4+ y2 /2 + y2)3 W2 2)
0—y-2x 2xy 2xy
Pxx = Pyy =

T2 D2 T (222 T2 y2

Dile podle (3.17) je (pfedpokladame, Ze f ma spojité druhé parcidlni derivace)

Sfex = ppp;%"‘ZFp(ppx‘Px+F¢¢§0§+Fppxx+F(p§0xx:

I 2F *y +F v’ n
) T e Tt e
2
2
4+ F J *Y

S ST A
g V(x2 4 y2)3 Y (x4 y2)2

2 2
Jyy = Fop 05 + 2Fpp pypy + Fop @3 + Fp pyy + Fp yy =

32 Xy |2
—Fy Y {2F, Y F,
PP x2 4 y2 +2Fop 2+ 2) + Fog (x2 4 y2)2 +

L F x2 2xy

- F
VT Pl +y?)?
Celkové dostaneme po tpravé (je p = /x2 + y2):

1 1 1
+Fy———= =Fpp+ 5 Fpp + — Fp.

Fer+ fry = Fop + Fop———
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Pro zajemce: /@

Uvedeme nyni vzorec pro prvni parcidlni derivace sloZené funkce v obecném pripadé. Uvédomme

si, Ze vnéjsi sloZka a vnitin{ slozky mohou mit obecné riizné poc¢ty proménnych.
Predpokladejme, Ze funkce f:z = f(y),kde y = (y1,..., ym) € R™, je diferencovatelnd
vbod¢ y = (yf,...,y,). Necht ddle funkce @1: y1 = @1(X), ..., @m: Yu = @n(x), kde x =

= (x1,...,x,) € R", maji parcidlni derivace v bod€ x* = (xj, ..., x)), pfi¢emZ ¢;(x*) = y7,
i =1,...,m. Pak sloZzena funkce
F(xlv ---,xn) = f[(pl(xh "'yxl’l)a JPm(xl, ---,xn)]
neboli stru¢né F (x) = fle1(x), ..., ¢, (x)] mdvbodéx* parcidlni derivace prvniho fadu, pficemz
plati
oF of .. 0p1 of .. 0om
X e —(x - S c—(x),
axi( ) 8yl(y ) 8xi( )+ + aym(y ) ox, (x7)
i=1,...,n.Stru¢né

in = fyl(p”xi + T + fymgpmlxi'

Obdobné Ize derivovanim ptedchozich rovnosti odvodit vzorce pro druhé derivace. Vysledky jsou
vSak dost neptfehledné a je vyhodnéjsi pouzit maticové zapisy.

Pojmy k zapamatovani >

— diferencial funkce

— diferencovatelné funkce

— gradient funkce

— te€nd rovina ke grafu funkce

— normdla ke grafu funkce

— derivace slozené funkce

Kontrolni otazky 9

A S SN N

Kdy je funkce dvou proménnych diferencovatelnd v daném bodé?
Vysvétlete pojem totalni diferencial.

Vysvétlete geometricky vyznam totdlniho diferencidlu.

Co je to gradient funkce v daném bod¢?

Jaky je vztah gradientu a smérové derivace?

Jak pocitame derivaci prvniho fddu sloZené funkce dvou proménnych?
Jak pocitame derivaci druhého fadu slozené funkce dvou proménnych?
NapiSte rovnici te¢né roviny a normdly ke grafu funkce v daném bodé.

PopiSte moznosti vyuZiti diferencidlu dané funkce v praxi.
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Priklady k procviceni

1. Vypoctéte totalni diferencidl funkce f v bodé A pro dané dx a dy, popt. dz:

a) fiz=%2" A=(2,2),dx = 0,03 dy = 0,01;

xy

b) fiz=x+y—/x24+y2, A=@3,4),dx =0,1;dy =0,2;
) fiz=eY, A=(1,2),dx =—0,1;dy =0,1;

d) frz=arctgt, A=(1,3),dx =0,01;dy = -0,05;

e) f:z=arccotgy, A=(2,1),dx =0,01;dy =0,05;

f) f:u=2%sinyarctgz, A = (-4, %, 0),dx = 0,05; dy = 0,06; dz = 0,08.

2. Porovnejte totdlni diferencidl d f (A) a pfirGstek Af(A) pro f, A a pfirdstky dx, dy:
a) f:z=4xy, A=(@3,2),dx =-0,2;dy =0,2;
b) f:z=4xy, A=(3,2),dx =—-0,02;dy = 0,02;
¢ fiz=IG?+y), A=@2,1),dx =0,1;dy = —0,1;
d fiz=15,A=(1,3),dx=0,1;dy =-0,2.

3. Vypoctéte totdlni diferencidly prvniho fadu funkce f v obecném bodé:

a) fiz=32-2)°, b) frz=1 ©) fiz=yln2x,

d frz=e’, e) frz=ux", f) f:z=arctgxy,
g fru=+/x*+y?+22, hy fru=72, i) frz=(@(x-—y)?,
D frz=Iny/x2+y%, k) f:z=Incotgy, ) f:z:arctg%.

4. Pomoci diferencidlu vypoctéte priblizné:

a) arctg 202 b) 1,022 1,973, 0) 1,03*

095 3/0,981,05¢°
d) arcsin &3 e) 1In(0,972 +0,05%), f) 005-002

1,05 °

V nésledujicich pfikladech pouZijte pro vypocet totalni diferencidl a vzorce (3.10).

5. Vypoctéte s presnosti na dvé desetinnd mista objem kuzele V a urcete odhad absolutni zmény
objemu, jestliZze vySka kuZele je h = (15 £ 0,3) cm a polomér zdkladny je r = (8 £ 0,2) cm.
Urcete relativni zménu objemu.

6. Strany trojihelnika jsou a = (200 &= 2) m, b = (300 £ 5) m, dhel mezi nimi je y = (60 £ 1)°.
Vypoctéte s presnosti na dvé desetinnd mista délku strany ¢ a odhad absolutni zmény délky
strany. Urcete relativni zménu strany c.

7. Odvésny pravouthlého trojihelnika, méfené s presnosti 0,1 cm, jsou 12 a 16 cm. Vypoctéte
s pfesnosti na dvé desetinnd mista délku pfepony ¢ a odhad absolutni zmény této délky. Urcete
jeji relativni zménu.

8. Rotacni kuzel ma polomér zdkladny r = (10,2 £ 0,1)cm a délku pobo¢né hrany s =
= (44,6 = 0,1) cm. Vypoctéte s presnosti na dvé desetinnd mista jeho objem V a odhad
absolutni zmény tohoto objemu. Urcete jeho relativni zménu.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Rovnoramenny trojihelnik ma délku ramene a = (25+1) cm a dhel pfi zdkladné @ = (30+1)°.
Vypoctéte s presnosti na dvé desetinnd mista jeho obsah P a odhad absolutni zmény tohoto
obsahu. Urcete relativni zménu obsahu.

O kolik cm?® se zméni pfiblizn& objem kuZele s polomérem podstavy » = 10cm a vyskou
h = 10 cm, zvétsime-li polomér podstavy o 5 mm a vy$ku o 5 mm zmensime?

O kolik pfibliZzné musime zménit vySku komolého jehlanu se ¢tvercovou zdkladnou s délkami
hran a = 2m, b = 1 m a vyskou v = 1 m, jestliZze a zvét§ime o 7cm a b zmenSime o 7 cm,
chceme-li, aby objem zlstal nezménén?

Rozhodnéte, zda je funkce z piikladu 2.15 diferencovatelnd v bodé (0, 0).

Ovérite, Ze funkce f: z = \/% , (x,y) # (0,0), f£(0,0) = 0, je spojitd a m4 parcidlni
x<+y

derivace v R?, ale neni v bodé (0, 0) diferencovatelna.
Vypoctéte parcidlni derivace fy(0,0) a f,(0, 0). Je funkce f diferencovatelna v bodé (0, 0)?

el S
a) f:iz= e (x,y) #(0,0), b) fiz= Frm (x,y) # (0,0,
0. n»=00, 0,  (x,y)=(0,0.

Najdéte rovnici te¢né roviny a normdly ke grafu funkce f v bodé T':

a) z=2x2y2+3xy3, T(1,—1,7), b) z=1InQ2x*-8y?», T(2,1,7),

©) z=+9-x2—y>, T(1,-2,7), d z=35, T2, 1,7,

e) z=xeXt T(=2,3,7), f) z=&>+yH)sinnx, T(1, =2,7),
g z=arctg), T(=2,2,), hy z=e2" T(2,09.

Na grafu funkce f najdéte bod, v ném?Z je te¢nd rovina rovnobéznd s rovinou p:

a) fiz=x>+y p:12x+3y—z=0,

b) f:z=m,p:ax+by—z=0,
) fiz=x*—y pix+y+z=0,

d f:z=xY, p:x—z=0.

Najdéte jednotkovy vektor u, pro néjz je smérova derivace % funkce f(x, y) v bodé€ (xq, yo)
maximdlni, a urcete jeji hodnotu.

a)  flx,y) =x"+x2y"+y* (x0,y0) = (1, 1),
b)  f(x,y) = cotg(xy), (x0, y0) = (5, 1),

o) flx,y)=@x—»% (x0.y0) =2, 1),

d) flx,y) =arctg®, (xo, yo) = (£, 1),

e) f(x,y)=In&x*~+y?), (x0,y0) = (1,2),

D f00) = 2ta (o y0) = (—1,2),

g) f(xvyaz):x2+y2_2Z7 (-XanO»ZO):(z’OvO)'
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18.

19.

20.

21.

Urcete nejveétsi spad grafu funkce f: z = . /xy v bodé (4, 2).

Vypoctéte prvni a druhé derivace sloZené funkce F(x,y) = flu(x,y), v(x,y)], vite-li, Ze
f je diferencovatelnd:

a) f(2x—=3y,x+2y), b)) f&x+y,x—y), c) f(=3x+y,2x—3y),
d)  fly,x?—yh), e) f(i%) f)  f(xcosy,ycosx).

Transformujte diferencidlni rovnici pro neznamou funkci z = f(x, y) na rovnici s nezndmou
funkei Z = F(u, v), kde f(x,y) = Flu(x, y), v(x, y)]:

a) XZxx—i-nyy:O, M=y,v=X

x°

b)) Zue — 22+ 2y +22:=0, u=x+y, v=y,

©) x%zyy —2xyZxy + ¥22yy, =0, u=xy, v=y,

d) zuo+32+2zy=x+y, u=y—2x,v=y—x,
€) Zux+22iy—32,y=0, u=-3x+y, v=x+y.

Transformujte do polarnich soufadnic x = pcos¢, y = p sin ¢ diferencidlni vyraz V — viz
piiklad 3.24. Funkce f m4 spojité prvni parcidlni derivace:

)V =xf,— e bV =f2+ £ ¢V =yf +xf.

KIli¢ k prikladim k procvi¢eni

1.

2.

. a)

. P

a) 0,02 b) 0,08; c) —0,739; d) 0,008; e) 0,018; f) 0,005.

a) df(A) =0,8; Af(A) = 0,64; b) df(A) =0,08; Af(A) =0,0784;
¢) df(A) =0,04; Af(A) =0,0431; d) df(A) =0,0625; Af(A) = 0,0641.
. a) 6xdx —6y2dy, b) %)y;)yf’ ¢) Ydx+In2xdy,
d) ey(%dx—%dy), e) x* (ydx +xInxdy), f) 1+;zyz(ydx +xdy),
| )
) 7\/m(xdx+ydy+zdz),
h) Z%(yz dx +xzdy —xydz), i) 2(x — y)(dx —dy),
D s dx +ydy), k) — 5w (vdx —xdy), D o (vdx —xdy).
»% sin 2
T 40,035 = 0,8204; b) 2,95; o 1
d) §— %% =04716; e) —0,06; f) 0,98.

.V =%rh,V = (100531 £70,37) cm®, 7 %.

.c=+/a>+b>—2abcosy ,c = (264,58 £ 7,59) m, 2,9 %.
Le=~a>+ b, c=(20+0,14)cm, 0,7 %.
8.

V =2r2/s2—r2,V = (4730,41 £ 101,39) cm?, 2,1 %.
= % sin2a, P = (270,63 £ 27,10) cm?, 10 %.
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10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.

V =2r%,dv(10,10) = ¥ = 52,36 cm’.
V = % (@ +ab+b%),dV(2,1) =0 = dh = —0,01, tedy zmensit o 1 cm.

Je. Bud'piimo z definice (f, (0, 0) = 0 = f,(0, 0)), nebo ovéite, Ze f, a f, jsou spojité v (0, 0)
a pouZijte vétu 3.7.

fx(0,0) =0 = f£,(0,0).

a) f:(0,0) =0 = f,(0,0). Neni, protoZe neni spojitd — viz piiklad 1.24.
b) f:(0,0) =0 = f,(0,0). Neni, protoZe neni spojitd — viz piiklad 1.25.

a) x+5-z4+3=0, b) 3x—-2y—-z—-44+1In8=0,
x—=1 _ y+l _ z+1 x=2 _ y=1 _ z-In8
1 - 5 - -1 3 -2 —1 )
¢) x—2y+2z—-9=0, d 2x—-4y+z-3=0, e) Sx+4y+z=0,
x=1 _ y+2 _ z=2 x=2 _ y=1 _ z-3 x+2 _ y=3 _ z+2
T — —2 — 2 2 T =4~ 1> 5 — 4 — 1 °
f) Snx+4+z-—-5nt=0, g x+y+2z4+2=0, h) 4x+z7z-9=0,
x=1 _ y+2 _ z x+2 _ y=2 __ ztw/4 x=2 _y _ z=1
59 0 1 1 — 1 — "2 > & — o0 1 °
a) (2’ 17 9)7 (27 _19 7)’ (_2’ 15 _7)7 (_25 _1, _9)
b ( < =t 1 ) —1.10), d (1,1,1).
) N14+a2 402 7 1402402 A/ 1+a2+b2 9 (~2:2:0) )« )

a) (%’ %)’ || gradf(lv 1)” = 6\/57 b) (_\/ZZ_H’ _ﬁ)a
Il grad £ (n/2, D] = Y5+,
o) (J5—75) llgrad f2, D] = 4v2, d) (3, =), llerad F(V3/2,1/2)] =1,
o (5.25), |lgad f(1,2)] = 25, D (Jo—%) llerad f(~1,2)] = 52,
2

9 (%0, —%), llgrad £(2,0,0)]| = 2v5.

—grad f(4,2) = (=¥2, —¥2), | grad f(4,2)] = 0.

a) Fx:2fu+fv’ Fy:_3fu+2fvv
Fxx=4fuu +4fuv+fvv» ny=_6fuu+fuv+2fvv,
Fyy =9 fuu — 12 fur +4 fon,

b) Fy=fu+ fo, F:fu Jus
Fxx=fuu+2fuv+fW7 xy fuu fvv,
Fyy = fuu — 2fuv + Sfov,

C) Fx=_3fu+2fv, Fyzfu_3fv,
Fxx:9fuu_12fuv +4fvvv ny:_3fuu+11fuv_6fvv,
Fyy = fuu — 6 fuv + 9 fov,

d) Fx:))fu"i_zva’ Fy:xfu—nyv,

Fix =y2fuu +4xyfuv +4x2fvv+2fva
ny = x))fuu +2(x2 - yz) fuv _4x))fvv + fu s
Fyy = xzfuu —4xyfuv +4y2fvv —2f,
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e) Fx=%fu_xl2fv’ Fy:_%_fu'i_%fv’
) R 7
Fxx:yizfutt_x%fuv+§7fvv+% v
ny=_;Tﬁm‘F%fuv_x%fvu_yizfu_xszv»
2
Fyy=§*4fuu_y722fuv+;*2fvv+%fu,
f)y F,=cosyf,—ysinx f,, Fy = —xsiny f, +cosx f,,
Fox =co8?y fuu —2ysinxcosy fu, + y*sin’x f,, — ycosx f,,
Fyy = —xsinycosy fu, + (xysinxsiny + cos x cos y) fu, —
— ysinxcosx f,, —siny f, —sinx f,,
Fyy = x%sin®y fu, — 2x8iny cosx fy, + C08> X fiy — X COSY fy .
20.2) —v*Z,+ 27, =0, b)  Zyw +2Z, =0, 0 Zn-%7,=0,
d) Z,,=-3v+2u, e) Z,=0.
21.2) F,, b) F§+§Fj, ¢) pF,.
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Kapitola 4

VysSi diferencialy a Tayloruv vzorec

Pruvodce studiem

V této kapitole se seznamime s diferencialy vyssSich radu. Dale si zavedeme
pojem Taylortiv mnohoclen fadu m funkce dvou a vice proménnych se stfedem
v danem bodé.

U funkci jedné proménné jsme si ukazali, jak Ize pomoci Taylorova mno-
hoclenu (polynomu) nahradit danou (vétsinou sloZitou) funkci v okoli bodu xg
funkci jednodussi, jejiz hodnoty Ize snadno spocitat. Také jsme si Fekli, jak zvolit
tuto polynomialni funkci, abychom se pfi vypoctu funkéni hodnoty dopustili co
nejmensi chyby, jak Ize tuto chybu odhadnout, jak zavisi chyba aproximace na
tom, jak daleko jsme od zadaného bodu, atd.

Podobnym otazkam se budeme vénovat v této kapitole pro funkce dvou a vice
proménnych.

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete schopni:
e definovat pojem totdlni diferencidl m-tého fadu,
e napsat vzorec pro totalni diferencidl druhého a tietiho fadu,
e definovat Tayloriiv mnohoc¢len fadu m a napsat Tayloriv vzorec,
e vyjadiit zbytek v Taylorové vzorci,

e vypocitat pfiblizné hodnoty funkci pomoci Taylorova vzorce (bez pouZiti
kalkulacky).

4.1 Diferencialy vysSich Fadu

U funkci jedné proménné se zavadi pojem vyssich diferencidli. Pro m € N symbol
d™ f(x,) (h) znadi m-ty diferencidl funkce f v bodé xo. Plati d” f,)(h) = £ (xo)h™.
Pfitom h znadi piirGstek nezdvisle proménné. Existence takového diferencidlu je tudiz
rovnocennd existenci m-té derivace funkce f v bodé xy.
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Obdobny pojem nyni zavedeme pro funkci dvou proménnych. Bylo by mozné po-
stupovat induktivné, tj. druhy diferencidl by byl diferencidlem prvniho diferencidlu atd.
Precizni definice tohoto druhu je ale formalné dost obtiZn4 (je nutné zavést pojmy z line-
arni algebry jako m-linedrni formy, m-indexové matice, tenzorovy soucin vektorti apod. —
viz napt. [ 13, str.44, 58]). Proto ddime prednost definici, v niZ pfimo uvedeme konecny
tvar.

Definice 4.1. Predpoklddejme, Ze funkce f:z = f(x,y) md v néjakém okoli
bodu (xg, yp) parcidlni derivace m-tého fadu, kde m € N, které jsou v tomto bodé
spojité. Totdlnim diferencidlem m-tého rddu funkce f v bodé€ (xg, yp) rozumime funkci
dvou proménnych (4, k) € R? tvaru

n om .
d” fixg.yo) (B, k) = Z <’7) —f.(XO, yo) k" k7. 4.1)

m—jayJ
s 0x ay

Poznamenejme, Ze z dasledku 2.8 vyplyva, Ze za predpokladu pfedchozi definice
jsou v jistém okoli bodu (xq, yo) vSechny parcidlni derivace az do fddu m — 1 spojité.
Tedy u smiSenych parcidlnich derivaci az do fddu m nezavisi v bod€ (x¢, yp) na poradi
derivovani.

VySe zavedeny totdlni diferencidl m-tého fadu je vlastné tzv. homogennim mnohocle-
nem stupné m dvou proménnych A, k (vSechny jeho ¢leny maji stejny stupeni m).

Podivejme se, co ndm da vzorec (4.1) prom =1, 2, 3.

Pro m = 1 dostaneme

af of
df(X(),y())(h7 k) = a(-x()s yO) h + 5()609 YO) k

Vv

d fxo,v0) (1, k) = fi(x0, yo) h + fy(x0, yo) k,

coz je (prvni) totalni diferencial z pfedchozi kapitoly.
Pro m = 2 dostaneme vzorec pro totdlni diferencidl druhého rddu

2 2 2

°f I°f °f
2 _ 2 2
d f(X(),y())(ha k) - axz (X(), )’O) h + 2 8x3y (XO’ yO) hk + ayz (-an )’0) k . (42)

Vv s

A% fixo.ye) U1, K) = frx (X0, 0) B + 2 fry (x0, Y0) hk + fyy (x0, Y0) k2.

Poznamka 4.2. Pro zapamatovani vztahu (4.1) a rychlejsi nalezeni vysledku ndm miZe
poslouzit nasledujici pomicka vychézejici z rozvoje mocniny dvoj¢lenu (a + b)™ podle
binomické véty a z ,,formdlniho* vzorce

0

a m
4" hk)=(h—+k— ,
Jxo,y0)( ) < ax + 3y) f (x0, yo)
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pro m-ty totdlni diferencidl. Nejprve je potfeba formdlné umocnit dvojc¢len % h + % k,
pak jej ,,rozndsobit* f(xp, yo) a nakonec provést jisté ndhrady (viz dale).
Pro m = 2 jde o zndmy vzorec (a + b)?> = a* + 2ab + b>. Po formalnim umocnén{

. PP P . 2 2 2 .
arozndsobeni f je tieba provést ndhrady (%) f— %, %aa_y f— 88x£ apod., zatimco
prirtstky 4 a k se ,,normalné* umocni.

3 3\
2
d f(XO,yo)(hs k) = (h a +k 5) f(xo, )’0) =

3 \? 3 9 3\
2 2
=|— ) f(xo,y0) h™ +2 —— f(x0, yo) hk + { — | f(x0,y0) k* =
0x 0x dy ay
9’ f 2 3’ f 9% f 2
= —"(x0,v0) h" +2 , Y0) hk + —=(x0, yo) k~.
512 (x0, yo) A~ + 929y (x0, yo) hk + 0y2 (x0, ¥0)

Pro m = 3 dostaneme s vyuZitim pfedchozi poznamky a vzorce (a + b)® = a° +
+ 3a’b + 3ab? + b po potiebnych tpravéch vzorec pro totdlni diferencidl tietiho Fddu

& fixg.yo) (1, k) =
83 83 3 3

f 3 f 2 9 2, 0°F 3
= —=(x0,y0) h” +3 , o) h“k + 3 , Y0) hk”™ + —=(x0, yo) k
513 (x0, yo) h™ + 920y (x0, y0) K"k + 0x9y? (x0, yo) hk” + 3y3 (x0, ¥0)

N 24

& fixoy0) (By k) =
= frax (X0, Y0) B> + 3 frxy (X0, Y0) B2k 4 3 fryy (X0, Y0) hk* + fyyy (X0, Yo) K. (4.3)

Poznamka 4.3. Proménné & a k v totdlnim diferencidlu m-tého fadu maji opét charakter
prirtstkd nezdvisle proménnych x a y v bod€ (xg, y9). Proto se pro né pouzivaji i dals{
oznaceni zavedend v kapitole o diferencidlu. Tedy s = x —xo = Ax =dxak =y — yp =
= Ay =dy.

Piiklad 4.4. Urcete druhy totaln{ diferenciél funkce f: z = x%y3 v bodé (1, —2).

Reseni. Protoze funkce f maé spojité parcidlni derivace druhého ¥adu v libovolném bodé
v R?, diferencidl existuje. Podle (4.2) potiebujeme vypoé&itat druhé parcidlni derivace
v bodé (1, —2).

=200 fy =33 fu=20 fo=6x07 fiy =6x7y,
a tedy
fex (1, =2) = —16, Say(1, =2) = 24, fyy(, =2) = —12.
Dosazenim do (4.2) vyjde
&% f(1. 2y (h, k) = —16h* + 48hk — 12k>
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nebo pii oznaceni pfiristki s = x —lak =y + 2
P fa @ —1,y+2) = —16(x — D> +48(x — D(y +2) — 12(y +2)*

resp. pii oznaceni piirdstkd pomoci dx a dy

d? f(1._2)(dx, dy) = —16dx? + 48 dxdy — 12dy°. A
Pro zajemce:
V obecném piipadé funkce vice proménnych f(x), kde x = (xy,...,x,), n € N, se totdln{
diferencial m-tého fadu, m € N, v bodé x* € R" zavadi vztahem
m m! " f i ]
d"fe) = Y o &R R
J1+tju=m Jl cett .]n‘ axl o 8xn
J1s-es Jn€No
kde h = (hy, ..., h,) € R". Pritom piedpokladame, Ze funkce f ma v néjakém okoli bodu x*

vSechny parcidlni derivace m-tého fadu, které jsou v tomto bodé spojité.
Tento vzorec 1ze formalné zapsat vztahem

9 9 m
dmfx*(h)z hy +---+h, f(x*),
0x1 0x,

z né¢hoZ umocnénim a piislu§nymi ndhradami, popsanymi v pozndmce 4.2 dostaneme ptedchozi
vyjadfeni. Pfipomerime, Ze obdobou binomické formule je pro vétsi pocet séitanci multinomickd
formule

3 mb
m
(ar+---+a)" = ﬁal ceay
j1‘+~'+‘jn=m JiveooJn:

J1se-sJn€Np

4.2 Tayloruv vzorec

Pruvodce studiem

Z diferenciglniho poctu funkci jedné proménné zname Tayloruv' mnohoélen a Tay-
lortv vzorec. Nyni zavedeme tyto pojmy i pro funkce vice proménnych. Jednou
Z jejich dulezitych aplikaci bude studium lokalnich extrému funkci vice promén-
nych. S nimi a rovnez s globalnimi extrémy se seznamime v nasledujicich kapi-
folach.

Tayloruv mnohoclen fadu m se stfredem x, funkce jedné proménné mél tvar
(xo oznacuje stfed, x jeho proménnou; oznaceni stfedu nékdy pro jednoduchost
vynechavame)

1
T (x; x0) = f(x0) + f'(x0) (x — x0) + 2 f(xo)(x —x0)> 4+ - +
’ 4.4)

1 (m) m
+ — [ (x0) (x — x0)
m!

'Brook Taylor (1685-1731) (&ti tejlor) — anglicky matematik. Zabyval se analyzou, mechanikou
a balistikou.
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a platilo pro néj, Ze
T (x0; X0) = f(x0), T, (x0; X0) = f'(x0), ..., T (x0; x0) = £ (x0).

To, Ze se shodovaly hodnoty funkci a jejich derivaci v bodé x, aZ do pomérné
vysokého radu, geometricky znamenalo, Ze f(x) a T,,(x; xo) Si byly v jistém okoli
O'(xo) velmi blizké.

ProtoZe u funkce jedné proménné je d™ f,,(x — xo) = £ (x0)(x — xo)™, je
mozné predchozi vztah zapsat pomoci diferencialu takto:

1 1
T (x; x0) = f(x0) +dfro(x —x0) + o A% fro(x —x0) +-- - + — d” fro(x —x0) . (4.5)

Taylortv vzorec pak fikal, Ze f(x) = T, (x, xo) + R (x), kde zbytek Ize vyjadrit

Ve tvaru Ry (x) = L700H00G=0) (o ymtl kde 0 < 0 < 1, . xo + 6(x — xo) je

Cislo mezi xo a x. Tedy

’ (m)
1 =0+ I x4 T gy
' " (4.6)
f" P (x0 + 0(x — x0)) mt1

+ (x — xo)

(m+1)!

Vztah je opét mozné prepsat pomoci diferenciald.

Analogicky jako u funkce jedné proménné, budeme i u funkce dvou proménnych
f(x, y) chtit najit mnohoclen dvou proménnych, ktery bude mit v né¢jakém bodé (xo, yo)
stejnou funkéni hodnotu a stejné hodnoty vSech parcidlnich derivaci az do fadu m, m € N.
Ukazuje se, Ze takovy mnohoclen, jehoZ stupeni je nejvySe m, existuje pravé jeden. Jeho
zapis ve tvaru (4.4) je, jak uvidime dale, velmi komplikovany. Ale jeho zapis pomoci
diferencidlli vysSich ada je téméf shodny s (4.5). To je obsahem ndsledujici definice.

Definice 4.5. Necht' funkce f ma v okoli bodu (xg, yo) vSechny parcidlni derivace m-tého
fadu, m € N, které jsou v tomto bod¢ spojité. Polozme h = x — xo, k = y — yo. Pak
mnohoclen

1
Tm(-x7 y; X0, yO) = f(x()’ yO) + df(xo,yo)(h, k) + Edzf(xo,yo)(h, k) + te +

1 —_ 1
+ (m — 1)! d lf(xo,yo)(h’ k) + %d Sxo,y0) (hy k) (4.7)

nazyvame Taylorovym mnohoclenem tadu m funkce f se sttedem v bodé€ (xo, yo)-

Tedy x, y jsou proménné mnohoclenu 7, a xo, yo jsou soufadnice sttedu. Pro stru¢nost
casto vynechavdme oznaceni stfedu a piSeme jen 7,,, (x, y), pokud je stfed jasny z kontextu.
Lze ukézat, Ze je to jediny mnohoclen stupné nejvyse m s poZadovanymi vlastnostmi.
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OznaCme R, (x,y) = f(x,y) — Tu(x, y; x0, yo). Lze dokdzat nasledujici vétu (vSim-
néte si, Ze oproti predchozi definici pfibyl pfedpoklad i na (m + 1)-ni parcidlni derivace):

Véta 4.6 (Taylor). Necht funkce f md v néjakém okoli O (xq, yo) bodu (x¢, yo) spojité
parcidlni derivace ¥ddu m + 1, m € N. Pak pro libovolny bod (x, y) € O(x¢, yo) plati
Tayloriiv vzorec

fx,y) = Tux, y: x0, yo) + Ru(x, y), (4.8)

pricem? tzv. zbytek v Taylorové vzorci Ry, (x, y) lze vyjddrit ve tvaru

1
Ryu(x,y) = LD dm+]f(§,n)(x — X0, Y — Y0) » 4.9)

kde (&, n) je vnitini bod visecky spojujici body (xo, yo) a (x, y).

Tedy parcialni derivace v d"*! f se po&itaji v jistém bodg (£, 1)
7= f(x,y) — viz obr. 4.1, ale pfirastky x — xg a y — yp jsou ,,normalni*.
Bod (&, n) tedy zdavisina x a y.

Geometricky jde o ndhradu funkce f jednodusSim typem
funkce — mnohoclenem — v okoli bodu (xg, yo). Zbytek za-
nedbdme a pfiblizné plati f(x,y) = T,,(x,y). Prom =1 jde
o ndhradu te¢nou rovinou — viz (3.8). Jak uvidime pozdéji,
pro m = 2 bude (v nedegenerovaném piipadé) grafem 75 (x, y)
elipticky nebo hyperbolicky paraboloid — str. 194.

Pokud se domluvime, Ze diferencidl nultého fddu je roven
Obr. 4.1 funkéni hodnoté, tj. d° fxy.y0) (1, k) = f(x0, y0), je moZné rov-

nost (4.8) zapsat s ohledem na (4.7) ve tvaru (pfipomenime, Ze
0l=1)

—i\)ﬁ(xo, Yo)

_

—
~

Fay) = 5 & fom (6 = 30,7 = 30) + Rm(x. 7). (4.10)
k=0

Diikaz véty 4.6. Zvolme pevné (x,y) a oznalme h = x — xp a k = y — yo. Zavedme
pomocnou funkci jedné proménné ¢(t) = f(xo + th, yo + tk). Plati (1) = f(xo +
4+ h,yo+ k) = f(x,y) ae) = f(xo, yo). Na funkci ¢(¢) definovanou na intervalu
(0, 1) pouzijeme Taylordv vzorec pro funkci jedné proménné (4.6), v némz zvolime xo = 0
ax = 1. Dostavame:

(1) = 9(0) +¢'0) + = ¢"(O) + -+ — M (O) + g
2! m! (m + 1)! ’

kde 8 € (0, 1). Pii vypoctu derivaci funkce ¢ vyuZijeme vztahll pro parcidlni derivace
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sloZenych funkci. Vyjde

d d

¢'(0) = E(D(I)Izzo = Ef(xo +th, yo +tk)|l;1=0 = fx(x0, Yo) h + fy(x0, yo) k,
d? d?

¢"(0) = @w(l)ltzo = @f(XO +th, yo + tk)l;=0 =

d
= E[fx(xo +th, yo+tk) h + fy(xo + th, yo + th) k]| _, =
= fox (X0, Y0) B* + 2 fry (x0, Y0) hk + fyy (x0, y0) k2.

Obecné indukci obdrzime

! I
e0)=>" (j) LS

T
0 ox Tyl

I =1,...,m. Stejné& postupujeme i pfi vypodtu zbytku R,,(x, y). Po tpravé ¢+ ()

dostaneme, Ze (&, n) = (xo, yo) + (Oh, 0k). O

Piiklad 4.7. Najdéte Taylortiv vzorec druhého fadu funkce f: z = x3y + x2y? v bodé @
(1, —2) a vyjadrete zbytek.

Reseni. Podle (4.10) bude platit

1
fx,y)=fA,=2)+dfa,-2(h, k) + Edzf(l,—z)(h, k) + Ry(x, y),

kde (h, k) = (x — 1, y +2) Budeme potiebovat parcidlni derivace do tietiho fadu. Protoze
jde o mnohocleny, jsou spojité, a tedy nebude zaviset na poradi derivovéni.

S = 3x2y + 2xy2, Sax = 6xy + 2)’2’ Jrxx = 6y,
Iy = x° + 2x?%y, fyy = 2x7, Jyyy =0,
fxy =3x2+4x)’, fxxy = 6x +4y,
Sryy = 4x.

Po dosazeni vyjde

fa,=2)=2, fr(1,=2) =2, fy(1, =2) = =3,

fxx(l,_z) :_4’ fyy(l,_2) :2’ fxy(l’_z) = —35.
Diéle podle (3.3) a (4.2) dostaneme

dfa. o (h, k) =2h =3k,  d*fq._2)(h, k) = —4h*> — 10hk + 2k2,

takZe po dosazeni za h a k mame

1
To(x,y) = f(1,=2) +dfa,—2(x — 1,y +2) + Edzf(l,—z)(x ~1,y+2) =
=242x— D=3 +2) =2x = D> =5 =D +2) + (y +2)°.
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Konec¢né podle (4.9) k vyjadieni zbytku potiebujeme d* f& m(h, k). Podle (4.3) plati
& fe. (h, k) = 6nh° + 3(6 + 4n)h*k + 12Ehk”,

tedy

1
Ry(x,y) = 6d3f<s,n>(x -1Ly+2)=
=nx — 1P+ G +2n)(x — D (y +2) +28(x — D(y +2)%.

Spojenim jednotlivych vysledkid dostaneme

fx,y) =Tax,y)+ Ra(x,y) =
=242x— 1) =30 +2) -2 -2 =5 - DO +2)+ O +2)*+
+(x — 1)+ GE + 20 (x — D*(y +2) +26(x — D(y +2)%,

kde (&, n) je vnitini bod dsecky spojujici body (1, —2) a (x, y). A

Poznamka 4.8. Je-li f(x, y) mnohoclen stupné m a napiSeme-li jeho Taylortiv vzorec
fadu m se stitedem (xg, yp), bude vyjadieni zbytku obsahovat (m + 1)-ni parcidlni derivace.
Ty vSak budou identicky nulové, takze pro libovolné (x, y) bude platit R,,(x,y) =0
a bude platit zcela ptesné f(x,y) = T, (x, y). To lze vyuzit k feSeni nasledujici tlohy:
Wjddrete dany mnohoclen pomoci mocnin x — xo a y — yo. Nebo presnéji: Najdéte
mnohoclen Q(u, v) takovy, aby P(x,y) = Q(x — X0,y — yo). Staci napsat Taylordv
vzorec se stredem (xg, yp) dostate¢né vysokého faddu. Napi. v predchozim piikladé by
platilo x3y + x2y? = (1, -2) + dfu,—(x — L,y +2) + 3 fa—n(x — L,y +2) +
i fa = Ly+2) + 5 d fa_nx—1,y+2).

Piiklad 4.9. Mnohoélen P(x,y) = x> + 3y> 4+ xy? + 2x? 4+ xy + x — 2y vyjadiete
vmocninichuy =x+ 1, v =y — 2.

Reseni. Podle pfedchozi poznamky staéi najit T3(x, y) se stfedem (—1, 2). Pak bude

P(x,y)=T3(x,y) = P(—=1,2) +dP—1(x + 1,y —2) +

1 1
+ §d2P<—1,z)(x +1Ly—-2)+ gd3P<—1,2>(X +Ly=2).

Ptipravime si potfebné derivace.

Po=3x> 4+ +4x+y+1, Pyyx = 6, Py(—1,2) =6,
Py =9y* +2xy +x — 2, Piyy =0, Py(—1,2) =29,
Py = 6x + 4, Py =2, Pir(—1,2) = -2,
Pey =2y + 1, Pyyy = 18, Piy(—1,2) =5,

Py, = 18y + 2x, Pyy(—1,2) = 34,
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Diéle podle (3.3), (4.2) a (4.3) dostaneme

P(—1,2) =14, dP1,2)(h, k) = 6h + 29k,
d>P_12)(h, k) = —2h* + 10hk + 34k*,  d>P_1.2)(h, k) = 6k + 6hk* 4 18K>.

Celkové tedy po dosazeni h = x + 1 ak = y — 2 plati

Px,y)=144+6(x+1)+29(y —2) —
— DS+ DO —2) +17(y —2)* +
+ @+ a4+ DO -2 430 -2)°%

Mnohoclen Q(u, v) z pozndmky 4.8 ma tvar

Q(u,v) = 14 + 6u + 29v — u® + 5uv + 170> + u® + uv? + 3v°. A
Priklad 4.10. Pomoci Taylorova mnohoc¢lenu druhého fadu vypoctéte priblizné nésledu- @
jici vyrazy.
a) 1,04202, b) /2,982 + 4,052

Vysledek porovnejte s ptikladem 3.16 a s hodnotou vyrazu ziskanou na kalkulacce.

Reseni. Vyjdeme ze vztahu f(x,y) = T»(x, y). Pfitom pouZijeme vypocty z piikladu

3.16, takZe budeme vidét srovnani pii ndhradé 71 (x, y) a T>(x, y).

a) Zvolime f(x, y) = x”, (xo, yo) = (1, 2) a (h, k) = (0,04; 0,02). Druhé derivace jsme
JiZ jednou spocitali — viz piiklad 2.10 c).

frx = y(y — Dx¥72, foy = 4y T, fyy = x¥In* x,
fax(1,2) =2, fry(1,2) =1, fy(1,2) =0.

Tedy
d? f1.2)(h, k) = 2h* 4 2hk,

{.
d? £(1.2)(0,04; 0,02) = 2- 0,04 +2- 0,04 - 0,02 = 0,004 8

a vzhledem k 3.16 a) dostavame

1
1,04%02 = £(1,2) + d f1.2(0,04; 0,02) + 3 d? £(1.2)(0,04; 0,02) =
= 1,08 +0,0024 = 1,0824.

Pro porovnani, hodnota uréend kalkulackou je 1,082448 75531 ...
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b) Zvolime g(x,y) = v/x2+ y2, (x0,y0) = (3,4) a (h, k) = (—0,02;0,05). Druhé
derivace jsme jiz jednou spocitali (aZ na gy,) — viz piiklad 3.28.

y? —xy x?
ix = o= 8y = = &y = s
o /(x2 + y2)3 * /(x2 + y2)3 7y /(x2 + y2)3
16 12 9
3,4) = — 3,4) = ——— 3.4) = — .
gxx( ’ ) 125 ’ gxy( ’ ) 125 ’ gyy( ’ ) 125
Tedy
d’g3.4)(h, k) = 0,128h% — 0,192hk + 0,072k,
tj.

dzg(3,4)(—0,02; 0,05) = 0,128 - 0,0004 + 0,192 - 0,001 4 0,072 - 0,002 5 =
= 0,0004232

a vzhledem k 3.16 b) dostavame
1
V2,982 4+ 4,052 = g(3,4) +dg(3,4) + Edzg(& 4) =
= 5,028 +0,0002116 = 5,028 2116.

Pro porovnani, hodnota uréend kalkulackou je 5,028 21041723 .. .. A

/@ Pro zajemce:

Definice Taylorova mnohoclenu fadu m, m € N, funkce f(x), x = (x1,..., x,), n proménnych
se stfedem v bod¢€ x* = (x{, ..., x}) je formaln¢ stejnd jako u funkce dvou proménnych:

1 1
Tn(x,x*) = f(x") +dfe(x —x¥) + Edzfx*(x —x") 4+ 4 %d’"fx*(x —x¥).

Pfitom predpokldddme, Ze funkce f ma v okoli bodu x* vSechny parcidlni derivace m-tého radu,
které jsou v tomto bodé spojité.

Taylorova véta 4.6 ziistava v platnosti, vyjadfeni zbytku R, (x) = f(x)—T,,(x, x*) je naprosto
analogické.

> Pojmy k zapamatovani

— totdlni diferenciél druhého a tietiho fadu
— totdlni diferencidl m-tého fadu

— Taylortiv mnohoclen fadu m

— Taylortiv vzorec

— zbytek v Taylorové vzorci
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Kontrolni otazky

1. Co rozumime pojmem totdlni diferencial m-tého fadu?

2. Napiste vzorec pro totdlni diferenciél druhého a tretiho fadu.

el

Jaké podminky musi spliiovat funkce f, aby existoval jeji totalni diferencial m-tého
fadu v bodé (xq, yo)?

Co je to Taylortiv mnohoclen fadu m?
Jaky ma smysl nahrazeni funkce Taylorovym mnohoc¢lenem?
Napiste Taylortiv vzorec.

Jak 1ze vyjadrit zbytek v Taylorové vzorci?

© 3 ok

Jak bude vypadat zbytek po nahrazeni mnohoc¢lenu stupné m Taylorovym vzorcem
radu m?

9. Za jakych podminek bude Tayloriiv mnohoc¢len dobrou ndhradou funkce f(x, y)
v okoli bodu (xg, y9)?

10. Pro jaké funkce plati zcela presné rovnost f(x, y) = T,,(x, y)?

11. Popiste princip vypoctu piiblizné hodnoty funkci (bez pouziti kalkulacky).

Priklady k procviceni
1. Najdéte totdlni diferencidly druhého a tfettho fddu funkce f v bodé A:

a) fiz=xy+x3y?—xy?, A=(1,-1), b) f:z=e"tY, A=(-2,1),
¢) frz=Inx+y), A=(2,1), d f:z=2%, A=(-3,1).

y9

2. Najdéte Tayloriv mnohoc¢len druhého fadu funkce z = f(x, y) se stfedem A:

a) Z=§’A=(171)’ b) Z=\/1_x2_y29A=(%’%)a
T

¢) z = arcsin x)2C+y2’ A=(0,1), d) z=arctg }fiii A =(0,0),
e) z=In\/x24+y2, A=(1,1), H z=53 A=10,0),
g) z=arctg%, A=(1,1), h) z=sinxsiny, A = (0,0).

3. Napiste Taylordv mnohoclen se stfedem (0, 0) (n€kdy nazyvany MaclaurinGv' mnohoclen)
fadu m pro funkci f:

a) f(x,y):#yﬂy,mzl b) f(x,y)=¢e"siny, m =3,
c) f(x,y)=¢e'In(l1+y), m=3, d fx,y)=e>¥ m=3.

1 Colin Maclaurin (1698-1746) (¢ti meklorin) — skotsky matematik, zabyval se analyzou a geometrii.
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4. Vyjadrete mnohocleny P(x, y) v mocnindch u a v:

a)
b)
c)
d)
€)

f)

P(x,y)=24+11x -9y — x> —2xy +y> x>, u=x+2, v=y — 1,

P(x,y) =46 +32x — 28y —4x? —20xy +4y> +3xy> = 2x3, u=x+1, v=y — 3,
P(x,y) =9 —16x — 5y + 8x? — xy — 7y? — x> +2x%y + 3xy? — y3,

u=x—-2, v=y+1,

P(x,y) =2+4x +2y +3x2 + xy — y? + x> + 22y + xy* + 7,
u=x+1,v=y—1,

P(x,y) =13+ 16x — 4y + 11x% + 4xy + 4y> 4+ 2x3 — xy? — y3,

u=x+2, v=y—2,

P(x,y) =9 —10x —8y +x2 —dxy —8y> —xy? =2y}, u=x -3, v=y +2.

5. Pomoci Taylorova mnohoclenu druhého fadu vypoctéte priblizné€ nésledujici vyrazy a porovnejte
je s vysledkem ziskanym na kalkulacce:

a)

arctg s | b) sin29°tg46°, c) V2-1,02-0,98.

©/”§ KIli¢ k prikladim k procviceni

1. a) d>f = —4h®> — 8hk + 8k?, d* f = —6h3 4 6h%k + 30hk* — 6k>,
b) d2f:h2+4hk+4k2, d3f:h3+6h2k+12hk2+8k3,
1 2 1 2 2 2 2
o) d&f=-5n—2nk-%k2, SBf=2m+2n%k+2hk*+ 2K,
d) d2f = —2hk — 6k?, d3f = 6hk® + 18Kk3 .
22 l+@x-—D—-QO-D—-—@x—-Dh-D—(-1?
V2 2 1 1 V2 1\2 1 1 12
b) F+ 5 [(r=3)+0—3)] - Flex-3)+26-3) b -2)+-23)]
¢ x—x(y—1D, d) §F+x—7%,
2 4 iy — 1 —Dl-lax -y -1 -2 42
e) -+l =D+ —-Dl-3 =Dy -1, f) s+ 5,
g I3 —D+30—-D+iax—-D>=30 -1 h) xy.
2 2 x2y ¥
3.a) l+x+y+x"+xy+ys b) y+axy+5 -,
2 2 2 3 N2 3
O ywy - RS-y, R R s
4.2) 24 (x+2) =30 - D4+5x+2> =2 +2)(y = D)+ (y — D — (x +2)3,
b) 3+@x+1)—-20y=-3)+2x+ D> =2(x+ Dy —3)+ -3+
+3(x+ D(y —3)* —2(x + 1)%,
) =2 +D+200+ D= @x =2 +2(x —=2*(y+ D +
+3(x =2)(y+ D* = (y + 1)°,
HDI+E+D+G-D+E+D>+@x+Dy-D+G-D>+ &+ 1D+
+ x4+ Dy -D+@x+Dy—-D*+ @ —1°,
e) 1 —(x+22+2(x+2° - x+2)(y -2 - (y —2)°,
D (x=32+(G+2?—(x-3)(+2)7*-20+2)°".
5. a) %+0,0297£0,815 098; vysledek ziskany na kalkulacce: 0,815092403004. . .,
b) 14258 [ WAL m 2 0,504 445,
vysledek ziskany na kalkulacce: 0,502035058 182...,
c) 1,00013; vysledek ziskany na kalkulacce: 1,000 13331556...
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Kapitola 5

Lokalni extrémy

Pruvodce studiem

Pripomerime si, Ze lokalni extrém funkce jedné proménné je spole¢ny nazev pro
lokalni maximum a minimum dané funkce. Lokalni minimum znamena, zZe v urci-
tém okoli bodu xo nema f (x) mensi hodnotu nez f (xo). V nékterém vzdalenéjsim
bodé tomu vsak jiZ tak byt nemusi. Podobné lokalni maximum znamena, Ze v jis-
tém okoli bodu xy nema f (x) vétsi hodnotu nez f(xo).

Z pfedchazejiciho studia jiz vime, Ze funkce muZe mit lokalnich extrému vice,
nebo dokonce nekonec¢né mnoho (napf. funkce y = sinx, x € R ma nekonecné
mnoho bodu lokalniho maxima (,vrcholkd®) i minima (,doliku”).

Je-li v néjakém okoli 0'(xy) bodu xy hodnota f (xo) skutecné nejvetsi, tj. plati-li
f(x) < f(xo) prox € O(xp), x # xo, nebo nejmensi, tj. f(x) > f(xg) prox € O(xp),
x # xo, mluvime o ostrych lokalnich extremech.

V této kapitole nam pujde o podobny problém — urceni lokalnich extrému
funkce dvou a vice proménnych. Nejprve si zformulujeme podminky pro existenci
extrému funkci dvou proménnych, a poté, coz je narocnéjsi, i pro funkce tfi a vice
proménnych. Budeme tedy hledat body, v nichzZ je funkéni hodnota dané funkce
v jistém okoli nejvétsi nebo nejmensi. Podobny bude i postup. Nejprve nalezneme
Lpodezrelé” body a pak rozhodneme, ve kterych z nich je extrém.

PFi formulaci dostate¢nych podminek pro existenci lokalnich extrému funkci
vice proménnych v obecném pripadé budeme potfebovat z algebry nékteré po-
znatky o kvadratickych formach. Ty jsou uvedeny v oddilu 5.2.

Pfipomeinime si nejprve princip vypoctu pro funkci jedné proménné. Nasim cilem bylo
najit body, v nichz ma dand funkce f(x) lokdlni extrémy (tj. musi jit o vnitfni body
defini¢niho oboru uvazované funkce). Postup mél dva kroky:

1) Vytipujeme ,,podezielé* body (tj. body, v nichZ by mohl byt lokdlni extrém; v jinych
bodech extrém byt nemize).

2) Rozhodneme, ve kterém ,,podezielém* bodé extrém je (byl ,,podeziely* pravem) a ve
kterém extrém neni (byl ,,podeziely* nepravem).
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Které body mohou byt ,,podezielé*“? Z prvniho semestru vime, Ze jestlize funkce f(x) ma
derivaci, kterd je nenulova, pak f(x) je v tomto bod¢€ rostouci nebo klesajici a v takovém
bod¢ zfejmé nemuze byt extrém. Pokud tedy derivace existuje, prichdzeji v ivahu pouze
body, v nichz je f'(x) = 0. Ty nazyvame staciondrni body. Geometricky vyznam je
jasny — tecna ke grafu funkce je v takovém bodé rovnob€zna s osou x (tj. je vodorovna).
Druhou moZnosti je, Ze f’(x) v daném bodé& neexistuje, tj. graf zde nem4 te¢nu.

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete schopni:
e nalézt staciondrni body funkci dvou (resp. vice) proménnych,

e formulovat postacujici podminku pro existenci lokédlniho extrému funkce dvou
(resp. vice) proménnych,

rozhodnout, zda ve stacionarnim bod¢€ nastane extrém,

urcit typ daného extrému — tj. lokdlni minimum ¢i maximum,

e rozhodnout, zda se jednd o ostry ¢i neostry extrém,

definovat kvadratické formy,

rozhodnout o druhu definitnosti kvadratické formy.

5.1 Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Nejprve se budeme zabyvat funkcemi dvou proménnych, kde je situace pon€kud jedno-
dussi, zejména pokud jde o postacujici podminky existence lokalnich extrému. Navic pro
lepsi pochopeni problematiky mame moZnost grafického zndzornéni.

Definice 5.1. Necht' f(x, y) je funkce dvou proménnych a (xg, yo) € D(f).

a) Rekneme, Ze funkce J ma v bodé€ (xg, yo) lokdlni maximum, jestliZe existuje okoli
O (xo, o) takové, ze pro kazdé (x, y) € O(xo, yo) plati f(x,y) < f(x0, yo).

b) Rekneme, Ze funkce f ma v bod€ (xg, yo) lokdlni minimum, jestlize existuje okoli
O (xo, yo) takové, Ze pro kazdé (x, y) € O'(xg, yo) plati f(x,y) = f(xo0, yo).

Jestlize pro (x, y) # (xo, yo) jsou predchozi nerovnosti ostré, mluvime o ostrém lokdlnim
maximu resp. minimu. Spole¢ny nazev pro (ostré) lokdlni maximum a minimum je (ostry)
lokdlni extrém.

Na obr. 5.1 je schematicky zndzornéno, jak mohou vypadat body lokdlniho maxima.
Obrazky predstavuji pouze vyfez z celého grafu funkce f. Privlastkem ,hladky* se v na-
sledujicim textu rozumi, Ze funkce ma spojité parcidlni derivace, tj. jeji graf ma spojité se
ménici tecné roviny a je tudiz ,,obly*.
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a) V bodé (xg, yp) je ostré lokdlni maximum. Graf (,,.klobouk®) je ,.,hladky*.

b) V bod€ (xg, yo) je ostré lokdlni maximum. Graf (kuzelova plocha) neni v tomto bodé
,hladky*.

¢) V bodé (xo, yo) je neostré lokdlni maximum. V jeho sebemensim okoli jsou vZdy dalsi
body, v nichz jsou stejné funkéni hodnoty jako v (xq, yo). Na obrazku tvoii dsecku
v O (x9, yo), kterd odpovida hiebenu ,,stfechy*. Graf (,,Jomena stfecha®) neni v tomto
bodé ,,hladky*.

d) V bodé (xg, yo) je neostré lokdlni maximum. V jeho sebemensim okoli jsou vZdy dalsi
body, v nichz jsou stejné funkéni hodnoty jako v (xo, yo). Na obrazku tvoii usecku
v 0(x9, yo), kterd odpovida hiebenu ,,stfechy*. Graf (,.kulata stfecha®) je v tomto bodé
»hladky*.

e) V bodé (xo, yo) je neostré lokalni maximum. V jeho sebemensim okoli jsou vZdy dalsi
body, v nichZ jsou stejné funkéni hodnoty jako v (xg, yo). Na obrazku tyto body vypliiuji
¢ast O'(xo, yo) (vyznaceno Sedé). Graf (komoly kuZel) neni v tomto bod¢ ,,hladky*.

Poznamka 5.2.

1) Predstavime-li si graf funkce f jako plastickou mapu, hleddme vlastné ,kopecky*
a ,,doliky“. Je ziejmé, Ze lokalni extrémy nemusi existovat, ale na druhé strané jich
miZe byt nekone¢né mnoho.

2) Z definice 5.1 vyplyva, Ze bod lokélniho extrému musi byt vnitinim bodem defini¢niho

z=f(x,y) 2= f(x,y)

%\f (x0, ¥0)

—_

a)

—
~

—— +y'=1
z=f(x,)
X
1
/—‘i\)ﬁ(x()s Yo)
\-/
d) e)

Obr. 5.1: Lokalni maxima
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oboru D( f). PoZaduje se totiZ, Ze f musi byt definovand v jistém okoli bodu (xg, yop).
Definice by se snadno dala modifikovat 1 na hrani¢ni body. Stacilo by pozadovat, aby
prislusnd nerovnost platila pouze pro (x, y) € O(xg, yo) N D(f) — viz obr. 1.9 b)

3) Z ptedchozich obrazki je ziejmé, Ze pojem ostry lokdlni extrém nemd nic spole¢ného
s tim, zda graf funkce je ,,zakulaceny* nebo ne. Tato vlastnost jen znamen4, Ze v jistém

okoli bodu (xg, yo) je f(xo0, yo) nejvetsi (nejmensi) funkéni hodnotou a ostatni jsou
ostie mensi (VEtSi).

Véta 5.3. Necht funkce f md v bodé (xq, yo) lokdlni extrém. Pak plati:

a) Parcidlni derivace fy(xo, yo) bud neexistuje, nebo je f,(xo, yo) = O.

b) Parcidlni derivace fy(xo, yo) bud neexistuje, nebo je fy(xo, yo) = 0.

Diikaz. Uvazujme funkci jedné proménné ¢(x) = f(x, yo). Ta je definovana v néjakém
okoli bodu xq tvaru (xg — 8, x0 + 6), 6 > 0, a ma v bodé xg nutné extrém. To ovSem
znamend, ze pokud zde ma derivaci, ta musi byt nulovd — viz [ 11, str. 249]. Ale podle
definice 2.1 je ¢'(x0) = fx(x0, yo) — Viz téZ obr. 2.2. Analogicky se dokédZe druhd st
tvrzeni. L]

Predchozi véta tikd, Ze pokud v bodé€ lokdlniho extrému existuji parcidlni derivace,
tj. pomocné funkce jedné proménné maji teCny (viz obr. 3.5), museji byt tyto teCny
vodorovné. TotéZ pak musi platit pro te¢nou rovinu (pokud existuje). Tak by tomu bylo
naobr. 5.1 a)a5.1d), zatimconaobr. 5.1 b), 5.1 c)a5.1 e) asponi jedna parcidlni derivace
neexistuje.

ProtoZe my budeme pracovat vétSinou s funkcemi majicimi parcidlni derivace, zave-
deme nésledujici pojem.

Definice 5.4. Rekneme, Ze bod (xo, yo) je staciondrnim bodem funkce f, jestlize plati
fx(x0, y0) = 0a fy(xo, yo) = 0.

Z ptredchozi véty potom dostdvame nasledujici nutnou podminku existence lokédlniho
extrému.

Dusledek 5.5. Necht funkce f md v bodé (xg, yo), v némzZ existuji prvni parcidlni derivace
funkce f, lokdlni extrém. Pak (xo, yo) je staciondrni bod.

Ve stacionarnim bodé extrém muize byt, ale nemusi, jak ukazuje obr. 5.2. Na ném je
zndzornéna funkce f: z = f(xo, yo) + (x —x0)(y — yo), kterd md staciondrni bod (xg, yo),
avSak v tomto bodé€ neni lokdlni extrém (takovy bod se nazyva sedlo).

Nasledujici véta udava postacujici podminku existence lokédlniho extrému pro funkce
dvou proménnych.
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f(X07 Y0)

(x0, y0)

Obr. 5.2: Stacionarni bod typu sedlo

Véta 5.6. Necht funkce f md v bodé (xo, yo) a néjakém jeho okoli spojité parcidlni
derivace druhého rddu a necht (xq, yo) je jeji staciondrni bod.
Oznacme

fxx(x’ }’) fxy(xa )’)

J(x, y) - fxy(-xa )’) fyy(x’ )’)

= fur (6, Y) fry(x, ¥) = f2,0x, ).

Pak plati:

1) JestliZe je J(xg, yo) > 0, je v bodé (xo, yo) ostry lokdlni extrém.
Je-li fix(x0, yo0) > 0, je to minimum, je-li fx(xo, yo) < 0, je to maximum.

2) JestliZe je J (xq, yo) < 0, neni v bodé (x¢, yo) lokdlni extrém.

3) Jestlize je J(xq, yo) = 0, neddvd véta odpovéd’ (extrém zde miize byt, ale nemusi).

Diikaz. Naznacime jen princip dikazu. Vzhledem k predpokladim Ize funkci f vyjadrit
ve tvaru f(x, y) = Ta(x, y) + Ra(x, y), kde T>(x, y) je Tayloriv mnohoclen se stiedem
v (X0, Yo). ProtoZe tento bod je staciondrni, je prvni diferencidl nulovy a mnohoclen ma
tvar

1 1
To(x, y) = f(x0, o) + 5 d* f (x0, y0) = £ (x0, o) + 5 fex(xo, yo) (x = x0)* +

1
+ fry(x0, yo)(x — x0)(y — yo) + 5 Fyy (X0, Y0) (v — y0)*.
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Lze ukazat, Ze v pfipadé€ 1) je grafem elipticky paraboloid (viz obr. 1.8 a), popf. otoceny
dolti) a v pripadé 2) je grafem hyperbolicky paraboloid (viz obr. 5.2). V pfipadé 1) tedy ma
T>(x, y) v bodé (xg, yo) lokdlni extrém a v pfipade 2) nemd. Ddle 1ze ukézat, zZe v téchto
dvou piipadech je zbytek R>(x, y) v okoli vySetfovaného bodu tak maly, Ze funkce f se
chova obdobné. Rozhodujici je tedy diferencidl druhého fadu. V piipad€ 1) proto nastane
extrém a v pripad€ 2) nenastane. V pfipadé 3) zbytek zanedbat obecné nelze.

Uplny diikaz, provedeny pon&kud jinou technikou, uvedeme pozd&ji pro obecnéjii
pripad — viz véta 5.20 a dtsledek 5.21. ]

Poznamka 5.7.

1) VSimnéte si, Ze v piipadé 1) predchozi véty nemiize byt fyy(x0, yo) = 0. Jinak by
J(x0, yo) = — xzy (x,y) =0, coZ je spor. TotéZ plati pro fy,(xo, yo). Dokonce museji
mit tato Cisla stejné znaménko, protoZe jinak by frx(x0, Yo) fyy(x0, yo) < 0 a bylo
by oproti pfedpokladu J (xg, yg) < 0. K rozhodnuti o0 maximu resp. minimu lze tedy
pouZit rovnocenné fyy (xo, yo).

2) Ukazeme na piikladech, Ze v piipadé 3) extrém miiZe nastat, ale nemusi.

a) Pro funkci f: z = x* 4+ y* je fr = 4x3, y = 4y3 a z rovnic 4x3 = 0,4y3 =0
dostavame jediny stacionarni bod (0, 0). Dile fi, = 12x2, fyy = 12y2, fry =0,
tedy J(x, y) = 144x2y% a J(0,0) = 0. V bodé (0, 0) je lokdlni minimum, protoZe
f(0,0) = 0 apro libovolné jiné (x, y) (ne jen v okoli) je f(x,y) > 0.

b) Pro funkci f: z = x> + y° je fi = 3x%, £, = 3y? a z rovnic 3x? = 0, 3y? = 0
dostdvdme jediny staciondrni bod (0, 0). Déle fy, = 6x, f,, = 6y, fxry =0,
tedy J(x,y) = 36xy a J(0,0) = 0. V bodé (0, 0) neni lokdlni extrém, protoze
£(0,0) = 0a f(x,0) = x3, takze pro x > Oje f(x,0) > Oaprox < 0 je
f(x,0) < 0, coZ znamend, Ze v libovolné malém okoli jsou jak vétsi tak menSi
funk¢ni hodnoty nez f (0, 0).

Vysetfovani lokalnich extrémi tedy miiZzeme shrnout do nésledujicich bodu:

e Nejprve vytipujeme pomoci véty 5.3 nebo disledku 5.5 ,,podezielé body, v nichz
by mohl byt extrém (v ostatnich bodech byt nemize).

Nejcastéji ptijde o nalezeni stacionarnich bodd, coZ znamena fesit dvé rovnice pro
dvé neznamé. Obecné jde o nelinedrni rovnice, jejichZ feSeni miiZe byt velmi obtizné.
Z4dny univerzalni postup neexistuje. Pokud je aspoti jedna z nich linearni, je moZné
z ni vyjadrit jednu proménnou pomoci druhé a dosadit do zbyvajici rovnice. Tim
dostaneme rovnici (obecné opét nelinearni) pro jednu nezndmou, jejiz feSeni je
pfece jen snaz$i. I v ptipadé obou nelinedrnich rovnic nékdy lze z jedné rovnice
vyjadrit jednu nezndmou pomoci druhé a dosadit nebo néjakymi tipravami vyloucit
jednu nezndmou.

Casto je 4&inné, pokud se ndm podaii rozlozit levé strany rovnic na souin; na
pravych strandch musi byt nula. Aby soucin byl nulovy, musi byt nulovy néktery
Cinitel. Staci tudiZ kombinovat jednotlivé Cinitele z obou rovnic, ¢imZ dostaneme né-
kolik vétSinou jednodussich rovnic. Pokud vSe selZe, nezbyva neZ pouZit numerické
metody a nalézt kofeny alespori pfiblizné.
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e O kazdém ,,podezielém* bodu rozhodneme, zda v ném lokdlni extrém je nebo neni.
K tomu pouzijeme vétu 5.6, pokud jsou splnény jeji pfedpoklady.
Pokud jeji pfedpoklady splnény nejsou, nebo pokud v ptipadé 3) nedd odpovéd, je
potieba pouzit néjaky specidlni obrat. To miize byt nékdy velmi jednoduché, nékdy
naopak zna¢né netrividlni. Univerzalni ndvod bohuZel neexistuje.

Piiklad 5.8. Najdéte lokélni extrémy funkce f: z = x? + xy + y> — 6x — 9y. @

Reseni. Funkce f je spojitd v R? a ma zde spojité parcidlni derivace (viech f4di). Podle
disledku 5.5 mohou byt lokalni extrémy pouze ve stacionarnich bodech. Vypocéteme prvni
parcidlni derivace a ur¢ime, kde jsou souc¢asné nulové:

Zx=2x+y—6, 2x+ y—6=0,
Zy=x+2y-09, x+2y—-9=0.

Dostali jsme soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych, jejimz feSenim snadno

766

dostaneme x = 1, y = 4. Mame tedy jediny ,,podeziely* stacionarni bod (1, 4).
Nyni vypoc¢teme druhé parcidlni derivace:

ixx = 2» Zyy = 2, Ixy = 1.
Abychom mohli pouzit vétu 5.6, ur¢ime J(x, y):

< <
J(_x, y) — XX Xy

y

1 2‘:3'

xy  Zyy
V tomto ptipad¢ je hodnota konstantni (obecné je to funkce x a y, za néZ musime dosadit
soufadnice staciondrnich bodi). ProtoZe je kladnd, je v bod¢ (1, 4) ostry lokdlni extrém.
Jelikoz z,, = 2 > 0, jde o ostré lokadlni minimum. Je f(1,4) = —21. Graf funkce je
zndzornén na obr. 5.3 (jde o elipticky paraboloid). A

Obr. 5.3: Graf funkce f: z = x> + xy + y> — 6x — 9y
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Priklad 5.9. Najdéte lokélni extrémy funkce f: z = x> + y> — 3xy.

Reseni. Funkce f je spojitd v R? a ma zde spojité parcialni derivace (viech f4adi). Podle
disledku 5.5 mohou byt lokélni extrémy pouze ve stacionarnich bodech. Vypocéteme prvni
parcidlni derivace a urcime, kde jsou soucasné nulové:

Zx :3x2—3y, 3x2—3y:O, x2:y,
2 = 2 = 2
Zy = 3y” — 3x, 3y —=3x =0, yo =x

Dostali jsme soustavu dvou nelinedrnich rovnic, ale nastésti velmi jednoduchou. Z prvni
rovnice lze dosadit do druhé a vzniklou rovnici pak vyfesSit. Postupné vyjde:

(x2)2:x = xX—x=0 = x(x3—1)=0 = x(x—l)(x2+x—|—1)=().

K rozkladu vyrazu x> — 1 si bud’ vzpomeneme na stfedoskolsky vzoretek a®> — b> =
= (a — b)(a® + ab + b?), nebo najdeme celoiselny kofen 1 a pouZijeme napi. Hornerovo
schéma. Aby vznikly soucin byl roven nule, musi byt bud x = 0, nebo x — 1 = 0, nebo
x>+ x + 1 = 0. Ale kvadratickd rovnice x> + x + 1 = 0 m4 diskriminant D = 1 —
— 4 = -3 < 0, takZe ma komplexni kofeny, které nds nezajimaji. Tedy bud x = 0, nebo
x =1

Nyni z rovnice x“ = y vypocteme, Ze prox =0jey =0aprox = 1je y = 1. Nash
jsme tedy dva stacionarni body (0, 0) a (1, 1).

Pti feSeni nelinearnich rovnic musime byt opatrni. Kdybychom pro uréeni hodnoty y
pouzili rovnici y> = x, vy§loby ndam x = 1 = y = £1. Ale bod (1, —1) nevyhovuje
rovnici x> = y. Je tedy rozumné (spiSe nezbytné) udélat zkousku vsech stacionarnich
bodu a vyloucit piipadnd chybna feseni. Je dilezité pii upravach zadné feseni ,,neztratit™,
ale také nesmime Zadné nespravné ,,pridat®.

Nyni vypocteme druhé parcidlni derivace a ur¢ime J (x, y):

2

Ixx = 6x, 6 3
Zxx Zxy X —
Zyy =6y, = J(x,y)= = = 36xy — 9.
yy y ( y) ny Zyy _3 6y ' y
Ixy = -3,
Podle véty 5.6 dostaneme:
J(O,00=-9<0 = v bodé (0, 0) neni lokalni extrém,
J(1,1)=27>0 = v bodé (1, 1) je ostry lokdlni extrém.
Protoze z,,(1, 1) = 6 > 0, jde o ostré lokalni minimum. Je f (1, 1) = —1. Graf funkce je

znazornén na obr. 5.4. A
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Obr. 5.4: Graf funkce f: z = x> + y3 — 3xy

V dalSich ptikladech uvedeme funkce, které budou mit i neostré lokdlni extrémy.
Priklad 5.10. Najdéte lokdlnf extrémy funkce f: z = (x2 + y2) e~ "

Reseni. Funkce f je spojitd v R? a m4 zde spojité parcidlni derivace (viech {adt). Podle
disledku 5.5 mohou byt lokdlni extrémy pouze ve stacionarnich bodech. Vypocteme tedy
prvni parcialni derivace (pfi vypocCtu zy vyuzijeme symetrie):

zo=2xe VY L @24y e (—20) = 2x(1 — k2 = yH e

2 2 232
2y =2y(1 —x"—y9e ™ V.
Nyni napiSeme rovnice pro staciondrni body. Pfitom zvdZime, Ze pro libovolné x a y je

2 2
eV YV > 0:

2x(1 — x2 — y2ye ¥ =0, x(1—x2 =y =0,
=
2y(1 — x> = y?) i 0, y(1—x2—y%)=0.

ProtoZe obé€ pravé strany jsou nulové, v kazdé rovnici musi byt aspon jeden Cinitel nulovy.
Pokud plati 1 — x> — y? = 0, jsou automaticky splnény ob& rovnice. Celkem dostaneme
dvé kombinace:

x=0,y=0 = (0,0),
1—x2—y2:0 = (x,y)takové,iex2—|—y2:1,

Mame tedy nekone¢né mnoho stacionarnich bodid: pocatek (0, 0) a body na kruznici se
sttedem (0, 0) a polomérem 1.

Nejprve si v§Simneme bodu (0, 0). Je f(0,0) = 0. Pro (x, y) # (0,0) je x24+y2>0
ae ¥ > 0, takze pro libovolny bod rizny od (0, 0) (ne jen v okoli tohoto bodu) je
f(x,y) > 0= f(0,0). Proto je v bodé (0, 0) ostré lokalni minimum.
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Zkusime vySetfit tentyZ bod pomoci véty 5.6. Vypocitime druhé parcidlni derivace
(u zyy vyuZijeme symetrii):

Zor = (2 — 632 — 292 e 1 (2x — 223 — 2xyD) e TV (—2x) =
— (2 =102 +4x* £ 4x2y? — 2y e = £,,(0,0) = 2,
Zyy = 2= 227+ 4y* +4x2? — 10y e = £,,(0,0) =2,
Zey = 20(=2y) e 4 2x(1 =2 =y e T (—2y) =
= (4x3y + 4xy> — 8xy) e~ ¥ = 24y(0,0) =0.

Dostaneme tudiz J (0, 0) = zxxzyy—z)zcy =4 > 0, takZe extrém zde je. ProtoZe z,, (0, 0) =
=2 > 0, je to ostré lokdlni minimum.
Vysledek je pochopitelné stejny, ale vypocet daleko pracnéjsi. Ne vzdy je tedy vyhodné
pouziti véty 5.6, jind metoda miZe byt mnohem rychlejsi.
Nyni si v§imneme staciondrnich bodl na jednotkové kru-
Znici. Je-li xg—l—yg =1,je f(xo,yo) = 1-e7! = é,takie
funk¢ni hodnota ve vSech téchto bodech je stejnd. V li-
bovolném okoli takového bodu (xg, yp) jsou tedy body se
stejnou funkéni hodnotou (viz obr. 5.5), takZe zde nemiiZe
byt ostry lokdlni extrém a urcité neplati J(xo, yo) > 0.
Obr. 5.5 Bud’ zde extrém neni, nebo je neostry (coZz pomoci véty
5.6 nelze zjistit). Pokud by vyslo J(xo, yo) < 0, extrém
by nenastal, pokud by vyslo J(xo, yo) = 0 (coZ skute¢né
plati, o ¢emZ se po chvili pocitini miizeme presvédcit
— my to zjistime i bez toho z dalSich dvah), odpovéd
bychom nedostali. PouZijeme proto rovnou jiny zptsob.
Budeme uvaZovat pomocnou funkci jedné proménné g(u) = ue ™, u = 0. Ta je
nezaporna, spojitd, ma spojitou derivaci a f(x, y) = g(x? + y?). VySetiime jeji priib&h.

Je
g/(u) =e “+ue(-1)=0—-u)e™, tedy g (u) =0prou = 1.

Da 1o

( 6\) g w)>0 proue(0,1) = gzderoste,

NS g'(u) <0 proue(l,+00) = gzdeklesa.

To znamena (viz obr. 5.6), ze v u = 1

T xty=6 je nejvétsi hodnota a pro u € (0, +00),

+ (1) u # 1, je gu) < g(1) = 1. Protoze

+ f(x,y) = g(x*> + y?), plati pro libovolné
(x,y) €[R? x* + yzg 1,
— 1
0 [/ N\

N 0 .
L Y=+ ) e‘ﬁ
— (1 )04 -
N1/

Obr. 5.6

o |

= f(x0, Y0), kde x§ + y§ = 1.
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Tedy v libovolném bodé€ leZicim mimo jednotkovou kruZnici (at' vné nebo uvnitf) je funkéni

hodnota mensi nez v bodech této kruznice. Proto je v libovolném bodé jednotkové kruznice
neostré lokdlni maximum. To potvrzuje, Ze nutné v téchto bodech plati J(xg, yo) = 0
a vétu 5.6 nelze pouzit. Graf funkce f (,.krater) je zndzornén na obr. 5.7. A

& \\ 'l, N
’,;;;““*’"”:»i"

,/‘/I;”'Il'"l i
L
M’ il by i “

,,5:'{' MM‘ \\ -

.

:,,"

Obr. 5.7: Graf funkce f: z = (x* + y?) S

Piiklad 5.11. Najdéte lokalni extrémy funkce f: z = x2y3(6 — x — ).

Reseni. Funkce f je spojitd v R? a md zde spojité parcidlni derivace (viech Fadi). Podle

disledku 5.5 mohou byt lokalni extrémy pouze ve stacionarnich bodech. Vypocéteme prvni

parcidlni derivace:
Zx :2xy3(6—x—y) —x2y3, Zy =3x2y2(6—x —y)—x2y3.
Pro stacionarni body dostaneme:

2xy3(6—x —y) —x2y3 =0, xy3(12—3x—2y) =0,
2.2 2.3 = 2.2
3xy(6—x—y)—x"y =0, x“y“(18 —3x —4y) =0.
V kazdé€ rovnici musi byt aspoi jeden ¢initel nulovy. Pro x = 0 nebo y = 0 jsou splnény
automaticky obé rovnice. Celkové dostdvame tfi kombinace:
x=0 = (0,y), yeR (osay),
y=0 = (x,0), x e R (osax),
3x +2y =12,

= s = (2,3).
3x + 4y = 18, (x,y) =(2,3)

Mame nekone¢né mnoho staciondrnich bodii: bod (2, 3) a v§echny body na osach x a y.
Nejprve si vSimneme bodu (2, 3). PouzZijeme vétu 5.6. Vypocteme druhé parcidlni
derivace a ur¢ime jejich hodnoty v tomto bodé¢:

Zex = 2 (12 = 3x — 2y) — 3xy3 =N zex(2,3) = —6- 27,
Zyy = 2x2y(18 — 3x — dy) — 4x?y? = Zyy(2,3) = —6-24,
Zxy = 3xy (12 —3x —2y) — 2xy = Zxy(2,3) = —6-18.
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Je tedy
J(2,3) = 2,:(2,3) - 2,,(2,3) — 22,(2,3) = 36 - 27 - 24 — 36 - 187 =
=36(2°-3*—22.3% =36.22.3* > 0,
coZz znamend, 7e je zde extrém. ProtoZe z,,(2,3) = —6-27 < 0, je to ostré lokalni

maximum. Plati (2, 3) = 108.

Nyni vySetiime staciondrni body na osach x a y. Ziejmé jak J (x, 0) = 0,tak J (0, y) =
= 0, takZe vétu 5.6 nelze pouzit. Déle si vSimnéme, Ze f(x,0) = f(0, y) = 0, takZe ve
vSech téchto stacionarnich bodech je stejna funkéni hodnota, a to 0.

Vysetiime znaménko funkce f(x,y) = x>y3(6 — x — y).

y Protoze funkce m4 tvar soucinu, je funk¢éni hodnota nulova
E hs D pravé tehdy, kdyZx = Onebo y = Onebox + y = 6. To jsou
31 rovnice tif pfimek, které ndm rozdéli rovinu R? na sedm &asti
— viz obr. 5.8. Ve vnitinich bodech téchto ¢asti je funkéni
hodnota f nenulova. JelikoZ f je vSude spojitd, je znaménko

ha A ha uvnitf jednotlivych ¢asti konstantni.
17 ) M Jinak by totiz existovaly dva rtizné body (x1, y1), (x2, y2)
B hy C x V téze Casti takové, ze f(x1, y1) - f(x2,y2) < O. Usecka
o 1 2 3 spojujici tyto body by leZela celd v ptislusné ¢asti. UvaZujme
funkci f jennatéto usecce. To je jistd funkce jedné proménné
Obr. 5.8 (dosadime-li parametrické rovnice dsecky do f), kterd je

spojitd na uzavieném intervalu (oboru parametrii usecky)

a ma v krajnich bodech tohoto intervalu opa¢nd znaménka.

Podle Cauchyovy-Bolzanovy véty (viz [ ! |, str. 225]) existuje

vnitini bod intervalu, v némz je tato funkce rovna nule, tj.

uvnitf dsecky je f v nékterém bodé nulovd. To je ale spor

(dsecka neprotind zadnou ze tii pfimek, v jejichZ bodech je
jediné f rovna nule).

Staci tedy v kazdé ze sedmi ¢4sti urcit v jednom vnitfnim bodé znaménko f, které je
platné pro cely vnitfek této ¢asti. Vysledek je zndzornén na obr. 5.8. Nyni uZ je snadné
rozhodnout, ve kterych stacionarnich bodech os x a y jsou lokdlni extrémy a ve kterych
ne. Pfipomenime, Ze v téchto bodech je nulova funkéni hodnota.

V libovolném okoli bodu na ose x jsou body jak s kladnymi tak zdpornymi funkénimi
hodnotami, takze zde lokéalni extrémy nejsou — viz okoli &'; na obr. 5.8.

Pokud jde o body na ose y, ze stejného diivodu neni lokalni extrém v bodé (0, 0) (to uz
vime) a (0, 6) — viz okoli &, na obr. 5.8. V bodech (0, y), 0 < y < 6, je neostré lokalni
minimum, protoZe v dostate¢né malém okoli nabyvé f jen kladné a nulové hodnoty —
viz okoli &3 na obr. 5.8. V bodech (0, y), y < Onebo y > 6, je neostré lokalni maximum,
protoZe v dostate¢né malém okoli nabyva f jen zdporné a nulové hodnoty — viz okoli
Oy na obr. 5.8.

Graf funkce f je zndzornén na obr. 5.9. Funkce velmi prudce klesa (vSimnéte si, Ze

v 2 o7

méfitko na ose z na obr. 5.9 a) je naprosto odliSné od méfitek na osdch x a y). Chovéni
v okoli bodu (2, 3), v némz je ostré lokdlni maximum, je zcela nezietelné. Krouzek
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107

106

y? 3.04 31

b) (x,y) € (1,8;2,2) x (2,8; 3,2)

©) (x,y) € (=0,5;0,5) x (=4 7)

Obr. 5.9: Graf funkce f: z = x2y3(6 —x — y)

2

oznacuje funk¢éni hodnotu v tomto bodé, kterd je rovna 108. Tlustsi ¢ary vyznacuji hodnoty
ve stacionarnich bodech na osiach x a y (jsou nulové).

Ptredstavme si, Ze bychom chtéli vyrobit model ¢asti tohoto grafu a mit na vSech
osdch stejné jednotky, napt. centimetry. Pokud bychom vzali za defini¢ni obor mnoZinu
(0, 6) x (0, 6), meli bychom ¢tverec o strané 6 cm. Funk¢éni hodnoty na dvou stranidch
tohoto ¢tverce odpovidajicich osdm x a y jsou nulové. Funkéni hodnota v bodé (2, 3) je
viak 108, tedy néco pres metr. Ale funk&ni hodnota v bodg (6, 6) je —6° = —46 656, tedy
ptes 466 metrti hluboko! Pokud bychom ¢tverec z kazdé strany zvétsili o piil centimetru,
tj. uvazovali defini¢ni obor (—0,5; 6,5) x (—0,5; 6,5) jako na obr. 5.9 a), byla by hodnota
funkce v bodé (6,5; 6,5) uz —7 - 6,5° = —81220,34375, tudiz pres 812 metrti hluboko!

Nyni je jasné, pro¢ na obr. 5.9 a) neni vidét ani chovani v lokdlnim maximu (2, 3), ani
v okoli extrémi na ose y. Funk¢ni hodnoty v okoli téchto bodil jsou nepatrné ve srovnani
s hodnotami kolem bodu (6,5; 6,5), takze se zcela ,,ztratily*.
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Na obr. 5.9 b) je detail grafu v okoli bodu (2, 3) a na obr. 5.9 c) zase detail v tzkém
pasu kolem osy y. Teprve z ného je ¢astecné vidét, Ze v tiseku mezi 0 a 6 je jakysi ,.kafion*
(jsou zde neostra lokdlni minima), jehoZz ,,ubo¢i* je smérem k boddm (0, 0) a (0, 6) ¢im

dal plossi. V téchto bodech jsou ,,sedla* (nejsou tam extrémy) a za nimi mé graf tvar
,hibetu* (jsou zde neostra lokdlni maxima). A

Predstavit si chovani grafu funkce z pfedchoziho ptikladu, jejiz predpis je vcelku velmi
jednoduchy a nenaznacuje predem néjaké problémy, je bez moznosti, které ndm posky-
tuji soudobé programy s kvalitnim grafickym vystupem jako napt. Maple, Mathematica,
Matlab, Mathcad apod., velmi obtizné. I s nimi to vSak nemusi byt snadnéd zdaleZitost
a bez diikladného teoretického rozboru ndm obrazky jako napf. 5.9 a) téméf nic nefeknou.
Moznosti téchto programi Casto vedou uzivatele k domnénce, Ze teorii vlastné viibec
nepotiebuji. Pfedchozi ptiklad (a to Slo o dost jednoduchou funkci!) snad jasné ukazal, ze
je to naprosty omyl. Pouze spojenim obojiho jsme néco rozumného zjistili. Teorie ndm
fekla, kde hledat zajimava mista (lokalni extrémy), a program nam je zobrazil a umoznil
udélat si prostorovou piedstavu.

5.2 Kvadratické formy

Abychom mohli zformulovat dostate¢né podminky existence lokdlnich extrémut funkci
vice proménnych, budeme potfebovat z algebry tzv. kvadratické formy a nékteré jejich
zékladni vlastnosti.

Kvadratickymi formami nazyvdme homogenni mnohocleny (neboli polynomy) stupné
dva. Podrobnéji, je-lia € Raky, ..., k, jsounezaporna cela ¢isla, je axlf‘ .. .x,’f" jednocle-
nem, jehoz stupen je k| + - - - + k,,. Soucet kone¢né mnoha takovych jednoc¢lenti nazyvame
mnohoclen n proménnych. Jestlize maji vSechny jeho Cleny stejny stupei, nazyva se tento
mnohoclen homogenni. A jak jiz bylo fe€eno, homogenni mnohocleny stupné dva se
nazyvaji kvadratické formy. Jsou to tedy funkce n redlnych proménnych definované na

celém R”, jejichz tvar je

n
f) =D aix]+ > 2aixx;. (5.1)
i=1 1<i<n
1<j<n
i<j

Redlnd ¢isla a;; nazyvame koeficienty kvadratické formy. Koeficient u smiSenych clenti
je psan ve tvaru 2a;;, i # j, z nasledujiciho diivodu: Sestavime symetrickou matici
A = (a;j), §j. ajj = aj;. Chapeme-li x jako n-rozmérny sloupcovy vektor a znamena-li
symbol r transponovani, snadno se ovéii vyndsobenim matic, Ze plati f(x) = xT Ax.
Tedy kazdé kvadratické formé odpovida symetrickd matice a naopak kazda symetrickd
matice urcuje né¢jakou kvadratickou formu.

Dalsi zapis mizeme ziskat pomoci skalarniho soudinu. ProtoZze Ax je n-rozmérny
sloupcovy vektor, plati f(x) = x” Ax = (Ax, x). V dal§im budeme pouZivat pravé tento
zapis.

Pripomenime jesSté, Ze s kvadratickymi formami se setkdvdme v rovnicich kuZelosecek
(pro n = 2) a kvadratickych ploch (pro n = 3) — viz kapitola 9.
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Definice 5.12. Symetrickd matice A se nazyva
1) kladné neboli pozitivné definitni, jestlize (Ax, x) > 0 pro kazdé x € R", x # 0,
ii) kladné neboli pozitivné semidefinitni, jestlize (Ax, x) = 0 pro kazdé x € R",

iil) zdporné neboli negativné definitni, jestlize (Ax, x) < 0 pro kazdé x € R", x # 0,

iv) zdporné neboli negativné semidefinitni, jestlize (Ax, x) < 0 pro kazdé x € R”",

V) indefinitni, jestlize nema Zadnou z ptedchozich Ctyf vlastnosti.

Spolecny ndzev pro vlastnosti 1) a ii1) je urcité definitni a pro i) a iv) urcité semidefinitni.
Urcité definitni matice je soucasné urcit€ semidefinitni stejného typu. Protoze symetrickou
matici Ize jednoznaéné ztotoZnit s pfisluSnou kvadratickou formou, mluvi se ¢asto o kladné
definitni kvadratické formé misto matici a obdobné je tomu u ostatnich vlastnosti. Existuje
algebraické kritérium, jak zjistit druh definitnosti dané symetrické matice. Souvisi to se
znaménkem minorii, tj. determinantii podmatic vybranych z matice A. Minor se nazyva
hlavni, je-1i vybran z tychz fadki a sloupcti matice A. Hlavni minor se nazyva rohovy,
je-1i vytvofen z prvniho az k-tého fadku a sloupce, 1 < k < n.

Véta 5.13 (Sylvestrovo' kritérium). Nech? A je symetrickd matice. Pak plati:

1) A je kladné definitni praveé tehdy, kdyz vSechny jeji rohové hlavni minory jsou kladné,
tj. kdyZ

ail apn ain
a a a a ..o a
app > 0, 1 12 >0, ..., 21 22 n > 0.
a1 a»| e
apl ap2 Ann

2) A je zdporné definitni prdavé tehdy, kdyZ jeji rohové hlavni minory pravidelné stridaji
znaménko pocinaje zapornym, tj. kdyZ

a]] a12 a]n
a a a a ... a
ap <0, 22l oo, .., (=nn|™ 92 S 0.
azt a2l e e e
anl1 ap2 Ann

3) A je kladné semidefinitni pravé tehdy, kdyZ vSechny jeji hlavni minory jsou nezdporné.

4) A je zdporné semidefinitni prdvé tehdy, kdyZ vSechny jeji hlavni minory majici lichy
pocet Fadki jsou nekladné a vSechny hlavni minory majici sudy pocet vddkii jsou
nezdapornée.

5) A je indefinitni pravé tehdy, kdyz nenastane Zddny z pripadu 1 az 4.

Diikaz. Viz napf. [12, str. 181]. O

1 James Joseph Sylvester (1814—1897) — anglicky matematik. Zabyval se algebrou, teorii invarianti,
teorii matic, matematickou fyzikou a teoretickou a aplikovanou kinematikou.
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Priklad 5.14. Urcete, kdy je kvadratickd forma f(x) = ax? + 2bx;xy + cx3 kladn&
definitni, kdy zaporné definitni, kdy kladné semidefinitni, ale ne definitni, kdy zdporné
semidefinitni, ale ne definitni a kdy indefinitni.

Reseni. Matice kvadratické formy je A = ( A ’g ) . Podle Sylvestrova kritéria je dana forma

1) kladng definitni pravé tehdy, kdyza > 0, | ¢ 2| = ac — b* > 0,

2) zéporn€ definitni prave tehdy, kdyZa <0, | § l; ’ =ac—b>> 0,

3) kladng semidefinitn{ pravé tehdy, kdyza = 0,¢ 20, |45 | =ac—b* 20
4) zéporné semidefinitn{ pravé tehdy, kdyza < 0,c¢ <0, |44 | =ac—b* 20,

5) indefinitni v ostatnich ptipadech.

Vysledek 1ze podstatné zjednodusit. Je-li ac —b? > 0, nemiiZe byt rozhodné a = 0, a proto
nastane pripad 1 nebo 2 (a rovnézZ i 3 nebo 4, protoZe a a ¢ musi mit stejné znaménko).
Je-liac — b? =0, tj. ac = b?, je pro b = 0 aspoii jedno z &isel a, ¢ nula a pro b # 0 jsou
a i ¢ nenulové a stejného znaménka. Kazdopadné tedy nastdva piipad 3 nebo 4. Pfipad 5
proto nastane pravé pro ac — b> < 0. Celkové tudiz plati, Ze kvadraticka forma ve dvou
proménnych je

i) urcit® definitnf pravé tehdy, kdyz | ¢ 2| = ac — b* > 0,
ii) urcit¢ semidefinitni, ale ne definitni pravé tehdy, kdyz |4 % | = ac — b* =0,

iii) indefinitnf pravé tehdy, kdyZ [¢ | = ac — b* < 0.

Pro kvadratické formy s vétSim poctem nezndmych nez dvé podobné jednoduchy vysledek
neexistuje. A

Kromé& Sylvestrova kritéria existuje tzv. Lagrangedv! algoritmus, kterym se dand
kvadraticka forma pfevede na soucty a rozdily ¢tverci; z vysledného tvaru je opét vidét
typ definitnosti. Postup vyuZziva vzorec

(br+-+b)?=bi+ - +b+2 > bbj,

1Si<j<k

ktery je zobecnénim elementérniho vzorce (a + b)? = a* + 2ab + b*. Z dané kvadratické
formy jsou postupné ,,ubirdny* druhé mocniny zavorek. Jestlize napf. ve formé (5.1)
je ai1 # 0, figuruje x; obecné ddle jesté v dalSich ¢lenech v sou€inech s ostatnimi
nezndmymi. Z formy (5.1) vy¢lenime druhou mocninu zdvorky tak, Ze ve zbytku se jiz
nebude vyskytovat nezndma x;. VyuZijeme rovnosti

! Joseph Louis Lagrange (1736-1813) (&ti lagranZ) — vyznamny francouzsky matematik a mechanik.

Zabyval se mechanikou, geometrii, diferencidlnimi rovnicemi, analyzou, algebrou, teorif ¢isel a dalS$imi
matematickymi obory a té€Z teoretickou astronomii. Rozpracoval zdkladni pojmy variaéniho poctu.
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2
anxy +2(appxixy + -+ apxix,) =

2
a ain
=ai (X1+—X2+---+—xn) -

ain ain
2 2
a a ajayi
2 2 !
_(ﬁx2+...+ﬂxn)_2 E Jxl_xj.
aii ai r<isien N1

Na zbytek kvadratické formy, ktery obsahuje jiZ pouze n — 1 neznamych, postup opakujeme
atd. Stane-li se, Ze zbytek formy jiZ neobsahuje Zaddny kvadrat neznamé, ale pouze smiSené
Cleny, napf. a;;jx;x;, a;jj # 0, zavedeme pomocn€ substituce x; = y + 2z, x; = y —
— z, které dosadime do dosud neupravené ¢asti kvadratické formy. Tim dostaneme opét
kvadréty nezndmych, nebot' x;x; = y% — z?, a miZeme pokracovat v piedchozim postupu.
Vysledkem tprav bude soucet nejvySe n kvadrati zavorek, u nichz jsou kladné nebo
zaporné koeficienty.

Z definice 5.12 se celkem snadno nahlédne, Ze plati ndsledujici tvrzeni:
Forma (5.1) je

1) kladné definitni pravé tehdy, kdyZ v upraveném tvaru je n kvadrati zdvorek a u vSech
stoji kladné koeficienty,

2) zaporné definitni pravé tehdy, kdyZ v upraveném tvaru je n kvadrat zavorek a u vSech
stoji zaporné koeficienty,

3) kladné semidefinitni pravé tehdy, kdyZ v upraveném tvaru je méné nez n kvadratt
zavorek a u vSech stoji kladné koeficienty,

4) zaporné semidefinitni pravé tehdy, kdyZ v upraveném tvaru je méné nez n kvadrati
zavorek a u vsech stoji zadporné koeficienty,

5) indefinitni pravé tehdy, kdyZ v upraveném tvaru jsou kvadraty zavorek s kladnymi
1 zapornymi koeficienty.

Presné zdiivodnéni 1ze nalézt napt. v [12]. Postup si ukdZeme na prikladu.
Priklad 5.15. Rozhodnéte Lagrangeovou metodou o typu definitnosti kvadratické formy

1 1
fx)=xi+ é_lx% + ZX% + x1x2 + x1x3 + X2X3 + X2X4.

Reseni. Nejprve vyclenime napfi. xi. Dostaneme

1 1
FOO) = xf + 203 + 223 + 10 + 0103 + X003 + X0 =

R 21, 1., 1 Lo lay
=|x1+zx2+=<x — —Xj — X3 — = X2X3+ x5+ - x

1 1\ 1
+ x2x3 + XoX4 = <x1 + 3 X7 + 3 X3) + 3 X2X3 + X2X4.
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ProtoZe nemame dalsi kvadrat nezndmé, pouZijeme napf. substitucix, = y+z,x3 = y—z.
Dostaneme

1 1\ 1, 1,
f)=(x1+=x2+=x3) +=y —=z"+yxa+zx4 =

2 2 2 2
1 1 1,
(x1+2xz+5x3) y +2yx4>—iz + zx4 =
1 1\ 1 1, 1
=(x 2xz+2 ) §(y+x4) —§x4—5z + x4 =
1 1\ 1 s 1/, 1,
:(x 2x2+2 3) 5 (y + x4) —§(x4—2zx4)—§z =
1 1\ 1 1, 1,
(X1—|-2x2—|-2 ) §(y+x4) ——(X4—Z) +§z —3¢=

1 1 1
—(X1+§xz+§ ) §(y+X4) ——(X4—z)
Dostavame tfi kvadréty, pti¢emZ u dvou je koeficient kladny a u jednoho zdporny. Tedy
forma je indefinitni. A

5.3 Lokalni extrémy funkci vice proménnych

Nyni jiz mGZeme pfistoupit ke studiu lokdlnich extrémi funkci n proménnych, kde n € N.
Vyklad tedy zahrne i funkce jedné a dvou proménnych které byly probfrény jii dﬁ’ve

vevs

vev s

moci ocenit jejich prednostl, zejména strucnost, srozumitelnost a presnost. ElernentarneJ St
pfistup by byl (zejména pokud jde o zapis) pfili§ komplikovany.

Zacneme definici lokdlnich extrémi. Ta je obdobnd jako v pifipadé funkce dvou pro-
ménnych — viz definice 5.1. S ohledem na problematiku vazanych extrémi, kterou
budeme studovat v kapitole 8, v§ak nebudeme predpokladat, Zze uvazovany bod musi byt
nutné vnitini.

Definice 5.16. Necht funkce f je definovand na mnoziné A C R" axg € A.

Rekneme, Ze f ma v bod€ xq lokdlni minimum, jestliZe existuje okoli &'(xg) takové,
Ze pro kazdé x € O(xp) N A plati f(x) = f(xo). Jestlize pro x # xo je dokonce
f(x) > f(xp), mluvime o ostrém lokdlnim minimu.

Analogicky se definuje lokdlni maximum resp. ostré lokdlni maximum, pouze se uvazuje
nerovnost f(x) < f(xg) resp. f(x) < f(xo) Spoledny ndzev je lokdlni resp. ostré
lokdlni extrémy.
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Poznamka 5.17.

1) JestliZe x¢ je vnitfni bod A, l1ze v definici lokédlnich extrémt predpokladat, Zze poza-
dované okoli O'(xg) je tak malé, Ze lezi celé v defini¢nim oboru funkce f, tj. v A.
Tak tomu bylo v definici 5.1 v pfipadé funkci dvou proménnych. Pokud je ovSem x
hrani¢ni bod, neni f nikdy definovana na celém okoli tohoto bodu, at’ je jakkoliv malé.

2) Funkce f miize mit na A vice (i nekone¢né mnoho) lokdlnich extréma. Sta¢i vzit napr.
funkci sin x na celé redlné piimce R. Zkuste najit jiné priklady, kde lokalnich extrémi
bude nekonec¢né mnoho, ale funkéni hodnoty v nich budou rizné.

Oznaceni a terminologie

N

V dalsi ¢4sti této kapitoly a rovnéZ v kapitole 8 budeme prevdzné pracovat s funkcemi,

které maji prvni nebo druhé (parcidlni) derivace, popt. dalsi vlastnosti podobného typu.

Abychom mohli sndze zformulovat dalsi vysledky, zavedeme nékterd nova oznaceni.
Necht A € R" a f: A — R. Derivaci funkce f ve vnitinim bodé x* rozumime

n-tici f/(x*) = <3J;(xxl*), ceey a{;;gj;*)> .Je-li f diferencovatelnd v x*, jde vlastné o gradient
funkce f v tomto bodé — srovnej ¢ast Pro zdjemce na str. 68.

V analyze je Casto potieba vyjadfit, Ze jedna veli¢ina je ,.,hodné menSi* neZ druha.
Pouziva se nésledujici terminologie. Necht' funkce jedné proménné ¢(«) a ¥ («) jsou
definované v okoli nuly. Rekneme, Ze p(a) je ,,malé o ¥ (), apiSeme p(a) = o(Y¥(x)),

pokud plati lirr}) {Z%)) = 0 (tj. Citatel p(«) je v blizkosti nuly mnohem mensi neZ jmeno-
o—>

vatel ¥ (@)).

Skute¢nost, Ze funkce f je diferencovatelnd v bodé x*, 1ze pak zapsat takto:
FG*+h) = f™) +(f(x7), k) +o(||h)). (5.2)

Ptfipomenime, Ze pro diferencidl plati

dfes(h) = (f'(x™), h) =

hy+---+

af (x*) af (x*)
hy.
0x] Xn
Funkce f se nazyva spojité diferencovatelnd v bodé x*, jestlize f’(x*) existuje v n&ja-
kém okoli bodu x* a je spojitd v x*. Pfitom spojitosti n-tice rozumime spojitost kazdé jeji
slozky. Z kapitoly 3 vime, Ze ze spojité diferencovatelnosti vyplyva diferencovatelnost,
ale opak neplati.

2 *
Druhou derivaci funkce f v bodé x* rozumime matici f”(x*) = (%L%), kterou

. 1 8x,»8xj
rovnéz nazyvame hessidn.' Tedy
PfxH P fxN) 9% f (x*)
0x10Xx1 0x10x2 te 0x10xp
PfxH A fxH) 9% f (x*)
f”(x*) — 9x20x] x20x2 """ Ox20xy,
PfxH  AfxH) 9% f (x*)
0x,0x1 0x,0x2 ttt 0x,0x,

'Ludwig Otto Hesse (1811-1874) — némecky matematik. Zabyval se projektivni geometrii, teorif
algebraickych funkcf a teorif invariantl. Zavedl pojem hessidnu.



122

Lokdlni extrémy

Funkce f se nazyva dvakrdt diferencovatelnd v bodé x*, jestlize existuje matice
f(x*), jez je symetrickd, a pro vSechna dostate¢né mald h € R" plati

fx*+h) = f&x)+ (&™), h) f”(x )b, 1) + o(|R|). (5.3)

Pfitom

’ook 0’ f (x )
(Fe) b ) = ZZ Bxlaxj
i=1 j=1

Vsimnéte si, Ze vztahy (5.2) a (5.3) jsou vlastné Taylorovy vzorce faddu jedna a dvé.

Funkce f se nazyva dvakrdt spojité diferencovatelnd v bod€ x*, jestlize [ (x*) exis-
tuje v n¢jakém okoli bodu x* a je spojitd v x*. Opét plati, Ze je-li f dvakrat spojité dife-
rencovatelnd, je i dvakrét diferencovatelnd, ale opak neplati. Symetri¢nost matice f”(x*),
tj. zaménitelnost druhych parcidlnich derivaci, je diisledkem Schwarzovy véty 2.12.

Rekneme, Ze funkce f je diferencovatelna (spojité diferencovatelnd, dvakrat diferen-
covatelnd, dvakrét spojité¢ diferencovatelnd) na mnoZiné X, mé-li pfisluSnou vlastnost
v kazdém bodé mnoziny X. Uvédomte si, Ze f musi byt definovand v okoli kazdého
bodu mnoziny X, tedy pokud neni X oteviend, musi byt f definovand na néjaké oteviené
nadmnoziné mnoZiny X.

V dal$im se budeme zabyvat tlohou, kterou formalné mizeme zapsat nasledovné:

f(x) — ext, xe P, P=intP. 5.4)

Zapisem f(x) — ext rozumime nalezeni lokalniho extrému, tj. maxima resp. minima
funkce f na oteviené mnoziné P. (Pfipomernime, Ze int P znaci vnitifek mnoZiny P.)

V podminkéch, které odvodime, se budou vyskytovat prvni resp. druhé derivace
funkce f. V prvnim ptipadé mluvime o podminkdch prvniho fddu, ve druhém o pod-
minkdch druhého rddu.

5.3.1 Podminky prvniho radu

Véta 5.18. Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé x*. Je-li v x* lokdlIni extrém tilohy
(5.4), plati f'(x*) = 0.

Diikaz. Necht jde napt. o lokalni minimum. Pak pro libovolny vektor A € R" a dostatecné
malé « plati f(x* +ah) — f(x*) = 0. ProtoZe f je v x* diferencovatelnd, je podle (5.2)
pro malé kladnd (i zdpornd) « splnéno (f’'(x*), ah) + o(a) = 0. ProtoZe (f'(x*), ah) =
= a(f'(x*), h), dostaneme vyd€lenim ¢islem « > 0 alimitnim pfechodem (ten zachovéava
neostré nerovnosti), ze

0< lim (&), ah) | ol@)
(04

a—07t o

o(x)

= (f'(x"), h) + lim —— = (f'(x"), h).
a—0t o
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JelikoZ h bylo libovolné, miZzeme volit napt. h = — f/(x*). Dostdvame tedy, Ze plati
—(f"(x*), f/(x*)) = 0. AvSak podle vlastnosti skaldrniho sou¢inu souc¢asné plati rovnéz
(f'(x*), f'(x*)) = 0. To viak znamend4, Ze (' (x*), f'(x*)) = 0 = || ' (x*)||>. Nulovou
normu m4 ale jediné nulovy vektor, tedy f’(x*) = 0, coZ jsme méli dokdzat. [

Protoze f’(x*) = 0 pravé tehdy, kdyZ vSechny sloZky tohoto vektoru, tj. (parcidlni)
derivace v bodé€ x*, jsou nulové, dostavame pro n = 1 béZné€ znamé tvrzeni ze zdkladniho
kurzu diferencidlniho poctu funkci jedné proménné a pro n = 2 vysledek z prvniho oddilu
této kapitoly — viz dasledek 5.5. Body, v nichZ f/(x) = 0, se nazyvaji staciondrni.

Ctenafi, kterému se zd4, Ze v predchozim diikazu by jako disledek vztahu (5.2) mélo
spravné byt o(|lak||) misto o(«), doporucujeme, aby zvazil, Ze pro libovolné pevné h # 0
je o(lah]) = o(la|l|h|]) = o(Ja]) = o(x), coZ se snadno ovéii vypoltem prisluSnych
limit. Pro & = 0 je platnost piislusné rovnosti trividlni. Podobnych ,,prohfeski* se dopus-
time 1 v dal§im textu, aniZ na to budeme upozoriiovat.

5.3.2 Podminky druhého radu

V zékladnim kurzu se obvykle uvadéji jen postaCujici podminky druhého fadu. My si
uvedeme i nutné podminky, uz proto, Ze jejich dikaz je pomérné snadny. Soucasné
uvidime uZite¢nost riznych druhl definitnosti symetrickych matic.

Véta 5.19. Necht funkce f je dvakrdt diferencovatelnd v bodé x*. Je-li v x* lokdlni
minimum (maximum) iilohy (5.4), je matice f"(x*) kladné (zdporné) semidefinitni.

Diikaz. Dokazeme tvrzeni napf. pro lokdlni minimum. Podle véty 5.18 je f'(x*) = 0.
Dale pro libovolné A € R”" a dostate¢né¢ malé Cislo ¢ # 0 z toho, Ze v x* je lokdlni
minimum, plyne, Ze f(x* 4+ ah) — f(x*) = 0. Tedy z (5.3) dostdvame

2
0= —(f"(x*)(ah), ah) + o(a?) = %(f”(x*) h, k) + o(a?).

| =

Piedchozi vztah vydélime &islem o a udélame limitu proa — 0. ProtoZe je lirrb o(@?)/a? =
oO—>

= 0 a limita zachovava neostré nerovnosti, dostdvame odtud, Ze (f”(x*)h, h) = 0, coz
je definice kladné semidefinitni matice. [

Nulovost prvni derivace a semidefinitnost druhé derivace jsou tedy nutnymi podmin-
kami existence lokdlniho extrému ulohy (5.4). Ukazuje se, Ze kdyz zesilime semidefinit-
nost druhé derivace na definitnost, stdvaji se tyto podminky postacujicimi pro existenci
lokdlniho extrému, ktery je pak dokonce ostry.

V diikazu nésledujici véty budeme potfebovat nékteré poznatky o posloupnostech bodit
v R”. Ty lze nalézt napft. v [3] nebo [ 1 6]. Formélné jsou ale analogické jako u posloupnosti
redlnych &isel.
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Véta 5.20. Necht funkce f je dvakrdt diferencovatelnd v bodé x*. Predpoklddejme, Ze
f'(x*) = 0 amatice f"(x*) je kladné (zdporné) definitni. Pak md iiloha (5.4) v x* ostré
lokdlni minimum (maximum), které je izolované.

Diikaz. Necht' napf. f”(x*) je kladné definitni. Pfipustme, Ze v x* neni ostré lokaln{

minimum. Pak libovolné blizko tohoto bodu Ize nalézt jiny bod, v némz je funkcni

hodnota stejnd nebo mensi. Je tedy moZzné zkonstruovat posloupnost {x;} takovou, Ze
lim x =x*  x#x"  flo) = f(x).

k—00

Polozme oy = ||xx—x*||, hx = (xx—x*) /. Pak je xp = x*+oayhy. Protoze je || hy| = 1,
je tato posloupnost ohranicend, a lze z ni tudiZ vybrat konvergentni podposloupnost {hy, },
hy, — h, ||h|| = 1 (viz napt. [16, str. 119]). Pro jednodus$si oznaceni piedpoklddejme, Ze
piimo posloupnost {h} je konvergentni. Z (5.3) dostdvame

1
02 f(xi) = f(x") = S (f" (™) whi), awhi) + o(a}) =
2
= %ﬂf”(x*)hk, hy) + o(a?).

Po vydéleni o} a limitnim pfechodu dostaneme, Ze (£ (x*)h, k) < 0 pro nenulové h, co?
znamend, Zze f”(x*) neni kladné definitni. To je vSak spor s pfedpokladem.

Pripustme nyni, Ze x* neni izolovany lokdlni extrém. Pak libovolné blizko tohoto bodu
lze nalézt jiny bod, v némzZ je lokdlni extrém. Je tedy mozné zkonstruovat posloupnost
{xr} takovou, Ze

klim Xy =x%, xp #x*, f mé v x; lokdlni extrém.
— 0

Analogicky jako v prvni ¢asti diikazu pfi stejném oznaceni najdeme konvergentni po-
sloupnost hy. Nyni vyraz (hy, f'(x;)) vyjadiime pomoci (5.2). Podle tohoto vztahu plati

o (k) = fo (%) = (f7, (&), axhy) + o(o),
S, (k) = fro, (%) = (f, (™), i) + olag),

Fon @) — fro, (%) = {f] (), auchi) + 0(ctk).

Nyni prvni rovnost vynasobime /1, druhou £, atd. az posledni 4, a vSechny je seCteme.
Uvédomime-li si, Ze f);,- x*) = (fr; (X5, ooy frx (%)), i =1, ..., n, dostaneme, Ze

(hi, f'(xp)) = (he, f/(x)) + (he, [/ () ohi) + o(o).
Podle véty 5.18 je f'(xx) = 0 arovnéz f'(x*) = 0. Tedy
0 = ax(hi, f"(x*)hi) + o).

Po vydéleni o a limitnim pfechodu dostaneme, Ze { f” (x*)h, h) = 0 pro nenulové h, coz
je opét spor. ]
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Z dikazu je zfejmé, Ze v jistém okoli bodu x* nemiiZe byt ani Zadny stacionarni bod rizny
od x*.

Z predchozich dvou vét a ptikladu 5.14 dostdvame bezprostiedné nasledujici vysledek,
ktery je mirnym zobecnénim véty 5.6 (navic je tvrzeni o izolovanosti).

Dusledek 5.21. Nechr'funkce dvou proménnych f (x, y) je definovand na oteviené mnoziné
P a md spojité druhé parcidlni derivace v bodé (xo, yo). Necht ddle plati fy(xo, yo) =

= fy(x0, yo) = 0.

D) Je-li frx(x0, yo) fyy(x0, yo)—fxzy (x0, o) > 0, je vbodé (xq, yo) izolovany ostry lokdlni
extrém. Pro fyx(x0, yo) > 0 je to minimum, pro fyx(xo, yo) < 0 je to maximum.

2) Je-li frx(x0, Y0) fyy(x0, Yo) — fxzy (x0, yo) < 0, neni' v bodé (xo, yo) lokdlni extrém.

3) Je-li fxx(XOa yO)fyy(xo, yO) - fxzy(-x09 )70) = 0; m’ife: ale nemI/lSl/ by/t % bOdé (XO, )’0)
lokdlni extrém.

Postup budeme ilustrovat na piikladech.
Priklad 5.22. Najdéte lokalni extrémy funkce f(x) = xf + x§ — 4x1x2, x € R?,

Reseni. Tento dlohu jsme mohli fesit uz v dvodnim oddilu této kapitoly — srovnejte
podobny piiklad 5.9. Nyni ale provedeme feSeni v ,,nové* symbolice.

Funkce f ma spojité parcidlni derivace vSech fadl, zejména je tedy v kazdém bodé
dvakrat diferencovatelnd. Nejprve musime podle véty 5.18 urcit ,,podezielé* ¢ili stacio-
narni body. Spocitdime prvni derivaci a poloZime ji rovnu nule:

F(x) = (fry> fr) = (43 — dxa, 43 — 4x1) = (0, 0).

Dostdvame rovnice x13 = X3, xg = x1. Dosazenim prvni rovnice do druhé vyjde

) =x1 = x1(1— D+ DEF+ D@ +1) =0,
odkud
x;1 =0 nebo x; = —1 nebo x; = 1.

Z rovnice xp = xf’ uréime odpovidajici hodnoty x» = 0, x; = —1 resp. xp = 1. Celkové
existuji tii stacionarni body A = (0,0), B = (—1,—1)a C = (1, 1). Jen v téchto bodech
mohou byt lokdln{ extrémy.

Dale vypocteme druhou derivaci:

Vi — fx1x1 fx1x2> — (12X12 _4)
f (x) (fszI fxzxz _4 12)6% )

L

Odtud

12 —4

—4 12

det £ (A) = ‘ 4 0

= —16, det f"(B) = det f"(C) = ‘ ‘ = 128.
Podle disledku 5.21 v bodé A neni lokdlni extrém a v bodech B a C jsou izolované ostré
lokélni extrémy, a to minima s hodnotami f(—1, —1) = f(1,1) = —2. Graf funkce je

znazornén na obr. 5.10. A
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Obr. 5.10: Graf funkce f: z = x} + x5 — 4x1x2

@ Piiklad 5.23. Najdéte lokdlni extrémy funkce

1
fx) :X13+x%+ 5)632—3)61)63 —2x2 + 2x3, x ER3.

Reseni. Stejné jako v predchozim pifpadé jsou splnény pozadavky na hladkost funkce f,
protoze funkce f ma spojité parcidlni derivace vSech fadi. Pro stacionarni body je

£(x) = 3x7 = 3x3,2x5 — 2,x3 — 3x; +2) = (0,0, 0),
tj.

x12=x3, x2 =1, x3 = 3x; — 2.

Dosazenim tfeti rovnice do prvni vyjde kvadratickd rovnice )cl2 —3x1 + 2 =0, kterd ma
dvé feSeni x; = 1 a x; = 2. Ze tieti rovnice dostaneme po fadé odpovidajici hodnoty
x3 = 1 a x3 = 4. Existuji tedy dva stacionarni body A = (1, 1,1) a B = (2, 1, 4).

Druhd derivace je

fchl fx1x2 fx1x3 6x; 0 -3
f// (x) = fx2x| fxzxz fx2x3 = 0 2 0
fxsxl fx3xz fX3X3 —3 0 1

K posouzeni jejtho typu definitnosti pouZijeme Lagrangeovu metodu.
V bodé A m4 kvadraticka forma tvar

1 \2 1
(f"(1,1,1) h, k) = 6h} + 2h} + h} — 6h1hy = 6<h, _ §h3) 4ok - 5”3

a je indefinitni. Neni tedy splnéna nutnd podminka (semidefinitnost) z véty 5.19, a proto
v bodé A neni lokdlni extrém.



5.3 Lokdlni extrémy funkci vice proménnych 127

V bod¢é B ma kvadraticka forma tvar
1 2 1
(f"(2,1,4) h, h) = 12h? 4+ 2h3 + h3 — 6h h3 = 12(;,1 -2 h3> o3+ 7 12

a je kladné definitni. Podle véty 5.20 je tedy v bodé B ostré lokdlni minimum, jehoZz
hodnota je f(2,1,4) = —1. A

Poznamka 5.24. Véta 5.18 nam dava pro nalezeni staciondrnich bodli obecné soustavu
n nelinedrnich rovnic. Jeji feSeni miZe byt velmi obtiZné nebo explicitné viibec nepro-
veditelné. Pak by bylo nutné pouziti numerickych metod. Tato situace mlize nastat uz
i u algebraickych rovnic, tj. rovnic, na jejichZ stranach stoji mnohocleny jedné nebo vice
proménnych. Stejné komplikace budou i v dalsi ¢asti textu tykajici se vazanych extrémd.
Z tohoto pohledu 1ze nalezen{ stacionarnich bodii povazovat za nejobtizn€jsi misto pii hle-
dani lokalnich extrému. Uvadéné priklady jsou pochopitelné voleny tak, aby staciondrn{
body bylo mozné explicitné a bez velkych obtiz{ urit. Ctendf by vSak nemé&l propadnout
dojmu, Ze je tomu tak vzdy. Hlavné u uloh vzniklych pfi feSeni redlnych problémi napf.
z inZenyrské praxe je situace zcela jind a bez numerickych metod se vétSinou neobejdeme.

Pojmy k zapamatovani >

— staciondrni body funkci dvou (a vice) proménnych

— lokdlni extrémy funkce dvou (a vice) proménnych

— lokélni minimum (maximum) funkce dvou (a vice) proménnych

— ostré lokdlni minimum (maximum) funkce dvou (a vice) proménnych
— neostré lokdlni minimum (maximum) funkce dvou (a vice) proménnych
— kladné (zdporné€) definitni symetrickd matice

— kladné (zdporn€) semidefinitni symetrickd matice

— indefinitni symetrickd matice

— kvadratické formy

— kladné (zdporné) definitni kvadratickd forma

— kladné (zdporné) semidefinitni kvadratickd forma

— indefinitni kvadratickd forma

— Lagrangetv algoritmus

— Sylvestrovo kritérium

— izolovany lokalni extrém
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9 Kontrolni otazky

1.

Jakéd je nutnd podminka pro existenci lokdlniho extrému funkce dvou (a vice)
proménnych?

. Jaka je postacujici podminka pro existenci lokdlniho extrému funkce dvou (a vice)

proménnych?

. Na zakladé ¢eho miuzZete rozhodnout, zda ve staciondrnim bodé nastane extrém

funkce dvou (a vice) proménnych?

. Jak urcite typ daného extrému — tj. lokdlni minimum ¢i maximum — funkce dvou

(a vice) proménnych?

. Podle jakych skute¢nosti rozhodnete, zda se jedné o ostry ¢i neostry extrém funkce

dvou (a vice) proménnych?

. Nacrtnéte priklad grafu funkce, kterd méd v daném bodé ostré (resp. neostré) lokalni

maximum.

. Bod, ve kterém mitiZe nastat lokalni extrém, je vzhledem k mnoziné A C R?2 na ni7

je funkce definovéna:
e vnitini,
e vnéjsi,

e hraniéni?

8. Co jsou to kvadratické formy a k ¢emu ndm slouzi?

10.

@ ——

a)
c)
e)

. Kdy se symetrickd matice A nazyva:

e kladné definitni,
e ziporné definitni,
e kladné semidefinitni,

e ziporné semidefinitni?

Kdy se symetrickd matice A nazyva:
e urcité€ definitni,
e urcit€ semidefinitni,

e indefinitni?

Priklady k procviceni

1. Najdéte lokdlni extrémy funkce z = f(x, y):

z =146y —y>—xy—x? b) z=4—-(x—-27%-(+3)7
7 =54 6x —4x? —3y?, d z=xx-D+y(y—1)—xy+2,
z =x(x—6)+y(y—9) +xy, f) z =2x7—6xy+5y>—x+3y+2,
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2
i)
k)

7 =x2=2y2=3x+5y—1, h) z =x2—y?+2x -2y,
7 = x>+ y3 — 18xy + 215, i)z =27x%y + 14y° — 69y — 54x,
2 =xt 43 — y) + 502+ 9 +4(x — y) — 2xy + 2,

2. Najdéte lokalni extrémy funkce z = f(x, y):

—1— /X242, b) z=e"7(5-2x+y),

a) z
) z =(x—y+6)?% d z =x>+xy+y>—4lnx —10Iny,
© z=xy+i+7, )z =xyln(x*+y?),
g z =(x+y2)e%, h) z =2x3 —xy? +5x2 +y?,
)z =@-10+27 Dz =x*+4xy+6y> —2x +8y -5,
k) z =x*4+ 9yt —x?—2xy—y?, D) z =x*—=3x%y+3y —y?,
m) z =x>-3x24y3-3y+1, n) z =eXT(8x? —6xy + 3y?).
3. Najdéte lokdlni extrémy funkce z = f(x, y):
a) z = —3x*—5y%, b) z =x?+xy+y>+9x + 6y,
c) z =2xy-—2x—4y, d z =3ln%+2lny+ln(12—x2—y),
e z=x—3xy—y’ f) z =@Gx+Ty—25e on?),
g z=x*+ye, h) z =sinx +cosy + cos(x — y),
i) z =x34+27y%—6xy+11, O<x,y<?Z,
)z =324+ y??, k) z =8x* 4y —6xy+4,
)z =x*+xy*+6xy, m) z :xﬁ—xz—y+6x+3,
n) z =xy+5x—0—|—2)—,0 0) 2z =sinx +siny 4+ sin(x — y),
p z =x>4+y’—xy—-2x+y, O<x,y<?Z,
qQ z =xy@d—x—y), 1 z =x—2y+In/x2+y?43arctg?,
s) z =4(x —y) —x?—y?, t) z =x>4+xy+y>—Inx—1Iny,
u) 7z =yJ/l+x+xJ/T+y, V) z=x2+xy—|—y2+'§+“)—,3,aeR.
4. Najdéte lokdlni extrémy funkce u = f(x, y, 2):
a) u=xyz(12—x —2y — 32), b) u=x+%+z)—,2+%,x,y,z>0,
c) uz’;—z+£+%,x,y,z>0,
d) ulex% ----- Xy (1 —x1 —2x0 — ... — nXx,), X1, X1, ..., X, >0,
e) I/t=.x1+%+%+"'+%+%,)ﬂ,...,xn>O.
f) u=x2+y2+§2+2x+4y—6z, g) u=2*+y*+2z—xy—xz,
2 2 .
h u= +5+5+5,x,2>0, ) u=x+y"+22+12xy +22z.
Ndpovéda: V d) uzijte AG nerovnost.
Kli¢ k piikladam k procviceni /

V nasledujicim m znaci lokalni minimum, M lokalni maximum a S stacionarni bod, v némzZ neni

lokalni extrém.

1. a) M(=2,4), b) M(2, —3), )M (3,0), d) m(1, 1),
e)m(l,4), Hm(-2,-3), 2 5(3.2). h) S(—1, —1),
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D m(,6), 50,0, Dm0, M1, 1), $(E, ), s(— 05 -3,
k) m(0,2),m(—2,0), S(—1, 1).

. a)M(,0), b) S(1, —2), ¢) m v bodech pfimky x — y + 6 = 0,
dym(1,2), e)m(2 2),
) m(£om £o2), M(£o2, Fo5). S(EL0), SO, £1), g) m(—2,0),
h) m(0,0), S(—2,0), S(1, +4), i) S(1,y), S(x,—2), x,y € R,
D m(7,=3), k) m(1, 1), m(—1, 1), S(0,0),
D m(©, =1), MO, 1), m(%/2, - \f i\ﬁ, \@),

m) M, —1), m(2, 1), S0, 1), S, — n) m(0,0), S(—3,—3).

Ndvod: V k) u S(—1, 1) zvaite, ze f(x,y) = d*f(—1, 1), do diferencidlu dosadte u = x + 1,
v =y — 1, vyraz upravte a vySetiete v okoli (0, 0).

. a)M(0,0), b) m(—4, —1), c)S2,1), d) M(6,4),
e) M(—1,1), S(0,0), ) M(1,3), m(—5.—5). g) m(0, —1),
h)M(%s%)’ l)m(§s§)7 S(Os 0)7 J)m(ov O)’
kym(3,1), 5(0,0), 1) m(v/3, =3), M(—+/3,=3), 5(0,0), S0, —6),

m) M(454)a n)m(svz)’ O)M(?’,g) p)m(170)7
Q) M(5.%). S0,0), 5(0.4), S4,0), 1) S(1, 1), s) M(2, =2),
vm(l, 1), wm(—%, -32), im(. 3%)-

. a) (37§a1), max: 2277 b) m(%sl’ 1)$umin:4s
c) lokdlni minima splilujici podminkux =y =z =1¢,t € R, > 0,

n2+n+2

d) M(xlz"l':xn:ﬁ)’umangﬁ : s 1
e) m(-xl:Zmax2:2m7"'a~xn:2m)’umin:(n+1)2m’

)y m(—1,-2,3), um, = —14, g) nemd lokdln{ extrém,

hy m(2-3V2,41-32) umin=2-V4, 1) 5(0,0,—1),m24, —144, —1), up, = —6913.

2 272
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Kapitola 6

Globalni extrémy funkci

Pruvodce studiem

Na rozdil od pfedchozi kapitoly, kde nas zajimalo lokalni chovani funkci dvou
(resp. vice) proménnych, tj. pouze v okoli néjakého bodu, budeme ted’ studovat
jejich chovani na celém definicnim oboru a hledat body s nejvétsimi a nejmensimi
funkénimi hodnotami. Hledani téchto bodu je obecné obtiZné. Proto se omezime
pouze na definici a vysetrovani ve specialnim pfipadé, kdy bude existence toho,
co hledame, zajistena. Uvedeme si obdobu Weierstrassovy véty pro funkci jedné
proménné, ktera nam existenci extrému zaruci. Pouze na jednom slovnim pfikladu
si ukaZzeme, jaké problémy Ize obecné ocekavat a jak se pristupuje k jejich Fesent.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e rozhodnout o existenci globalnich extrémi funkce dvou (resp. vice) promén-
nych,
e rozhodnout, zda ve staciondrnim bodé funkce dvou (resp. vice) proménnych
nastane globalni extrém,

e urcit typ globélniho extrému funkce dvou (resp. vice) proménnych.

Definice 6.1. Uvazujme funkci f(x, y) na mnoziné M C D(f) C R2. Rekneme, Ze
funkce f nabyva v bodé€ (xg, yo) € M globdlniho neboli absolutniho maxima na M,
jestlize pro kazdé (x, y) € M plati f(xo, yo) = f(x, y).

Analogicky definujeme globdlni neboli absolutni minimum. Spole¢ny ndzev je globdlni
neboli absolutni extrémy.

Poznamka 6.2.
1) Bod, ve kterém nabyva funkce své nejvétsi nebo nejmensi hodnoty, nemusi byt jediny.
Napf. o funkci f: z = (x% + y?) e 7 prikladu 5.10 jsme ukdzali, Ze

1
£0,0)=0< (X2 4+ yHe 7 < S =SGoyo). kdex+yf =1
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To znamend, Ze v bodé (0, 0) je globalni minimum a v bodech jednotkové kruZznice,
kterych je nekone¢né mnoho, jsou globédlni maxima. Hodnota globalnitho minima je 0
a hodnota globdlniho maxima je 1/e — viz obr. 5.7.

2) Globalni extrémy (jeden nebo oba) nemusi existovat. Podivejme se na nékolik piiklada.

e Funkce f:z = x + y, (x,y) € R?, nabyvi jak libovoln& velkych hodnot (kdyz
x a y budou velkd kladnd cisla) tak libovolné malych hodnot (kdyZ x a y budou
velkd zapornd &isla). Zadnd funkéni hodnota tedy nebude ani nejvétsi ani nejmensi.
Dtivodem neexistence globalnich extrémi je neohranienost mnoziny funk¢nich

hodnot.

e Funkce g: z = tgx, (x,y) € (—m/2, /2) x (—1, 1) (Ze explicitné nezdvisi na y,
nevadi) je rovnéZz neohraniend shora i zdola, protoZe funkce tangens je na intervalu
(—m/2, m/2) shora i zdola neohranicend. Na rozdil od predchoziho ptikladu je jeji
defini¢ni obor ohraniceny.

e Funkce h: z = e‘xz_yz, (x,y) € R2, nabyva v bodé¢ (0, 0) globdlniho maxima. Je
totiz (0, 0) = e¥ = 1. ProtoZe pro (x, y) # (0, 0) je —x*> — y? < 0 a exponenciéla
¥=y* ~ 0 — 1. Tato funkce ale nemd globalni minimum. Pro

2 — y2 velmi malé. Protoze lim e = 0,
u—>—00

nabyva funkce 4 libovolné malych kladnych hodnot, ale nuly nikdy nedosédhne,
protoZe exponenciéla je vZdy kladnd — viz obr. 6.1 a). Defini¢ni obor je neohraniceny.

e Pokud bychom zmeénili definici funkce # v bodé (0, 0) a polozili 2(0,0) = 1/2,
neexistovalo by ani globdlni maximum. V okoli po¢atku by se totiZ funkéni hodnoty
pribliZzovaly jedné, ale této hodnoty zménéna funkce 4 nenabyva (pocatek byl jedinym
takovym bodem). VSimnéte si, Ze po predefinovani by prestala byt 4 spojitd v pocatku.

e” je rostouct, je e~
(v absolutni hodnoté) velkd x a y je —x

e Funkce k: z = x 4+ y, (x,y) € (0,1) x (0, 1), nemd Zadny globdlni extrém. Plati
0<x<1,0<y<l,takze 0 < x + y < 2. Obor hodnot je tudiZ otevieny interval
(0, 2), ktery neobsahuje ani nejmensi ani nejveétsi Cislo — viz obr. 6.1 b). Definiéni
obor je tentokrit ohraniceny.

: \
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0,2 1/111"",0202“\\“\“ | \
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' - 0 L\\\/ l
0 y
3 3 X 1 0
a)h32=e_"2_«vz bkiz=x+y

Obr. 6.1: Grafy funkci
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3) Pfi vysetfovani globélnich extrému Casto neuvaZujeme funkce na maximdlnich defi-
ni¢nich oborech, které predpisy funkci pfipoustéji. Viz definice 6.1, kde M C D(f),
ale mize byt M # D(f). Na to nesmime zapominat, abychom omylem nezahrnuli
i funk¢éni hodnoty v bodech leZicich sice v D(f), ale nelezicich v M — viz funkce k
z predchoziho piikladu, jejiz maximalni definiéni obor by byl R?.

Vidéli jsme, Ze divody neexistence globdlnich extrému jsou v podstaté dva: Bud je
mnoZzina funk¢nich hodnot neohranicend, nebo se hodnoty neomezené pfiblizuji né¢jakému
¢islu, ale nikdy je nedosdhnou. Predpoklady nésledujici véty, kterd je obdobou tvrzeni pro
funkce jedné proménné, zajistuji, Ze se nic takového nemize stat. Pfedchozi piiklady
ukazuji, Ze Zadny z pfedpokladl nelze vynechat.

Véta 6.3 (Weierstrass'). Necht funkce f(x,y) je spojitd na ohranicené a uzaviené
mnoZiné M C D(f). Pak existuji globdlni extrémy této funkce na M, tj. existuji body
(x1, y1) € M a (x2, y2) € M takové, Ze f(x1, y1) < f(x,y) S f(x2, y2) pro libovolné
(x,y) € M.

Pfi vySetfovani globdlnich extrémi funkce f(x, y), (x,y) € M C D(f), vyjdeme
ztoho, Ze tyto extrémy existuji. To vétSinou zaru¢ime pomoci predchozi véty. Pak je mozné
postupovat podle nasledujiciho navodu. Zdliraznéme jesté jednou, Ze predpokladame, Ze
to, co hledame, existuje! Pokud tomu tak neni, miZeme dostat naprosty nesmysl (najdeme
néco, co neexistuje).

Jestlize extrém nastane v bod€ (xg, yo) € M C D(f), pak je tento bod bud’ vnitinim
nebo hrani¢énim bodem M.

1) Je-lito vnitini bod, pak je funkce f definovana v jistém okoli tohoto bodu, a tudiz zde méa
rovnéz lokalni extrém. Podle véty 5.3 resp. disledku 5.5 najdeme body, v nichZ néktera
parcidlni derivace neexistuje, nebo je nulovd. V nich vypocteme funkéni hodnoty.
Nebudeme zjiStovat, zda jde skutecné o lokdlni extrémy. Tim sice moZnd zbyte¢né
zahrneme nékteré ,,pfebytecné body, ale rozhodovani, zda jde o extrém nebo ne, je

obvykle mnohem pracnéjsi nez (zbytecny) vypocet funkéni hodnoty. Body ,,nepravem*
zahrnuté se stejné neuplatni.

2) Je-li to hrani¢ni bod, musime vysSetfit hodnoty f na hranici mnoziny M C D(f).
Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze hranice je tvotfena ,rozumnymi‘ kfivkami.
Ptesnéji, hranici 1ze rozdélit na Casti, které predstavuji grafy funkce jedné proménné
tvaruy = g(x), x € (a, b) nebox = g(y), y € (a, b), popt. obecnéji jsou popsané tzv.
parametrickymi rovnicemi tvaru x = g(t), y = h(t), t € (a, b) (specidlnim piipadem
jsou parametrické rovnice piimky).

Rovnice hranice dosadime do funkce f(x, y). Podle typt dostaneme f[x, g(x)] nebo
flg(y), ], popt. flg(t), h(t)], ¢imZ tlohu pfevedeme na vySetfovani globélnich ex-
trémi funkce jedné proménné na intervalu (a, b) — viz [1 1, str. 287]. I zde platilo, Ze

'Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) (&ti vajerstras) — vyznamny némecky matematik.
Zabyval se matematickou analyzou, analytickymi funkcemi, varianim poctem, diferencidlni geometrii
a linearni algebrou. Jeden z nejvyznamnéj$ich matematikti vSech dob.



134

Globdlni extrémy funkci

extrém miiZze byt pouze ve vnitinim bod¢ intervalu, kde je soucasné lokalni extrém,
nebo v krajnim bod¢ intervalu.

Najdeme vSechny ,,podezielé*” body (op€t nerozhodujeme, zda jde skutecné o lokalni
extrémy) pro vSechny ¢ésti hranice a vypoc¢teme v nich funkéni hodnoty funkce f.

3) Ze vSech takto ziskanych funkénich hodnot vybereme nejvétsi a nejmensi. Ty predsta-
vuji globalni maximum a minimum vySetfované funkce.

Pokud neni zarucena existence globalnich extrémi, pfedchozi postup v podstaté dava
nejveétsi lokdlni maxima resp. nejmensi lokdlni minima. To vSak rozhodné€ nemusi byt
globdlni extrémy (funkce muiZe byt napf. neohranicend). Nicméné i v tomto piipadé
milZeme fici, Ze jinde neZ ve vytipovanych bodech globalni extrémy byt nemohou. Musime
vSak nakonec dokdzat, zda o globdlni extrémy jde nebo ne. To miZe byt jednodussi, kdyz
uz vime, kolik by extremdlni hodnota mohla jediné byt a ve kterém bod¢ by nastala.
Neexistuje ovSem zadny univerzalni ndvod, jak postupovat, a obecné jde o velmi obtiznou

ualohu.

Priklad 6.4. Najdéte globélni extrémy funkce f:z = x> + 4xy — 8x — 8y + 20 na
mnoZind M = {(x,y) e R?:1<x <3, 05 y < 3).

Reseni. UvaZovanym oborem je obdélnik. ProtoZe je to uzaviend a ohrani¢end mnoZina
afunkce £ je spojita (dokonce na R? — jde o mnoho¢len), globdln{ extrémy podle véty 6.3
existuji. Podle pfedchoziho ndvodu si v§imneme nejprve lokdlnich extrémi uvniti tohoto
obdélniku. ProtoZe f ma parcidlni derivace (vSech fadl), lokdlni extrémy mohou podle
disledku 5.5 nastat pouze ve staciondrnich bodech.

fx =2x+4y =8, N 2x +4y =8,
ProtoZe staciondrni bod A = (2, 1) leZi uvniti M, je to prvni ,,podeziely* bod.

Hranice M je tvofena ¢tyfmi useCkami rovnobéznymi se souradnymi osami. Oznac¢ime
je postupné hy, ho, h3 a ha — viz obr. 6.2 a). Plati:

hi:y=0,xe(l,3) = f(x,y) =f(x0 =x>—8x+20=g(x),
hy:x =3, y€(0,3) = [,y =fGy)=4y+5=g0),
hy:y=3, x € (1,3) = f(x,y)=f(x,3)=x2+4x—4=g3(x),
ha:x =1,y €(0,3) = S, y) = G y) =4y + 13 =gi(y).

Nyni vySetifime globélni extrémy vzniklych ¢tyf funkci jedné proménné. VSechny jsou
definované na ohrani¢enych uzavienych intervalech a maji derivaci. Zajimaji nés tedy
staciondrni body uvnitf jednotlivych intervall a krajni body.
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gll(x):2x—8=0 = x=4¢(1,3),

krajni body B = (1,0), C = (3, 0),
g(y) =4 = nem4 staciondrni bod,

krajni body C = (3,0), D = (3, 3),
gi(x) =2x+4=0 = x=-2¢(l,3),

krajnf body E = (1,3), D = (3, 3),
ey =—4 = nemd staciondrni bod,

krajni body B = (1,0), E = (1, 3).
Nasli jsme tudiZ pét bodli. Vypocteme funkéni hodnoty a vybereme nejveétsi a nejmensi:
f(A) =8, f(B) =13, F(C) =5, f(D) =11, f(E) =1

Globdlni maximum fphax = 17 je v bodé€ (3, 3), globdlni minimum fr;, = 1 je v bodé
(1, 3). Graf vySetrované funkce je zndzornén na obr. 6.2 b). A

A\
B
-2

a)

Obr.6.2: f:z=x?>+4xy—8x—8y+20, 1 <x<3, 0<y<3

Piiklad 6.5. Najdéte globalni extrémy funkce f: z = 2x3 4 4x2 4+ y? — 2xy na mnoZin&
M={(x,y)eR*:x2 -2y <4},

Reseni. UvaZovanym oborem je tise¢ paraboly. ProtoZe je to uzaviend a ohraniend
mnoZina a funkce f je spojitd (dokonce na R> — jde o mnoho¢len), globélni extrémy
podle véty 6.3 existuji. Opét si nejprve vSimneme lokalnich extrému uvniti M. Protoze f
ma parcidlni derivace (vSech fadu), lokdlni extrémy mohou podle dusledku 5.5 nastat
pouze ve stacionarnich bodech.

fo = 6x% +8x — 2y, N 6x2 4+ 8x —2y =0, N xX=y,
fy:2y—2x, 2y —2x =0, 6x2—|-6x:O.
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Rovnice x2 + x = x(x + 1) = 0 ma feSeni x = 0 a x = —1. Mdme tud{? dva stacionarni
body (0, 0) a (—1, —1). Stacionarni bod A = (0, 0) lezZ{ uvnitf M. Bod (—1, —1) leZi na
hranici (vyhovuje rovnici x> — 2 = y), takZe jej zatim nebudeme uvazovat. Dostaneme se
k nému pozdéji pfi vySetfovani hranice.
Hranice M je tvorena obloukem paraboly 4 a iseCkou sy — viz obr. 6.3 a). Plati:
hi:y=x>-=2,x¢€ (—/6,4/6) =
fy) =f,x?=2) =23 +4x>+ (-2 —2x(x* —2) =
=xt+4x+4=g0),
hy:y=4, x € (—V/6,/6) =
F,y) = fx,4) =2x3 +4x> 442 —2x -4 =2x7 + 4x% — 8x + 16 = g (x).
Nyni vySetifime globélni extrémy téchto dvou funkci jedné proménné. Obé jsou definované
na ohrani¢enych uzavienych intervalech a maji derivaci. Zajimaji nds tedy staciondrni
body uvnitf jednotlivych intervali a krajni body.
gx) =4x> +4=0 = x=-1 = x=—1¢€(=6,6),
stacionarni bod B = (—1, —1),

krajni body C = (—v6,4), D = (+/6,4),

84 JEATI —2
HX) =6x>+8x—8=0 = x1,2:W:{2/3€(—\/6,\/6),

staciondrni body £ = (—2,4), F = (2/3,4),
krajni body C = (—+/6,4), D = (v/6, 4).
Nasli jsme tudiz Sest bodt. Vypocteme funkéni hodnoty a vybereme nejveétsi a nejme-
nsi:
f(4) =0, fBY=1.  f(C)=40-4v6=30.2,
f(D) =40+ 46 = 49,8, f(E) =32, f(F)=352/27 = 13,03.

Globéalni maximum fia.x = 40 + 4./6 je v bodé (\/6, 4), globalni minimum fi, = 0 je
v bodé (0, 0). Graf vySetfované funkce je zndzornén na obr. 6.3 b). A

V z4vérecném piikladu budeme potfebovat ndsledujici lemma, které hraje v tlohach
na globalni extrémy ¢asto vyznamnou roli. Jeho vyznam je ale mnohem S$ir$i.

Lemma 6.6. Nechtn € Naxy, ..., x, € R (1. jsou to kladnd &isla). Pak plati:
n xXp+x2+---+x
— = S /XX, S - (6.1)
Pritom rovnosti nastanou prdavé jen v pripadé, Ze vSechna cisla x;, i = 1,...,n, jsou

stejnd, tj. x| = X2 = -+ = X,.
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a)

Obr. 6.3: f:z=2x>+4x> +y?> —2xy, x> —2<y <4
Dikaz pravé nerovnosti viz napt. [19, str. 29]. Pouzijeme-li pak tuto nerovnost na ¢isla
1/x;, dostaneme levou nerovnost. Vyraz na levé strané (6.1) se nazyva harmonicky priumér
¢isel xq, ..., x,, vyraz uprostied geometricky priumér Cisel xy, ..., x, a vyraz na pravé
strané aritmeticky prumér Cisel xq, . . ., x,. Proto se pfedchozi nerovnost nazyva nerovnost
mezi aritmetickym, geometrickym a harmonickym primérem.

Priklad 6.7. Mezi vSemi kvadry o daném povrchu najdéte ten, ktery ma nejveétsi objem.

ReSeni. Oznacme x, v, z rozméry kvadru, x, y, z > 0, 2§ povrch kvadru, kde S > O je

z Y7

dané ¢islo, a V jeho objem. Pak plati

S—x
2y +xz4+y2) =28 = zx4+y)=S—xy = Z:x-i—yy' (6.2)

Predchozi vztah ddva (pfi daném povrchu 2S) vazbu mezi rozméry x, y a z. Protoze
x,y,z>0as > 0, musi byt xy < §. Zvolime-li tudiZ libovolnd x, y > O tak, aby

xy < S, vzdy existuje kvadr o rozmérech x, y az = Sx jrxyy . Pro objem pak plati

_xy(S—xy)  Sxy —x%y?
X+Yy N X+Yy

= f(x,y), pficemZzx,y >0, xy <S.

Diky vazebné podmince (6.2) se mizeme zbavit jedné pro-
ménné, a na vyraz pro objem se lze proto divat jako na funkci
jen dvou proménnych f(x,y), uvazovanou na mnozZiné
M={(x,y)eR?>:x>0,y>0,xy < S} — viz obr. 6.4.
Mnozina M neni ani uzaviend (naopak je oteviend) ani ohra-
nicend, takze nelze pouzit vétu 6.3. Nemame tudiZ zaruceno,
Ze globdlni maximum, které hledame, existuje. Pokud ano,
musi to byt bod lokdlniho maxima, protoZe zZadny hrani¢ni v
bod do M nepatii — viz komentar na str. 134 pred pfikladem

6.4.

Obr. 6.4
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Funkce f ma na M spojité parcidlni derivace (vSech fadul), takze lokalni extrém miize
nastat podle disledku 5.5 pouze ve staciondrnim bodé.

(Sy = 2xyH)(x +y) — (Sxy —x?y?) - 1 y*(S —x* — 2xy)
(x + y)? ()2

x2(S — y? — 2xy)
(x + )2

Aby f, =0, fy = 0, musi byt nulové Citatele predchozich zlomki. Ty maji tvar soucind.
Protoze x > 0, y > 0, je jedinou moZnosti, Ze

Jfx =

’

fy:

(ze symetrie).

S—x2—2xy:O,

’ = po odecteni x? = y2 = x=1y, protozex,y > 0.
S—y"=2xy=0,

pile S—x?—2xy=0 S
TS §S-3%=0 = x:\/i:y.
x =y, 3
Ze (6.2) vyjde
_S- \ff ; S\ _.[s
\/g a tudiz V=xyz=( 5) =\/77-

Jde tedy o krychli s objemem +/S53/27. Pomoci druhych derivaci bychom mohli zjistit,
jestli jde o lokdlni maximum. To by bylo dost pracné a stejné bychom nevédéli, zda je
tento extrém globdalni.

Zatim tedy jenom vime, Ze pokud globdlni maximum existuje, musi to byt v bodé

<\/E , \/E , \/g > a pijde o krychli. K dikazu toho, Ze tomu tak opravdu je, pouzijeme
lemma 6.6. Pro n = 3 poloZime x| = xy, xo = xz a x3 = yz. Z pravé nerovnosti ve (6.1)
dostaneme s ohledem na (6.2) (x, y, z jsou rozméry kvadru)

xy+xz+yz S s\ ?

Va2 = oy P < TR 2 o < \ﬁ .63
3 3 3

Nalezeny staciondrni bod je tedy skutecné globdlnim maximem a (jedinym) feSenim nasi

ulohy je krychle. A

Na z4avér poznamenejme, Ze celou dlohu jsme mohli vyfesit jen s pomoci lemmatu 6.6
a mnohem snédz. Nerovnost (6.3) totiZ plati pro libovolna tfi kladnd ¢&isla x, y, z takova,
Ze xy + xz+ yz = § >0. Zminéné lemma ale jesté upfesiuje, Ze k rovnosti dojde pravé
v piipadé, kdyz xy = xz = yz, z ¢ehoZ plyne x = y = z. Z vazebni podminky
xy + xz + yz = S tak dostaneme, 7e 3x> = S, tedy x = y = 7 = \/g, COZ je ndm jiz
znamy vysledek. Predchozi vypocet parcidlnich derivaci a hleddni staciondrnich bodu byly
tedy zcela zbytecné, vysledek $lo ziskat mnohem jednodussim zptsobem. To ukazuje, jak
mocnym ndstrojem je nerovnost mezi algebraickym a geometrickym primérem.
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Pro zajemce: /@

Podivejme se jeSté pro zajimavost na to, zda funkce f(x,y) z pfedchoziho piikladu 6.7 méa
i globdlni minimum. Ziejmé f(x, y) > 0 pro (x, y) € M. Pro body (x, 1) € M plati
Sx—x* 0

li , D=1 =-=0,
xir%;h f(x ) xirg* x+1 1

coZ znamend, Ze f nabyva neomezené malych kladnych hodnot. ProtoZe ale nuly nikdy nedosahne,
globalni minimum neexistuje. Zkuste si predstavit, jak bude vypadat kvadr, jehoZ povrch bude
predepsand hodnota 2.5 a objem bude velice maly. (Volte napt. x = y mald a ze (6.2) urcete z.)

Situace se zméni, kdyZ rozsifime f i na hranici mnoZiny M, ktera je tvofena dvéma polopiim-
kami a jednou vétvi hyperboly — viz obr. 6.4. Na této hranici je f rovna nule (kromé pocétku,
kde neni definovand). Pokud tedy uvazujeme f na uzdvéru M (dodefinujeme napi. f(0, 0) = 0),
existuje i globalni minimum, jehoZ hodnota je nula a funkce ho nabyvd v kazdém hrani¢nim
bodé M.

Takto dodefinovand funkce je dokonce spojitd, coz nyni dokdZeme. Pro (x,y) # (0,0) je
to zfejmé. V bodé (0, 0) musime vypocitat limitu. K tomu pouzijeme lemma 1.27. Funkci f
vyjadiime v polarnich soufadnicich (v (1.3) volime xy = yp = 0). Po vykriceni vyjde

0 cos ¢ sin (S — p? cos ¢ sin @)

f(pcosg, psing) = .
COS@ + sing

PoloZme v lemmatu 1.27

cos @ sin (S — p?cos @ sin @)
g(p) =p, h(p,¢) = : a L=0.
CoS@ + sing

Pfitom p € (0, po), kde pg < /28 (pak S —xy = S—p?cosgsing > 0),addlep € I = (0, m/2)
(zajimaji nds jen body v prvnim kvadrantu). Je lin}) g(p)=0.
p—>

Ukézeme, Ze h(p, ¢) je ohraniend. Pro ¢ € I je cosg = 0, sing = 0. ProtoZe sinus a kosinus
nejsou nikdy soucasné rovny nule, je cos ¢ + sing > 0. Tedy

sin ¢

A

0<sing Scosp+sing = 0=

- r 1,
cos¢ +sing

0<cosp <1,

0<S—p’cosgsing < 8.
Vyndsobenim téchto nerovnosti dostaneme, 7ze 0 < h(p, ¢) < S. Podle lemmatu 1.27 je

lim ,y)=L=0= £(0,0),
R LONSACIRY f0,0)

takZe f je v tomto bod& spojitd. V&tu 6.3 presto nemiizeme ani ted pouZit, protoZze M je neohra-
nicend. Graf funkce pro S = 3 je zndzornén na obr. 6.5.

S predchozim piikladem souvisi tzv. iillohy na vdzané extrémy. Jde o ulohy najit
lokélni resp. globalni extrémy funkce dvou nebo vice proménnych, kterd je definovana na
mnoZiné, jejiz body vyhovuji néjaké rovnici popft. soustave rovnic nebo obecnéji soustavé
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Obr. 6.5: f1 2= 0 <x <400, 0Sy <

=W

rovnic a neostrych nerovnic (tzv. vazebné podminky). Napft. pfedchozi ptiklad lze chdpat
jako ulohu najit globdlni maximum funkce ti{ proménnych g(x, y, z) = xyz na mnoZiné
bodi (x, y, z) vyhovujicich rovnici xy + xz 4+ yz = S.

VySetirovéni takovych dloh souvisi s tzv. Lagrangeovou funkci. Touto problematikou
a formulaci nutnych a postacujicich podminek existence lokdlnich vdzanych extrémi se
budeme zabyvat v kapitole 8.

/@ Pro zajemce:

Vsechny pojmy zavadéné v této kapitole se snadno prenesou na funkce vice proménnych. V plat-
nosti zdstava i Weierstrassova véta. VySetfovani na hranicich mnoZin je ale pro vétsi pocet pro-
ménnych Casto obtiZné.

Ma-li funkce f v bodé€ xy globdlni extrém, musi zde byt pochopitelné i lokdlni extrém. Tedy
nutné podminky pro existenci lokalnich extrému jsou soucasné nutnymi podminkami pro existenci
bodi globdlnich extrémil. Pokud mame existenci globalnich extrému néjak zajisténou, staci nalézt
vSechny body lokélnich extréma a z nich vybrat ty, v nichZ je nejvétsi a nejmensi funkéni hodnota.
Pokud vsak existence zaruena neni, muze byt tento postup naprosto chybny.

> Pojmy k zapamatovani

— globalni (absolutni) extrémy funkce dvou proménnych
— globalni (absolutni) minimum funkce dvou proménnych
— globdlni (absolutni) maximum funkce dvou proménnych
— Weierstrassova véta

— nerovnosti mezi aritmetickym, geometrickym a harmonickym primérem
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Kontrolni otazky 9

1. Vysvétlete postup vypoctu globdlnich (absolutnich) extrémi funkce dvou a vice
proménnych.

2. Definujte globalni extrémy funkce dvou proménnych.

3. Udejte priklad takové funkce f definované na mnoziné M, kterd nema globalni
extrém.

4. Udejte postacujici podminky, aby funkce f méla na mnozZiné M globalni extrém.

5. Muze mit funkce vice proménnych na dané mnozin¢ vice bodli v nichz nabyva
svého globalniho maxima (minima)?

6. Ve kterych bodech mnoZiny M C D( f) mohou nastat globalni extrémy funkce f?

Priklady k procviceni '

1. Najdéte globdlni extrémy funkce z = f(x, y), (x,y) € M:

a) 7z =x>—=2y’4+4xy—6x—1, M={x2=>0,y=>0, y<3—x},

b) z=xy’4—x—y), M={x20,y20, x+y =<6},

¢) z =x>+7y>—3xy, M jeobdélnik s vrcholy A = (0, —1), B = (2, —1),
C=2,2), D=1(0,2),

d) z =x*—y2 Mijekruhx?+ y> < 4,

e) z =e ¥ (3x+2y%), M jekruhx?+ y* < 4,

f) z=x4+y —9%y+27, M={0<x 4,0y <4,

g) z =x>+2xy—4x + 8y, M je obdélnik ohrani¢eny pfimkami x = 0,
x=1,y=0, y=2,

h) z =3xy, Mjekruhx?>+ y? <2,

i) z =3x>—y% Mjekruhx? 4 y> < 4,

j) 7z =xy/1—x2—y2 Mjekruhx?>+y> <1,

k) z =xyy/1—x2—y2, Mijekruhx?+y* <1,

Dz =x*+y*+ 3 +y+16)? M jekruhx? + y? < 16,

m) z =x>+xy—4x — 8y, M je obdélnik s vrcholy A = (0,0), B = (3,0),

C=@G,2), D=(0,2),
n) z =x>4y>+16x — 12y, M je kruh x> 4+ y? < 25,
0) z =sinx+siny —sin(x+y), M={x=20,y=20, x+y = 2m}.

2. Reste slovni dlohy na globdlni extrémy:
a) Soucet tif kladnych &isel je 21. Urcete jednotlivé s¢itance tak, aby jejich soucin byl maxi-
malni.
b) Kladné ¢islo a rozlozte na soucin Ctyf kladnych ¢isel tak, aby jejich soucet byl minimalni.
¢) Urcete rozméry bazénu majiciho tvar kvadru tak, aby pfi daném objemu V > 0 byl soucet
obsahti jeho dna a stén minimalni.
d) Uréete rozméry rovnobéZnosténu o daném objemu V > 0 tak, aby jeho povrch byl minimdlni.

e) Z pasu plechu o Sifce 24cm se ma vyformovat zlab, jehoZ prifezem je rovnoramenny
lichobéznik, nahofe otevieny, tak, aby pritocnost byla maximalni. Urcete délku a bocnich
stén a jejich thel « se zdkladnou.
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N x 2 s A1t - 4. . . . 2 )2 2
f) Urcete rozméry kvadru o maximdlnim objemu, ktery je vepsdn do elipsoidu 23 457 +5 =1,

a, b, c > 0, ama hrany rovnobézné se soufadnymi osami.
g) Bodem K = (3, 6, 12) € R? vedte rovinu, kterd spole¢n& se soufadnymi rovinami x = 0,
y = 0 a z = 0 urCuje Ctyfstén o nejmensim objemu.
h) Urcete strany trojihelnika o obvodu 120 m tak, aby mél co nejvétsi obsah.
Ndvod: Pouzijte Herontiv! vzorec P = /s(s — a)(s — b)(s — c¢), kde s =

a+b+c
5

1) Mezi v§emi trojihelniky vepsanymi do kruhu o poloméru » > 0 najdéte ten, jehoZ obsah je
nejvetsi.
Ndvod: Za nezndmé volte stfedové thly odpovidajici strandm trojihelnika.

. Ur&ete stacionarni body funkce z = f(x, y), (x, y) € R? (resp. u = f(x, v, 2), (x, y,2) € R,

a ovéite, zda jsou v nich lokdlni popt. globdlni extrémy.

a) z=xe* —(14+¢e*)cosy,

b) 2= (x +y)e ",
u=x+y+ze
Du=x>+y>+22—xy+x-—2g
e) z =3xy — x%y — xy>.

KIli¢ k prikladim k procviceni

1.

@) fmin = —19v (0,3), famax=—1v(0,0),

b)  fuin=—64Vv(2,4), fux=4v(1,2),

¢) Sfmn=—1v(O,=Da(,1), fax =13 v (2, 1),

d)  fmin = —4V (0, £2), finax =4V (£2,0),

e)  fmin =0V (0,0), fmax =2/eV (0, £1),

£)  fain=0v(3,3), faoax =91V (4,0)a(0,4),

2 fumin =3V (1,0), foax=17v(1,2),

h)  foin=-3v(L,-Da(=L1D), fax=3v(d,Da(-1L —1),
D) fmin = =4V (0, £2), fnax = 12V (£2,0),

D faoin=—1/2V (=1/4/2,0), fiax = 1/2v (1/5/2,0),

K)  fuin= —1/3 v (=1/4/3,1/4/3) a (1/4/3, —=1//3),

foax = 1/3v (1/+/3,1/+/3) a (—1/4/3, —1//3),

) fnin = 160 — 6482 v (=2+/2, =2+/2), finax = 160 + 6442 v (24/2, 24/2),
m)  foin = —17v (1,2), fimax =0v (0,0),

N fmin = =75V (—=4,3), fmax = 125V (4, =3),

0)  fmin = 0 nacelé hranici, fna = 3+v/3/2 Vv (21/3,271/3).

2. S=xyz,x+y+z=2L,x =y =2="7, Smax = 343,

"Heron Alexandrijsky (asi 1. stol. n.1.) — starofecky mechanik a inZenyr, odvodil mj. obsahy resp.

objemy nékterych geometrickych ttvarti v roving a v prostoru.
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b) S = x1 4+ x0 + X3+ X4, X1 X2X3X4 = A, X] = Xp = X3 = X4 = W, Stin = 4\4/5 (pouZzijte
lemma 6.6),

©) S =xy+2xz+2yz,xyz =V, x =y =2V, z = 12V, S = 3V4V2,
d) S=2(xy+xz+yz2),V=xyz,x =y =2=13V, Smin = 68/ V2,

e) P =asina(24 —2a +acosa),a = 8cm, o = 70/3, Prax = 48+/3,
2 2 2 a c abc : s 13
DV=8xyz, h+h+5=lLx=%y= %;z = 5 Vinx = 5% (nejrychleji vede k cili
. . 2 2 ) 2
pouziti lemmatu 6.6 na funkci MJQ/TCZ =1 2—2 “5),
g) V= épqr, %—I— 2 + 172 = 1 (zusekové rovnice roviny), p = 9,q = 18, r = 36, Viuin = 972.
Ovéfit, Ze jde o globalni minimum, 1ze pomoci lemmatu 6.6 (nerovnost mezi harmonickym
a geometrickym prumérem). Celou dlohu Ize fesit jen pomoci tohoto lemmatu (bez pouziti

derivaci), coZ je nerychlejsi.

h) S = +/60(60 — a)(60 — b)(60 —c),a+b+c =120,a = b = ¢ = 40, Spax = 400+/3,

i) S= %rz(sinx+siny+sinz),x+y+z =2, x=y=2z= 27", Smax = 3r24‘/§.Pﬁ odvozeni

vzorce pro obsah zvazte dvé moznosti — viz ndsledujici obrazky.

B y:—4/4—x2

3. Oznaceni: Im (IM) ... lokdlni minimum (maximum), gm (gM) ... globdlni minimum (maxi-
mum), sb . .. stacionarni bod, v némz neni extrém.
a) Imv (0, 2kw), k € Z,sbv (0, Rk + )7), k € Z,
b) eMv (3, 3). emv (-3, —3),
¢) nekone¢né mnoho gM v bodech, které spliuji vztah x +y +z =1,

d) gmv (—% , —%, 1),
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e) IMv (1, 1), sb v (0, 0), (0, 3), (3, 0).
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Kapitola 7

Implicitni funkce

Pruvodce studiem

Funkce, se kterymi jsme se dosud setkali, {j. zejména funkce jedné proménné
a funkce dvou proménnych, vyjadfuji zavislost jednoho Cisla na jednom cisle
resp. jednoho Cisla na dvou cCislech. Viyjadreni této zavislosti ve tvaru y = f(x)
resp. z = f(x, y) nazyvame explicitni a fikame, Ze funkce f je zadana explicitné
Cili pfimo.

Nékdy ale zname napfF. pouze rovnici F (x, y) = 0 o dvou neznamych vyjadiu-
jici vazbu mezi Cisly x a y a chtéli bychom vyjadfit y v zavislosti na x, tj. vypocitat
z této rovnice y pomoci x, tedy vyjadrit je ve tvaru y = f(x). Pak fikame, Ze
funkce f je rovnici F(x, y) = 0 zadana implicitné Cili nepfimo.

Obdobné muzeme chtit z rovnice o tfech neznamych F(x, y, z) = 0 vypocitat
veli¢inu z v zavislosti na x a y ve tvaru z = f(x,y). Obecné pak z nekolika
takovych rovnic o vice neznamych muazeme vyjadfovat nékteré z nich pomoci
zbyvajicich. Touto problematikou se zabyvaji tzv. véty o implicitnim zobrazeni.
Pfi tomto pfistupu jde vlastné o teorii Feseni systému (nelinearnich) rovnic o vice
zname z linearni algebry.

My se omezime s podrobnéjsim vykladem pouze na jednu rovnici a pripad
funkci s poCtem proménnych jedna a dva. Uvedeme pfesnou definici toho, co
bude znamenat, Ze funkce je zadana implicitné, a zformulujeme existencni vétu.
Dale si vsimneme otazky spojitosti a existence derivaci funkce zadané implicitné.
V casti Pro zajemce naznacime mozZna zobecnéni.

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete schopni:
e definovat funkci jedné proménné danou implicitné rovnici F(x, y) = 0,
e definovat funkci dvou proménnych danou implicitné rovnici F(x, y, z) = 0,

e vysvétlit rozdil mezi funkci zadanou explicitné a implicitné,
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e rozhodnout, zda dané rovnice zaddva v okoli daného bodu implicitné funkci
jedné resp. dvou proménnych,

spocitat derivaci funkce jedné proménné dané implicitné,

spocitat parcidlni derivace funkce dvou proménnych dané implicitné,

napsat rovnici tecny a normdly v daném bodé k funkci dané implicitné,

urcit stacionarni body funkce dané implicitné,

nalézt lokélni extrémy funkce jedné proménné dané implicitnég,

nalézt lokdlni extrémy funkce dvou proménnych dané implicitné,

definovat a urc¢it TaylorGv mnohoclen funkce jedné proménné dané implicitné,

e definovat a urcit Tayloriv mnohoc¢len funkce dvou proménnych dané impli-
citné.

7.1 Funkce jedné proménné dané implicitné

Pokud je mozné z rovnice F(x,y) = 0 o dvou nezndmych jednoznacné vypocitat y
pomoci x ve tvaru y = f(x), znamend to, Ze mnoZina feSeni této rovnice (tj. dvojice
znazornéné jako body v roviné) tvoii graf funkce jedné proménné. Obecné ovSem zdaleka
neni pravda, Ze mnoZina feSeni takové rovnice tvoii graf funkce jedné proménné.

Tlustrujme si tuto situaci na dvou pifkladech. MnoZina fefeni rovnice x* 4 y> —4 = 0
tvoii kruznici se stiedem v pocatku a polomérem 2 — viz obr. 7.1 a). MnoZina feSeni
rovnice x> — y2 = 0 je tvofena dvojici pfimek — viz obr. 7.1 b). Ani v jednom piipadé
tyto mnoziny nepiedstavuji graf funkce jedné proménné (libovolnd rovnobézka s osou y
by totiZ musela protinat mnoZinu feSeni nejvyse jednou).

Z rovnice x? 4+ y? — 4 = 0 je moZné vypoéitat y = /4 — x2 nebo y = —v/4 — x2,
—2 < x £ 2, coz jsou rovnice horni resp. dolni pilkruZnice, a to uz jsou grafy funkce.
V tomto piipadé€ se ndm tedy podafilo rozdélit mnozinu vSech feSeni na dva grafy funkci,
jejichZ vzorecek jsme navic snadno urcili. Tento piiklad ale neni typicky. Obecné viibec
neni snadné osamostatnit z rovnice F(x, y) = 0 nezndmou Yy, predstavte si napt. ne prili§
sloZitou rovnici y + xe” — 1 = 0. Piiklad s kruZnici rovnéz ukazuje, Ze jedné rovnici
muZe odpovidat vice funkci danych touto rovnici implicitné.

Pfed ndmi tudiZ stoji ndsledujici problémy:
e Mnozina feSeni rovnice F(x, y) = 0 nemusi byt grafem funkce jedné proménné (vétsi-
nou vibec nevime, jak vypada).

e Nezndmou y nedokdZeme z rovnice F'(x, y) = 0 vypocitat (vyjadfit pomoci elementar-
nich funkci proménné x), i kdyZ by mnoZina feSeni tvofila graf funkce jedné proménné.

Pravé v této situaci je nutné postupovat ,,nepiimo* a informace o funkci f (jejiz
existenci musime nejprve ovéfit) ziskavat, aniz zndme jeji vzorecek.
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y y
y0+8- ..............
yo- .........................................
Yo — & Fo X S F(x,y)=0
x
(0] XxXo— 08 xoy
)xr+y2—4=0 b)x2—y2=0

Obr. 7.1: Funkce dané implicitné

Poznamka 7.1.

1) K rovnici F(x, y) = 0 mlzeme dojit také tak, Ze vySetfujeme vrstevnici irovné nula
funkce z = F(x, y). Jeji rovnice je podle (1.1) pravé F(x, y) = 0. Je zfejmé, Ze viibec
nemusi jit o graf funkce jedné proménné. V ,rozumnych* pfipadech pijde o ,,splet’™
kiivek, které se mohou navzdjem slozit€¢ protinat a dotykat. Ale ani to nemusi byt
pravda. Napf. konstantni funkce z = 0 m4 za vrstevnici nulové Grovn& celou rovinu R?.
Podobné funkce, jejimz grafem je komoly kuzel majici ,,dno* ve vySce nula, ma za
vrstevnici nulové urovné kruh.

2) O rovnici, kterou uvaZujeme, predpokladdme, Ze ma nulovou pravou stranu. To neni
nijak na djmu obecnosti. Obecnou rovnici G(x, y) = H(x, y) lze totiZ vZdy upravit
a prevést vSechny jeji Cleny na levou stranu, tj. G(x,y) — H(x,y) = 0. Pak sta¢i
poloZzit F = G — H.

Nyni pfistoupime k definici funkce zadané implicitn€. Budeme predpokladat, Ze zndme
jedno feSeni (xo, yo) rovnice, tj. Ze plati F(xg, yo) = 0. I kdyZ obecné nemusi byt celd
mnoZina feSeni grafem funkce, budeme chtit, aby aspoii v jistém okoli bodu (xg, yp) tato
feSeni tvorila graf. Pfesné&ji, budeme pozadovat, aby existovalo obdélnikové okoli & (s tim
se ndm bude 1épe pracovat nez s kruhovym — viz poznamka 1.4 iii)) se stfedem v (xo, yo)
takové, Ze mnozina vSech feSeni rovnice F (x, y) = 0, kterd padnou do &, bude tvofit graf
funkce prochézejici bodem (xg, yo). Formalné vypada definice takto:

Definice 7.2. Necht F(xg, yo) = 0. Predpoklddejme, Ze existuje obdélnikové okoli
O = (xo—38,x0+38) X (yo—¢&,y0+¢),5>0,e > 0, s nasledujici vlastnosti:
K libovolnému x € (xo — 6, xo + §) existuje v intervalu (yp — &, yo + €) pravé
jedno y takové, Ze F(x, y) = 0. Oznacme tuto hodnotu y = f(x).
Pak o takto definované funkci f(x), x € (xo — 4§, xo+6), fikdme, Ze je zadand implicitné
rovnici F(x, y) = 0 v okoli bodu (xq, yo).
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Z ptedchozi definice pfimo vyplyva, Ze
Flx, f(x)] =0, x € (xo0 — 3, x0 + 9), a f (x0) = yo. (7.1)

Situace je zachycena na obr. 7.2. Na libovolné rovnobéZce s osou y prochédzejici obdél-
nikem & lezi v tomto obdélniku pravé jedno feSeni rovnice F(x,y) = 0 (mimo tento
obdélnik na ni pochopitelné mohou lezet dalsi feSeni). Souradnice bodu, ktery odpovida
tomuto fesSeni, jsou (x, f (x)).

T1 ()C) y
fx) + 40
T30
T (x)
120
10

50 —40 —30 —20 —10

Obr. 7.2: Funkce dana implicitné

Podivdme se nyni na rovnice, jejichz feSeni jsou zndzornéna na obr. 7.1, a zvdZime,
v okoli kterych bodu jsou splnény pozadavky definice 7.2.

Z obr. 7.1 a) je zfejmé, Ze rovnice x* + y> — 4 = 0 zad4v4 implicitn& v okoli bodu
(+v/2,+/2) funkci, a to y = +/4 — x2. Stejné tak je ziejmé, Ze v sebemensim okoli bodu
(—2, 0) nebudou feseni rovnice tvorit graf funkce proménné x (at’ zvolime jakkoli maly
obdélnik se stiedem v tomto bodé¢, rovnobézky s osou y prochdzejici vpravo od —2, ale
libovolné blizko tohoto ¢isla, budou mit s mnoZinou feSenti, tj. kruZnici, uvnitt zvoleného
obdélniku dva priseciky). Obdobnad situace je v bodé (2, 0). Ve vSech ostatnich bodech je
touto rovnici déna implicitné bud funkce y = /4 — x2 nebo y = —+/4 — x2. V§imnéte
si, ze kdybychom zaménili role x a y, vyfez kruZnice v okoli bodl (2, 0) a (—2, 0) by
predstavoval graf funkce proménné y (,,Spatné* by naopak byly body (0, 2) a (0, —2)).

Podobné z obr. 7.1 b) je ziejmé, Ze rovnice x> — y? = 0 zaddva implicitné v okol{
bodu (ﬁ, V2) funkei, a to y = x. Naopak v sebemensim okoli bodu (0, 0) nebudou
feSeni rovnice tvorit graf funkce proménné x (at’zvolime jakkoli maly obdélnik se sttedem
v tomto bodé, rovnob€zky s osou y blizké pocatku budou mit— kromé osy y — s mnoZinou
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fesenti, tj. dvojici piimek, uvniti zvoleného obdélniku dva priseciky). Ve vSech ostatnich
bodech je touto rovnici ddna implicitné bud’ funkce y = x nebo y = —x. VSimnéte si, Ze
zaména proménnych x a y by v bodé (0, 0) tentokrdt nepomohla.

Predchozi ivahy byly zaloZeny na tom, Ze jsme védéli, jak vypadd mnoZina feSeni dané
rovnice, a dokonce jsme uméli vypocitat proménnou y v zavislosti na x. V takovém piipadé
vystacime s dosavadnimi znalostmi o funkcich jedné proménné. Nds vSak zajimaji ptipady,
kdy tomu tak nebude. Proto uvedeme nyni vétu, kterd udava postacujici podminky, aby
rovnice o dvou nezndmych zaddvala implicitné jistou funkci. Véta nds zaroven informuje
o vlastnostech této funkce.

Véta 7.3. Necht funkce F (x, y) md spojité prvni parcidlni derivace v okoli bodu (xg, yo)
a plati:

1) F(xo, yo) =0, 2) G5 (x0, yo) #0.
Pak rovnice F(x,y) = 0 zaddvd v okoli bodu (xq, yo) implicitné funkci y = f(x). Tato
funkce je spojitd a md spojitou prvni derivaci, pro niZ plati

 Flx, f(x)]

: 7.2
Fylx, f(x)] (2

o) =

Diikaz. Nejprve dokdZzeme existenci funkce f. Z predpokladi véty vyplyva existence
uzavieného obdélniku &' (xq, yo) = (xo — 81, x0 + 61) X (yo — 82, Yo + &2) takového, Ze
na ném F, # 0. Pfedpoklddejme pro urcitost, Ze napt. F, > 0. To znamend, Ze funkce
@(y) = F(xo, y) je naintervalu (yg—38;, yo—+82) rostouct, protoze ¢’ (y) = Fy(xo,y) > 0.
Ponévadz ¢(yo) = F(x0, yo) = 0, plati, Ze ¢(yo — 82) < 0 a ¢(yp + 62) > 0. Vzhledem
ke spojitosti funkce F lze proto najit ¢islo dg, 0 < 89 < d1, tak, Zze F(x,yp — 82) < O
aF(x,yy+ 62) > 0prox € (xg — 8o, X0 + o). Pro libovolné pevné zvolené x z tohoto
intervalu je tudiz funkce ¥ (y) = F(x, y) rostouci na intervalu (yg — &2, yo + §2), protoze
opét ¥/ (y) = Fy(x,y) > 0,avy(yo—62) < 0, ¥(yo + 62) > 0. Podle Cauchyovy-
-Bolzanovy véty proto existuje ¢islo y € (yo — 82, yo + 82), pro néZ ¥ (y) = 0. Vzhledem
k ryzi monotonii funkce i je toto ¢islo jediné. PoloZme f(x) = y, x € (xo — 8o, X0 +
+ 80). Pak F[x, f(x)] = 0, tj. f(x) je jediné feSeni rovnice F(x, y) = 0 na intervalu
(Yo — 82, Yo + 82). Zejména f(x9) = Yo.

Déle dokdzeme spojitost funkce f v bod€ xg. Zvolme libovolné ¢islo €, 0 < ¢ < 6;.
Postup z pfedchoziho odstavce 1ze nyni zopakovat s vychozim obdélnikem (xo — 81, xo +
+681) X (yo — &, y0 + ¢€) anajit §, 0 < § < &, takové, Ze pro x € (xo — 8, xo + ) je
f(x) € (yo—¢&, yo+¢). TovSak znamend, Ze lim f(x) = yo, a tedy funkce f je spojitd
v bodé xg. o

Nyni dokdZzeme spojitost v libovolném bod€ x € (xo — 8¢, xo + 80). Ozna¢me y =
= f(x). Protoze F(x,y) = 0 a Fy(x,y) # 0, jsou splnény pfedpoklady dokazované
véty, zaménime-li bod (xg, yp) bodem (x, y). Z jiz dokdzanych ¢asti v§ak plyne existence
implicitné dané funkce g, definované v okoli bodu x, kterd je v tomto bodé spojitd. Ale
vzhledem k jednoznacnosti musi platit f(x) = g(x). To znamenad, Ze funkce f je spojita
VX.
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(Vsimnéte si, ze v dosavadnich ¢astech dikazu jsme vibec nepotiebovali existenci
parcidlni derivace F,. Podobné existence F) a jeji nenulovost byly potfeba pouze k diikazu
monoténnosti F(x, y) vzhledem k y. Cst véty o implicitni funkci tykajici se existence
a spojitosti by tedy bylo moZné zobecnit a predpokladat jen spojitost funkce F a mono-
tonnost vzhledem k y.)

Konecné dokdZzeme, Ze f ma derivaci. Necht x1, x € (xo — 89, xo + 80), X1 # x. Pak
plati Flxq, f(x1)] = 0 a Flx, f(x)] = 0. Oznacme f(x1) = y;. ProtoZe funkce F je
diferencovatelnd v bodé (x1, y1) (mé spojité spojité parcidlni derivace — véta 3.7), plati

0= Flx, f(X)] = Flx1, f(xD] =
= dFu,,yplx —x1, f(x) = fFOxD] + olx —x1, f(x) = f(xD],

kde limw (h, k)/~/h? + k? = 0 pro (h, k) — (0, 0). Dosazenim za diferencidl a tpravou
dostaneme z predchozi rovnosti

0= Fe(x1,y) - (x —x1) + Fy(x, y) - (f(x) = f(x1) +

wlx —x1, f(x) = f(x1)] ( X —x G — xp) 4+
V& —xD2+ (Fx) — FED)2\V(x —x1)2 + (f(x) — f(x1))?
f(x) = f(x1) B )
Tt o —Tagpe @ W)
Oznaéme
) = wlx —x1, f(x) — f(x1)]
V& = x0)2+ (f(x) — fan))?’
7(x) = i ,
Vi =xD)2+ (f(x) — f(x1))?
() = fx)— f(x1)

V& —xD2+ (f ) = fFe?
S vyuZitim tohoto oznaceni mé ptedchozi rovnost podobu
0= Fe(xt, y1) - (x —x1) + Fy(xr, y0) - (f(x) — f(x) +
+ 1) T () (x = x1) + T(X)T2(0) (f (%) = f(x1)).

Po tpravé mame

0= [Fe(xi, y1) + 7T (0] (x — x1) + [Fy(x1, y) + 1)1 0)] (f(x) = fxD).

ProtoZze je funkce f spojitd v bodé€ x1,je lim ( f(x)—f(x; )) = 0. Vzhledem k vlastnosti
X—>X1

funkce w to znamen4, Ze lim 7(x) = 0. Funkce 71(x) a 72(x) jsou zfejmée ohrani¢ené —
X—>X1

Iti(x)] £ 1, |1o(x)| £ 1 —takZe lim t(x)71(x) =0, lim 7(x)72(x) = 0. Z toho mimo
X—>X] X—>X]
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jin€ plyne, Ze pro x blizkd x| je Fy(x1, y1) + t(x)12(x) # 0, nebot’ Fy(x1, y1) # 0.
Vzhledem k tomu miZzeme z predchozi rovnosti vypocitat, Ze
JO) = f) _ Fly) +t(o)nx)
X — X Fy(x1, y1) + t(x)2(x)

Limitnim pfechodem nyni vyjde

- J)—=fx)  Fe(a,y)  Felxa, fO)]

li = — = — = f'(x1).

Xox X =X Fy(x1, y1) Fylxi, f(x1)]
TudiZ funkce f ma v libovolném bodé intervalu (xo — 8¢, xo + J9) derivaci. Zaroven
z jejiho vyjadieni a skute¢nosti, Ze F i f jsou spojité, plyne spojitost f. 0

Poznamka 7.4.

1) Vétanetika nic o velikosti defini¢nitho oboru D( f). Zarucuje jen, Ze v dostatecné malém
obdélniku majicim stfed v (xo, yo) tvoii feSeni rovnice F(x, y) = O graf jisté funkce
f (x) podobné jako na obr. 7.2. Obdélnik samoziejmé neni uren jednoznacné (I1ze ho
napft. zmenSit). I v definici 7.2 se jen predpoklddala existence takového obdélniku.

2) Vzorec (7.2) sice uddavéa hodnotu derivace f’(x) v libovolném bodé& defini¢niho oboru
D(f),kjeho pouziti v§ak potiebujeme znit hodnotu f(x), kterou, jak uz jsme vysvétlili,
az na trividlni pfipady nezndme. S jedinou vyjimkou — z (7.1) vime, Ze f(xp) = Yo.
V tomto bodé je tedy jeho pouZiti efektivni. Zdélo by se tudiz, Ze vzorec nema velkou
cenu. Jak ale uvidime, neni tomu tak. Zname-li f’(xp), miZeme najit rovnici te¢ny
v bod¢ xg, kterd je pfibliznou ndhradou grafu funkce y = f(x) v okoli bodu xg. A az
si ddle fekneme o existenci vySSich derivaci, budeme moci funkci nahradit presnéji
Taylorovym mnohoclenem vyssiho fadu, k jehoZz sestrojeni potfebujeme jen derivace
v bodé xg.

_F(x,y) At Xnxii v — _ Fx
Fy (o) nebo jesté struénéji y’ = Fy

Musime mit ale na paméti, Ze dvojice (x, y) musi vyhovovat rovnici F(x, y) = 0, tj.

y = fx).

3) Vzorec (7.2) se Casto pise ve tvaru f'(x) =

[lustrujme si pouziti véty 7.3 na rovnicich, jejichZ feSeni je na obr. 7.1.

a) Uvazujme rovnici x4+ y2 —4 = 0 abod (xg, yo) = («/Q, \/5). Funkce F(x,y) =
= x? + y? — 4 ma spojité parcidlni derivace. Plati:

FW2,v2) = (V2)°+ (V2) —4=2+2-4=0.
Dale:
Fy=2y = FK2,v2)=2v2#0.
Predpoklady véty 7.3 jsou tedy splnény, a tudiZ uvedend rovnice zadavd v okoli bodu

(+/2, +/2) implicitné funkci y = f(x), pro niz plati f(+/2) = +/2. Vypocteme derivaci
f/(x) a uréime jeji hodnotu v xg = /2.
V2

() = —— = 22 — = 'W2) = —XZ = 1. 7.3
fx) ) ) = f(V2) 7 (7.3)
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Z ptedchoziho ale vime, Ze vzorec funkce je f(x) = +/4 — x2. Miizeme tedy pfimo
vypocitat derivaci a vysledek ovéfit:

—— = ()= =1
VA= a2 VAW

Vsimnéte si, Ze pokud bychom uvazovali stejnou funkci, ale bod (—2, 0), pak bychom
vétu 7.3 nemohli pouzit, protoze Fy(—2,0) = 0. Ale F (-2, 0) = —4, takzZe ziménou

x a y je mozné dokézat, Zze rovnice v okoli bodu (—2, 0) implicitné zadava funkci
x = g(y). Stejnd situace je v bodé (2, 0).

/ 1 2y—1
fo)=35@-x7)2(2x) =

b) Uvazujme rovnici xZ— y2 = 0abod (xg, yo) = (+v/2, +/2). Funkce F(x, y) = xZ— y2

ma spojité parcidlni derivace. Plati:

FW2,32) = (vV2)* - (v2)’=2-2=0.

Ddle:
Fy=-2y = F2+v2)=-2v2#0.
Piedpoklady véty 7.3 jsou tedy splnény, a tudiZ rovnice zaddva v okoli bodu (+/2, v/2)

implicitn& funkci y = f(x), pro niz plati f(~/2) = /2. Vypoéteme derivaci f'(x)
a uréime jeji hodnotu v xo = v/2.

F 2x X V2
! :__X:__:_ = ! 2:—:1
1 Fy -2y Yy 1) V2

I v tomto piipadé zname f: je totiz f(x) = x, takZe f'(x) = 1, 4.1 f'(v/2) = 1, co?
je stejny vysledek.

Vsimnéte si, ze pokud bychom uvaZovali stejnou funkci, ale bod (0, 0), pak bychom
v€tu 7.3 nemohli pouzit, protoze F)(0,0) = 0. Tentokrat je ale také F,(0,0) = 0,
takZe ani ziména x a y nepomiize.

Piiklad 7.5. Ovéite, 7e rovnice 4xy? — 3x3y? + In(x? 4+ y> — 1) — 1 = 0 zaddva v bodg
(1, —1) implicitné funkci y = f(x), a najdéte rovnice teCny a normdly ke grafu této
funkce v bodé (1, —1).

Reseni. Je F(x,y) = 4xy?> —3x3y2+In(x®>+ y?>—1)—1a (xo, yo) = (1, —1). Funkce F
ma ve svém defini¢nim oboru spojité parcidlni derivace. Plati:

F,-)=4-1-(-1D>=3- . (D> +In(1*+(-1)*-1)—1=4-340—1=0.

Dale:

2y

_ 3
Fy_8xy—6x y+m

= F{,-D)=-8+6-2=-4#£0.



7.1 Funkce jedné proménné dané implicitne 153

Predpoklady véty 7.3 jsou splnény, a tudiZ rovnice zadava v okoli bodu (1, —1) implicitné
funkci y = f(x), pro niz plati f(1) = —1. Jesté ur¢ime:

F—42—922+2—x = F(,-1)=4-9+2=-3
x =4ay X"y e x (L, = = —J.
Ze vzorce (7.2) mame
Fe(1,-1) -3 3
fy=—r ==
y(1, —=1) —4 4

Rovnice pfimky prochédzejici bodem (xq, yo) o0 smérnici k je y — yo = k(x — xg). Pro te¢nu

je ky = f’(x0) a normdlu (kolmice k te¢né jdouci dotykovym bodem) je k, = —m.
V naSem ptipadé je k; = —% ak, =12, Tedy:
3
t:y—(—1)=—Z(x—1) = 3x +4y+1=0,
4
”5)’—(—1):§(X—1) = 4x =3y —=T7=0. N

.....

vime, Ze f(x) spliiuje rovnici F[x, f(x)] = O na intervalu (xo — 8, xo + ). Vime-li, Ze
existuje f'(x), a zderivujeme-li pfedchozi rovnost podle x s vyuZitim vzorce (3.13) pro
derivaci slozené funkce, dostaneme

Flx, f)]

Fele, f@]- 14+ Blr S0/ =0 = [/ = -7 r=ra,
y 9

coZ je znovu vzorec (7.2). Napf. pro rovnici x> + y> — 4 = 0 z obr. 7.1 a) vyjde

X
CHI@P-4=0 = 242/@0=0 = [O=-F.

Pro stru¢nost ¢asto piSeme misto f’(x) jen y’. Musime ale ddvat pozor a spravné
rozliSovat, kdy provadime parcidlni derivaci podle x (pak se y chové jako konstanta)
a kdy y predstavuje zkrdceny zdpis pro f(x). Pfedchozi vypocet derivace by ve zkrdcené
symbolice vypadal takto:

Py —4=0 = 42yy=0 = =-,
y
coz je stejny vysledek jako v (7.3).
UkaZme si jeSté, jak by vypadal formdlni vypocet derivace v ptikladu 7.5:

4xy? =33y +In(x?2 +y> -1 —-1=0 =
2x 4+ 2yy’

42 8 /_922_63 / —
Y+ 8xyy’ —9x%y” — 6x7yy +—x2+y2_1
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2x
x2+y2—1

a odtud vypocteme
2y

y/ (8xy - 6x3y + m) = 9)62)72 — 4y2 —

,_ O =4y (P +y 1) —2x

Y= 8xy —6x3y)(x2 4+ y2 — 1) +2y
B Ox*y? 4+ 9x2y* — 13x2y% — 4y* + 4y — 2x

 —6x5y —6x3y3 4+ 14x3y + 8xy3 — 8xy + 2y

Po dosazeni (1, —1) za (x, y) vyjde y'(1) = % = —%, coz je stejny vysledek

jako v prikladu 7.5.

Tento zplisob derivovani nam umozni ziskat vyssi derivace funkce f(x) dané impli-
citné. Zdkladem je nésledujici véta, kterd se snadno dokédze indukci s pouZitim vztahu (7.2).

Véta 7.6. Necht jsou splnény predpoklady véty 7.3 a funkce F md v okoli bodu (xg, yo)
spojité parcidlni derivace do vddu k, k € N. Pak implicitné dand funkce y = f(x)
md spojité derivace do rddu k. Jejich vzorce dostaneme opakovanym derivovdnim
vztahu (7.2).

Pouziti véty si ukdaZeme v ndsledujicim piikladu.

Piiklad 7.7. Ovéfte, Ze rovnice 3x> +4y?+7xy —5 = 0 zaddva v bodé (1, —2) implicitné
funkci y = f(x), a najdéte Taylortiv mnohoclen druhého fadu této funkce se stiedem 1.

Reseni. Je F(x,y) = 3x% +4y> 4+ Txy — 5 a (x, yo) = (1, —2). Funkce F ma spojité
parcidlni derivace (viech fadi) v R?. Plati:

F(1,-2)=3-1>44.(=2>4+7-1-(-2)—=5=0.
Dile:
Fy(x,y)=8y+7x = F,1,-2)=8(-2)+7-1=-9#0.
Podle véty 7.6 je tedy touto rovnici v okoli bodu (1, —2) implicitné dédna funkce y = f(x)

majici derivace vSech fadu, pro niz plati f(1) = —2. Protoze F(x,y) = 6x + 7y, je
podle (7.2)
6x + 7y 6—14 8
"= f(x)=— = "M==
=W = P ===67 =9

Pro napséani Taylorova mnoho¢lenu 7> (x) potfebujeme jesté druhou derivaci f”(x). Podle
véty 7.6 derivovanim prvni derivace dostaneme

"= ( /)/_ _6x+7y /_ _(6+7y/)(8y+7x)—(6x+7y)(8y/+7) -
y =0) = 8y + 7x N (8y +7)C)2 =
<6 -7 gjyci;ﬁ) (8y +7x) — (6x + 7y) <_8 STy 7)
- 8y + 7x)?2 =

_ 6x2 + 14xy + 8y?
T By +Tx)3
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Obr. 7.3: Graf funkce dané implicitné

Odtud

6-12+14-1-(=2)4+8-(=2)*> 10

F )= (8- (=2)+1-1)3 - 729°

Tayloriv mnohoclen 75(x) ma tvar

1
Ta(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0) + 5 I (x0)(x = x0)*, kde xo = 1,

tudiz

) = —2— S 1) = > (x — 1)
X)=—2——x—-1)—==—&x-1)".

2 9 729

Vysledek je zndzornén na obr. 7.3. Grafem 7>(x) je parabola. Na obrdzku je zndzornéna
i tena. Jeji rovnice je y — f(xo) = f'(x0)(x — xo9) — viz piiklad 7.5. Tedy

8 8
yt2=—g@&-1D = y=—2-5&-10,

coz je pravé Tayloriv mnohoclen fadu jedna 77 (x). VSechny tfi grafy v okoli bodu x = 1
témér splyvaji. Uvédomte si, Ze vzorec f(x) Ize explicitné najit, protoZe zadand rovnice
je vuci y kvadratickou rovnici. Vyjde

—T7x —+/x2 480
fx) = g . A

Poznamka 7.8. I vyssi derivace 1ze obdobné jako prvni derivaci vypocitat opakovanym
derivovanim rovnice F'(x, y) = 0 — viz ptiklad 8 z autotestu 2 na str. 216.

V zévére¢ném prikladu si ukdZeme, jak 1ze postupovat pii vySetfovani lokdlnich ex-
trémi funkce jedné proménné zadané implicitné.
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Priklad 7.9. Najdéte stacionarni body funkci jedné proménné zadanych implicitné rovnici
(x> + yz)2 = 2(x? — y?) a zjistéte, zda jsou v té&chto bodech lokalni extrémy.

Reseni. Oznacme F(x,y) = (x2+ %) — 2(x2 — y2). Budeme hledat body (xo, yo)
vyhovujici zadan€ rovnici, tj. body, pro néz plati F (xo, yo) = 0, pfi¢emzZ F (xo, yo) # 0.
Podle véty 7.3 rovnice F(x, y) = 0 zadava v okoli kazdého takového bodu implicitné
jistou funkci y = f(x). Dédle budeme chtit, aby tato funkce méla v bod¢€ x( stacionarni

bod, tj. aby f’(x) = —% = 0. To bude platit, pravé kdyz F (xo, yo) = 0. Hledané

body tudiz dostaneme jako feSeni soustavy rovnic F(x,y) =0a Fx(x,y) =0.
ProtoZe v naSem piipadé Fx(x, y) = 2(x% + y?)2x — 4x, dostaneme soustavu rovnic

2497 —202=y) =0  a 4@+ y)x—4x =0.
Z. druhé rovnice po vytknuti dostaneme
4x(x>+y2=1)=0 = x =0 nebo x>+ y> =1,
Po dosazeni do prvni rovnice vyjde:

Prox =0: y*+2y2=0, . y’(*4+2) =0 = y=0,
Prox’+y*=1,t.y2=1-x%: 1-2(x*-(1-x))=0 =
3 1 V3 1
2 2
==, = - =+—, =+—.
= X 1 y 1 = X > y >
V druhém piipadé jsou mozné vSechny kombinace znamének. Dostali jsme body

0=(0.0. A=(F.3). B=(=F.3). C=(=%.—3). D=(F.-}).

202 2 2 2 2

Nyni vypoCteme F) a ovéfime, zda je v ziskanych bodech nenulova. Je Fy(x,y) =
=2(x% + y»)2y + 4y = 4y(x? + y> + 1). Po dosazen{ dostaneme

Fy(0)=0, Fy(A)=4, Fy(B)=4, F/(C)=-4, F,D)=-4.

Bod O tedy z dalsich tdvah vylou¢ime. V okoli kazdého ze Ctyf zbyvajicich bodi
A, B, C, D je rovnici F(x,y) = 0 implicitné zad4dna funkce jedné proménné. Oznacme
tyto funkce postupné f1(x), fo(x), f3(x), fa(x).

Nyni musime urcit druhé derivace téchto Ctyf funkci a rozhodnout podle jejich zna-
ménka, zda jde o lokdln{ extrém a jaky. Podle (7.2) plati (uvédomte si, Ze je jedno, o kterou
z funkei f1, ..., f1jde)

dx(x>+y2 -1

=Ty

i=1,...,4.

Piimy vypocet jako v prfikladu 7.7 by byl sice mozny, ale zna¢né zdlouhavy. Zkusime
postupovat diimysIné&ji. Ozna¢me na chvili f kteroukoli z funkei f1, ..., f4. Vypolteme
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(x0, Y0, Z0)

z=f(x,y)

F(x,y,2) =0

Obr. 7.4: Bernoulliova lemniskata

nejprve f”(x) obecné. K tomu musime derivovat vztah f/'(x) = —Eg—% Nejprve

si rozmyslime, jak budeme derivovat samostatné vyrazy v Citateli a jmenovateli. Podle
vzorce (3.13) (v naSem piipadé€ je vné€jsi slozka Fy resp. Fy a vnitini slozky jsou x a f(x))
dostaneme (smiSen€ druhé parcidlni derivace Fyy a F), jsou zaménitelné)

d
a Fx[x’ f(x)] = Fxx[x’ f(x)] -1 + ny[x, f(x)] ' f/(x) = Fxx + nyy/a

d
I Db Sl = Fulx, fOOI- T4 Fyylx, fG)]- f'(x) = Fxy + Fyyy'.

Plati tedy

(x) = _% <M> _ _(Fxx + Fny/)Fy — Fy(Fyy + Fyyy/) |

Fylx, f(x)] F?

V bodech xg, které nds zajimaji, je f(xo) = yo, f'(x0) = 0 a Fyx(xo, yo) = 0. Protoze

Fiy(x,y) = 4(x% + y?> — 1) + 4x - 2x, dosazenim do predchoziho vztahu dostaneme
Fer(xo,y0) 403+ y5—D+8x5  3xj+yi—1

S F(ooyo)  AwG3++D yod 34D

Postupné tudiz vyjde

" (x0) =

//(ﬁ):_%’ //(_ﬁ):_%’ //( \/§)_3 //(ﬁ>:3

2 2 3\T72) T 20 2 2"

Je-li druhd derivace ve staciondrnim bod¢ kladn4, je zde lokdlni minimum, je-li zdporn4,
je zde maximum. Funkce fj(x) md tedy v bodé x = *g lokélni maximum s hodnotou %
a totéz plati pro funkci f>(x) vbodé x = — 4 Funkce f3(x) mavbodé x = —4 lokalni
minimum s hodnotou —% a totéz plati pro funkci f4(x) v bodé x = ‘/T§

Resen{ rovnice F (x, y) = 0 je znazornéno na obr. 7.4. Jde o kiivku, kterd se nazyva
Bernoulliova' lemniskdta. Jeji rovnice v poldrnich soufadnicich p a ¢ — viz obr. 1.14 — je

! Jacob Bernoulli (1654—1705) (&ti bernuli) — vyznamny $vycarsky matematik. Pracoval v matematické
analyze, teorii diferencidlnich rovnic, variaénim poctu, pravdépodobnosti atd. Jeden z rozsdhlé rodiny
vyznamnych matematiki téhoZz jména (pfes 10 osob). Clanek o kfivce publikoval v r. 1694.
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p? = 2co0s 2¢, o &emZ se Ize snadno presvédEit dosazenim vztahlix = p cos @,y = psing
do zadané rovnice a tpravou. Pomoci tohoto vyjadieni, které je mnohem jednodussi nez
v kartézskych soutadnicich, ji 1ze snadno nakreslit. Z obrdzku je vidét, Ze v Zddném okoli
bodu O = (0, 0) rovnice nevyjadiuje implicitné funkci jedné proménné x. Tlusté Cary

znadi grafy funkei f;(x),i =1,...,4. A

7.2 Funkce dvou proménnych dané implicitné

Problematika je velmi podobnd obsahu pfedchoziho oddilu, proto budeme postupovat
strucnéji a rychleji.

Mnozina viech trojic (x, v, z) chdpanych jako soufadnice bodi v R3, které jsou
feSenimi rovnice F(x,y,z) = 0, nemusi byt grafem funkce dvou proménnych (grafem
je, prave kdyz 11b0V01na rovnobezka S 0sou z protne takovou mnozmu nejvyse jednou
24 y +z22 =r2—viz
obr. 9.1 a). Bude nds zajimat, zda alesponi v n&jakém okoli bodu (xg, yo, zo), ktery je

feSenim uvaZované rovnice, tvoii feSeni graf funkce dvou proménnych. Misto kulového
okoli se ndm bude Iépe hodit kvadrové okoli.

Definice 7.10. Necht F(xo, yo, z0) = 0. Pfedpokladejme, Ze existuje kvadrové okoli
= (x0 — 81, X0+ 1) X (yo — 62, y0+ 82) X (zo —&,20+€),81 > 0,8, >0,¢ >0,
s nasledujici vlastnosti:
K libovolné dvojici (x,y) € (xo — 61, x0 + 81) X (yo — 82, yo + &2) existuje
v intervalu (zo — €, zo + ¢) pravé jedno z takové, ze F(x, y, z) = 0. Oznacme tuto
hodnotu z = f(x, y).

Pak o takto definované funkci f(x, y), (x, y) € (xo — 61, xo0 + 61) X (yo — 82, yo + 62),
tikdme, Ze je zadand implicitné rovnici F (x, y, z) = 0 v okoli bodu (xq, yo, z0)-

Situace je zndzornéna na obr. 7.5.

Z definice vyplyva, Ze plati

Flx,y, f(x,y)]=0, (x,y) € (xo — 81, x0 + 1) x (yo — 82, Yo + 62),

7.4
a f(x0, Y0) = 20. (7.4)

Uvedeme postacujici podminky, aby rovnice o tfech neznamych zadavala implicitné
jistou funkci dvou proménnych. Déle nds bude zajimat spojitost a existence parcidlnich
derivaci funkce dané implicitné. To vSe je obsahem ndsledujici véty, kterd se dokdze
analogicky jako véta 7.3.
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g'(x)

fx)=«a

fx) = f(x")

=0
8(r) f@) = f(®)

Obr. 7.5: Funkce dvou proménnych dana implicitné

Véta 7.11. Necht funkce F(x,y,z) md spojité prvni parcidlni derivace v okoli bodu
(xo0, Yo, z0) a plati:

1) F(xo, Y0, 20) =0, 2) 4E(x0. y0.20) #0.
Pak rovnice F(x,y,z) = 0 zaddvd v okoli bodu (xg, yo, zo) implicitné funkci dvou
proménnych z = f(x,y). Tato funkce je spojitd a md spojité prvni parcidlni derivace,
pro néz plati

_Fylx,y, fx, )]
FZ[-xa y’ f(-x’ }’)] '

N 24

Filx,y, f(x, y)]

) (7.5)
FZ[X’ y’ f(x7 )’)]

fy(x’ )’) =

fx(-x’ )’) = -

Fy(x,y,z) F Fy(x,y,z) F
FZ(x’yvz) FZ Fz(x’yvz) FZ

kde trojice (x, y, z) vyhovuje rovnici F(x, y, z) = 0. Vzorce jsou efektivni pro vypocet

v bodé€ (xo, yo, z0)-
Spojité parciélni derivace zarucuji existenci totdlniho diferencidlu a tudiZ i te¢né roviny

— viz véta 3.12. Postup jejiho nalezeni si ukdZeme v nésledujicim piikladu.

Piiklad 7.12. Ovéite, Ze rovnice 3xyz —x% —y?> —z? = 0 zad4va v okoli bodu (1, —1, —1) @
implicitné funkci z = f(x, y), a najdéte rovnici te¢né roviny ke grafu f v tomto bod¢.

Reseni. Ovéfime predpoklady véty 7.11 pro funkci F(x, v, z) = 3xyz — x> — y? — 2.

Zieimé F(1, —1,—-1)=3-1-(=1)- (=1) = 12 = (=1)*> = (=1)?> = 0. Dile
F,=3xy—2z = F.(1,-1,-1)=3-1-(-1)=2-(=1) = —1#0.
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Tim je zajiSténa existence spojité funkce f, pro niZ plati f(1, —1) = —1. Tato funkce ma
spojité parcidlni derivace. Podle (7.5) je

3yz —2x

R=di-2 = fi=-3o = A0-D=l
3xz — 2y

Fy:3xz—2y = fy:_Sxy——ZZ = fy(l,—l):—l.

Podle véty 3.7 tudiZ existuje totdlni diferencidl d (1, 1), coZ podle véty 3.12 znamend,
7e existuje hledand tecnd rovina. Jeji rovnice je podle (3.7)

= (=D=1-x=D+(=D-(y—(=1)) = x—y—z-3=0. A

Podobné jako u funkce jedné proménné dané implicitné i v ptipadé funkce dvou
proménnych je mozné odvodit vzorce pro parcidlni derivace s pouZitim vzorce pro derivaci
slozené funkce. ProtoZe v okoli bodu (xq, yo) plati F[x, y, f(x, y)] = 0, vyjde nap¥. pro
derivaci podle x:

Filx,y, f(x, -1+ Fylx,y, f(x, )]0+ F;[x,y, f(x, 9] fx(x,y) =0,

z ¢ehoZz dostaneme prvni vzorec v (7.5). Derivaci fy(x, y) pro stru¢nost oznacujeme z,.
Nyni si vSimneme existence a vypoctu vyssich derivaci funkce dvou proménnych dané
implicitné. To je obsahem ndésledujici véty.

Véta 7.13. Necht jsou splnény predpoklady véty 7.11 a funkce F md v okoli bodu
(x0, Yo, 20) Spojité parcidlni derivace do rddu k, k € N. Pak implicitné dand funkce 7z =
= f(x, y) md spojité parcidlni derivace do rddu k. Jejich vzorce dostaneme opakovanym
derivovdnim vztahi (7.5).

Pouziti si ukdZeme v nésledujicim piikladu.

Piiklad 7.14. Ovéite, 7e rovnice x2 + y*> — z2 — 2x 4+ 4y — 2z 4+ 29 = 0 zadava v okol{
bodu (1, —2, 4) implicitné funkci z = f(x, y). Rozhodnéte, zda ma tato funkce f v bodé
(1, —2) lokalni extrém, a pokud ano, urcete jaky.

Reseni. Ovéiime piedpoklady véty 7.11 pro funkci F(x, y,z) = x>+ y> — 22 — 2x +
+4y —2z+29=0.Je

F(l,-2,4) =12+ (-2)?—4>—-2.144-(=2)—2-4+29=0.

Dile

F,=-27-2 = F,/(,-2,4)=-2-4-2=-10#0.
Existuje tedy spojitd funkce f, pro niz f(1, —2) = 0. ProtoZze F ma spojité parcidlni
derivace libovolného fadu, plati podle véty 7.13 totéZ pro funkci f. Prvni derivace z, =
= fx(x,y) azy = fy(x, y) urime derivovanim rovnice

x4+ y? -2 —2x+4y —274+29=0.
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Odtud derivovanim podle x dostaneme

x—1
2x4+0—222, —240—-272, =0 = 2z, =
z+1
a podobné derivovanim podle y vyjde
y+2
0+2y—2z2z,—04+4—-2z, =0 = z,= .
y y y YT

Plati tudiz z,(1, =2) = 0 a z,(1, =2) = 0, takZe bod (1, —2) je staciondrni. Nyni
pouZzijeme vétu 5.6. Nejprve vypocteme druhé parcidlni derivace funkce f.

ad 0 [x—1 1-(z+1) — (x — 1)z, 1

= — e J— = = 1,—2 = -,

ST T o (z+1> (z+ )2 aull, =2 =3

0 d [y+2 -+ 1) —(+2zy 1

= — = — — l,—2 = -,

Zyy ay 2y ay (Z n 1) (Z n 1)2 = Zyy( ) 5
0 d [x—1 0-(z+1)—(x—1zy

= — 2y = — = = 1,-2)=0.

Hessidn je J(x,y) = ZxxZyy — z)zcy, tedy J(1,—2) = 1/5-1/5 - 0> = 1/25 > 0, takze

v bodé (1, —2) ma f extrém. ProtoZe z,, (1, —2) = 1/5 > 0, jde o lokdlni minimum. A

Poznamka 7.15. RovnézZ u funkce dvou proménnych f(x, y) zadané implicitné rovnici
F(x,y,z) = 0 lze vySetfovat lokdlni extrémy. Postup je obdobny jako u funkce jedné
proménné v prikladu 7.9. Hledané body musi spliiovat rovnici F(x, y, z) = 0 a podminku
F,(x,y, z) # 0. Aby Slo o staciondrni body, musi platit f, = —%‘ =0af, = —% =0,
tedy Fy(x,y,z) =0a Fy(x, y, z) = 0. Body tudiZ najdeme feSenim soustavy tii rovnic

F(x,y,2) =0, Fi(x,y,2) =0, Fy(x,y,z) =0.

Pro zajemce:

Predchozi vysledky l1ze podstatné€ zobecnit.

UvaZujme nejprve jednu rovnici o n 4+ 1 nezndmych, n € N, tvaru F(xj,...,x,,y) =
= 0. Oznaime-li x = (x1,...,x,) € R", madme stru¢néji F(x,y) = 0. Necht (x*, y*) =
= (x},...,x,,y%) je feSeni této rovnice. Predpoklddejme, Ze F' md v okoli bodu (x*, y*) spojité
prvni parcidlni derivace a F, (x*, y*) # 0. Pak uvaZovand rovnice vyjadiuje v okoli bodu (x*, y*)
implicitné spojitou funkci f(x) o n proménnych. Dikaz je analogicky jako pron = 1 resp. n = 2.

Podrobnéji existuje kvadrové okoli (x] —&;, x{4+81) X - - X (X —=8,, x; +8,) X (y* —¢, y*+e),
81, ..., 8,, & > 0, s vlastnosti, Ze pro libovolné x € (x{ — 81, x] +81) X -+ X (x) — 8,, x;; + 8,)
existuje pravé jedno y € (y* — ¢, y* + ¢) takové, Ze (x, y) spliiuje danou rovnici. Oznacime
y = f(x). Tedy F[x, f(x)] = 0.

. ez R . vy . Fy [x,
Funkce f ma spojité parcidlni derivace, pro néz plati f, (x) = —Lulx J0)

Pl fO] Ma-li funkce F
v okoli bodu (x*, y*) spojité parcidlni derivace aZdotadu k, k € N, mai f spojité parcidlni derivace
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a7z do t4du k, které 1ze obdrZet derivovanim pfedchoziho vztahu obdobné jako u implicitné dané
funkce jedné nebo dvou proménnych. Diikaz tvrzen{ je stejny jako u véty 7.3.
Obecnéji Ize uvazovat soustavu m rovnic o m + n neznamych, m, n € N, tvaru

Fl(-xl,---yxruylv---sym) =O,
FZ(xlv""xnvy19"'aym) :0’

Oznaéime-lix = (x1,...,x,) e R*ay = (y,..., yn) € R", miZeme soustavu zapsat stru¢néji:
Fi(x,y) =0, Fa2(x,y) =0, ..., F,(x,y) = 0. Necht (x*, y*) = (x},..., x5, ¥/, ..., ¥5)
je fesSeni této soustavy. Pfedpokladejme, ze Fi, ..., F, maji v okoli bodu (x*, y*) spojité prvni

parcidlni derivace a determinant

Fiy, (%, 9% Fiy,(e®, ¥ oo Fiy, (6%, 9%
Fopy (X%, 9%)  Fap, (X%, y%) oo Py, (x5, 97) #0
Fm\yl(x*’y*) leyz(x*:y*) Fm|ym(x*,y*)

Pak uvaZovana soustava rovnic vyjadfuje v okoli bodu (x*, y*) implicitné m-tici spojitych funkci
Ji(x), ..., fu(x) on proménnych.

Podrobnéji existuje okoli (xi—38y, x7+81) X« - - x (x;—38,, X +8,) x (y] — &1, y] +&1) x---x
X (Y —Em, Yo FEm)s 01, ..., 8, €1, ..., &n > 0,takové, Ze pro libovolné x € (xj — &y, x{ + 61) X
X - X (X — 8y, X + 0,) existuje pravé jedno y € (yf — e, yf +&1) X -+ X (Vi — Ems Vi + Em)
takové, Ze (x, y) splituje danou soustavu rovnic. Ozna¢me y; = f1(x), ..., Ym = fm(x). Tedy
Filx, fix),..., fu(x@)]1=0,i=1,...,m.

Funkce fi, ..., f,» maji spojité parcidlni derivace. Jejich vyjadfeni Ize ziskat feSenim (napf.
pomoci Cramerova pravidla) soustavy linearnich algebraickych rovnic s neznamymi fi,; (x) az
fmlx,' (x), kterou dostaneme derivovanim identit F;[x, fi(x),..., fu(x)] = 0,i = 1,...,m,
podle proménné x;, j = 1, ..., n, s vyuZitim vzorci pro derivaci sloZené funkce. Ozna¢ime-li pro
struénost f(x) = (fi(x), ..., fu(x)), je jeji tvar

Filx, fGO] + Fuy, [x, fOOLfix (x) + -+ Fipy, [x, £ ny; (x) =0,
F2|Xj[x’ f(x)] + F2|yl[x’ f(x)]fHXj(x) + -+ F2\ym[x’ f(x)]fm\xj(x) = Oa

lexj[xv f(x)] + Fm|y1 [xv f(x)]fllx/'(x) + -+ Fm\ym[x, f(x)]fm\xj'(x) =0.

Predpoklady zarucuji, Ze determinant matice soustavy je v okoli bodu x* nenulovy.

Maji-li funkce Fi, ..., F,, v okoli bodu (x*, y*) spojité parcidlni derivace aZ dofadu k, k € N,
maji i funkce f1, ..., f, spojité parcidlni derivace aZ do fadu k, které lze obdrZet derivovanim
vzorch pro prvni parcidlni derivace fj., (x).

Tvrzeni 1ze dokazat indukci vzhledem k poétu rovnic m — viz napf. [8]. Jiny dikaz 1ze udélat
pomoci Banachovy véty o pevném bodu — viz napft. [2, 13].

Pojmy k zapamatovani

— funkce jedné proménné dand implicitné
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— funkce dvou proménnych dana implicitné

— funkce dand explicitné

— derivace funkce jedné proménné dané implicitné

— derivace funkce dvou proménnych dané implicitné

— lokéln{ extrémy funkce jedné proménné dané implicitné

— lokélni extrémy funkce dvou proménnych dané implicitné

— Taylortiv mnohoclen funkce jedné proménné dané implicitné

— Taylortiv mnohoclen funkce dvou proménnych dané implicitné

Kontrolni otazky

10.

. Definujte funkci jedné proménné danou implicitné rovnici F'(x, y) = 0.

. Vysvétlete, za jakych podminek existuje funkce jedné proménné dana implicitné

rovnici F(x,y) =0.

Jak derivujeme funkci jedné proménné danou implicitné?

Jaky je geometricky vyznam podminky Fy(xo, yo) # 0?

Definujte funkci dvou proménnych danou implicitné rovnici F(x, y, z) = 0.

Vysvétlete, za jakych podminek existuje funkce dvou proménnych dand implicitné
rovnici F(x,y,z) = 0.

Jak spocitate derivaci funkce dvou proménnych dané implicitné?

Yv s

Jak spocitate vySsi derivaci funkce dvou proménnych dané implicitné?

. Jaky je geometricky vyznam podminky F;(xg, yo, z0) % 0?

Jak najdete lokdlni extrémy funkce dané implicitné?

Priklady k procviceni

1. Rozhodnéte, zda dand rovnice zadavd v okoli bodu A = (x¢, yo) implicitn¢ funkci jedné
proménné y = f(x). Pokud ano, vypoctéte jeji prvni derivaci a napiste rovnici te¢ny a normaly
ke grafu funkce f v bodé (xg, yo).
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a) y*—x2=0, A=(1,-1), b)) x>+xy+y2=3, A=(,1),
) x*43xy+y>=-3, A=(-1,2), d x—y+siny=0, A=(xw,n),
e) y’2—x)=x% A=(,-1), ) y’Q2—-x)=x, A=(,-1),
g) Y@ —-2)=x* A=(3,-3), hy x=y" A=(,1),
) Iny/x2+4y?=arctg?, A=(1,0), ) o xr+x=y'+y, A=(2,2),

k) (24+y2)2=3x2y+y3, A=(0,1),

D x>—2xy+y*+x+y=2 A=(,1),
m) In(y>?—2x)+y+x=1, A= (0,1),

n) xsiny+e‘cosy+cosx =1, A= (0, w/2),
0) xy—=3xy 4+x2-2y2=0, A=(-2,1),
P xy+x2y? 43y +xtyt =0, A=(1,-1).

. Najdéte stacionarni body funkci jedné proménné danych implicitné nésledujicimi rovnicemi

a zjistéte, zda jsou v té€chto bodech lokdlni extrémy.

a) x*+y 2%y +2=0, b)  x%—2xy +2y* +2x = 1,
c) 3x2+2xy—y2—3y+x—%=0, d) x%y?—2xy*—7y3+8=0.
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3. Ovéite, Ze dand rovnice zaddvd v okoli bodu A = (xy, yo) implicitné funkci f(x). Vypoctéte
jeji prvni a druhou derivaci a napiste jeji Tayloriv mnohoclen 7, (x) se stfedem x.

a) 3xIny—y*+1=0, A=(2,1), by J+1+y=3A=(1,

) xy+x2yY?—x—y=0, A=(,1), d) xe’—ye*=0, A=(0,0),

e) xsinx+ycosy=0, A= (mw0), f) ln(x2+y2)+y=1,A=(O,1),
g xXP4xy—y'=7 A=2,-1), h) xe™4+y2=0, A=(-1,1).

4. Rozhodnéte, zda dand rovnice zaddvd v okoli bodu A = (x, yo, o) implicitné funkci dvou
proménnych z = f(x, y). Pokud ano, vypoctéte jeji prvni parcidlni derivace a napiSte rovnici
te¢né roviny ke grafu funkce f v bodé€ (xg, o, 20)-

a) x2+y?+224+xyz=2, A=(,-1,1),

b JH+1+2+ayz=0, A=(l,1,-D,

c) z(x—y)2+x3y2+xz2=9, A=(2,1,-1),

d) In(x*>+y>-372)4+xy—z=8, A=(3,2,-2),
e) xye '+ x3 4y 4z +3=0 A=(2,-2,1),
f) (x+y)sing+xzcosxy =mn2, A= (m, 1, —7),

g) xyz+x2y224+x3y =3, A=(,1,1),

hy x+y—22+In(x+y+z2)=1, A=(=1,1,1).

5. Najdéte staciondrni body funkci dvou proménnych danych implicitné ndsledujicimi rovnicemi
a zjistéte, zda jsou v t€chto bodech lokalni extrémy.

a) xX24+yr+z2—xz—2yz=1, b) x*+y*+2%—2x+2y -4z =10,
¢) 2x2+4+2y2 472+ 8xz—z=-38, d) x2+y2 422 —2x+4y — 6z =11,
e) x*—y*—-3x+4y+2+z=358, f) 3x2+2y? —3z%2 — 6x + 8y = —23,

) xX4+y 4+ —xz—yz4+2x+2y+2z=2.

6. Najdéte body, v nichZ pro nésledujici rovnici nejsou splnény predpoklady véty 7.3 o existenci
implicitné dané funkce y = f(x).

[N]

a) x4 2xy -y =8, b S+5=1ab>0

7. Najdéte body, v nichZ pro néasledujici rovnici nejsou splnény predpoklady véty 7.11 o existenci
implicitné dané funkce z = f(x, y).

2

a) 22—2px=0, p>0, b S4+5-5=1abec>0.

a2 T

Kli¢ k prikladim k procviceni

l.a) t:x+2y+1=0, n:2x—y—-3=0,
b) t:x4+y—-2=0, n:x—y=0,
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t:9%x+y+7=0, n:x—9y+19=0,
t:x—2y+n=0, n:2x+y—-3x=0,
t:3x+2y—1=0, n:2x-3y—-5=0,
t:x+y=0, nix—y—2=0,
t:x—2y—9=0, n:2x+y—-3=0,
t:x—y=0, n:x+y—-2=0,
t:x—y—1=0, n:x+y—1=0,
t:x—y=0, n:x+y—4=0,

t:y—1=0, n:x=0,

t:x+y—2=0, nix—y=0,
t:x+3y—3=0, n:3x—y+1=0,
t:x—y+7n/2=0, n:x+y—7n/2=0,
t:5x4+6y+4=0, n:6x—-5y+17=0,
t:x—y—2=0, n:x+y=0.
ymax:_lvlev ymax:_lvx:_lv Ymin =
Ymax =0vx =—1, ypn=-2vx=-3,

Vmin = —1/2vx =0, Ymx=-—-2vx=1/2,
Ymin=1vx =1, ypux=-2vx =4

T(x) =1, b)
DLx)=1-—(x-1D+3x-172 d)
Ty(x) = n(x — 1) + (x — 7)?, f)
Tro(x) = =1+ 11(x —2) +380(x — 2)?, h)
x—y+z—-3=0, b)
11x + 18y — 3z — 43 =0, d)
11x 4+ 15y — 3z 4+ 11 =0, f)
x+y+z-3=0, h)

Zmin = =2V (=1, =v2),  Zmx =2V (1,V2),
Zmin=—2Vv(,=1), zZmx=6v(,—-1),
Zmin = 1V (=2,0),  Zmax = -3 v (12,0,
Zmin = —2V(1,=-2), zZmax=8v(,-2),
Zmin = 1 v (=1, 2),
Zmin =2V (1, _Z)a Zmax = —2V 1, _2)7
Zmin = —4 = 2v/6 v (=3 = v/6, =3 — V6),
Zmax = —4+ 26 v (=3 + /6, =3 + V6).

(29 2)’ (_Zv _2)’ b)

x =0, z=0,tj. body osy vy, b)

—i/ivx:O,

L) =1-(x—172
I(x) = x,

Tr(x) =1—1x2,
D(x)=1— 3+ D2

x+y—4z—-6=0,

8x +7y+ 11z — 16 =0,

x — 2n+ 1)z — 37— =0,
x+y—-3z4+3=0.

Zmax = —2V (—1,2), vest.b. (1,2), z=—3a2neni,

(a,0), (—a,0).
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Kapitola 8

Vazané extrémy

Pruvodce studiem

V praxi jsme pomérné ¢asto postaveni pfed ukol urcCit tzv. vazany extrém. Jde
o nalezeni extrému funkce nékolika proménnych, které jsou vazany dalsimi ved-
lejsimi podminkami (tzv. vazbami).

Napr. funkce z = f(x, y) je ve spojeni s rovnici (vazbou) g(x, y) = 0 viastné
funkci jedné proménné. Jeji zapis ve tvaruz = fi(x) resp.z = f>(y) ziskame, kdyZ
z rovnice g(x,y) = 0 bude mozné jednu z proménnych x, y vyjadrit jako funkci
druhé proménné a pak dosadit do z = f(x,y) za x nebo y. Vypocet vazaného
extrému se tak pfevede na vypocet lokalniho extrému jedné proménné. Jestlize to
nebude mozZné nebo to bude prilis sloZité, pouZiva se k vypoctu tzv. Lagrangeovy
funkce.

V této kapitole je vyklad od pocatku veden pro obecny pripad funkci n pro-

Vv

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e zodpovédét, za jakych podminek ma dand funkce f v bodé x* vazany extrém,

e urcit staciondrni body a ovéfit, zda jsou v nich lokélni poptipadé globalni
extrémy,

e nalézt vazané extrémy dané funkce pti danych podminkéch.

V této kapitole se budeme zabyvat tzv. klasickou tilohou na vdazany extrém. Jde o tilohu
nalézt lokalni (popf. globalni) extrémy funkce na mnoZiné, kterd je zadanad soustavou
rovnic. Formdlné 1ze popsat tuto ulohu takto:

f(x) — ext,

. . 3.1)
gi(x)=0, i=1,....m, xeP, P=intP.

Rovnice g; (x) = 0 se nazyvaji vazebné podminky nebo funkciondlni omezeni amnoZzina P
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primd omezeni (Casto je to R™). Pfedpokldddme, Ze P je oteviend mnoZina a Ze funkce
f, &1, -- -, &njsounanidostateCné hladké (maji potfebné parcidlni derivace). Hled4 se tedy
maximum resp. minimum funkce f namnoziné X ={x e P : gi(x) =0,i=1,...,m}.

Pokud by se ndm podafilo vyjadfit nékteré proménné ze soustavy rovnic g;(x) = 0,
i =1,...,m,pomoci zbyvajicich, mohli bychom je dosadit do funkce f a pfevést danou
ulohu na tlohu najit ,,obycejné* extrémy, kterou jsme studovali v kapitole 5. To jsme
udélali v pfikladu 6.7. Obecné bohuZel nedokaZzeme takovou soustavu explicitné reSit
a nezbyva neZ pouZit jiné metody, zaloZené na vét€ o implicitni funkci. Jejich studium je

N 24

neostrych nerovnosti, je popsana napt. v [1], [10] nebo [18].

Nez za¢neme vySetfovat dalsi typy uloh, zavedeme pojem, jehoZ vyznam je v dalsi
¢asti textu klicovy. Funkce definovand vztahem

L, 50, ¥) =YL ) + Y yigi(x), (8.2)
i=1

kde x = (x1,...,x5) € P,yoe Ray = (y1,...,ym) € R™, se nazyva Lagrangeova
funkce ulohy (8.1). Koeficienty yo, ..., v, se nazyvaji Lagrangeovy multiplikdtory. Je-li
yo # 0, nazyva se Lagrangeova funkce reguldrni. Budeme pfedpoklddat, ze ygp = 0 pro
tlohu na minimum a yp < 0 pro ulohu na maximum. Parcidlni derivace Lagrangeovy
funkce vzhledem ke sloZkdm vektoru x maji tvar

0L af " g
P ) ’ = P i~ ’ = 13 oo
9 (x, Y0, ¥) = Yo o (x>+;y, e (x) j

S

Vektor z nich sestaveny oznacime .Z; (x, yo, ¥), tj.

Zi(x, 50, ¥) = yof'(x) + Zy,-g,{(x).
i=1

Pojem lokdlnich extrémii pro tuto dlohu byl jiZ zaveden — viz definice 5.16. Podobné
jako v kapitole 5 rozdélime vysledky na dvé ¢asti podle toho, zda se pouzivaji jen prvni
derivace (podminky prvniho fddu) nebo i druhé derivace (podminky druhého fadu).

Poznamenejme, Ze k pochopeni vysledki této kapitoly jsou nezbytné zakladni znalosti
z teorie kone¢nérozmérnych vektorovych prostort se skaldrnim soucinem.

8.1 Podminky prvniho radu

NiZe uvedend nutnd podminka je zndma jako pravidlo Lagrangeovych multiplikdtorii a je
asi nejjednodusSim a nejznaméjSim vysledkem, v némz se objevi Lagrangeova funkce.
Jeji dikkaz neni pfili§ obtiZny, ale rozhodné neni trividlni. Je k nému tfeba véta o im-
plicitni funkci nebo nékteré ji ekvivalentni tvrzeni. S touto vétou se posluchaci obvykle
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v zédkladnim kurzu analyzy setkaji, ale vétSinou je obtizné jim ukdzat néjaky podstatny
vysledek, pfi jehoZ diikazu se tato pro né€ dost teoreticka véta pouZije, a tak je presvédcit
0 vyznamu tohoto tvrzeni. Z tohoto diivodu uvedeme tzv. vétu o inverzni funkci, ktera
je ekvivalentni vété o implicitni funkci, a provedeme pomoci ni diikaz nutné podminky
existence lokélniho extrému.

Véta 8.1 (Véta o inverzni funkci). Necht s € N. Predpokiddejme, Ze funkce

Vi(X1, .o Xs), oo s, - X)) jsou spojité diferencovatelné v néjakém okoli bodu
X = (R1,...,%). Necht jejich jakobidn'J = det (%ﬂ")) i,j=1,...,s, je nenulovy.
Pak existuji ¢isla eg > 0 a 8y > 0 takovd, Ze pro libovolné n = (n1, ..., ny), Inll < &o,

existuje &, ||| < 8o, s viastnosti (X + &) = ¥ (X) + n, pFicemZ & — 0 pron — 0.

Diikaz. Dlkaz je zalozen na pouziti véty o implicitni funkci v podobé, jak je uve-
dena v &asti Pro zdjemce na str. 162. Véta se aplikuje na soustavu s rovnic tvaru
vi — ¥i(x1,...,x5) = 0,7 = 1,...,s. Podrobnéji viz napt. [16, str.223], kde je do-
kazan jeste siln€jsi vysledek. [

Funkce z pfedchozi véty urcuji zobrazeni W, které bodim x € R® pfifazuje body ¥ (x) =
= (Y1(x), ..., ¥s(x)) € R*. Vétaiikd, Ze W (x) je vnitini bod oboru hodnot zobrazeni W.
Podrobnéji Ize ukazat, Ze W je v jistém okoli bodu X prosté a Ze k nému inverzni zobrazeni
je spojité diferencovatelné, tj. zejména spojité. Z této formulace vyplyva ndzev véty.

Véta 8.2. Necht funkce f, g1, ...,8&m jsou spojité diferencovatelné v néjakém okoli
bodu x* € P, m < n. Je-li x* lokdlni FeSeni iilohy (8.1), pak existuje ¢islo y; a vektor
Y =%, ..., ), které nejsou soucasné nulové, takové, Ze

L, v ) = 0. (8.3)

Jsou-li gradienty g} (x*), ..., g, (x*) linedrné nezdvislé (podminka regularity), potom
je vy # 0.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze jde napf. o dlohu na minimum. UvaZzujme vektory f'(x*),
g1(x*), ..., g, (x*). Jsou-li linedrné zdvislé, musi existovat ¢isla y;f, k = 0, ..., m, kterd
nejsou soucasné viechna nulova, tak, Ze je splnéno (8.3).

Pripustme nyni, Ze tyto vektory jsou linedrné nezdvislé. UkdZeme, Ze tento predpoklad
vede ke sporu s tim, Ze v x* je lokalni minimum. Uvazujme zobrazeni

W(x)=(f(x)— f(x),g1(x), ..., gn(x)).

'Karl Gustav Jacob Jacobi (1804—1851) (¢ti jakobi) — vyznamny némecky matematik. Zabyval se
teorii funkci, teorif Cisel, linedrni algebrou, diferencidlnimi rovnicemi a mechanikou.
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Nezavislost zminénych vektorii znamena, Ze matice

A (x*) af(x*)

0x1 T 0xy,
A= .. o
agm(x*) 38111(-7‘*)

0x1 o 0xy,

typu (m 4 1) x n ma hodnost m + 1. Necht pro jednoduchost napt. prvnich m + 1 sloupcti
je linedrné nezavislych, tj.

af (x*) af (x*)
x| T Xyl
................... # 0.
9gm (x*) 98m (x™)
ax1 0Xpm1
Pak funkce
wl(-x17 "'9xm+1) == f(-xla 9xm+17-x::1+27 ---’x;lk) - f(xik’ 7x:; )
1)”2()(:19 ceey xm—l—l) - gl(xl’ ) xm—i—l’ x;<1+2, ceey x;lk)v
1/fm+1(xla ey xm—|—1) = gm(xla ceey xm—|—1, x;,k1_|_2, ey x;lk)
spliuji predpoklady véty o inverzni funkci. PoloZzme 1y = —& a gy = .-+ =
= Nm+1 = 0. Pro libovolné dostatené malé ¢ > 0 najdeme piisluSna Cisla &, k =
=1,...,m+ 1, apoloZime xi(¢) = x; + &. Pfi tomto oznaceni plati
f(xl(g)’ e Xm4l (8)’ -x;,k1+2’ LRI -x;lk) - f(x*) = —¢&,
*k *
x1(8), ..., x &), x s, x) =0,
gm(xl(g), ceey xm—|—1 (8)9 x;:l_|_2’ LN} x;lk) - O'
Déle xi(¢) — x;f proe — 0.Pakbod (x1(¢), ..., Xput1(e), x;‘1+2, ..., X)), jenZ miiZe byt

libovolné blizko bodu x*, spliiuje podle (8.4) v§echny vazebné podminky. Pfitom

FOr)s .o Xmg1(8), X0y ooy X)) = f(XT) —e < f(x™).

To vSak znamenad, Ze v bodé x* nemize byt lokalni minimum.

Je-li splnéna podminka regularity, je y; # 0. V opa¢ném piipad€ by byl nenulovy
néktery z multiplikatord yj, ...,y a podle (8.3) by gj(x*), ..., g, (x*) byly linedrné
zavislé, coz je spor s predpokladem. [

Poznamka 8.3.

1) Podstatnou soucasti tvrzeni je, Ze alespori jeden z multiplikatort yy, . . ., y;, je nenulovy.
Tento fakt je pri¢inou obtiZnosti ditkazu. Pokud by byly v§echny multiplikatory nulové,
je (8.3) trividlné splnéno a neni co dokazovat. Takova véta by byla ov§em naprosto
bezcenna.
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2) Je zfejmé, Ze pokud néjaka soustava multiplikatort spliiuje pozadavky véty, pak je
spliuji i jejich k-ndsobky kyy, ..., kyn,, k > 0. Multiplikdtory jsou tedy urceny aZ na
kladny nasobek. Pokud je yg # 0, 1ze volit k = 1/|yg|, takZe nové hodnota yq je £1.
Staci se tedy omezit pouze na dva pripady: yp = =£1 (regularni piipad) a yo = O.

3) Rovnice (8.3) obsahuje celkem n + m + 1 nezndmych — xy,...,x, a yo, ..., Ym.
ProtoZe multiplikdtory jsou ureny aZ na nasobek, je pocet nezndmych vlastné pouze
m + n. Pro jejich uréeni mame » rovnic z (8.3) a m rovnic z vazebnych podminek, tedy
pocet rovnic a nezndmych si odpovida a obecné je Sance dostat izolovana feSeni.

4) Bod x*, ktery spliiuje vazebné podminky a je feSenim (8.3) pfi néjakych multiplikato-
rech (y5, ¥*) # 0, se nazyva staciondrni.

5) Prvni zminka o pravidle multiplikdtor pochdzi od Eulera' z r. 1744. Metodu roz-
pracoval Lagrange. Zajimavé je, Ze nejprve to bylo pro tfidu problémi varia¢niho
poctu, tj. pro nekonecnérozmérné dlohy, v knize Méchanique analytique z r. 1788,
a teprve pozdéji pro jednodussi koneénérozmérné ulohy v knize Théorie des fonctions
analytiques zr. 1797.

Déle si vSimneme geometrické interpretace véty 8.2. Pfipomefime, Ze hladinou vy

rozumime mnoZinu bodi, v nichz funkce f nabyva stejné hodnoty o — viz definice 1.16.
Tedy vy = {x e R": f(x) = «a}.
Pro x € R? byvé hladina v ,,rozumném* piipadé kiivkou. Je-li X € v, a gradient
f'(X) # 0, je tento vektor kolmy k vy, tj. je to normélovy vektor, a ukazuje smér, v némz
funkce f nejrychleji roste (derivace v tomto sméru je nejvétsi). Budeme uvazovat dlohu
(8.1) s jednou vazebnou podminkou g(x) = 0, coZ je v roviné v ,,rozumném* piipadé také
kiivka. Spliiuje-li X tuto podminku a je-li g’'(x) # 0, je tento gradient normalovym vek-
torem k pfislusné kiivce. Tvrzeni véty tikd, Ze v bodé¢ extrému jsou tyto vektory linedrné
zéavislé, tj. jeden je ndsobkem druhého.

Obr. 8.1: Nutnd podminka existence lokdlniho extrému
v klasické dloze na vdzany extrém

Situaci ilustruje obrazek 8.1. Pfedpokladejme, Ze hleddme minimum. Pak se snazime

'Leonhard Euler (1707-1783) (Cti ojler) — $vycarsky matematik, fyzik, mechanik a astronom. Pisobil
prevdzné v Petrohrad€. Jeden z nejvétSich matematikt vSech dob. Napsal kolem 850 praci (véetné mno-
hodilnych monografii). Ovlivnil v§echny zdkladni matematické discipliny. Od r. 1766 byl slepy (diktoval
svym zakim).
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najit co nejmensi « takové, Ze hladina v, jesté protind mnozinu g(x) = 0. Z ndzoru je
celkem zfejmé, Ze obé kfivky (tj. hladina a mnoZina odpovidajici vazebné podmince) se
musi v takovém bodé dotykat, jak je tomu v bodé x*. V opacném piipadé€ (pokud predpo-
kladame spojitou zdvislost na «) by bylo mozné trochu zmensit ¢islo « tak, Ze by hladina
stdle jesté protinala mnoZinu odpovidajici vazebné podmince, tedy by libovolné blizko
existovaly body spliiujici vazebnou podminku, v nichz je funkéni hodnota mensi. V tako-
vém bod¢ ale nemtize byt lokalni minimum. Tato situace nastane v bodé x. Znaménka +
a — u hladin ukazuji, kterym smérem funkce f roste a kterym klesa (musi byt ve shodé
s gradientem f’, ktery ukazuje smér rustu).

8.2 Podminky druhého radu

Nejprve si uvedeme nutnou podminku druhého fddu. Oznaéme

L, 50, 3) = yof"(x) + > vig] (x)
i=1

matici druhych derivaci Lagrangeovy funkce vzhledem k soufadnicim vektoru x. Budeme
uvazovat tdlohu na lokdlni minimum, kdy yp = 0. V pfipadé maxima sta¢i vySetfit ilohu
s i¢elovou funkci — f a tymiz omezenimi, coZ odpovidd yp < 0. Jinou moZnosti je nechat
yo = 0 a ve vztazich (8.8) a (8.10) uvazovat opané nerovnosti, coz je ale totéz.

K diikazu nutné podminky existence lokalniho extrému budeme potfebovat nasledujici
tvrzeni.

Lemma 8.4 (Ljusternik!). Nech? funkce g\(x), . .., gm(x) jsou spojité diferencovatelné
v néjakém okoli bodu x* € R", pficem? g;(x*) = 0, i = 1,...,m. Necht gradienty
g1(x*), ..., g, (x*) spolecné s vektory @p 1, . .., a, tvori bdazi v R". Predpoklddejme, Ze

vektor h € R" spliiuje podminky

(gi(x™),h) =0, i=1,...,m. (8.5)
Pak existuji funkce ri(a), i = 1,...,m, o € R, takové, Ze pri oznaceni r(ax) =
= (ri(a), ..., rm(a)) plati pro dostatecné mald o
gi(x* +ah+r(@) =0, i=1,...,m, (8.6)
(a;, r(a)) =0, i=m+1,...,n, (8.7)
I 1 ()| .
pricem? lim =0,i=1,...,n.
a—0 o

Vyznam tvrzeni je velmi ndzorny. Pron = 2 am = 1 je znazornén na obr. 8.2.

'Lazar Aronovi¢ Ljusternik (1899-1981) — rusky matematik. Zabyval se topologickymi metodami
v analyze, variaénim poc¢tem a funkciondlni analyzou.
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X2

\

Obr. 8.2

Diikaz. Oznacme
fi(r,a) = gi(x* +ah +r), i=1,...,m,
fir,a) =(a;,r), i=m+1,...,n.
UvaZujme soustavu n rovnic f;(r,a) =0,i = 1,...,n,0n+1nezndmychry, ..., ry,, o.
Podle predpokladi je f;(0,0) =0,i =1, ..., n. Déle plati
170,00 = gi(x™),  fija(0,0) = (gi(x*), k) =0, i=1,...,m,
fl/lr(0,0):ai, fi1«(0,0) =0, i=m+1,...,n.

Protoze vektory gi(x), ..., gm(X), @n+1, ..., a, jsou linedrné nezavislé, existuji podle
véty o implicitni funkci (viz ¢ast Pro zdjemce na str. 162) funkce ri(x), i = 1,...,n,
spliiujici soustavu (8.6) a (8.7) a majici derivace podle «.

Najdeme rovnice pro urceni rl./ (@),i = 1,...,n. Derivovanim rovnosti (8.6) a (8.7)
podle @ dostaneme:

(gijr(x* +ah +r(@), h+r'(@)) =0, i=1,...,m,
(a;, r'(0)) =0, i=m+1,...,n,
Protoze r(0) = 0, dostaneme dosazenim o = 0 z predchozi soustavy vzhledem k (8.5) ,
ze plati
(g (). F @) =0, i=1,....m,
(a;, r'(0)) =0, i=m+1,...,n.

To je ¢tvercova homogenni soustava linedrnich algebraickych rovnic s nenulovym deter-
minantem matice soustavy. Ma tedy jediné, a to trividln{ feSeni. Plat{ tudiz r/(0) = 0, tj.

lim 5“9 —0,i=1,....n. O
a0 ¢ ’ Y
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Véta 8.5. Necht funkce f, g1, ..., gm jsou dvakrdt diferencovatelné v bodé x* € R"
a spojité diferencovatelné v néjakém jeho okoli, pricemz gradienty g1(x*), ..., g, (x™)
Jsou linedrné nezavislé. Je-li x* lokdlni minimum tlohy (8.1), je

(Lo x*, y5, ¥y )Y h,h) =0 (8.8)

pro libovolnd y§, y* splitujici (8.3) a pro vSechna h takovd, Ze

(gi(x™),h) =0, i=1,...,m. (8.9)

Diikaz. ProtoZe gradienty gj(x*), ..., g/, (x*) jsou linedrné nezavislé, je mozné je doplnit
(pokud je to nutné, tj. pokud m < n) vhodnymi vektory a1, ...,a, na bazi R".
Zvolme libovolné vektor h # 0 spliujici (8.9). Podle lemmatu 8.4 existuji funkce r; (o),
i = 1,...,n, takové, Ze pii oznaleni r(«x) = (ri(«),...,r,(x)) plati g;(x* + ah +
+r(@)=0,i = 1,...,m,pﬁéem201i_r)%r,~(oc)/oe =0,i=1,...,n.

PoloZzme x (o) = x* + ah + r(a). Necht' y;j a y* spliiuji (8.3). Pak pro mald |o| plati
L(x(@), y5, ¥*) =y L (@) + > yigi(x(@) = yi f(x(@)),
i=1

L*,y5 Y = 3 L)+ yieix®) = yi f (x¥).
i=1

Protoze lin}) ri(e) = limo(r,- (@)/a) o = 0, je pro mald |o| bod x(e) blizko bodu x*,
o—> o—>

v némz je lokalni minimum. To znamend, Ze f(x(a)) — f(x*) = 0. ProtoZe y; = 0,
dostaneme s pouZzitim (5.3), Ze pro mald |«/| plati

0= y5f(x(@) =y f(x¥) = ZLx(@), y5, ¥) — L (x%, 35, ¥") =

1
= (L (x*, 55, ¥y, k() + 3 (Lpr (X, 35, YOR(@), k(@) + o(a?),

kde k(o) = ah + r(a). Vzhledem k (8.3) obdrzime po dpravé, ze

<$;x(x*, y5‘,y*)<h N r(a)>’ (h N @)> N o(a?) >0,

a a a?
Limitnim pifechodem pro o« — 0 dostaneme tvrzeni. [

Podminka (8.9) vyjadiuje skute¢nost, Ze vektory £ maji byt kolmé ke v§em gradientiim
g/ (x*). Ty jsou podle pfedpokladii véty linedrné nezévislé, a tudiZ tvoii bazi néjakého
m-rozmérného podprostoru. Tento podprostor se nazyva normdlovy prostor k mnoZiné
X={xeP:g(x)=0,i=1,...,m}vbodé x*. Vektory h maji byt kolmé ke viem
vektortim tohoto podprostoru. V linearni algebie se dokazuje, Ze tyto kolmice tvofi rovnéz
podprostor (tzv. ortogondlni doplnék), jehoz dimenze je n — m. Je to tzv. tecny prostor
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k mnozin€ X = {x € P : g(x) =0, i =1,...,m} v bodé x*. Podminka (8.8) pak
fikd, ze druhd derivace £ (x*, y§, y*) je kladné semidefinitni na tomto te¢ném prostoru.
Bude-li tato derivace dokonce kladné definitni, stane se nutnd podminka z pfedchozi véty

podminkou postacujici, coz je obsahem ndsledujiciho tvrzeni.

Véta 8.6. Necht funkce f, g1, ..., gm jsou dvakrdt diferencovatelné v bodé x* € R"
a jsou splnény vazebné podminky g;(x*) = 0, i = 1, ..., m. Predpoklddejme, Ze pro
nékterd y; a y* je splnéna podminka (8.3) a navic plati

(L™, 55, ¥y b, h) > 0 (8.10)

X

pro vSechna nenulovd h € R" spliiujici (8.9). Pak je v x* ostré lokdlni minimum iilohy

(8.1).

Vsimnéte si, Ze podminka (8.10) automaticky vynucuje (pokud vyse zminény ortogondlni
doplnék neni roven nuladimenziondlnimu prostoru), Ze ne vSechny multiplikdtory jsou
nulové.

Diikaz. Budeme postupovat obdobné jako v dikazu véty 5.20.

Je-li x* izolovany bod mnozZiny X = {x € P : g;(x) =0, i = 1, ..., m} bodd, které
splituji vazebné podminky, tvrzeni plati. Pfedpokladejme tedy, Ze x* nenf izolovany bod
mnoziny X. Pfipustme, Ze v x* neni ostré lokalni minimum. Pak libovolné blizko tohoto
bodu Ize nalézt jiny bod, v némz je funkéni hodnota stejnd nebo mensi. Je tedy mozné
zkonstruovat posloupnost {x;} takovou, Ze

lim x; = x*, x; € X, xi # x¥, f(xp) £ f(x™).

k— 00
Polozme oy = ||xx—x*|, hy = (xx—x*)/ax. Pak je xp = x*+oyhy. Protoze je ||hy| = 1,
je tato posloupnost ohranicend, a Ize z ni tudiZ vybrat konvergentni podposloupnost {fy, },
hy, — h, ||h|| = 1 (viz napt. [ 16, str. 119]). Pro jednodussi oznaceni pfedpoklddejme, Ze
ptimo posloupnost {h} je konvergentni.

Podle (5.2) plati, ze

0=gi(xp) — g (x*) = (g (x"), axhi) + o), i=1,...,m,

takZe po vydéleni oy a limitnim pfechodu pro k — +o0 vyjde (g/(x*), h) = 0.
Dale podle predpokladu plati

(Ze(x*, y5, ¥%), h) = 0.
Tedy

L Y5 ¥ = Y0 + > yigia) = yif(a) <

i=1

SV FEN) =y L)+ v = L%, yg. ¥,
i=1
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Opét podle (5.3) plati, Ze
LXp, y5, ¥ = L, 95, ¥ + (Lix™, v, ¥, achi) +
1
+ 5 (L35, Y (o), i) + o(ap),

coz podle predchoziho znamena, ze

2
o
o L, 35, ¥ i) + o(e) £ 0.
Po vydéleni o a limitnim prechodu dostaneme, Ze (£, (x*, ¥§, Y9h, h) < 0 pro nenu-
lové h splitujici (8.9), coZ je vSak spor s pfedpokladem. ]

Priklad 8.7. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x1,x2) = x7 + x3 za podminky 5x? +
+ 6x1x2 + 5x§ —8=0.

Reseni. Jak funkce f(x1, x2), tak funkce g(x1, x3) = 5x12 + 6x1x2 + Sx% — 8 z vazebné
podminky maji derivace viech fadi v celé R?. Lagrangeova funkce m4 tvar

L(x1, X2, Y0, Y1) = Yo(xT + x3) 4+ y1(5x7 + 6x1x2 + 5x3 — 8).

Budeme predpoklddat, Ze yp = 0 pro minimum i maximum (viz text pfed vétou 8.5).
Nezavislost gradientu g’l (x1, x2) = (10x] + 6x2, 6x1 + 10x3) znamen4, Ze je nenulovy.

Ale soustava rovnic
10x; + 6x, =0,

6x; + 10x, =0

mad jediné feSeni x| = x» = 0, které nevyhovuje vazebné podmince. To tedy znamen4, Ze
yo je nenulové, a Ize volit yp = 1. Derivace Lagrangeovy funkce pak je

Ly (x1,x2, Y0, y1) = (2x1 4 y1(10x1 + 6x2), 2x2 + y1(6x1 + 10x2)).
Ta musi byt podle véty 8.2 nulova. Pro urceni stacionarnich bodi mame rovnice

2x1 + y1(10x1 + 6x2) =0,

11
2x2 + y1(6x; + 10x2) = 0. (8.11)

Déle musi platit vazebna podminka.

Zrovnic (8.11) plyne, Ze y; # 0. V opacném piipadé bychom dostali x; = x, = 0, ale
toto feSeni nespliiuje vazebnou podminku. Z nenulovosti y; plyne, Ze x; # 0 a xp # 0.
Kdyby totiZ napt. x; = 0, vySlo by z prvni rovnice v (8.11), Ze xo = 0, coZ je opét spor
s vazebnou podminkou. Plati tedy

1 _ 5x1 + 3xp
Vi xi 2 a2 2_ 2
I 3+ 50 = Sxix2 +3x5; =3x7 +5x1x2 = x| =x;.

N X2
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Odtud mame x; = £x. Tento vysledek dosadime do vazebné podminky. Vyjde

2 1
1
(II) Xy = —X1 ——2 4x12 =8 = X] = :I:«/E > vy = —5

Celkové jsme tudiz dostali Ctyfi feSeni, a to x! = (4 4), x? = (—‘/Ti, —‘/TE)
x3 = (V2,—v2) a x* = (—v/2,+/2). Dosazenim se miZzeme piesvéd¢it, e viechna
vyhovuji rovnicim (8.11) i vazebné podmince, tj. jsou to staciondrni body.

Diéle vypocteme druhou derivaci. Vyjde

2+ 10 6
L (x1, X2, Y0, Y1) = ( _ N ) .

6y1 2+ 10y,
Nyni urc¢ime vektory splitujici podminku (8.9). Mame
g1(x1, x2) = (10x] + 6x2, 6x1 + 10x2).

Nejprve vysetiime body x ' a x2, jimZ odpovid4 taZ hodnota multiplikétoru y; = —1/8.
Je gj(x!) = (8v/2,8v2) = —g|(x?). Pro h = (h1, h2) je

(g1(x"), h) =8v2h; +8V2ha =0 = h;=—hy, tj.h = (h,—h), h € R.

h
) ( h> =3h% > 0proh # 0.

Vysledek pro x? je stejny. V obou téchto bodech je proto podle véty 8.6 lokalni minimum.
Jeho hodnota je f(x!) = f(x%) = 1.
Podobné pro body x3 a x*, jimZ odpovida tataZ hodnota multiplikitoru y; = —1/2, je

g (x%) = (42, —4V2) = —g{ (x*). Pak

Pro x? maji vektory splitujici (8.9) stejny tvar. Tedy

(Lt~ ) = ) (_

I[NNI
INIRYENIN

(g1 (x*), h) =4v2h) —4N2hy =0 = hi=hy, . h=(h,h), h €R.

Pro x* maji vektory splitujici (8.9) stejny tvar. Tedy

(L (N2, —V2,1,=1) k) = (b, ) (:g :§> (Z) = —12h*> <Oproh # 0.

Vysledek pro x* je stejny. V obou téchto bodech je proto podle véty 8.6 lokalni maximum.
Jeho hodnota je f(xs) = f(x4) =4,

Uloha mé ndzornou geometrickou interpretaci. Vazebnd podminka je rovnici elipsy,
na niz hledame nejblizsi a nejvzdélenéjsi bod od pocatku. A
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Priklad 8.8. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x) = xjxpx3 za platnosti podminek
x12+x%—l—x§ =1, x1+x+x3=1.

Reseni. Jak funkce f(x), tak funkce g{(x) = x12 +x% -|—x32 —lag)(x)=x14+x2+x3—1
maji v R? derivace v$ech fada. Lagrangeova funkce md tvar

Z(x,y0,y) = yox1x2x3 + )’1()512 +X% +X32 — 1D+ y(x1 +x2+x3—1).

Gradienty g} (x) = 2(x1, x2, x3) a g5(x) = (1, 1, 1) mohou byt linedrn& zdvislé, jen kdyz
X1 = xp = x3 = t. Po dosazeni do prvni vazebné podminky pfitom vyjde 3¢% = 1, tj.
t = £1/+/3. Podobné z druhé podminky vyjde 3t = 1, tj. r = 1/3. To je viak spor. Podle
véty 8.2 je proto mozné volit yo = 1.
Nyni vypocteme derivaci Lagrangeovy funkce. Dostaneme
Ze(x, 1, y) = (xax3 + 2x1y1 + y2, X163 + 2x2y1 + y2, X1X2 + 2X3)1 + ¥2).

Ta se musi rovnat nule. Prislu$na soustava rovnic ma tvar

x2x3 + 2x1y1 + y2 =0,
xX1x3 4+ 2x2y1 + y2 =0, (8.12)
x1x2 + 2x3y1 + y2 = 0.

Dale musi platit obé vazebné podminky.
Secteme tyto tfi rovnice. Dostaneme

X1x2 + x1x3 + x0x3 + 2y1(x1 + x2 + x3) + 3y, = 0. (8.13)
ProtoZe pro libovolnd x1, x> a x3 plati identita
(x1 + X2 +x3)% — (¢F + 23 + x3) = 2(x102 + X103 + x2x3),

vychazi vzhledem k vazebnym podminkam jednak, ze x1x2 + x1x3 + x2x3 = 0, jednak
pak z (8.13), Ze
2y1 + 3y, =0. (8.14)

Dile od sebe odecteme prvni a druhou rovnici z (8.12). Dostaneme
x3(x2 —x1) +2y1(x1 —x2) =0 = (x1 —x2)2y; —x3) =0.

Obdobné rovnice dostaneme odectenim prvni a tfeti a druhé a tieti rovnice z (8.12).
Celkové dostaneme

(x1 —x2)(2y1 — x3) =0, (8.15)
(x1 —x3)(2y1 — x2) =0, (8.16)
(x2 —x3)2y; —x1) = 0. (8.17)

V kazdé z téchto rovnic musi byt alespoti jedna zdvorka rovna nule. Budeme kombinovat
rizné mozZnosti.
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1) Nechtx; —x» =0ax; —x3 =0. Pak x; = xp = x3, aje tedy splnéno i (8.17). Dosa-
zenim do vazebnych podminek dostaneme stejné jako vySe pii ovéfovani nezdvislosti
gradientl g| a g spor. Stejny spor dostaneme pfi volbach x; —x, = 0, x; —x3 =0
ax|s —Xx3 =O,XQ—X3 =0.

2) Necht x; —x; =0a2y; —x; = 0. Pak x; = 2y; aje splnéno i (8.17). Z vazebnych
podminek vychazi

0

8y? + x3 =1, :
1/3.

2 _ 2 2 — —

Prvni hodnota davd x; = xp = 0, x3 = 1, y, = 0, druhd pak x; = x, = 2/3,
x3 = —1/3, yo = —2/9. Tedy

X =001, y=00, x=(22_-1 o (L2
- b ) b} y_ b} ) i 3,39 3 ) y_ 33 9 .

3) Necht x; —x3 =0a2y; —x; = 0. Pak x3 = 2y; a je splnéno i (8.15). Obdobné jako
v predchozim bod¢ dostaneme

2 1 2 1 2
3 3 4 4
=(0,1,0), = (0, 0), =(=,—=,2 |, - ==,
* ( A ©.0) * (3 3 3) Y (3 9)
4) Necht' xp — x3 = 0a2y; — x3 = 0. Pak x = 2y; a je splnéno i (8.16). Opét obdobné
jako v bodé€ 2) dostaneme

122 12
5 5 6 6
=(1,0,0), ¥ =(0,0), —(—2.2.2), AN
»=000. y=0.0. » ( 3°3 3) Y (3 9)

Zbyvajici kombinace nedavaji Zadna dalsi feSeni.
Nyni vypocteme druhé derivace Lagrangeovy funkce. Diky spojitosti jsou smiSené

parcidlni derivace liSici se pouze poradim neznamych, podle kterych se derivuje, stejné.
Vyjde

og)«f]x[ = 2}71, gxzxz = 2)’1, XX3x3 = 2)’1, g)ﬂxz = X3, gxz)g = X1, gxl)g = X2.

/

: /
Derivace £,

(x, 1, y), tj. matice druhych parcidlnich derivaci, ma tvar

2y1 x3 X2
Llx, Ly)y=|x3 2y1 x1 |. (8.18)
X2 X1 2y

Pfipomenme si jeste, Ze g} (x) = 2(x1, x2, x3) a gh(x) = (1,1, 1).
Nejprve vysetfime staciondrni bod x!'. K tomu musime uréit viechny vektory h =
= (hy, ha, h3), které spliiuji podminky (8.9). Dostaneme
g (x)=20,0,1), (gix"),h)=0 = h3=0,
g(xH =111, (&), k=0 = hi+hy+h3=0,
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Musi tedy platit hy = —hy, takze h = (h, —h, 0), h € R. Déle vycislime kvadratickou
formu z (8.10). Vyjde
1 0
2 Lyh=110 0
00
Tedy
010 h
(Ll 1L,y hy =, —h,00 |1 0 0| —h | = =21 <0proh #0.
000 0

Vzhledem k textu pred vétou 8.5 to znamend, 7e v bodé x! podle véty 8.3 je lokalni
maximum.
Nyni vySetiime stacionarni bod x2. Uréime vektory A spliiujici (8.9). Mame
2
) =322, =D, (&), k) =0 = 2k +2h—h3=0,
HEH =0, LD, (@) k=0 = hi+h+h;=0

Opét dostavame hy = —hy, h3 = 0, takze h = (h, —h,0), h € R.
Druhé derivace Lagrangeovy funkce je

X

: -12
z (x2,1,y2):5 -1 22,
22

takZe
: 2 -12 h

(L) x2 1,y hh)y == (h,—h,0) [ =1 22 || =h | =21 > 0proh # 0.
3 2 22 0

V bodé x? je tedy lokalni minimum.
Obdobné se ovéif, Ze v bodech x3 a x? je také lokdlni maximum a v bodech x* a x
zase lokalni minimum. Pfitom plat{

6

fah = fed) = f@x’) =0, fu%=f@ﬁ=fu%=—%.
Defini¢ni obor, na némz jsme funkci f vySetfovali, je prinikem kulové plochy xlz +
+x§ +x32 = 1 aroviny x| +x2 +x3 = 1. Je to tedy kruznice, coZ je ohraniCend a uzaviena
mnoZina, tedy je kompaktni. Podle Weierstrassovy véty nabyva f na této mnoziné globalni
maximum i minimum. Podle poznamky 5.17, &4st 4, ma globalni maximum v bodech x !,
x3 a x° a globalni minimum v bodech x2, x* a x®. V jinych bodech globalni extrémy
JiZ nastat nemohou, protoze by v nich musely byt i lokdlni extrémy, ale ty jizZ Zddné dalsi
nejsou, jelikoZ jsme nasli vSechny. A
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V predchozim ptikladu jsme mohli postupovat jinak. Nejprve jsme mohli na zdkladé
Weierstrassovy véty zdivodnit, Ze existuji globdlni extrémy. Pak jsme mohli pomoci
véty 8.2 najit staciondrni body. Protoze v bodé globélniho extrému je soucasné lokélni ex-
trém, a tudiz staciondrni bod, musi byt globdlni extrémy mezi staciondrnimi body. Stacilo
tedy urcit funk¢éni hodnoty ve staciondrnich bodech a vybrat z nich nejvétsi a nejmensi.
ProtoZe v naSem piipadé€ byla ve tfech stacionarnich bodech stejnd nejmensi hodnota a ve
zbyvajicich tfech stejnd nejvétsi hodnota, jednalo se o body globélnich, a proto i lokdlnich
extrémd. JelikoZ Zadné dalsi staciondrni body nebyly, nemuseli jsme tudiZ pocitat druhou
derivaci Lagrangeovy funkce a vySetfovat jeji definitnost. Reeni by bylo v tomto kon-
krétnim piipadé podstatné krat$i. Nasim cilem vSak bylo ukazat pouziti véty 8.6. Pravé
popsany postup uplatnime v ndsledujicim pfikladu.

Priklad 8.9. Najdéte globalni a lokalni extrémy funkce f (x) = x? + x3 — x pfi splnéni
podminky x12/2 + x% + x32 —1=0.

ReSeni. Jak funkce f(x), tak funkce g(x) = x12/2 + x% + x32 — 1 maji v R3 derivace
vSech fadi, zejména jsou tedy spojité. Mnozina bodi vyhovujicich vazebné podmince je
elipsoid — viz (9.12). Je to tedy ohrani¢end a uzaviend mnoZina, takZe na ni funkce f
podle Weierstrassovy véty (Cast Pro zdjemce na str. 140) nabyva globdlniho maxima
iminima. V pfisluSnych bodech budou proto rovnéz lokalni extrémy, a tudiz podle véty 8.2
1 staciondrni body. Ty nyni nalezneme.

Lagrangeova funkce ma tvar

Zx, y0, y1) = Yo + x5 —x3) + y1 (/2 4+ x5 + x5 = 1.
Urcime jeji derivaci a polozime ji rovnu nule:
Zx(x, y0, y1) = yo(2x1, 2x2, —2x3) + y1(x1, 2x2, 2x3) = (0, 0, 0). (8.19)

Kdyby platilo yp = 0, muselo by byt y; # 0. Pak ovSem z predchozi rovnice dosta-
neme x; = x, = x3 = 0, ale tento bod nevyhovuje vazebné podmince. Uloha je proto
reguldrni a miizeme volit yp = 1 (pro maximum i minimum — viz text pfed vétou 8.5).
Z rovnice (8.19) dostaneme soustavu

x12+y1) =0,
xo(l+y1) =0, (8.20)
x3(—=1+yp) =0.

Je-li y; # —2, —1, 1, dostaneme z predchozich rovnic, Ze x; = xp = x3 = 0, cozZ je
spor s vazebnou podminkou.
Nyni probereme vSechny tfi zbyvajici hodnoty multiplikdtoru y;.
1) Je-li y; = —2, vyjde ze soustavy (8.20), Ze x; = x3 = 0. Z vazebné podminky pak
mame x%/Z —1=0,4.x1 = +/2. Nasli jsme dva stacionédrni body x! = (\/E, 0,0)
ax?=(-+2,0,0).
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2) Je-li y; = —1, vyjde ze soustavy (8.20), Ze x; = x3 = 0. Z vazebné podminky pak
mame x% —1 =0, tj. x» = £1. Nasli jsme dva staciondrni body x3 = 0,1,0)
ax*=(0,-1,0).

3) Je-li y1 = 1, vyjde ze soustavy (8.20), ze x; = xo = 0. Z vazebné podminky pak
mame x% —1 =0, tj. x3 = £1. Nasli jsme dva stacionarni body x> = (0,0, 1)
ax®=(0,0,—1).

Diéle vypocteme funkéni hodnoty ve staciondrnich bodech:

feh=raxH=2 fe&H=rah=1 fx=rx%=-1

To oviem znamend, 7e v bodech x! a x? nabyva funkce f globdlniho maxima, takZe zde
mad i lokédlni maxima, a v bodech x> a x° nabyva globdlniho minima, takze zde mé i lokaln{
minima.

O staciondrnich bodech x3 a x* nelze na zklad& predchozich tivah nic fici, pokud jde
o lokdlni extrémy. Musime tedy pouZit podminky druhého fadu. Lagrangeova funkce ma
v tomto bodé tvar

Lx, L, =D =xl4+x5 —x3— (24 x3+x3— 1) =x}/2—2x3 +1,

takze %y, x, = 1, Zyix; = —4 a vSechny zbyvajici druhé parcidlni derivace jsou nulové.

Druhd derivace £}, (x, 1, —1), tj. matice druhych parcidlnich derivaci, ma tvar

10 0
2 (x,1,-)=[0 0 0
00 —4

Nyni uré¢ime vSechny vektory h = (hy, hj, h3), které splituji podminky (8.9). Protoze
g'x = (x1, 2x3, 2x3), dostaneme
gx)=(0,2,0, (E&Hh=0 = 2 =0,
gxhH =0,-2,0, (g@xH h=0 = 2h=0.

V obou pripadech je tedy ho = 0, takze h = (h1, 0, h3), hy, hz € R. Vycislime kvadra-
tickou formu z (8.10). Pro x> vyjde

10 0\/m
(Ll 1Ly hoh) = (h1,0,h3) [0 0 0| 0 | = —4nd.
00 —4)\hs

Vysledek pro x* je stejny. To je vSak indefinitni forma, takZe podle véty 8.5 v Zadném
z bodi x3, x* nenf lokaln{ extrém. A



8.2 Podminky druhého vddu

183

Piiklad 8.10. Najdéte nejvétsi vzdalenost d pocitku O od smycky Descartova' listu
x13 —|—xé5 —3ax1xp =0,a > 0.

Obr. 8.3

Reseni. Je-li A = (x1, x2) bodem smy¢ky Descartova listu (obr. 8.3), pak pro jeho
vzdalenost d od po¢itku O = (0, 0) plati

d = \/xlz—l—x%,

2 2 2

takze

Misto extrému vzdilenosti d miiZzeme hledat extrém mocniny d2. Pfitom je tento extrém
vazan podminkou, Ze bod A = (x1, x) je bodem smycky Descartova listu. Jde tedy
o urceni extrému funkce

d? = x% + x%

uvnitt prvniho kvadrantu (tj. v (8.1) je P = (0, +00) x (0, +00) ) pfi podmince
xf’ +x§’ — 3axijxy = 0.

Jak funkce f(x1, x2) = xl2 + x%, tak vazebnd podminka g (x, x2) = xf + xg — 3ax1x;
maji parcialni derivace vSech fada. Sestavime Lagrangeovu funkci:

L (x1, %2, 0, Y1) = Yo7 +x3) + y1(x] + 63 — 3axix).
Derivace funkce g je

g1 (x1, X2, 0, ¥1) = (3x} — 3axy, 3x3 — 3axy).

IRené Descartes (1596-1650) (&ti dekart) — francouzsky filosof a matematik. Zakladatel analytické
geometrie. PouZiti soufadnic, které zavedl, umoziuje fesit geometrické problémy vypoctem, nikoliv jen
konstrukei, jako v syntetické geometrii. Latinsky pfepis jeho jména je Cartesius. Odtud pochdzi nizev
kartézské souradnice a kartézsky soucin. Je zndm svym vyrokem Cogito ergo sum (Myslim, tedy jsem).




184

Vdzané extrémy

Urcime, kdy se rovné nule. Z rovnic

3x12 —3ax; =0, 3x§ —3ax; =0
dostaneme vylouc¢enim druhé nezndmé, ze xi‘ = a’x,. Tato rovnice ma dvé& redln4 fesent:
x1 = 0 ax; = a. Hodnoty druhé nezndmé jsou po fadé x, = 0 a x = a. Prvni bod (0, 0)
nepati{ do mnoZiny pfimych omezeni P a druhy bod (a, a) nevyhovuje vazebné podmince.
Podle véty 8.2 je tudiz yy # 0 a mizeme piedpokladat, Ze yo = 1.
Derivace Lagrangeovy funkce je

Llx1,x2, 1, y1) = (2x1 + y1(3x] — 3ax2), 2x2 + y1(3x3 — 3axy)).
Pro uréeni stacionarnich bodd mame tfi rovnice

2x1 + y1(3x} — 3axy) =0,
2xy + y1(3x§ —3axy) =0,
x13 + xg — 3axijxz = 0.
Multiplikator y; # 0. Jinak by z prvnich dvou rovnic vyslo x; = x, = 0, ale tento bod ne-
lezi v mnoZiné P. Vyndsobime-li prvni rovnici x,, druhou x{, odecteme je a vykratime y,
dostaneme postupnymi Upravami
xi(axy — x3) = xa(axy — x1),
a(xi — x3) = x1x2(x2 — x1),
(x1 — x2) (a(x1 + x2) + x1x2) = 0.

ProtoZe pro (x1, x2) € P je a(x; + x2) + x1x2 > 0, musi platit x; = x;. Po dosazeni do
vazebné podminky vyjde vzhledem k tomu, Ze x| # 0,

3
2x13—3ax12=0 = x1=§a.

Mame tudiZ jediny staciondrni bod x* = (% a, % a). Lagrangetv multiplikator nabyva pro

tento bod hodnoty y}" = —% .
Diéle vypocteme druhou derivaci Lagrangeovy funkce. Vyjde

24+ 6x1y; —3ay )

Lot = (T e

Nyni ur¢ime vektory splitujici podminku (8.9). Mame

9 ,9
/ *’1, xy [ Z 27 2 )
g1 (x 1) <4a 4a

Pro h = (h], hz) je

9
(gi(x*, 1,y}), h) = Zaz(m +h) =0 = hy=—hy, tj.h=(h,—h), heR.
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Tedy

"ok x -10 4 h
(L (et x5, 1, y)h, h) = (h, —h) ( 4 _10) (—h) = —28h°.

3a\/§

Podle véty 8.3 je proto v bod€ x* lokdlni maximum, jehoZ hodnota je dmax = 5

Je ziejmé, Ze ptfidanim pocatku k mnoZin€ bodi splitujicich vazebnou podminku do-
staneme ohranicenou a uzavienou mnozinu. Uzavienost plyne ze spojitosti funkce gi.
O ohranicenosti se miizeme presvédcit vyjadienim Descartova listu v polarnich soufadni-
cich. PoloZime-li x = pcos¢, y = psing, ¢ € (0, t/2), dostaneme

0> (cos’ ©+ sin® ) — 3ap? cos psing = 0.

Na intervalu (0, 7/2) jsou obé funkce cos ¢ a sin ¢ nezdporné a nikdy nejsou soucasné
rovny nule. Tedy vyraz cos’ ¢ + sin’ ¢ je na tomto intervalu kladny. Podle Weierstrassovy
véty pro funkci jedné proménné zde nabyva absolutniho minima, které je kladné, tj.
existuje konstanta ¢ > 0 takova, Ze cos> o+ sin’ @ 2c,p € (0, 1/2).

Hodnota p = 0 odpovida pocatku. Pro ostatni body v prvnim kvadrantu vyjde

3a cos ¢ sin @ 3a
P =3 — = Pl
COs” @ + sin” ¢

[IA

o
Tim je ohrani¢enost ovérena.

Podle Weierstrassovy véty tudiz existuje globalni maximum, které musi byt v bodé x*.
v 3av?2
2

Nejvétsi vzdalenost pocatku O od smycky Descartova listu je tudiz a je rovna
vzddlenosti od bodu x* = (34, 34). A

Pojmy k zapamatovani

— vazebné podminky

— pifima omezeni

— vdazany extrém

— Lagrangeova funkce

— Lagrangeovy multiplikétory
— stacionarni bod

— nutné a postacujici podminky existence lokdlniho extrému

Kontrolni otazky

1. Co rozumime tzv. klasickou tlohou na vdzany extrém?

2. Jaka je nutnd podminka, aby bod x* byl lokdlnim extrémem tdlohy f(x) — ext,
gix)=0,i=1,...,.m,x € P, P=1int P?




186

Vdzané extrémy

@ ——

3. Jaké podminky musi spliiovat bod x*, aby byl staciondrnim bodem tlohy na vdzany
extrém?

4. Co je to nutnd podminka prvniho faddu pro existenci lokdlniho extrému?

5. Jak Ize geometricky interpretovat nutnou podminku prvniho fadu existence lokal-
niho extrému?

6. Jakd je nutnd podminka druhého fadu pro existenci lokalniho extrému?
7. Uvedte jaké podminky zarucuji, aby v bodé x* bylo lokdlni minimum dlohy na
vadzany extrém.

8. Jak lze pfevést vySetiovani lokdlnich maxim na vySetfovani lokdlnich minim?

Priklady k procviceni

1. Naleznéte vazané lokalni extrémy funkce f(x1, x,) pfi zadané podmince.

a) f:z=xf+xg, podminka x; +x, —3 =0,

b) f:z=x; 4+ 2x,, podminka xf + x% =35,

¢) f:z=x}+2x3, podminkax? — 2x; + 2x3 +4x; =0,
d) f:z=06—4x; —3x,;, podminka x? 4+ x3 =1,

e) f:z=x1x, podminka x; + x, = 2,

f) f:z=2(}+x3), podminka x; + x; = 2,

g f:z=1/x1+ 1/x;, podminka x| + x, = 2,

h) f:z=cos®x; + cos® x,, podminka x; — x, = 7 /4,
i) f:z=x;+x+2, podminka 2(x? + x3) = x7x3,
1) f:z=2x1+ x, podminka x;x, =1,

k) f:z=1/x;+ 1/xy, podminka 1/x} + 1/x5 = 1.

2. Naleznéte extrémni{ hodnoty vzdalenosti po¢dtku souradného systému od k¥ivky 5x? — 6x1x +
+5x5 —8=0.

3. Urcete stacionarni body a ovéite, zda jsou v nich lokdlni popt. globalni extrémy.

a) x1xy + xox3 — ext, x% + x% =2, xp+x3=2.
Ndvod: 7. ¢, = 0 vyjadiete x;, x5, x3 pomoci y;, y, a dosadte do vazebnych podminek.
Z nich pak vylucte y;.

b) x%+---+x3—>ext, X1 +2x+---+nx, =1.
Pomiicka: 1> + 2>+ -- - +n? = cm+1)(2n +1).

C) X1Xpx3 — ext, X1+ xp+x3=15, X1X2+ X2x3+ x1x3 =8,

d) x1 — 2x, + 2x3 — ext, x12+x§+x32 =1,

e) xj +2x34+3x; > ext, xj+x3+x3=1 x5 +2x+3x=0,

f) 4x; +3x, —> ext, x}+xI=1,

g) x4+ x5 — ext, 3x; +4x; =1,
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h) e**2 — ext, x; 4+ x; =1,

1) 5x12 + 4x1x, +x§ —ext, x;+x =1,
j) 3x% +dxixp +x3 > ext, x;+x =1,
K) x;x3x; — ext, x;+x+x3 =1,

1) x1x,x3 — ext, x12 —I—x% —I—x% =1, x1+x+x3=0.

4. Najdéte globdlni a lokdlni extrémy funkce f(x) = x? + x5 — x? pifi splnéni podminky
xP+x3+x3—1=0.

Kli¢ k piikladim k procviceni @é

Oznaceni: Im (IM) . . . lokdlni minimum (maximum), gm (gM) . . . globalni minimum (maximum),

sb ... staciondrni bod, v némZ neni extrém. VSechny dlohy jsou reguldrni a multiplikator yy = 1,
pokud neni uvedeno jinak.

Lalmv(33),y=-%,
b) IMv (1,2),yy=—1,Imv (=1,-2), y; = 3,
¢)Ilmv (0,0),y; =0,IMv (2, -2), y; = -2,
dImv($3), =32, Mv (=% -2),yy=-3,
e) IMv(1,1),y =—1,
f) Imv (1, 1), y, = —4,
g) Imv (L, 1), =1,

) Imv (5 + 5, —F + ) kliché, yy = =5, IMv (§ + . —F + ), k sudé, yi = 5,

DImv(2,2),y =5,IMv(=2,-2),y = —3,

PDImv 1,1,y =-1,IMv(-1,-1),y =1,
k)lMV(ﬁ,ﬁ),ylz—%,lmv( \/_—\/_) 7

). (=% %) 0 =4, MV (V2.V2), (-V2.-V2). 3

2 2

Ndvod: VySettete funkci f(xq, xp) = xlz +x§, kterd m4 stejné extrémy jako funkce g(xy, xp) =
= +/x? + x3. Ohrani¢enost mnoZiny splﬁujfcf vazbu (otocCend elipsa) lze ovéﬁt takto: Po

Gpravé vazebné podminky je 5(x; — 2 x2)2 + 28 x3 =8.0dtud |x; — 2 x| < 0 x| < jT

atedy |x;| < ‘xl - %xz‘ + % [x] < \/% Pak lze pouZit Weierstrassovu vétu.

3a)yimv(-1,1,1),y=(3-1),eMvd, L1, y=(—1.-1),

-1 3 —1-+/3 5 3 2 3 1 3
gmv< £5 f’+f>,y:<+Tf,+Tf>,
—1-+/3 =1 5— 2—+/3 1=4/3
1MV< 2f erf’ f) y—< 2[ 2f)’
6 62 6n _ —12
b) gmv (n(n+l)(2n+l) > n(+D)Q2n+l) 0t n(n+l)(2n+l))’ Y = watheatD

C) gm v (2’ 27 1)’ (Zv 1’ 2)’ (17 2a 2)’ y - (4’ _2)’
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Vdzané extrémy
v (44D (11 G Dy = (=),
d) gMV(%,%,%),yl__%,ng(—%,—%,—% ’y1:%>

_ [ =1243v2 i«/1973 2
y - 7 ) 7ﬁ )

1 /13=9v2 1 /10+6v2 1 /5432
gMVi(i\/ 7 75\/ 7 ,_5 7),

_ (—12—3ﬁ j:«/19+3f2>
y - 7 ’ 7[ )

7
Demv (=5, —3). 0 =3.eMv (5,3). 0 =3,
©emv (55.55) 51 =—5.,
h) eMv (5.3). 31 =3 Ve,
Demv(=3.3) 3 =-1,
J) nem4,

KWIMv(;.3.3). m=—5,IMv(#,0,1-

t),t <Onebot > 1,y =0,Imv (¢,0,1 —1),
O<t<1l,yy=0,sbv(z,1—

t,0),teR,a(0,0,1),y; =0,

11 _L) (L _2 L) (_L 1 L) _<; 1)
V6 Vet V6 ) \V6' V6 Vo) 6° V6 v6)Y = \2v65)

4. gmv (0,0, £1),y=1,gMv (x,y,0), x2 4 y2 = 1 (4. na kruznici), y; = —1.



189

Kapitola 9

Kvadratické plochy

Pruvodce studiem

Ze stredni skoly zname duleZity pfiklad rovinnych kfivek, tzv. kuzeloseCky. Ty
jsou definovany jako mnoZiny bodu, které obdrZime jako Ffezy kuZelové plochy
rovinou. Mezi né patfi zejména kruznice, elipsa, parabola a hyperbola. O téchto
kuZeloseckach Fikame, Ze jsou nedegenerované. Mezi kuZeloseCky vSak také
patfi bod, dvojice riznobéznych pfimek nebo jedna ptimka (tzv. dvojnasobna),
které ziskame, kdyZ fezna rovina bude prochazet vrcholem kuzelové plochy. Tyto
kuzeloseCky se nazyvaji degenerované.

Dale je znamo, Ze souradnice bodu kuZelosecek vyhovuji kvadratickym rov-
nicim o dvou neznamych. Pri vhodné volbé soufadného systému jsou rovnice
kuZelosecek v tzv. normalnim tvaru tyto:

x4+ yr =72 kruZnice, 9.1)
X2 2 .
=+ % =1 elipsa, 9.2)
X2 2
= % =1 hyperbola, 9.3)
y? =2px parabola, 9.4)
2 2
x_2 +Y _o dvojndsobny bod, 9.5)
a b?
2 2
x_2 _ % -0 dvojice riznobéznych piimek, (9.6)
a
x? = a? dvojice rovnobéznych pfimek, (9.7)
x2=0 dvojnasobna ptimka. (9.8)

Pritoma, b, p, r > 0. Dvojici rovnobéZnych pfimek nedostaneme jako fez kuZelové
plochy rovinou.

V této kapitole se pokusime vytvofit obdobu v R3. Nepujde o kivky, ale plochy.
Pri jejich zavedeni vyjdeme z toho, Ze mnoZina bodu tvoficich kuZelosecku vy-
hovuje jisté kvadratické rovnici o dvou proménnych a tuto vlastnost budeme chtit

zachovat.
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Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e urcit, zda dand rovnice druhého stupné je rovnici kvadriky,
e rozhodnout, zda se jednd o stifedovou ¢i nestfedovou kvadriku,
e rozhodnout, zda je dand kvadrika degenerovana (reguldrni) ¢i nedegenerovana
(singularni),
e upravit rovnici kvadriky na normdlni tvar,
e urcit stfed a poloosy dané kvadriky,
e rozpoznat konkrétni typ dané kvadriky.

Kvadriky budou plochy v R? tvofené body, jejichZ soufadnice vyhovuji kvadratické
rovnici o tfech nezndmych. Presna definice vypada nasledovné.

Definice 9.1. Necht ayy, ax, a3z, asa, a1z, a1z, ais, a3, ax, azs € R, pricemz plati
lait| + |ax| + |laszs| + |laiz] + |ai3| + |azz| > 0. Pak mnozinu vSech bodu o soufadni-
cich (x, y, z) € R>, které vyhovuji rovnici

anx*+any? +axz? +2a1xy +2a13x7 4+ 2a23yz + 2a14x +2a24y +2az4z +ags = 0,
9.9

nazyvame kvadrikou neboli kvadratickou plochou.

Jde tedy o kvadratickou rovnici o tiech nezndmych x, y, z. Cisla a; j se nazyvaji
koeficienty. Podminka

lai| + |axa| + lazz| + laiz| + |aiz| + laxz| > 0

k4, Ze aspon jedno z téchto Cisel neni nula, tedy Ze rovnice (9.9) skutecné obsahuje
alespoti jeden kvadraticky &len x2, y2, z2, xy, xz nebo yz.

Cleny s x, y a z se nazyvaji linedrni a ass je absolutni &len.

Koeficienty u smiSenych kvadratickych ¢lend xy, xz a yz a linearnich ¢lenti x, y a z
jsou z formdlnich diivodi (nize bude jasné pro¢) napsané ve tvaru soucinu 2 - ¢islo. Napf.
prodxz —3y=0jea;z =2aaxu = —%, ostatni koeficienty jsou nulové.

Kvadrika miiZe byt i prazdna mnoZina. Napf. rovnici x% + y> +z2 4 1 = 0 nevyhovuje
zadna trojice redlnych Cisel (x, y, z) — soucet nezdpornych Cisel zvétSeny o jednicku
nemuze dat nulu.

Kazdé kvadrice piiradime matici jejich koeficientl A. Jeji prvky budou ¢isla a; ;. Chybi
nam ale prvky pod hlavni diagondlou. Ty doplnime tak, aby matice byla symetricka, tj.
poloZime a;; = aj; proi > j,kdei,j = 1,...,4. Vlastné koeficienty u smiSenych
kvadratickych ¢lenti a linearnich ¢lenti rozdélime ,,spravedlivé‘ na poloviny. To je divod
pouziti dvojek v rovnici (9.9). Napf. ¢len 6xy jakoby napiSeme ve tvaru 3xy + 3yx.

Poznamka 9.2. Pro snadnéj$i zapamatovani, jak se matice A vytvofi, si v§imnéte, Ze
nezndmym x, y a z postupné odpovidaji indexy 1, 2 a 3. Napft. u ¢lenu yz je koeficient
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s indexy 2 a 3, tj. ap3. U Clenu zy by bylo podobné as3;, ale protoze azz = a3z a yz = zy,
davé to dohromady 2a33yz.
Pokud jedna nezndmd chybi, tj. jde o linedrni Cleny, nebo chybi obé dvé, tj. jde
o absolutni ¢len, doplni se za pfislusny index ¢tytka, napt. ax4 u y, resp. dvé Ctyiky u aqq.
Také si to lze predstavit tak, Ze mdme ne tfi nezndmé x, y a z, ale Ctyfi, pficemz
posledni je rovna jedné, tj. x, y, z a 1. Tedy napf. u axs stoji y - 1 auaqq stoji 1 - 1.

Matice piislusejici kvadrikdm hraji pfi jejich hlubsim studiu klicovou roli. Protoze
nds budou zajimat jen zakladni vlastnosti kvadrik, nebudeme s nimi pracovat. PouZijeme
je pouze pro zavedeni nasledujiciho pojmu, ktery umoZzni kvadriky klasifikovat do dvou
skupin (podobné jako kuzelosecky).

Definice 9.3. Kvadrika se nazyva nedegenerovand (reguldrni), jestlize det A # 0.V opa-
¢ném pripade, tj. kdyz det A = 0, se nazyva degenerovand (singuldrni).

Priklad 9.4. Rozhodnéte, zda nasledujici kvadriky jsou degenerované nebo ne.
a) 2x2—3z24+4xy —2yz+2y —6z+4=0,
b) x2—2y?—2z22—xy—xz+5yz—x—4y+5z—-2=0.

Reseni. UrCime nejprve koeficienty a;; a z nich pak sestavime matici kvadriky a ur¢ime
jeji determinant.

a)ayy = 2,a33 = =3, a4 =4, a12 = 2, a3 = —1, axy = 1, azy4 = -3, zbyvajici
koeficienty jsou nulové, tj. axy = a13 = ajs = 0. Tedy

202 000 o
detA = =2| -1 -3 =3 |—-2|0 -3 —3|=82#0.
O - =3 =3 0 -3 4 0 -3 4
0 1 -3 4

Pfitom jsme det A rozvinuli podle prvniho fadku. ProtoZe det A # 0, jde o nedegene-
rovanou kvadriku.

1 | 5 1
b)ain=1,a0n=-2,a33==2,a44 = —2,a120 = —5,a13 = —5, a3 = 3,414 = —7,
ajyq = —2, az4 = % Tedy

|

I =3 =3 =2

L 5 5 _9

detA =| 2 2 =0,
15 5 s
) 2
1 5
L2 3

7 vz

protoZe determinant m4 dva stejné fadky. Jde tedy o degenerovanou kvadriku. A
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Pruvodce studiem

Dalsim nasim cilem bude seznamit se s jednotlivymi typy kvadrik a jejich rov-
nicemi. Pfitom se budeme snaZit (podobné jako u kuZelosecek) zvolit soufadny
systém tak, aby rovnice byly co nejjednodussi.

Lze ukazat, Ze otocenim soufadného systému kolem pocatku je mozné docilit,
aby koeficienty u sm/’s“enych kvadratickych Clenu xy, xz a yz byly nulove’ Protoz"e
tohoto otoceni hledat. Zajemce odkazujeme napf. na [ |, kde je uloha tzv. orto-
gonalni transformace kvadratické formy na kanonicky tvar popsana. Jina moznost
je pouZiti tzv. invariantd — viz napf. [15].

V dalsim budeme ptfedpokladat, Ze rovnice kvadrik nebudou obsahovat smiSené kva-
dratické ¢leny (pfesnéji, koeficienty u nich budou nulové), takze jejich podoba bude

anx® + any* + as3z? + 2a14x + 2az4y + 2a34z + asq = 0. (9.10)

Nyni si uvedeme piehled rovnic kvadrik v tzv. normdinim tvaru. Rozdélime ho do tf{
¢asti. VSude v dal§im predpoklddame, Ze a, b, c, p,q,r > 0.

x4y 42 =2 kulové plocha, (9.11)
2y 2 o
) + 7 + 2 =1 elipsoid, 9.12)
oy 2 N .
) + A 1 jednodilny hyperboloid, (9.13)
2oy P2 _ _
S+ 53— 5=-1 dvojdilny hyperboloid, (9.14)
a b c
2oy P2 5
—+ A 0 kuZzel, (9.15)
X2 2
z=—4+ = elipticky paraboloid, (9.16)
2p 2
X2 2
— — hyperbolicky paraboloid. (9.17)
) P 2q

Ptredchozi kvadriky jsou zndzornény na obr. 9.1 a 9.2.

Vsechny tyto kvadriky kromé kuZele jsou nedegenerované. Kulova plocha, elipsoid,
oba hyperboloidy a kuZel jsou tzv. stfedové kvadriky. (Nékdy se tento pojem zavadi jen
pro nedegenerované kvadriky — srv. [17, str. 18].) Sti'edem je v tomto pripadé pocatek

= (0, 0, 0). To znamena, Ze s kazdym bodem kvadriky o soutfadnicich (x, y, z) také bod
soumérné sdruzeny vzhledem k pocétku, tj. bod o soufadnicich (—x, —y, —z), je rovnéz
bodem téZe kvadriky. U kuZele se bod O = (0, 0, 0) také nazyva vrchol. Vrchol tohoto
typu maji pouze degenerované kvadriky.
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b) Elipsoid

a) Kulova plocha

”} ‘
N\ ‘

N W W

NN W N N

d) Dvojdilny hyperboloid

¢) Jednodilny hyperboloid

e) Kuzel

Obr. 9.1: Kvadriky — prvni Cast
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a) Elipticky paraboloid b) Hyperbolicky paraboloid

Obr. 9.2: Kvadriky — druha cast

Z rovnice kulové plochy je zfejmé vidét, ze \/x2 + y2 + z2 = r, coz fik4, Ze tato
kvadrika je tvofena body, jejichz vzddlenost od pocatku je konstantni, a to r. Jde tedy
o kulovou plochu se stfedem v pocédtku a polomérem r — viz obr. 9.1 a).

Cislaa, b a ¢ v rovnici elipsoidu se nazyvaji (obdobné jako u elipsy) poloosy elipsoidu.
ProtozZe body (+£a, 0, 0), (0, b, 0) a (0, 0, £c¢) zfejmé vyhovuji rovnici (9.12), jsou to
délky useki, které tento elipsoid vytina na kladnych a zdpornych ¢astech os x, y a z — viz
obr. 9.1 b). JestliZe je nékterd dvojice poloos stejnd (a tfeti poloosa je jind), bude elipsoid
rotacni s osou rotace v soufadné ose odpovidajici odliSné poloose. Napt. jestlize bude
a = ¢, bude osou rotace y. Jestlize a = b = ¢ = r, je vidét, Ze rovnice (9.12) prejde po
upravé v rovnici (9.11). Kulova plocha je tedy specidlnim pripadem elipsoidu.

RovnéZ u hyperboloidi se Cisla a, b a ¢ nazyvaji poloosy, geometricky vyznam uz
ale neni tak nazorny. U jednodilného hyperboloidu protind rovina z = 0 tuto kvadriku
v elipse o rovnici z—i + Z—; = 1, coz zjistime dosazenim nuly za z do rovnice (9.13). Cisla a
a b jsou tedy poloosami této elipsy — viz obr. 9.1 c¢). U dvojdilného hyperboloidu ziejmé
bod (0, 0, £¢) vyhovuje rovnici (9.14), takZe ¢islo ¢ je délka useku, ktery tato kvadrika
vytind na kladné a zdporné Casti osy z — viz obr. 9.1 d).

Jestlize v rovnicich hyperboloidii nebo kuzele je a = b, jde opét o rotacni kvadriku
S osou rotace z.

Paraboloidy jsou nestfedové kvadriky. Pro bod O = (0, 0, 0) se také pouZziva nazev
vrchol, ale jeho vyznam je zcela jiny neZ u degenerovanych kvadrik (napf. kuzele). Pokud
je u eliptického paraboloidu p = g, je to rotacni kvadrika s osou rotace z.

Pokud je nékterd z uvedenych kvadrik rotacni, 1ze ji vytvorit rotaci kuzelosecky lezici
vroving, pri¢emz rotace se provadi kolem nékteré osy symetrie této kuzelosecky. V piipadé
nedegenerovanych kuzelosecek tak z kruznice ziskdme kulovou plochu, z elipsy rotaéni
elipsoid, z hyperboly rota¢ni jednodilny nebo dvojdilny hyperboloid a z paraboly rotacni
elipticky paraboloid.
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V rovnicich hyperboloidil, kuZzele a paraboloidu figurovala nezndma z asymetricky.
Cyklickou zaménou x, y a z dostaneme tytéZ typy kvadrik, jen je musime na obr. 9.1
resp. 9.2 v nékterém sméru o 90° otocit.

Pomiickou pro zapamatovani predchozich rovnic jsou nésledujici skutecnosti:
1) Ve vSech téchto rovnicich se vyskytuji s nenulovym koeficientem vSechny tii nezndmé.

2) V rovnicich kulové plochy, elipsoidu, obou hyperboloidi a kuzele se vyskytuji s nenu-
lovym koeficientem vSechny tfi kvadratické Cleny.

3) V rovnici kulové plochy jsou vSechny tfi koeficienty u kvadratickych ¢lent stejné.

4) V rovnici elipsoidu maji vSechny tfi koeficienty u kvadratickych ¢lenti stejné znaménko
(ale nejsou obecné stejné).

5) V rovnicich hyperboloidt a kuZele maji dva koeficienty u kvadratickych ¢lenti stejné
znaménko a tieti ma opacné znaménko.

6) V rovnicich paraboloidl jsou jen dva koeficienty u kvadratickych ¢lenti nenulové.
U eliptického paraboloidu maji koeficienty u téchto kvadratickych ¢lenti stejna zna-
ménka, u hyperbolického paraboloidu opa¢na.

Dalsi skupinou budou tzv. kvadratické vdlce.

X2+ y2 =72 rotacni valec, (9.18)
C LYy lipticky val 9.19
a_2+ﬁ_ elipticky valec, (9.19)
X2 y?

il 1 hyperbolicky valec, (9.20)
y? =2px parabolicky vélec. (9.21)

Tyto kvadriky jsou zndzornény na obr. 9.3. Jsou vSechny degenerované.

Zdénlivé jde o rovnice kuzelosecek. Nesmime vSak zapomenout, Ze jde o rovnici se
tfemi nezndmymi, pouze u ¢lenl s nezndmou z jsou nulové koeficienty. Jestlize néjaky
bod (xg, yog, 0) vyhovuje takové rovnici, pak této rovnici vyhovuje také bod (xq, yo, z)
s libovolnym z € R, protoZe na z neklade rovnice Zddné podminky. To znamen4, Ze tyto
kvadriky s kazdym bodem soucasné obsahuji pfimku rovnobéznou s osou z a prochazejici
timto bodem. KuZelosecka odpovidajici dané rovnici, kterd leZi v roviné z = 0, se nazyva
ridict kiivka. (Takto se definuji obecné valcové plochy i v pripadé, Ze fidici kiivka neni
kuzelosecka. Samoziejmé to nejsou kvadriky.)

V piipadé rovnic (9.18)—(9.21) je tedy nutné disledné rozliSovat, jestli je uvazujeme
v R? nebo v R3. V prvnim pfipadé jde o kuzelosecky (tedy kfivky), v druhém piipadé
o kvadriky (tedy plochy).

Jak uZ jsme poznamenali, typickym znakem téchto rovnic je, Ze jedna nezndma (zdén-
livé) chybi. V naSem piipadé je to z, ale cyklickou zdménou dostaneme dalSi varianty.
Povrchové piimky kvadriky jsou rovnobézné se soufadnou osou odpovidajici chybéjicimu
pismenu.

vvvvvv

AZ budeme probirat dvojny a trojny integral, budeme pocitat objemy a povrchy téles
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c) Hyperbolicky valec d) Parabolicky vélec

Obr. 9.3: Kvadratické valce

omezenych kvadrikami apod. S né€kterymi jsme se setkali 1 v predchazejicich kapitolach
tohoto textu (lokdlni extrémy, TaylorGv vzorec). Pro tplnost vSak uvedeme i zbyvajici
(neprazdné) kvadriky. Obrazky neuvadime, protoZe jsou ziejmé.

x2 2 2

y Z . .

St T = 0 dvojndsobny bod, 9.22)
X2 )2

St = 0 dvojndsobna pfimka, (9.23)
X2 )2

i 0 dvojice riznobéznych rovin, (9.24)
x2=da® dvojice rovnobéznych rovin, (9.25)
x2=0 dvojnasobnd rovina. (9.26)

Vsechny tyto kvadriky jsou degenerované. Nazvy kvadrik jsou vystizné. Rovnici
(9.22) vyhovuje pouze bod (0, 0, 0). Rovnici (9.23) vyhovuji body tvaru (0, 0, z), z € R,

coZ je osa z. Rovnici (9.24) Ize upravit na tvar (;—‘ — %) (;—‘ + %) = 0. Musi tedy platit

budy =2xneboy = -2 X, coZ jsou rovnice dvou riznobéznych rovin, prochézejicich
a a
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osou z. Rovnici (9.25) lze upravit na tvar (x — a)(x + a) = 0, tedy bud musi platit x = a
nebo x = —a. To jsou rovnice rliznych rovnobéznych rovin, kolmych k ose x. Kone¢né
rovnici (9.26) vyhovuji body tvaru (0, y, z), y, z € R. Jde tedy o soufadnou rovinu x = 0.
Vice se témito kvadrikami nebudeme zabyvat.

Pokud kvadrika neni v normélnim tvaru, ale mé rovnici (9.10), sta¢i posunout sou-
fadnou soustavu o vhodny vektor u = (xo, yo, z0). Tedy pocatek nové soufadné soustavy
umistime do bodu (xg, yo, zo) staré souradné soustavy. Smér a orientace souradnych os se
nezméni. Oznacime-li staré soufadnice x, y a z a nové soufadnice x’, y" a 7/, bude platit

x=x"4+x0, y=y+y, =7 +z. (9.27)

Po této transformaci bude mit kvadrika (v ¢arkovanych soufadnicich) normdlni tvar.
V ptivodnich souradnicich dostaneme jeji rovnici tak, Ze v odpovidajicim normalnim
tvaru nahradime postupné x’, y’ a 7’ vyrazy x — xo, y — yo a z — zo. Bod (xo, yo, zo) piejde
v novych soufadnicich do pocatku. Naptf. — viz (9.11) resp. (9.16) —

r—x0)®  G—y)? G-2? _ (x—x0)? | (y = )
2 b2 + = resp. Z—20= +

c? 2p 2q
jsou rovnice posunutého elipsoidu resp. eliptického paraboloidu. Stfed elipsoidu (ve sta-
rych soutadnicich) bude (xo, yo, zo), vrchol paraboloidu bude tentyz bod.

Praktické nalezeni tohoto posunuti je dobfe zndma dloha — tzv. doplnéni na tplny
tverec. Obdobné se postupuje u kuZelosefek. Vyraz u? + au se s vyuZitim vzorce
(a + b)?> = a® + 2ab + b* upravi na tvar u®> + qu = (u + %)2 — O‘TZ. Postup bude nejlépe
zfejmy z prikladd.

Priklad 9.5. Najdéte normalni tvary nasledujicich kvadrik a urcete, o jaké kvadriky jde.
a) x2+y?+72+4x—6y—27+12=0,

b) 2x%—y2 4472 —12x — 2y — 162 +29 =0,

) x24+y>+2x—6y—3z+4=0,

d) 9x%+9z% + 54x — 122+ 49 = 0.

Reseni. Ve viech piikladech se pokusime dopiedu odhadnout, o jakou kvadriku by mohlo

jit. K tomu vyuZijeme pozndmky na str. 195.

a) Rovnice obsahuje vSechny tfi proménné a vSechny ve druhé mocniné, pfi¢emz koe-
ficienty jsou u vSech kvadratickych ¢lent stejné. Mohlo by jit o kulovou plochu. To
zjistime aZ po dpravé. Vysledek bude zdviset na Cisle, které bude v (9.11) na pravé
strang. (Pro nulu by §lo o dvojndasobny bod, pro zdporné ¢islo o prazdnou mnoZinu.)
Doplnénim na ¢tverec postupné dostaneme:

4dx=x+22—4, Y —6y=(y—3?%-9, 2-2z=(z—-1%—1.
Dosazenim do zadané rovnice vyjde
(x4+2)2 =4+ (=32 -9+ —1)*=1+12=0 = (x+2)*+(—3)*+z—-1)? =2.

Jde tedy o kulovou plochu se stredem § = (—2, 3, 1) a polomérem r = V2.
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b) Rovnice obsahuje v§echny tfi proménné a v§echny ve druhé mocniné, pficemz koefici-
enty u dvou kvadratickych ¢lent jsou kladné a jeden je zadporny. Dostaneme tedy jednu
z rovnic (9.13), (9.14) nebo (9.15), takze musi jit o néktery z hyperboloidii nebo kuzel.
Pokud vyraz, ktery dopliiujeme na ¢tverec, ma u druhé mocniny koeficient rtizny od 1,
je vhodné tento koeficient nejprve vytknout. Vyhneme se tim zbyte¢nym numerickym
chybam (i v pfipadé, Ze jde o —1). Dostaneme:

2x% — 12x = 2[x% — 6x] = 2[(x — 3)* — 9] = 2(x — 3)* — 18,
—V =2y ==+ 2l =0+ D’ ==~ + D’ +1,
472 — 167 = 4[z* —4z] = 4[(z — 2)> — 4] = 4(z — 2)* — 16.
Dosazenim do zadané rovnice vyjde
2x =32 18— (y+ D> +14+4(z—-22—-164+29=0 =
26 =32 -+ D’ +4z-27=4 =
=3 +1)
2 4
Jde tedy o jednodilny hyperboloid se stiedem S = (3, —1, 2), jehoZ poloosy jsou
a =+/2,b=2ac=1ajehoZ osa je rovnob&zna s osou y (oproti (9.13) je zamé&n&na
role y a z).

+(z—-2?2%=1.

¢) Rovnice obsahuje vSechny tfi proménné, ale pouze dvé ve druhé mocniné, pric¢emz koe-
ficienty u obou kvadratickych ¢lent jsou kladné. MizZe jit tedy pouze o rovnici (9.16).
Dostaneme:

X 4+2x=@x+D>—1, y2—6y = (y—3)2—0.
Dosazenim do zadané rovnice vyjde
x+1D2—1+(—-32%-9-3z+4=0 =
(x 4+ 1) n (y —3)°
3 3 '
Jde tedy o elipticky paraboloid s vrcholem V = (—1, 3, —2), jehoZ osa je rovnobéZna
s osou z. Parametry jsou p =g = % ProtoZe jsou stejné, je rotacni.

Upozornéme, Ze pokud by oba koeficienty u kvadratickych ¢lent byly zaporné, byl by
elipticky paraboloid pfevracen vzhiru nohama oproti obr. 9.2 a).

3z4+6=@x+1D*+(-3? = z+2=

d) Rovnice obsahuje pouze dvé proménné, ptjde tedy o vdlcovou plochu. ProtoZe chybi
proménnd y, bude fidici kiivka leZet v roviné uréené osami x a z. Ob&€ nezndmé jsou
ve druhé mocniné. Koeficienty u kvadratickych ¢lenti jsou stejné, proto muize jit pouze
o kruznici — viz rovnice (9.1). Zda tomu tak je, zjistime az po Upravé (na pravé strané

rovnice musi vyjit kladné ¢islo; pro nulu by to byl dvojnasobny bod a pro zdporné ¢islo
prazdna mnozina). Miize jit tedy o kruhovy valec (9.18). Dostaneme:

9x% + 54x = 9[x2 + 6x] = 9[(x +3)% — 9] = 9(x +3)? — 81,
97— 12 =9[ = §2] =9[(: = 3)" = §] =9 =) -4
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Dosazenim do zadané rovnice vyjde

9x+3)2—814+9(z—2)>—4+49=0 =
9x+37+9(:z-2)"=36 = +3’+(z-2)°=4

Jde tedy o kruhovy valec. Stfed fidici kruznice je § = (—3, 0, %) , polomérr = 2 a osa
vélce, prochazejici bodem S, je rovnobézna s osou y (oproti (9.18) je zaménéna role y
az). A

Teorie kvadrik patii ke klasickym partiim geometrie. Souvisi uzce s tzv. kvadratickymi
formami a jejich rGznymi transformacemi na kanonicky tvar. My se nebudeme vénovat
jejich podrobnéjsimu studiu. Zdjemcim doporucujeme napt. [14] nebo [17], kde najdou
nejen vysledky v R? a vIR3, ale i v R” pro libovolné n € N. V téchto pracich jsou kvadriky
rovnéz studovany obecnéji v tzv. projektivnich prostorech, coz je ptirozené prostiedi pro
vySetfovani jejich vlastnosti.

V zavérecné poznadmce uvedeme jesté nékolik dilezitych vlastnosti kvadrik.

Poznamka 9.6.

1) Lze ukézat, Ze fezem libovolné kvadriky rovinou dostaneme vZdy kuZelosecku. Napf.
u elipsoidu je to elipsa, u hyperboloidu elipsa, parabola, hyperbola, dvojice rtizno-
béZnych piimek (u jednodilného) nebo bod (u dvojdilného), u eliptického paraboloidu
elipsa nebo parabola, u hyperbolického paraboloidu hyperbola, parabola, dvojice riz-
nobéZznych piimek nebo piimka atd.

2) Nékteré kvadriky maji tu vlastnost, Ze obsahuji celé pfimky. Takovym pfimkam se

tika tvorici. Kvadriky obsahujici pfimky se nazyvaji primkové, zatimco ostatni jsou
bodové. Mezi pfimkové kvadriky patii zfejmé kvadratické valce a kuzel. Ale také
nedegenerované kvadriky mohou byt pfimkové — viz pfedchozi bod této poznamky
o fezech rovinami. Takovymi jsou jednodilny hyperboloid a hyperbolicky paraboloid.
Na obou existuji dvé soustavy pfimek.
Napf. protneme-li jednodilny hyperboloid o rovnici x4 y> — z> = 1 rovinou o rovnici
x = 1, md priisecnice v této roviné rovnici y? — z2 = 0, coZ je dvojice riznobé&Znych
piimek y = z a y = —z. Podobné prisecnice hyperbolického paraboloidu o rovnici
z = x> — y? s rovinou o rovnici z = 0 m4 v této roviné rovnici x> — y? = 0, co? je
dvojice riznobéznych pfimek x = y a x = —y. Viz té€Z cviceni 6 a 7 na konci této
kapitoly.

3) VétSina kvadrik nepfedstavuje grafy funkci dvou proménnych. Lze vSak na né pouzit
vétu 7.11 o implicitné zadané funkci a pomoci totdlniho diferencidlu sestrojit te¢né ro-
viny v bodech, v nichZ existuji. Nékdy bude tfeba ve vété 7.11 zaménit role proménnych
x,yaz.

4) 1 kdyz jsme fikali, Ze se nebudeme zabyvat kvadrikami obsahujicimi smiSené kvadra-
tické Cleny s nenulovym koeficientem, jednu vyjimku ucinime. Jde o velmi Casto se

vyskytujici kvadriku majici rovnici z = xy. Otocenim kolem osy z o 45° lze ukdzat,
2 2

Ze je to hyperbolicky paraboloid, jehoZ rovnice v normélnim tvaru je z = % — .
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5) Kulova plocha je specidlnim piipadem elipsoidu a rotaéni vdlec je zase specidlnim
ptipadem eliptického vélce. Nejde tedy o samostatné typy kvadrik. Pro nase ucely je

Vv,

ale vhodnéj$i uvaZovat je samostatné, protoze se s nimi setkdvdme nejcastéji.

6) Pominuli jsme prazdné kvadriky, které nemaji zadné realné body (maji ale body v kom-
plexnim rozsifeni prostoru R?). Jejich rovnice v normalnim tvaru jsou:

Pojmy k zapamatovani

— kvadrika

— nedegenerovand (regularni) kvadrika

— degenerovana (singuldrni) kvadrika

— stfedova kvadrika

— nestfedova kvadrika

— rotaéni kvadrika

— matice koeficientd kvadriky

— normdlnf tvar rovnice kvadriky

Kontrolni otazky

0 N N L AW

9.

. Co rozumime pojmem kvadrika?

. Kterou kvadriku nazveme nedegenerovanou (regularni)?

. Kterou kvadriku nazveme degenerovanou (singulédrni)?

. Udejte priklad nékterych sttedovych kvadrik.

. Vyjmenujte nékteré nestfedové kvadriky.

. Jaké kvadriky nazyvéame rotacni?

. Co to je matice koeficientii kvadriky a k ¢emu nam slouzi?

. Napiste normdlni tvar rovnice kulové plochy, elipsoidu, kuZele, jednodilného a dvojdil-

ného hyperboloidu eliptického a hyperbolického paraboloidu.

Co jsou to kvadratické vélce? Uvedte jejich rovnice.

Priklady k procviceni

1. Rozhodnéte, které z ndsledujicich kvadrik jsou degenerované a které nejsou.

a)

x2 +4y2 4972 —4xy + 6x7 — 12y7 =0,
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b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)
k)
1)
m)

n)

Ox?+4y* + 22+ 12xy —6xz —4yz + 12x + 8y — 4z +4 =0,

2x2 =3y — 2 —xy—xz+4yz+3x—Ty+3z—-2=0,

2x%2 4+ 2y? — 5xy +3xz — 6yz +6x —3y +97 =0,

8x2 — 27y% + 3522 — 44xy + 60xz + 6yz = 0,

14x% — 40y? 4 5372 — 68xy +92xz + 8yz — 6 = 0,

23x2 4+ 9y? 49872 — 46xy 4+ 92xz — T2yz + 4 =0,

21x% 4 8y? + 5z% + 24xy + 6xz + 8yz — 6x — 8y — 10z +5 = 0,
9x2 4 5y2 — 722 4 36xy + 30xz — 4yz =0,

xy—z=0,

25x% 4+ 9y? 4+ 922 +20xy — 2xz + 12yz + 12x + 2y + 4z + 17 = 0,
16x2 4 5y% + 8z% + 8xy — 8xz + 8yz — 22x — 2y + 14z + 11 =0,
x24+4y* +972 —4xy 4+ 6x7 — 12y — 2 =0,

17x% 4+ 19y% 4 56z% — 18xy + 44xz7 — 56yz — 22x + 22y — 32z + 11 = 0.

2. Najdéte rovnice v normdlnim tvaru nésledujicich kvadrik a urcete jejich typ.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
J)
k)
1)

2x2 — 5y — 22+ 12x + 20y — 27 — 13 =0,
3x? —4y? — 67> — 6x — 16y — 127 — 19 =0,
X242y 4322 —4dx +4y+ 122+ 12 =0,
3x24+4y> + 22+ 6x — 16y —22+8=0,
X242 +322—6x+4y+10=0,

2x2 4+ y* 4322 —12x +4y — 62 +24 =0,
4x? 49y 4 167> + 8x — 18y — 327 + 28 = 0,
x>+ y24+724+6x —6y —87+30=0,

2x2 4+ 2y? 4+ 222 — 2x — 10y + 127 + 27 = 0,
x4y 4+ 2 —4x+2y—62+5=0,

3x% +2y? — 622 — 12x + 4y + 367 — 46 = 0,
3x% +2y? — 622 — 12x +4y + 367 — 34 =0,
3x% +2y* — 67> — 12x + 4y 4+ 367 — 40 = 0,
3x2 —2y? + 622 — 12x — 4y — 367 4+ 58 = 0,
3x2 —2y? + 622 — 12x — 4y — 367 4+ 70 = 0,
X2y -2 —4x+2y+62-5=0,
x4yt -z —4x+2y+6z-3=0,
x4y -2 —4x+2y+62—-4=0,

2x2 4+ 5y + 22+ 12x — 20y +22+29 =0,
2x% 4+ 5y* — 22 4+ 12x — 20y — 2z +27 =0,
2x2 4+ 5y — 22+ 12x — 20y — 2z +47 =0,
2x2 4+ 5y2 — 22 4+ 12x — 20y — 27 +37 =0,
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. Uvazujme jednodilny hyperboloid z—; + Z—i —

w) 2x2—5y2 — 224+ 12x +20y =2z +7 =0,
X) 2x2 =5y 4+ 724+ 12x+20y+2z—1=0.

. Najdéte rovnice v normalnim tvaru nasledujicich kvadrik a urcete jejich typ.

a) x4+ y?42x —2y—z+4=0,

b x?—y’+2x+2y—z+2=0,

) x*+y*+2x—-2y4+2z=0,

d) 2x2+3y?—8x+6y—6z—7=0,
e) 2x?>—3y?—8x—6y—67—13=0,
f) 2x24+y2+8x —4y —2z7+10=0,
g) 2x2—y2+8x+4y+27+8=0,
hy y24+z22—x+6y—2:+11=0,
) Y —22—x+6y+2z+9=0,

1) X2 4222 —2x —2y+4z-5=0,
k) x>2—z22—-2x+y—-27+4=0,

) 4y? =322+ 12x + 16y + 18z —5=0.

. Najdéte rovnice v normalnim tvaru nasledujicich kvadrik a urcete jejich typ.

a) x>+ y>+6x—2y+9=0, b) x?24+y2—4x+2y+2=0,

) x?24+y?—2x—-2y—-7=0, d) x>+722—6x—-2:+8=0,

e) Y +z2+4y+2z+1=0, f) 2x24+y>+12x +2y+15=0,
g) 2x243y*+16x — 12y +38 =0, h) 2x2+y?+4x -2y —1=0,

i) 2x>—5y?—12x —10y+3=0, PHo2x2—yr 4+ 12x =2y +13=0,
k) 4x2—y2—16x —4y+16=0, ) 4y? —3z2+ 16y —12:4+16 =0,
m) 2y>—z>+4y+47—-8=0, n x2—z2—6x—4z+3=0,

0 y>—3x—2y—5=0, p) y*—2x+6y+5=0,

qQ 22—-2x+27=0, 1) x2—4x+47—-4=0.

. Rozhodnéte, které kvadriky z predchozich cviceni 2, 3 a 4 jsou degenerované a které nejsou.

. Zjistéte, které roviny o rovnici y = kx + r, k,r € R, protnou hyperbolicky paraboloid

2 )2 v o . 2 . 4 v 2o v
2=19,— %—q kde p, g > 0, v piimce. NapiSte parametrické rovnice této tvorici piimky.

=1, a,b,c > 0.Rovinaz = 0jej protne v elipse.
2
+ ;—2 = 1. Ovéite, Ze piimky p prochéazejici timto

‘Caw ﬁm‘ b

Necht (xg, yo, 0) je bod této elipsy, tj. plati
bodem, jejichZ parametrické rovnice jsou

(S

a

piXx=xy+ a2y0t, y=yy— bzxot, z = xabct, teR,

jsou tvofici.
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Kli¢ k piikladam k procviceni

V nésledujicich vysledcich D znac¢i degenerovanou a N nedegenerovanou kvadriku. Déle je pouZito
toto oznaceni:

KP kulova plocha E elipsoid
JH jednodilny hyperboloid DH  dvojdilny hyperboloid
EP elipticky paraboloid HP hyperbolicky paraboloid
RV rotaéni vélec EV  elipticky vélec
HV  hyperbolicky vélec PV parabolicky valec
K  kuZel
R pied oznacenim elipsoidu, hyperboloidii, kuZele a eliptického paraboloidu znaci, Ze jde o rotacni
kvadriku.
1. a) D, b) D, c) D, d) D, e) D, f) N, g) N,
h) D, i) D, i) N, k) N, ) N, m) D, n) D.
2. a) _(x+53>2 + <y32>2 + <z%>2 — —1, DH,
b) _(x;l)z + <y+32>2 + <z+21>2 =0, K,
) (x;2>2 + (ngl)z + <z+22>2 —1, E,
d) <x+41)2 + (y—32)2 + (ZTzl)z — 1, E,
) WYy 014 2 RE,
D 26c=3+(+22 43¢ -1 =1, E
9 4x+D>+9y-D>+16(z— 1> =1, E,
h) (x+3)72+(u—-3)2+(z-4*=4, KP,
D (== +@+32=2 kP,
D =2+ G+ D*+(z-3)?%=9, KP,
k) L2 04D 32—, JH,
G2y 04D 32— 1, DH,
m) G224 OR300 K,
ny GSBP_ 04D (o322 =1, JH,
0) G5B _ 04D L (; 32— _1, DH,
p) =2+ +1)*—(z—-3)?>=1, JH,
Q9 -2+ +1)*—(z—-3)?>=-1, DH,
N =2+ G+1D)’-@-37=0, K,
S (x423>2 + <y;2>2 + (ZTS)Z =1, E,
) <x4;3>2 + (y—22>2 _ (ZTS)Z =1, JH,
u) <x4g3>2 + <y—22>2 _ (Z-i'é)z — —1, DH,
V) <x§3)2 + <y—22>2 _ (ZT(})Z =0, K,
W) _(ng:«»2 + (y—22)2 + <zJ1r01>2 —1, JH,
X) <x4;3)2 _ <y—22>2 + (leréF =0, K.
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Kvadratické plochy

. Musi platit k = £

3.a) z —2=(x+ 12+ (y — )%, REP,
(y — 1>, REP,

)z —2=—(x+1)?*—
e) 7 +3 =62 2) (y+1>2 . HP,

g)z+2_—(x+2)2+%, HP,
) x—1=0+3)?-@-D% HP,
k) y+4=—x—1>+(z+1)* HP,

.a) (x+3)?+ (G -D*=1, RV,

) (x—1*+(y—1*=9, RV,
e) (y+27+(z+1*=4, RV,
g) G 0220 gy,
G0 = py,
k) —(x—22+ 92— gy,
m) WEDE @2 gy,
0 (y—1?*=3(x+2), PV,

Q (+D*=2(x+3), PV,

b) z —2=(x+1*—(y— 1?2 HP,
d) z +3= 0632 4 040" pp,

Bz +1=(+272+ 92 EP,
h) x — 1 =(y+3)*+ (z— 1)>, REP,
Doy+4=52 1412 EP,

D ox+ =080 @ pp,

(x =22+ (y+ 1)>=3, RV,

(x=3)*+(z—1D*=2, RV,

Ga+3? | o+D? _

TZ + }Tz — 1, EV,

(X'Sl) + (}'—1) _1 EV,

(x+3)2 (y+1)2 —1, HV,
<> +2)2 + (z+2) =1, HV,

(x— 3)2 _ (z+2)2
e = 1, HV,

(y+3)??=2(x+2), PV,
(x —2)%> = —4(z —2), PV.

. Kulova plocha, elipsoid, hyperboloidy a paraboloidy jsou nedegenerované kvadriky, kuZel

a rotacni, elipticky, hyperbolicky a parabolicky vélec jsou degenerované kvadriky.

% (po dosazeni rovnice roviny do rovnice hyperboloidu musi vypadnout

kvadraticky ¢len s x). Parametrické rovnice pifimek jsou napr.

X =t, y=:|:1/gt+r I=F
p

7. Libovolny bod piimek p vyhovuje rovnici daného jednodilného hyperboloidu.

r 1”2

t——, t e R.

JPa 2q°
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Autotest 1

1. Nacrtnéte a popiste defini¢ni obor funkce f: z = /y — x - In (x%y).
2. Najdéte a nakreslete vrstevnice v, funkce z = \/1 — x? — y? a nalrtnéte fezy rovinami x = 0,
y=0.

3. Vypoitejte limitu funkee f: z = —->— v bodé (0, 0).
x“+y

4. Najdéte parcidlni derivace prvniho fadu funkce f: z = x°y? — x*siny 4+ 2.

x2+1

T

6. Nahradte funkci f: z = 3x%y+sin? x +5y —2 Maclaurinovym mnohoclenem (tj. Taylorovym
mnohoclenem v bod¢ (0, 0)) tfetiho radu.

5. Vypoctéte parcidlni derivace druhého fadu funkce f: z = In

7. Vygetiete lokalni extrémy funkce f: z = x° + y> — 18xy + 215.

8. Najdéte rovnice te¢ny a normdly v bodé A = (1, 1) ke grafu funkce y = f(x) dané implicitné
rovnici xy +Iny — 1 = 0 v okoli bodu A.

Autotest 2

1. Vypoitéte prvni parcidlni derivace funkce z = arctg /x.

2. Vysetiete lokdlni extrémy funkce z = (x + y?) e*/2.

3. Aproximuijte funkci f(x, y) = x> +x%y —xy +2y vbodé A = (1, 0) Taylorovym mnohocle-
nem prvniho a druhého fadu.

« . v s . , . X v
4. Urcete rovnici tené roviny t a normdly n plochy z = sin — vbodé T = (m, 1, ?).
Yy

5. Vypoctéte vazané lokdlni extrémy funkce f(x;, x2) = x1x, za podminky xl2 + xz2 =2
2
X
6. Terén je plocha uréend rovnici z = 20 — i y2. Vbodé A = (2, 1) urlete gradient a jeho
velikost.
Insin(x + y)

Vx —y?
8. Uréete druhou derivaci funkce y = f(x) dané implicitn& rovnici x> 4+ xy 4+ y> = 3 v okol{

bodu (0, V3).

7. Urcete defini¢ni obor funkce z =
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Autotest 3
#0

44 4
T . x* 4+
1. Vypocitejte limitu  lim Y .
(@ 3)—0,0) x2 + y?2

2. Na grafu funkce f(x, y) = x> 4 y° najdéte bod, v ném? je te¢n4 rovina rovnob&zn4 s rovinou
p:12x4+3y —z=0.

3. Ovéite, 7e rovnice x> +xy +2y? 4+ x — y — 1 = 0 zaddv4 v okoli bodu (0, 1) implicitné funkci
y = f(x), a vypoctéte f'(0).

4. M4 se zhotovit nddrZ daného objemu V ve tvaru rotacniho védlce bez horni podstavy. Pi jakém

N P4

a K¢, kdeZto dna b K&, a, b > 0?

5. Transformujte diferencidlni vyraz V: z,, + 5z, + 62,, — 2z, — 4z, = 0,kde z = f(x,y)
ma spojité vSechny druhé parcidlni derivace, do novych soufadnic «, v, je-li u = y — 3ux,
v=y—2x.

6. Naleznéte lokalni extrémy funkce z = 3xy — x2y — xy>.

7. Je déna kvadrika 4x* — 9y* — 362> — 8x — 18y + 144z — 185 = 0. Urlete jeji typ, soufadnice
stiedu a velikosti poloos.

8. Napiste a nakreslete defini¢ni obor funkce z = arcsin[2y(1 + xz) —1].
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Kli¢ k autotestu 1

1. Nacrtnéte a popiSte defini¢ni obor funkce f: z = /y —x -In (xzy).

Reseni. Pod odmocninou smi byt pouze nezdporné &islo a pfirozeny logaritmus je
definovan pro kladna ¢isla, proto musi byt splnény nédsledujici dvé podminky:

y—x20 N x2y >0
y2x A y>0 A x#0

D(f)={(x,y) eR*: x #0Ay>0AYy = x}.

Obr. A.1: Defini¢ni obor funkce f: z=4/y —x - In (xzy)

A

2. Najdéte a nakreslete vrstevnice v, funkce z = /1 — x% — y2 a nadrtnéte fezy rovinami
x=0,y=0.

Reseni. ProtoZze odmocnina je vzdy nezédporné &islo, pro ¢ < 0je v = @. Proc = 0
bude

z=c: c=+1—-x2—-y2
2=1—-x2—)?
2y =1-¢
Z posledni rovnice je zfejmé, Ze hodnota parametru ¢ musi byt z intervalu (0, 1), aby v,

byla neprdazdnd. Proc = 1 je v, = {(0, 0)} a pro ¢ € (0, 1) bude v, kruZnice se stfedem
v pocétku a polomérem /1 — ¢2 — viz obr. A.2 a).




208 Autotesty

Nyni ur¢ime fezy rovinami x = 0, y = 0.

x=0

z=v1-y?
220 22=1-—)>2

22+ y?> =1 MnoZinou feseni je ptlkruznice — obr. A.2 b).

y=0

x?>+z>=1 Mnozinou feseni je pulkruZnice — obr. A.2 c).

Z
-1 0] 1 X
-1 0] 1y
a) Vrstevnice b) Rez rovinou x = 0
y «—— <<‘ N \\ \\ \\
<« N~ < D <\
e N0 D ) N D \
<N T\ NEE LA N )
0 N 2T N O\ 4T \\ \\631 \\ \ 8T \\ \ 107\ X
\\
T \\_ \\ \\
—_\ )

¢) Rez rovinou y = 0
Obr. A2

3. Vypocitejte limitu funkee f: z = —~>— v bod& (0, 0).
y

x2 +
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Reseni. Zkusime se piiblizovat k po&atku po pifmkach y = kx, tj. po bodech (x, kx),
x — 0. Pro k # 0 vyjde:

) kx? k
lim

M im =k
x—0 x2 =+ k4x4 xl—>n}) 1 —+ k4X2

Limita dané funkce tudiZ neexistuje, nebot’ zavisi na smérnici k, tj. na pfimce, po které
se k bodu (0, 0) blizime. A

2

4. Najdéte parcidlni derivace prvniho fadu funkce f: z = x3y? — x%siny +27.

ReSeni. z, = 3x2y2 —2xsiny, 2y = 233y — x? cosy + 27 In2. A
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x2 41
y -1

5. Vypoctéte parcidlni derivace druhého fddu funkce f: z = In

Reseni. Defini¢ni obor je D(f) = {(x,y) € R? : |y| > 1}. Na této mnozin¢ budou
existovat i parcidlni derivace.

_y2—1 2x 2

Zx_xz—l-l y2—1 x241°

. _y2—1_—2y(x2+1)_ —2y

TUx241 02-D2 y2—1°
224+ 1) —2x-2x  2—2x2

Ixx =

(XZ + 1)2 = (xz + 1)2 ’
ixy = Zyx = 0,

2y = 1) +2y-2y  2+2y?

Zyy (yz _ 1)2 (yz _ 1)2 ) A

6. Nahradte funkeci f: z = 3x%y+sin® x +5y — 2 Maclaurinovym mnohoc&lenem (tj. Tay-
lorovym mnohoclenem v bodé (0, 0)) tfetiho fadu.

Resen. Nejprve uréime funkéni hodnotu v bodé (xo, yo) = (0, 0), tedy z(0, 0) = —2.
Poté spocitame veskeré potfebné derivace a opét do nich dosadime bod (0, 0).

Zy = 6xy 4+ 2sinx cosx = 6xy + sin2x, = 2,x(0,0) =0,

7y = 3x2 +5, = 2y(0,0) =5,

Zxx = 6y 4+ 2 cos 2x, = Zxx(0,0) = 2,

Lyy = 0, = Zyy(oa 0) =0,

Zxy = 6x, = Zxy(0,0) =0,

Zexx = —4sin2x, = Zxxx (0,0) = 0,
Zxxy = 0, =  zxy(0,0) =6,
Zxyy =0, = Zxyy(0,0) = 0.

Dostaneme:

1 1
T3(x,y) = —2+5y—|—§-2x2+8-6-3x2y=—2—|—5y—|—x2+3x2y.
7. Vysettete lokalni extrémy funkce f: z = X3+ y3 — 18xy + 215.
Reseni. Nejprve si spo&itdme prvni parcidlni derivace dané funkce.

zx = 3x% — 18y,
zy = 3y? — 18x.
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ProtozZe existuji v RR?, mohou lokalni extrémy nastat pouze ve staciondrnich bodech.
Prvni parcidlni derivace poloZime rovny nule a ur¢ime stacionarni body.

3x2— 18y =0
3y2 —18x =0
Y%

x4

— —6x=0
36
x(x3—63)=0

x1 = 0, x, = 6, dalsi dva kofeny budou komplexni.

yi = 0%/6 = 0ay = 6°/6 = 6. Mame tedy dva stacionarni body A = (0, 0),

B = (6, 6). Pro ovérent, zda v nich nastdva ¢i nenastdva extrém, potiebujeme spocitat
druhé parcidlni derivace.

Zxx = Ox, = 2x(0,0) =0, Zxx (6, 6) = 36,
Ixy = —18, = ny(ov 0) = —18, ny(6’ 6) = —18,
Zyy == 6y, :> Zyy((), 0) = 0, Zyy(6, 6) = 36
0 —18 2 s ‘ " .
J(A) = 18 0| = —18“ <0 ... lokdlni extrém v bod¢ A neexistuje,
J(B) = ‘ _?g _;g ‘ =36>— 18> > 0 ...vbod& B je lokdln{ extrém.
Protoze z,x(B) > 0, nastava v bodé B lokalni minimum. A

8. Najdéte rovnice te¢ny a normdly v bodé A = (1, 1) ke grafu funkce y = f(x) dané
implicitné rovnici xy + Iny — 1 = 0 v okoli bodu A.

Reseni. Oznaéme F(x,y) = xy + Iny — 1. Plati F(A) = 0, Fy = x+1/y, 4.
Fy(A) = 2 # 0, takZe rovnice zadava v okoli bodu A implicitn€ jistou funkciy = f(x).
Pro urceni tecny 1 normaly potfebujeme znét hodnotu prvni derivace v daném bod¢.

/ 1 /
y+xy +;y =0,

= = y(1)=-1/2.
y x+% (D) /

Nyni jiZ jen dosadime do vzorce a obdrZime:

1
t:y—l:—i(x—l), n:y—1=2(x—1),
t:x+2y—-3=0, n:2x—y—1=0. A
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1.

@/Mg Kli¢ k autotestu 2

Vypoctéte prvni parcidlni derivace funkce z = arctg v/ x”.

Reseni. Defini¢n{ oborje D(f) ={(x,y) € R?: x > 0}.

- 1 )2yl = yx? _ y/xY
T4y 2 2x(1 4+ x)/xy  2x(1+xv)’
- 1 .l.(xy)—]/Z.xy‘lnx: Vx¥1nx ‘

YUl 4y 2 2(1 4+ xY) N

. Vysetfete lokdlni extrémy funkce z = (x + y2)e*/?.

Reseni. Funkce je spojitd v R? a mé zde spojité parcialni derivace vSech fadu. Lokalni
extrémy mohou byt pouze ve staciondrnich bodech.
Nejprve nalezneme staciondrni body, tj. vypocteme prvni parcidlni derivace funkce z
a poloZime je rovny nule. V nasem piipad¢ tedy plati:

=P+ 1/2x + 172y, z, =2ye"/?

ReSenim soustavy rovnic

1 1
ex/2<1 4+ —x + —y2> =0,

2 2
2ye/? =0
dostaneme z druhé rovnice y = 0 a po dosazeni do prvni rovnice x = —2, tj. jediny

stacionarni bod A = (-2, 0).
O tom, zda ve staciondrnim bodé¢ je extrém, rozhodneme pomoci znaménka determi-
nantu

fxx(-xa y) fxy(x’ y)
fxy(x’ y) fyy(xa y) )

Dale tedy vypocteme druhé parcidlni derivace v bodé A:

J(x,y) =

1 1 1
ixx = ex/2<1 + —x + _y2) = ()= —,

4 4 2e
ny == e)C/zy = ny(A) - 07
2
Zyy:2e)C/2 = Zyy(A):g_
Po dosazeni je J(x,y) = 1 Je* > 0, a proto v bodé A nastane extrém. ProtoZze

Zxx (A) > 0, jde o ostré lokdlni minimum. A
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3. Aproximujte funkci f(x, y) = x> 4+ x%y — xy + 2y v bodé A = (1, 0) Taylorovym
mnohoclenem prvniho a druhého fadu.

Reseni. Pro néhradu funkce Taylorovym mnoho&lenem v bodé A potfebujeme znit
hodnotu funkce a hodnoty prvnich a druhych parcidlnich derivaci funkce f(x, y)
v bodé A.

z=x3+x2y—xy—|—2y = z(A) =1,
e =3x24+2xy—y = z:(A) =3,
Zy=x>—x+2 = 7,(A) =2,
Zxx = 6x + 2y = Zxx(A) =06,
Zxy =2x — 1 = Zy(A) =1,
Po dosazeni do vzorce (4.7) obdrzime
Ti(x,y) =1+3x —1)+ 2y,
Tro(x,y) =143 —1) + 2y +3(x — D>+ (x — Dy. A

X
4. Urcete rovnici te¢né roviny t a normdly n plochy z =sin—vbodé T = (m, 1, 7).
y

Resent. Tednd rovina md rovnici 7: z = 20+ fx (X0, Y0)(x — x0) + fy (X0, Y0)(y — Y0),
normdla n m4 parametrické rovnice

X =x0 +1 fx(xo0, yo),
y=yo+t fy(xo,¥0), teR,
z=20—1.

V naSem piipadé tedy plati:

zo=sinTt =0,

1 X
Iy = —COS — = Zx(m, 1) = -1,
y y
X X N ( 1)
Ty = ——5 COS — Zy(m, 1) = m.
ooy
Te¢nd rovina md po Upravéch rovnici 7: z = —x + 7y, norméla ma parametrické

rovnice

n:x=m-—1,
y=1+mnt, teR,
7= —t. A
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5. Vypoctéte vazané lokdlni extrémy funkce f(x1, x2) = x1x2 za podminky xlz + x% = 2.

ReSeni. Jak funkce f(x1, x2), tak funkce g(x1, x) = x12 + x% — 2 z vazebné podminky
maji derivace vSech ada v celé R Lagrangeova funkce mé tvar

Z(x1, X2, Y0, Y1) = YoXx1X2 + yl(x12 + X% —2).

Budeme predpoklddat, Ze yo = 0 pro minimum i maximum. Nezdvislost gradientu
g'(x1,x2) = (2x1, 2x2) znamen4, Ze je nenulovy. Soustava rovnic 2x; = 0a2x; = 0
mad vSak jediné feSeni x; = xp = 0, které nevyhovuje vazebné podmince. To tedy
znamena, Ze yg je nenulové, a lze volit yo = 1. Derivace Lagrangeovy funkce pak je

Le(x1, x2, 1, y1) = (x2 + 2y1x1, X1 + 2y1%2).

Podle véty 8.2 mohou lokdlni extrémy nastat pouze ve staciondrnich bodech, které
uréime z rovnic

2x3 +2x1y1 =0,
2x1 + 2x2y1 =0,
x12 +x§ -2=0.

Odtud dostaneme, Ze y; # 0. V opacném piipadé bychom dostali x; = xo = 0, ale
toto feSeni nespliiuje vazebnou podminku. Z nenulovosti y; plyne, ze x; # 0 a xy # 0.
Kdyby totiz napf. x; = 0, vySlo by z prvni rovnice, Zze x, = 0, coZ je opét spor
s vazebnou podminkou. Plati tedy

X2
y1=—x—
1 2
X7 =X
x - 1=
yi=——
X2

Odtud mame x, = +£x;. Tento vysledek dosadime do vazebné podminky a dostaneme

= 2x12=2 = x1==x1 = y =-1,

= y =1

D x2=x;

) xx=-x; = 2xf=2 = x ==I

Celkové tedy mdme Ctyfi staciondrni body,ato A = (1, 1), B = (-1, —-1),C = (1, —1)

aD=(-1,1).
Dale vypocteme druhou derivaci. Dostaneme

2 1
Lot = (3,

Nyni uréime vektory spliiujici podminku (g’ (x1, x2), k) = 0. V naSem piipadé plati

g (x1, x2) = (2x1, 2x2).
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Nejprve vysetiime body A a B, jimZ odpovida tdZ hodnota multiplikdtoru y; = —1. Je
g (A) =(2,2) = —g'(B).Pro h = (hy, hy) obdrzime

(§'(A),h) =2h1 +2hy =0= h; = —hy, tj. h = (h,—h), h € R.
Pro B maji vektory splitujici (g’(B), k) = 0 stejny tvar. Tedy
/! _2 1 h 2
(Ll ,1,1,=1), k) = (h, —h) A , | = —6h" > 0proh #0.

Vysledek pro B je stejny. V obou téchto bodech je proto podle véty 8.6 lokalni maxi-
mum. Jeho hodnota je f(A) = f(B) = 1.

Podobné pro body C a D, jimZz odpovida tatdZ hodnota multiplikdtoru y; = 1, je
g'(C) = (2, —2) = —¢'(D). Pak

(g (C),h)y =2h; —2h, =0= hy =hy, tj.h = (h,h), h € R.
Pro D maji vektory spliujici (g’ (D), k) = 0 stejny tvar. Tedy
(LL(, 1,1, 1), k) = (h, h) G ;) (Z) = 6h*> > 0 pro h # 0.

Vysledek pro D je stejny. V obou téchto bodech je proto podle véty 8.6 lokdlni mini-

mum. Jeho hodnota je f(C) = f(D) = —1. A
2
6. Terén je plocha urcend rovnici z = 20 — XZ — y2. V bodé A = (2, 1) urCete gradient

a jeho velikost.
Reseni. Pro vypocet gradientu staci vypocitat parcidlni derivace funkce z a ovérit, Ze

jsou spojité v bodé A.

X
Zx:_z = x(A) =—1,

=-2y = z,(A)=-2,

tedy
gradz = (—1, =2).

Pro jeho velikost plati || grad z|| = V(=12 + (=2)2 = /5. A

In sin(x + y)
Vx—yr
Reseni. Pfirozeny logaritmus je definovan pouze pro kladnd &isla, druhd odmocnina je

definovana pro nezdporna ¢isla, jmenovatel zlomku musi byt nenulovy. Odtud dosta-
vame pro uréeni definicniho oboru dvé podminky:

7. Urcete defini¢ni obor funkce z =

x—y2>0 A sin(x + y) > 0,
)c>y2 A 2kt < x4y < mn+2km, k € Z,
x>y2 A 2kt —x <y < —x+ 7n(l +2k), k € Z.
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D(f)={x,y) eR?>:x >y’ A2kn—x <y < —x +n(l +2k), k € Z}.
Defini¢nim oborem jsou plochy spole¢né vnitikiim past mezi dvojicemi piimek y =
= —x + 2kn, y = —x + w(1 + 2k) a vnitiku paraboly y? = x.

_ 1

Obr. A.3: Definiéni obor funkce 7 = Rsine+y)

N x—y?

A

8. Urcete druhou derivaci funkce y = f(x) dané implicitné rovnici x? + xy + y2 =3
v okoli bodu A = (0, /3).
Reseni. Oznaéme F(x,y) = x? + Xy + y2 — 3. Plati F(A) = 0, Fy = x + 2y,
Fy(A) = 24/3 # 0, takze rovnice urcuje v okoli bodu A jistou implicitné zadanou
funkci y = f(x).
Ur¢ime prvni derivaci:

X+ xy+y* =3,
2x+y+xy +2yy' =0,
Y(x +2y) = —2x —y,
y,:_2x—|—y.
X +2y

Pfi vypoctu druhé derivace vyjdeme z rovnice 2x + y + xy’ + 2yy’ = 0, kterou jeste
jednou zderivujeme.

24y + ¥ +xy" +200)* +2yy" =0,
Y'(x +2y) = -2 -2y —2(y)%,
—2-2y' —2(y)?
B X+ 2y ’

17

Po dosazeni za y’ obdrzime:

" _ —6()62 +xy + y2)
(x +2y)3 A
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4, 4
T . X"+
1. Vypocitejte limitu ~ lim Ty .
(x,1)—(0,0) X2 + y?

Reseni. Pro vypo&et pouZijeme poldrnich soufadnic, tj. x = pcosg, y = psing.
Dostaneme:
x4 4y _ p*(cos* ¢ + sin* p)
X2 4y2 02

= p*(cos* ©+ sin* Q).

Protoze lirg+ p>=0a0 < cos* Y+ sin* ¢ < 2, tj. je to ohranicend funkce, plati podle
p—

lemmatu 1.27, ze
4 4
. Xt +
lim r Ty =0.
(x,y)—(0,0) xZ + y2 A

2. Na grafu funkce f(x, y) = X3+ y3 najdéte bod, v némz je te¢nd rovina rovnobézna
srovinou p: 12x +3y —z = 0.

Reseni. Oznaéme 7 hledanou te¢nou rovinu, jeji normélovy vektor ma soufadnice
n; = (3x2, 3y2, —1). Normalovy vektor roviny p ma soufadnice n, = (12,3, —1).
ProtoZe je rovina t rovnobéZznd s rovinou p, jsou také rovnobé&zné jejich normélové
vektory, tj.n; = kn,, kdek € R,k # 0. Tedy (3x%, 3y%, —1) = (12k, 3k, —k), z &ehoz
dostaneme k = 1. Porovnanim prvnich dvou slozek dostaneme 3x2=12a3 y2 =3,1.
x=22ay==I1. Resenim budou ¢tyfibody A = (2,1), B=(2,—-1),C = (-2, 1)
aD=(-2,-1). A

3. Ovéite, Ze rovnice x> +xy+2y%> +x — y — 1 = 0 zaddvé v okoli bodu (0, 1) implicitné
funkci y = f(x), a vypoctéte f'(0).

Reseni. Oznatme F(x,y) = x> +xy +2y>+x—y—1.Plati F(0,1) =0a F, = x +
+4y — 1, 4. F,(0,1) = 3 # 0, takZe rovnice zaddva v okoli bodu (0, 1) implicitné
jistou funkci y = f(x).

Postup vypoctu derivace si ukdZeme obéma dvéma moznymi zptsoby. Nejprve ,,piimou
derivaci‘“ dané rovnice, poté za pomoci vzorce (7.2).

2x+y+xy +4yy +1 -y =0,
Yx+4y—1)=—-1-2x —y,
P e
ETTE
;I +2x+y
)’—m,
1+2-0+1 2

! = Y = — .
YO =101 773
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Postupujeme-li pfi vypoctu podle vzorce, musime si nejprve spocitat prvni parcidlni
derivace dané funkce F(x, y) = x> +xy+2y’+x—y—1a vypocitat jejich hodnotu
v bodé (0, 1).

Fr=2x4+y4+0+1-0-0=2x+y+1 = F(0,1)=2,
Fy=0+x+4y+0-1-0=x+4y—-1 = Fy(0,1) =3,
, Fre  2x+y+1

Y :_Fy_ x—|—4y—1’

/(0)__% A
y)=-3.

4. M4 se zhotovit nddrZ daného objemu V ve tvaru rota¢niho valce bez horni podstavy. Pfi

jakém pomeéru jeho vysky 4 k poloméru dna r bude vyroba nejlaciné;si, stoji-li ploSna
jednotka plasté a K¢, kdeZzto dna b K¢, a, b > 0?

Reseni. Obsah plaste rotadniho vélce je ddn vztahem S; = 2mrh, obsah podstavy je
Sy = mr, Naklady na nadrzZ jsou tedy C = 2nrha + b pfi podmince V = nrlh.

Z této podminky Ize vyjadfit proménnou 7 = — a hledat minimum funkce jedné
i
Vv
proménné C(r) = 2nr — a+ b = “—a+7r?b, r > 0. Uréime staciondrni body
r r

této funkce:

2V —2Va + 2nr3b

Clr)=——a+2mrb=—2T0
r r

. . ST [aV
Tato rovnice ma na intervalu (0, +00) jediny kofen ry = \ e
o

Dile je C'(r) < 0 na intervalu (0, r9) a C'(r) > 0 na intervalu (ry, +00), tedy C(r)
klesd na intervalu (0, rg) a roste na intervalu (rg, +00), tudiz ry je bodem absolutniho
minima.

Urcime vztah mezi proménnymi 4 a r. Po dosazeni za ro do vztahu

h Vv

ro o3
dostaneme

hy V. mb b

70 T aV  a’

Nejmensi ndklady na vodni nadrz tedy budou v piipad€, Ze pomér vysky 4 k poloméru
dna r bude b : a. A

5. Transformujte diferencidlni vyraz V: 7,y + 5zyxy + 62yy — 22, —4zy = 0, kde z =
= f(x, y) md spojité vSechny druhé parcidlni derivace, do novych soufadnic u, v, je-li
u=y—3x,v=y—2x.



Kli¢ k autotestu 3

219

ReSeni. Zrejmé plati f(x,y) = f(v —u,3v —2u) = F(u,v) = F(y — 3x,y — 2x).
Derivace vnitinich slozZek jsou:
u=y—3x = uy=-3, uy=1, Uy =uyy =1y, =0,
V=y—2x = U =-2, vy=1, vy =vxy =0y, =0.

Odtud po dosazeni do vztahti (3.13) a (3.17) pro prvni a druhé parcidlni derivace sloZené
funkce dostaneme:

zy = —3F, —2F,,

zy = Fu + Fy,

Zex = 9F,, + 12F,, + 4Fy,,
Zxy = —3Fuu — 5Fyy — 24F,,,
Zyy = Fyu + 2Fyp + Fuy.

Po dosazeni do zadaného vyrazu V obdrzime — F,,, + 2F, = 0. A

6. Naleznéte lokdlni extrémy funkce z = 3xy — x2y — xy?.

Reseni. Funkce md parcidlni derivace viech fadii v R?, takZe lokdlni extrémy mohou
nastat pouze ve stacionarnich bodech. Vypocteme prvni parcidlni derivace z, a z,.
v =3y = 2xy — y7,
7y = 3x —x?— 2xy.
Prvni parcidlni derivace poloZime rovny nule a spo¢itime staciondrni body.
y@—-2x—y) =0,
x(3—x—2y)=0.
Resenim soustavy obdrZime Ctyfi staciondrni body A = (0,0), B = (1, 1), C = (3, 0)

sz v

a D = (0, 3). Pro ovéreni, zda v nich nastdva ¢i nenastava extrém, potfebujeme spocitat
druhé parcidlni derivace.
Zxx = =2y, Zyy=3—2x—2y, 2zyy=—2x.
Hodnoty druhych parcialnich derivaci v bodech A, B, C, D jsou
22x(0,0) =0, zxx(1, 1) = =2, zxx(3,0) =0,  2x(0,3) = -6,
2y(0,0) =3, zy(1, 1) = =1, 2z4y(3,0) = =3, 24y(0,3) = -3,
7yy(0,0) =0, z,,(1,1)=-2, 2z,,(3,0)=-6, 2z,,(0,3) =0.

Hodnoty determinantu J (x, y) = ZyxxZyy — (zxy)2 jsou ve staciondrnich bodech

J(A) = -9 <0 ... lokdlni extrém v bod€ A neexistuje,
J(B)= 3>0... vbodé B je lokdlni extrém,

J(C)=-9 <0 ... lokdlni extrém v bod¢ C neexistuje,
J(D) = -9 <0 ... lokdlni extrém v bod¢ D neexistuje.

ProtoZe z,,(B) < 0, nastdva v bodé B ostré lokdlni maximum. A



220 Autotesty

7. Je déna kvadrika 4x? — 9y? — 36z% — 8x — 18y + 144z — 185 = 0. Urete jeji typ,
soufadnice stfedu a velikosti poloos.

Reseni. Pokusime se odhadnout typ kvadriky. Vzhledem k tomu, Ze rovnice obsahuje
vSechny tfi nezndmé v druhé mocnin€ s riznymi koeficienty a znaménky u druhych
mocnin, ptijde bud o kuZel nebo o néktery hyperboloid. Rovnici tedy upravime na
sttedovy tvar a o vysledku rozhodneme podle hodnoty absolutniho ¢lenu.

4x% —9y? — 3672 — 8x — 18y + 1447 — 185 = 0,
4(x> = 2x) — 9(y* + 2y) — 36(z> — 4z) = 185,
4(x — 1> = 9(y + 1)> — 36(z — 2)* = 36,
=D G+D* -2

1,

9 4 1
— 1)? +1)2 —2)2
=1 +(y ) +(z ) _
32 22 1

Jde tedy o dvojdilny hyperboloid se stfedem v bodé S = (1, —1, 2) a poloosami a = 3,
b =2 ac =1, jehoz osa je rovnobéZnd se soufadnicovou osou x. A

8. Napiste a nakreslete defini¢ni obor funkce z = arcsin[2y(1 + xz) —1].
Reseni. Funkce arkussinus je definovédna na intervalu (—1, 1). Odtud dostdvame né-
sledujici nerovnosti:
—1<2y(1+xY) —1<1,
0<2y(1+x3) <2,
0<y(1+x%) <1,

1
0sy= , protoZe 1 + x2 > 0 pro x € R.
1+ x2
Tedy D(f) = {(x.7) e R*:0 < y < 3
edy D(f) = { (x. ) <ySioo |
Defini¢nim oborem je plocha ohrani¢end osou x a grafem funkce y = el
X
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Obr. A.4: Defini¢ni obor funkce z = arcsin[2y(1 + x?) — 1]
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Rejstrik

adherence mnoziny, 8

Bernoulliova lemniskata, 156
bod

hranic¢ni, 5

hromadny, 8

izolovany, 8

stacionarni, 123, 169

vnéjsi, 5

vnitini, 5

defini¢ni obor, 9
derivace
funkce dané implicitné, 148
parcidlni, 158
mnoziny, 8
parcidlni, 37
druha, 44
n-tého radu, 44
sloZené funkce, 79, 82
smisSena, 46
tfeti, 44
ve smeru, 50
druha, 52
derivace funkce, 121
diferencial, 61
Fréchettv, 61
silny, 61
totalni, 61
druha derivace funkce, 121
dvojice
rovnobéznych piimek, 187
rovnobéznych rovin, 194
riznobéZnych piimek, 187
riznobéznych rovin, 194

dvojnasobna
pfimka, 187, 194
rovina, 194
dvojnasobny bod, 187, 194

elipsa, 187

elipsoid, 190

extrém
absolutni, 131
globdlni, 131
lokélni, 104, 120

ostry, 104, 120

vazany, 139

funkce
diferencovatelna, 61
dvakrat, 122
dvakrat spojité, 122
spojité, 121
hladk4, 104
inverzni, 167
Lagrangeova, 166
reguldrni, 166
spojita, 17
zadana explicitné, 144
zadana implicitné, 144
dvou proménnych, 157
jedné proménné, 146
funkce redlna
dvou redlnych proménnych, 9
n redlnych proménnych, 14
tii redlnych proménnych, 14

gradient, 61
graf funkce, 12
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hessian, 121

hladina, 13

hranice mnoZziny, 6

hyperbola, 187

hyperboloid
dvojdilny, 190
jednodilny, 190

jednoclen, 116

koeficient kvadratické formy, 116

kruznice, 187

kulova plocha, 190

kuzel, 190

kuzelosecka, 187
degenerovand, 187
nedegenerovand, 187

kvadraticka forma, 116

kvadratickd plocha, 188

kvadraticky valec, 193

kvadrika, 188
bodova, 197
degenerovana, 189
nedegenerovana, 189
primkové, 197
regularni, 189
singuldrni, 189
stredova, 190

Lagrangetv multiplikator, 166
limita

dvojna, 24

dvojndsobna, 24

limita funkce dvou proménnych, 15

linearizace, 73
linedrni ¢ast prirtstku, 72

Maclauriniv mnohoc¢len, 101
matice
indefinitni, 117
kladné definitni, 117
kladn€ semidefinitni, 117
negativné definitni, 117
negativné semidefinitni, 117

pozitivné definitni, 117

pozitivné semidefinitni, 117

urcité definitni, 117

urcité semidefinitni, 117

zéporné definitni, 117

zaporné semidefinitni, 117
matice kvadriky, 188
maximum

absolutni, 131

globdlni, 131

lokalni, 104, 120

ostré, 104, 120

metricky prostor, 3
metrika, 3
minimum

absolutni, 131

globdlni, 131

lokalni, 104, 120

ostré, 104, 120

minor, 117

hlavni, 117

hlavni rohovy, 117
mnohoclen

homogenni, 116

n proménnych, 116
mnozina

ohranicena, 6

oteviena, 6

uzavrena, 6

nelinedrni ¢ast prirastku, 72
norma, 4

normala, 70

normovany vektorovy prostor, 4

okoli bodu
v prostoru R tfi, 9
v prostoru R n, 9
v roving, 4
omezeni
funkcionalni, 165
primé, 166

parabola, 187
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paraboloid
elipticky, 190
hyperbolicky, 190
podminka
vazebna, 165
polarni soutfadnice, 20
poloosa, 192
prumér
aritmeticky, 137
geometricky, 137
primér harmonicky, 137
piirtstek
nezdvisle proménné, 60
zavisle proménné, 60

rovnice v normalnim tvaru
kuzelosecky, 187
kvadriky, 190

fidici kiivka, 193

sedlo, 106

skalarni soudin, 3
stacionarni bod, 106
stied kvadriky, 190

Taylortiv
mnohoclen, 95
vzorec, 96

te¢na rovina, 69
rovnice, 70

totalni diferencial funkce
druhého radu, 92
m-tého fadu, 92
tfetiho radu, 93

tvorici pfimka, 197

uzavér mnoziny, 6

vélec
elipticky, 193
hyperbolicky, 193
kruhovy, 193
parabolicky, 193
vazebna podminka, 140

vektorovy prostor, 2
véta

Lagrangeova, 42
vnéjSek mnoZiny, 6
vnitfek mnoZiny, 6
vrchol

kvadriky, 190

paraboloidu, 192
vrstevnice, 13

zaménitelnost smiSenych derivaci, 46
zbytek v Taylorové vzorci, 96
zmeéna

absolutni, 73

relativni, 73
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