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4 Kritéria dělitelnosti

5 Literatura
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Celá čı́sla Z

Budeme se bavit počı́tánı́m s celými čı́sly

. . . ,−6,−5,−4,−3,−2,−1,0,1,2,3,4,5,6, . . .

Ta mezi sebou umı́me
sčı́tat a odčı́tat 7 + 9 = 16, 2− 4 = −2
násobit 3 · 7 = 21, (−2) · 6 = −12
někdy bezproblémově vydělit 12 : 3 = 4
a někdy taky ne 13 : 5 =?
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Dělenı́ se zbytkem

Theorem
Mějme celá čı́sla a > 0 a b ≥ 0. Pak existujı́ jednoznačně čı́sla
q ≥ 0 a 0 ≤ r < a tak, že

b = a · q + r .

q ... podı́l po dělenı́ čı́sla b čı́slem a
r ... zbytek po dělenı́ čı́sla b čı́slem a

Example

13 = 5 · 2 + 3
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Dělenı́ beze zbytku

Definition

Řekneme, že celé čı́slo a dělı́ celé čı́slo b, jestliže existuje celé
čı́slo q takové, že

b = a · q.

V takovém přı́padě pı́šeme a | b.
V opačném přı́padě řı́káme, že a nedělı́ b, a pı́šeme a - b.

Example
Platı́:

7 | 35, protože 35 = 7 · 5,
8 - 60, protože 60 = 8 · 7 + 4.
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(De)motivačnı́ přı́klad

Example

Ukažte, že čı́slo 13 dělı́ 20102010 + 1.

Platı́ 2010 = 13 · 154 + 8.
Pak 20102010 + 1 = (13 · 154 + 8)2010 + 1.
Představme si roznásobenı́

(13 · 154 + 8) · (13 · 154 + 8) · · · · · (13 · 154 + 8)︸ ︷︷ ︸
2010

.

Které části výsledku obsahujı́ nějaký násobek 13 a které
ne?
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(De)motivačnı́ přı́klad

Je vidět, že násobek 13 nebude obsahovat pouze člen
82010. Vlastně máme

20102010 + 1 = 13 · (odpad) + (82010 + 1)

a dál tedy stačı́ zkoumat čı́slo 82010 + 1.
Platı́ 82010 = (82)1005 = 641005 a dostaneme

82010 + 1 = 641005 + 1 = (13 · 5− 1)1005 + 1.

Opět si představme roznásobenı́

(13 · 5− 1)(13 · 5− 1) · · · · · (13 · 5− 1)︸ ︷︷ ︸
1005

.

Které části výsledku obsahujı́ nějaký násobek 13 a které
ne?
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(De)motivačnı́ přı́klad

Je vidět, že násobek 13 nebude obsahovat pouze člen
(−1)1005. Vlastně máme

82010 + 1 = 13 · (odpad) + ((−1)1005 + 1).

Tedy zbytek po dělenı́ čı́sla 82010 + 1 čı́slem 13 je
(−1)1005 + 1 = −1 + 1 = 0.

V podstatě jsme neustále zkoumali zbytky po dělenı́, aniž
bychom se zajı́mali o podı́ly při dělenı́. Podı́l při dělenı́ čı́sla
20102010 + 1 čı́slem 13 neznáme.
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Kongruence

... pojem kongruence byl vytvořen pro efektivnı́ počı́tánı́ se
zbytky při dělenı́.

Definition

Buď n přirozené čı́slo. Dvě celá čı́sla a,b se nazývajı́
kongruentnı́ podle modulu n, pı́šeme

a ≡ b mod n,

jestliže platı́ následujı́cı́ ekvivalentnı́ podmı́nky:
1 n | a− b, neboli: rozdı́l čı́sel a− b je dělitelný čı́slem n

beze zbytku,
2 a = b + k · n pro vhodné k ∈ Z, neboli: čı́sla a, b se od

sebe lišı́ o nějaký vhodný násobek n,
3 čı́sla a,b dávajı́ při dělenı́ čı́slem n stejný zbytek.
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Kongruence

Example
Platı́

25 ≡ 7 mod 6,

protože:
1 6 | 25− 7 = 18, neboli: rozdı́l 25− 7 = 18 je dělitelný

čı́slem 6 beze zbytku,
2 25 = 7 + 3 · 6, neboli: čı́sla 25 a 7 se od sebe lišı́ o

trojnásebek čı́sla 6,
3 Čı́sla 25 a 7 dávajı́ při dělenı́ čı́slem 6 stejný zbytek 1.

Platı́:
25 = 6 · 4 + 1,
7 = 6 · 1 + 1.
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Kongruence

... zejména platı́: Každé celé čı́slo x je modulo n kongruentnı́
se zbytkem po dělenı́ čı́sla x čı́slem n!

Example
Platı́:

25 ≡ 1 mod 6,
7 ≡ 1 mod 6.

Zatı́m jsme pomocı́ kongruencı́ zı́skali pouze nový způsob, jak
zapisovat dělenı́ a zbytky. Výhoda tohoto zápisu je hlavně v
tom, že s kongruencemi se dá efektivně ‘počı́tat’, a tedy
efektivně řešit úlohy o dělenı́ a zbytcı́ch.
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Jak se počı́tá s kongruencemi?

Mějme a,b, c,d ∈ Z a n, k ∈ N.
(1) Jestliže a ≡ b mod n, pak a + c ≡ b + c mod n.
(2) Jestliže a ≡ b mod n, pak a− c ≡ b − c mod n.
(3) Jestliže a ≡ b mod n, pak a · c ≡ b · c mod n.
(4) Jestliže a ≡ b mod n a zároveň c ≡ d mod n, pak

a + c ≡ b + d mod n.
(5) Jestliže a ≡ b mod n a zároveň c ≡ d mod n, pak

a− c ≡ b − d mod n.
(6) Jestliže a ≡ b mod n a zároveň c ≡ d mod n, pak

a · c ≡ b · d mod n.
(7) Jestliže a ≡ b mod n, pak ak ≡ bk mod n.
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1. přı́klad

Example

Nalezněte zbytek po dělenı́ čı́sla 230 čı́slem 5.

Hledáme čı́slo 0 ≤ x < 5 splňujı́cı́ x ≡ 230 mod 5.

Platı́ 22 = 4 a z definice kongruence 4 ≡ −1 mod 5.
Platı́ 230 = (22)15 = 415 a vlastnost (7) pak řı́ká

415 ≡ (−1)15 mod 5.

Zřejmě (−1)15 = −1. Dohromady dostaneme

230 ≡ −1 mod 5.

Protože −1 ≡ 4 mod 5, je zbytek po dělenı́ čı́sla 230

čı́slem 5 roven 4.
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2. přı́klad

Example

Zjistěte, zda čı́slo 5 dělı́ čı́slo 472 + 12136.

Zjišťujeme, zda platı́ 472 + 12136 ≡ 0 mod 5.

Platı́ 12136 = (122)68 = 14468.
Z definice kongruence 144 ≡ −1 mod 5.
Vlastnost (7) pak řı́ká 14468 ≡ (−1)68 mod 5.
Zřejmě (−1)68 = 1. Dohromady dostaneme

12136 ≡ 1 mod 5.
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2. přı́klad

Platı́ 47 ≡ 2 mod 5.
Vlastnost (7) pak řı́ká 472 ≡ 22 mod 5 a máme tedy

472 ≡ 4 mod 5.

Zı́skané kongruence 12136 ≡ 1 mod 5 a 472 ≡ 4 mod 5
sečteme podle (4) a dostaneme

12136 + 472 ≡ 5 mod 5.

Protože 5 ≡ 0 mod 5, je dělenı́ beze zbytku.
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3. přı́klad

Example

Nalezněte zbytek po dělenı́ čı́sla 7211 čı́slem 17.

Platı́ 72 = 4 · 18 a tedy 7211 = 411 · 1811.
Z definice kongruence 18 ≡ 1 mod 17 a tedy podle (7)
platı́ 1811 ≡ 111 mod 17.
Zřejmě 111 = 1 Podle (3) platı́

411 · 1811 ≡ 411 mod 17,

a tedy stačı́ hledat zbytek po dělenı́ čı́sla 411 čı́slem 17.
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3. přı́klad

Platı́ 411 = 4 · 410 = 4 · (42)5 = 4 · 165.
Z definice kongruence 16 ≡ −1 mod 17 a podle (7) máme
165 ≡ (−1)5 mod 17.
Podle (3) dostaneme 4 · 165 ≡ 4 · (−1)5 mod 17.
Zřejmě 4 · (−1)5 = −4. Dohromady dostaneme

411 ≡ −4 mod 17.

Protože −4 ≡ 13 mod 17, je zbytek po dělenı́ čı́sla 7211

čı́slem 17 roven 13.
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4. přı́klad

Example

Najděte zbytek po dělenı́ čı́sla 448 čı́slem 97.

Platı́ 448 = (43)16 = 6416.

Z definice kongruence 64 ≡ −33 mod 97 a tedy podle (7)
platı́ 6416 = (−33)16 mod 97.
Platı́ (−33)16 = 3316 = (332)8 = (1089)8.
Platı́ 1089 = 11 · 97 + 22.
Z definice kongruence 1089 ≡ 22 mod 97 a tedy podle (7)
platı́

10898 ≡ 228 mod 97.
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4. přı́klad

Platı́ 228 = (222)4 = 4844.

Platı́ 484 = 4 · 97 + 96.
Z definice kongruence 484 ≡ −1 mod 97 a tedy

4844 ≡ (−1)4 mod 97.

Zřejmě (−1)4 = 1 a tedy zbytek po dělenı́ je 1.
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5. přı́klad

Example

Ukažte, že čı́slo 13 dělı́ čı́slo 1615 + 2914 + 4213.

Platı́ 16 ≡ 3 mod 13 a podle (7) dostaneme 1615 ≡ 315

mod 13.
Stejně dostaneme 2914 ≡ 314 mod 13 a 4213 ≡ 313

mod 13.
Podle (3) dostaneme

1615 + 2914 + 4213 ≡ 315 + 314 + 313 mod 13.

Platı́ 315 + 314 + 313 = 313 · (9 + 3 + 1) = 313 · 13.
Dohromady dostaneme

1615 + 2914 + 4213 ≡ 13 · 313 mod 13

a tedy dělenı́ je beze zbytku.
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6. přı́klad

Example

Nalezněte zbytek po dělenı́ čı́sla 1312 + 1211 + 1110 čı́slem 9.

Platı́ 13 ≡ 4 mod 9 a podle (7) dostaneme 1312 ≡ 412

mod 9.
Stejně dostaneme 1211 ≡ 311 mod 9 a 1110 ≡ 210

mod 9.
Podle (3) dostaneme

1312 + 1211 + 1110 ≡ 412 + 311 + 210 mod 9.
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6. přı́klad

Upravı́me výraz 412 + 311 + 210.
Platı́ 412 = (22)12 = 224 = (23)8 = 88.
Platı́ 311 = 32 · 39 = 9 · 39.
Platı́ 210 = 2 · 29 = 2 · (23)3 = 2 · 83.
Dohromady dostaneme

1312 + 1211 + 1110 ≡ 88 + 9 · 39 + 2 · 83 mod 9.
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6. přı́klad

Platı́ 8 ≡ −1 mod 9 a zároveň 9 ≡ 0 mod 9.
Dostaneme

1312 + 1211 + 1110 ≡ (−1)8 + 2 · (−1)3 mod 9.

Dohromady dostaneme 1312 + 1211 + 1110 ≡ 1− 2 mod 9
a tedy

1312 + 1211 + 1110 ≡ −1 mod 9.

Platı́ −1 ≡ 8 mod 9 a tedy zbytek po dělenı́ je 8.
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7. přı́klad

Example

Určete poslednı́ dvě cifry dekadického zápisu čı́sla 39876543.

Poslednı́ dvě čı́sla dekadického zápisu ... zbytek po dělenı́
čı́slem 100. Hledáme x splňujı́cı́ x ≡ 39876543 mod 100.

Platı́ 39876543 = (33)3292181 = 273292181 = 27 · 273292180.
Platı́ 273292180 = (272)1646090.
Platı́ 272 = 729 = 7 · 100 + 29 a tedy 272 ≡ 29 mod 100.
Dohromady dostaneme 273292180 ≡ 291646090 mod 100 a
tedy celkem

39876543 ≡ 27 · 273292180 ≡ 27 · 291646090 mod 100.
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7. přı́klad

Platı́ 291646090 = (292)823045 = 841823045.
Platı́ 841 = 8 · 100 + 41 a tedy 841 ≡ 41 mod 100.
Dohromady dostaneme 291646090 ≡ 41823045 mod 100 a
tedy celkem

39876543 ≡ 27 · 291646090 ≡ 27 · 41823045 mod 100.
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7. přı́klad

Platı́ 41823045 = (415)164609 = (115856201)164609.
Platı́ 115856201 = 1158562 · 100 + 1 a tedy
115856201 ≡ 1 mod 100.
Dohromady dostaneme 41823045 ≡ 1164609 mod 100 a
tedy celkem

39876543 ≡ 27 · 41823045 ≡ 27 · 1 mod 100.

Tedy poslednı́ dvě cifry čı́sla 39876543 jsou 27.
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Dělitelnost třemi

Ze základky všichni vı́te...

Theorem
Celé čı́slo je dělitelné třemi právě tehdy, když jeho ciferný
součet je dělitelný třemi.

Example

Je čı́slo 138309241 dělitelné třemi?

Platı́ 1 + 3 + 8 + 3 + 0 + 9 + 2 + 4 + 1 = 28, a to nenı́
dělitelné třemi. Tedy 138309241 nenı́ dělitelné třemi.
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Proč to funguje?

Každé čı́slo anan−1 · · · a2a1a0 lze zapsat ve tvaru

an · 10n + an−1 · 10n−1 + · · ·+ a2 · 102 + a1 · 101 + a0 · 100

= an · 10n + an−1 · 10n−1 + · · ·+ a2 · 100 + a1 · 10 + a0

Example

489 = 4 · 100 + 8 · 10 + 9

Budeme zkoumat zbytek takto zapsaného čı́sla při dělenı́ třemi.
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Proč to funguje?

Z definice kongruence 10 ≡ 1 mod 3.
Vlastnost (7) pak řı́ká, že pro každé přirozené čı́slo k platı́

10k ≡ 1k = 1 mod 3.

Vlastnost (3) pak řı́ká, že pro každou cifru ak platı́

ak · 10k ≡ ak · 1 = ak mod 3.

Vlastnost (4) pak řı́ká, že pro jejich součet platı́

an · 10n + an−1 · 10n−1 + · · ·+ a2 · 102 + a1 · 10 + a0

≡ an + an−1 + · · ·+ a2 + a1 + a0 mod 3.

Tedy anan−1 · · · a2a1a0 dává stejný zbytek při dělenı́ třemi
jako an + an−1 + · · ·+ a2 + a1 + a0.
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Dělitelnost sedmi

Na základce vám nejspı́š neřı́kali...

Theorem
Celé čı́slo je dělitelne sedmi právě tehdy, když je sedmi
dělitelný součet vypočtený tak, že se cifry odzadu vynásobı́
postupně periodicky se opakujı́cı́mi čı́sly 1,3,2,6,4,5 a to se
sečte.

Example

Je čı́slo 138309241 dělitelné sedmi?

Platı́
1 ·1+3 ·4+2 ·2+6 ·9+4 ·0+5 ·3+1 ·8+3 ·3+2 ·1 = 105.
Dále platı́ 1 · 5 + 3 · 0 + 2 · 1 = 7. Tedy 135797531 je
dělitelné sedmi.
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Proč to funguje?

Z definice kongruence 10 ≡ 3 mod 7.
Vlastnost (7) pak řı́ká, že pro každé přirozené čı́slo k platı́

10k ≡ 3k mod 7.

Vlastnost (3) pak řı́ká, že pro každou cifru ak platı́

ak · 10k ≡ ak · 3k mod 3.

Vlastnost (4) pak řı́ká, že pro jejich součet platı́

an · 10n + an−1 · 10n−1 + · · ·+ a2 · 102 + a1 · 101 + a0 · 100

≡an · 3n + an−1 · 3n−1 + · · ·+ a2 · 32 + a1 · 31 + a0 · 30 mod 3.
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Proč to funguje?

Platı́:
30 = 1 a 31 = 3,
32 = 9 a platı́ 9 ≡ 2 mod 7. Dohromady

32 ≡ 2 mod 7.

33 = 3 · 32 a podle (3) platı́ 3 · 32 ≡ 3 · 2 mod 7.
Dohromady

33 ≡ 6 mod 7.

34 = 3 · 33 a podle (3) platı́ 3 · 33 ≡ 3 · 6 mod 7. Platı́
18 ≡ 4 mod 7 a dohromady

34 ≡ 4 mod 7.
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Proč to funguje?

35 = 3 · 34 a podle (3) platı́ 3 · 34 ≡ 3 · 4 mod 7. Platı́
12 ≡ 5 a dohromady

35 ≡ 5 mod 7.

36 = 3 · 35 a podle (3) platı́ 3 · 35 ≡ 3 · 5 mod 7. Platı́
15 ≡ 1 mod 7 a dohromady

36 ≡ 1 mod 7.

... a už jedeme dokolečka.
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