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Několik úvodńıch pojmů Riemannovská sféra Cartanovy geometrie Literatura

O co jde v diferenciálńı geometrii?

Zabýváme se geometrickými strukturami na (konečněrozměrných)
hladkých varietách.

Hladká varieta . . . prostor, který lokálně vypadá jako Rn, ale
globálně nemuśı!

Example

n–rozměrný prostor Rn, n–rozměrná sféra Sn, . . .

Geometrická struktura na varietě . . . co na konkrétńı varietě
uḿıme?

Example

mě̌rit vzdálenosti, mě̌rit úhly, poč́ıtat jako na komplexńıch č́ıslech
nebo kvaternionech, . . .
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Riemannovské variety

Riemannovská struktura . . . uḿıme mě̌rit vzdálenosti a úhly.

Geometrická struktura se na varietu indukuje z tečných prostor̊u.

Definition

M . . . hladká varieta,

TxM . . . tečný prostor k M v x ,

TxM × TxM → R . . . symetrická pozitivně definitńı forma na
TxM, t.j. skalárńı součin.

Riemannova metrika g je pravidlo, které každému x ∈ M p̌rǐrad́ı
skalárńı součin na TxM a je to hladké bod po bodu.

Definition

Riemannovská varieta . . . dvojice (M, g), kde M je hladká varieta
a g je metrika na M.
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a g je metrika na M.
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Jednoduché p̌ŕıklady

Example

Euklidovský prostor . . . bodový Euklidovský prostor Rn společně se
standardńım skalárńım součinem. Tedy máme metriku

g = (dx1)2 + (dx2)2 + · · ·+ (dxn)2.

Example

Hyperbolická rovina . . . jednotkový disk D ⊂ R2 s metrikou ve
tvaru

g =
1

1− x2 − y 2
(dx2 + dy 2).
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Maurits Cornelis Escher (1898 - 1972)
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M. C. Escher: Circle limit III
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Riemannovská sféra klasicky

Sn . . . n–rozměrná jednotková sféra:

Představme si Sn jako varietu vloženou do Rn+1.

Na Rn+1 máme standardńı skalárńı součin 〈 , 〉 a Sn je
množina tvaru {x ∈ Rn+1 : 〈x , x〉 = 1}.

Pak TxSn = {y ∈ Rn+1 : 〈x , y〉 = 0} a standardńı skalárńı
součin na Rn+1 indukuje skalárńı součin na každém TxSn.
Toto je hladké bod po bodu a definuje metriku g na Sn.

Takto źıskáme indukovanou metriku g na Sn a (Sn, g) je
Riemannova varieta.

(Sn, g) . . . Riemannovská sféra.
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Toto je hladké bod po bodu a definuje metriku g na Sn.
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Kleinův pohled na věc

Felix Klein (1845 - 1925) a jeho Erlangen program (1872) . . .
popis geometríı na základě jejich grupy transformaćı.

Idea

Popsat geometrickou strukturu na varietě je to samé jako popsat
všechny automorfismy, které tuto geometrickou strukturu
zachovávaj́ı.

. . . funguje obvzlášt’ pěkně pro tzv. homogenńı modely.
Riemannova sféra je takovým homogenńım modelem.
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Riemannovská sféra moderně

Jak popsat varietu Sn = {x ∈ Rn+1 : 〈x , x〉 = 1} jinak?

O(n + 1) . . . grupa všech ortogonálńıch (n + 1)× (n + 1)–matic.
Grupa O(n + 1) působ́ı na Rn+1 ortogonálńımi transformacemi, t.j.
transformacemi, které zachovávaj́ı mimo jiné velikost. Můžeme je
tedy zúžit na Sn a dostaneme levou akci

O(n + 1)× Sn → Sn.

Kĺıčovou vlastnost́ı zde je to, že pro každé dva body u, v ∈ Sn

existuje A ∈ O(n + 1) tak, že Au = v .
. . . akce je tranzitivńı.
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Riemannovská sféra moderně

Protože je akce tranzitivńı, lze Sn zapsat následuj́ıćım způsobem:
Označme H ⊂ O(n + 1) podgrupu těch matic, které zachovávaj́ı
prvńı vektor standardńı báze Rn+1 (který je vlastně prvkem Sn).
Pak levá akce indukuje difeomorfismus

Sn ' O(n + 1)/H.

Každý bod x ∈ Sn ztotožńıme s množinou ortogonálńıch matic,
které zobraźı prvńı vektor standardńı báze na x . Zejména prvńı
vektor standardńı báze se ztotožńı s H.

Lze napoč́ıtat, že

H =

{(
1 0
0 A

)}
' O(n),

kde A je ortogonálńı n × n–matice. Tedy Sn ' O(n + 1)/O(n).
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Riemannovská sféra moderně

Jak popsat geometrickou strukturu na Sn, která p̌rǐsla z volby
O(n + 1) a difeomorfismu Sn ' O(n + 1)/O(n)?

Lze ukázat:

Theorem

Ortogonálńı grupa O(n + 1) je právě grupa isometríı Isom(Sn, g)
indukované metriky g na Sn.

Podle Kleinova principu . . . znát metriku g je to samé jako znát
jej́ı grupu izometŕı Isom(Sn, g).

Idea

Riemannovská sféra . . . varieta O(n + 1)/O(n) s metrikou, jej́ıž
grupa izometríı je O(n + 1).
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Idea
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Maurer–Cartanova forma na O(n + 1)

Hlavńı část důkazu . . . existence tzv. Maurer–Cartanovy formy na
O(n + 1) umožňuj́ıćı diskuzi tečných prostor̊u Tx(O(n + 1)/O(n)).

1 O(n + 1) je hladká varieta a zároveň je to grupa . . . tzv.
Lieova grupa.

2 V každém x ∈ O(n + 1) máme tečný prostor TxO(n + 1) a
jejich sjednoceńı tvǒŕı tzv. tečný bandl TO(n + 1).

3 Tečný prostor TeO(n + 1) v jednotce e grupy O(n + 1) má
speciálńı strukturu . . . je to tzv. Lieova algebra o(n + 1), t.j.
vektorový prostor všech antisymetrických
(n + 1)× (n + 1)–matic spolu s dodatečnou operaćı Lieova
závorka, která je tvaru

[A,B] := AB − BA

pro A,B ∈ o(n + 1).



Několik úvodńıch pojmů Riemannovská sféra Cartanovy geometrie Literatura

Maurer–Cartanova forma na O(n + 1)
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Maurer–Cartanova forma na O(n + 1)

Definition

Maurer–Cartanova forma ω je p̌redpis, který prosťrednictv́ım
levého násobeńı zadává trivializaci tečného bandlu O(n + 1) tvaru

TO(n + 1) = O(n + 1)× o(n + 1).

Označ́ıme-li `A(B) := AB, pak ω = TA`A−1 .

Tečný prostor v každém x ∈ O(n + 1) dostaneme prostě tak, že
vezmeme TeO(n + 1) = o(n + 1) a p̌retáhneme ho do x . Pak se již
snadno dostaneme k od TO(n + 1) k TSn. Každý TxSn je ‘vhodná
část respektive faktor’ TxO(n + 1) a ten ‘zbylý kus’ zadává
metriku.
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Lieova algebra o(n + 1) pǒrádně

Ortogonálńı Lieova algebra o(n + 1) je tvaru:(
0 −vT

v A

)
,

kde

v ∈ Rn je část popisuj́ıćı tečný prostor TxSn,

A ∈ o(n) je ortogonálńı algebra antisymetrických n × n–matic.
Je to Lieova algebra grupy H = O(n).

Tedy Tx(O(n + 1)/O(n)) = o(n + 1)/o(n), kde x ∈ Sn odpov́ıdá
prvńımu vektoru standardńı báze.
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Shrnut́ı

Riemannovská sféra (Sn, g) je jednoznačně zadána ortogonálńı
grupou O(n + 1), jej́ı podgrupou O(n) a Maurer–Cartanovou
formou ω na O(n + 1). Celou geometrii můžeme popsat pouze
‘poč́ıtáńım’ s výše uvedenými grupami a jejich Lieovými algebrami
a Maurer–Cartanova forma p̌renáš́ı vše na TSn a na Sn.

Idea

Riemannovská sféra . . . dvojice (O(n + 1)→ O(n + 1)/O(n), ω)
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Co je homogenńı model?

Definition

G . . . Lieova grupa, P ⊂ G . . . Lieova podgrupa.
Homogenńı model Cartanovy geometrie typu (G ,P) je dvojice
(G → G/P, ω), kde G → G/P je p̌rirozená projekce a ω je
Maurer–Cartanova forma na G .

Pak G/P je hladká varieta na které se indukuje geometrie, která
p̌rǐsla z volby G a P a Maurer–Caranovy formy na G .

Example

Riemannovská sféra Sn je homogenńım modelem Cartanovy
geometrie typu (O(n + 1),O(n)).

Kleinovy myšlenky a z nich vyplývaj́ıćı popis homogenńıch model̊u
lze aplikovat pouze na některé obvlášt’ pěkné variety.
homogenńı . . . rovnoměrně ǩrivé
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Co je Cartanova geometrie?

Élie Cartan (1869-1951) a jeho koncept zobecněných prostor̊u . . .
zobecněńı Kleinových myšlenek na libovolně ǩrivou varietu.

Definition

G . . . Lieova grupa, P ⊂ G . . . Lieovu podgrupa.
Cartanova geometrie typu (G ,P) je dvojice (G → M, ω), kde

G → M . . . nějaká abstraktńı projekce, prvky G jsou ‘vhodné
báze tečných prostor̊u k M a P se projevuje změnou báze’
(obecně je to hlavńı bandl se strukturńı grupou P),

ω . . . forma na G s hodnotami v Lieově algeb̌re g grupy G
(tzv. Cartanova konexe, analogie Maurer–Cartanovy formy).

Tato data indukuj́ı na M to, co si obvykle p̌redstavujeme pod
pojmem geometrie v klasickém smyslu.
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Co tento p̌ŕıstup p̌rináš́ı?

Některé dvojice (G ,P) odpov́ıdaj́ı známým geometríım:
G = O(n + 1), P = O(n) odpov́ıdá Riemmanovským strukturám.
Pro libovolnou dvojici (G ,P) můžeme zkoumat odpov́ıdaj́ıćı
geometrii.

V novém jazyce uḿıme popsat:

známé vlastnosti známých geometríı
⇓

nové vlastnosti známých geometríı
⇓

nové geometrie
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Př́ıklad: konformńı Riemannovská geometrie

Uḿıme mě̌rit úhly (ale neuḿıme měrit vzdálenosti); je dána ťŕıdou
ekvivalentńıch metrik, kde g1 je ekvivalentńı s g2 právě tehdy, když
existuje hladká kladná funkce λ tak, že g2 = λg1.
. . . tzv. konformńı metrika

Example

G = O(n + 2); P=Poincarého konformńı podgrupa, sestává z
blokově horńıch trojúhelńıkových matic s bloky velikosti 1, n a 1;
Lieova algebra g grupy G je tvaru:

g =


 a Z 0

X A −ZT

0 −X T −a

 ∣∣∣∣ a ∈ R, X ,ZT ∈ Rn, A ∈ o(n)
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Př́ıklad: 2–distribuce generického ranku na 5–varietě

Na pětirozměrné varietě máme v každém tečném prostoru vybrán
dvojrozměrný podpostor hladkým způsobem . . . distribuce
generického ranku . . . v jistém smyslu nedegenerované

Example

G = G2, paťŕı mezi tzv. exotické grupy, je obsažena v SO(3, 4), lze
popsat pomoćı automorfismů splitovaných oktonionů;
P = · · ·
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Př́ıklad: 2–distribuce generického ranku na 5–varietě

Jaký má tato geometrie význam?

Uvažme rovnici
z ′ = F (x , y , y ′, y ′′, z),

kde y = y(x) a z = z(x) jsou funkce x a ∂2F/∂(y ′′)2 6= 0. Tato
rovnice lze zapsat do systému forem tvaru

ω1 =dz − F (x , y , p, q, z)dx

ω2 =dy − pdx

ω3 =dp − qdx

na vhodné 5–varietě se soǔradnicemi (x , y , p = y ′, q = y ′′, z).
Společné jádro těchto forem tvǒŕı 2–distribuci. (Řeseńı rovnice
odpov́ıdaj́ı ǩrivkam tečným k té distribuci.)
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Kde je dobré č́ıst?

R. W. Sharpe, Differential geometry: Cartan’s generalization
of Klein’s Erlangen program, Graduate Texts in Mathematics
166, Springer–Verlag, 1997

A. Čap, J. Slovák, Parabolic Geometries I: Background and
General Theory, Mathematical Surveys and Monographs 154,
Amer. Math. Soc. 2009

K. Sagerschnig, Weyl structures for generic rank two
distributions in dimension five, Ph.D. thesis, 2008
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