
Vybrané kapitoly matematiky a aplikaćı
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25. ř́ıjen 2020

Elektrické obvody a komplexńı č́ısla

Harmonické procesy jsou jedny z nejčastěǰśıch přirozených proces̊u ve fyzice. Jejich typickými
zástupci jsou harmonické oscilátory nebo stř́ıdavé elektrické obvody. Pripomeňme nejdř́ıve
základńı pravidlo stejnosměrného elektrického proudu a to Ohmův zákon pro část elektrického
obvodu: Elektrický proud I procházej́ıćı kovovým vodičem je př́ımo úměrný elektrickému
napět́ı U mezi konci tohoto vodiče. Toto umožňuje zavést pojem elektrické resistance neboli
odporu R a plat́ı R = U

I
.

Situace je složitěǰśı pro obvody, kterými procháźı stř́ıdavý proud, t.j. proud s harmonickým
pr̊uběhem v čase t. Pro okamžitou hodnotu napět́ı plat́ı u = Um sin(ωt + ϕ), kde Um je
amplituda stř́ıdavého napět́ı, ω = 2π

T
je úhlová frekvence s periodou T a ϕ je fázový úhel.

Pr̊uběh napět́ı pak můžeme znázornit fázorovým diagramem a grafem (časovým diagramem):

o ϕ

Um

Napět́ı ve fázorovém diagramu pak můžeme vidět jako vektor v rovině, jehož druhou
souřadnićı je hodnota napět́ı Um sin(ωt + ϕ). Z pravoúhlého trojúhelńıku je zřejmé, že jeho
prvńı souřadnićı hodnota Um cos(ωt + ϕ). Výhodou fázorových diagramů je ten, že vektory
v rovině umı́me snadno sč́ıtat a násobit skalárem, což umožňuje porovnávat r̊uzné hodnoty
napět́ı a proudu. Stejně tak si uvědomme, že d́ıky tomu, že časový diagram je periodický
(tedy po určité hodnotě se opakuje) obsahuje fázorový diagram ‘plnou informaci’ o hodnotě
napět́ı.

Uvažujme jednoduchý obvod stř́ıdavého proudu s rezistorem (pro jednoduchost bez fázového
posunut́ı, tedy bez ćıvky nebo kondenzátoru). Okamžitá hodnota proudu je

i =
u

R
=
Um
R

sin(ωt) = Im sin(ωt)

pro amplitudu stř́ıdavého proudu Im = Um
R

. Neboli amplituda nezáviśı na frekvenci a opět
plat́ı Ohmův zákon.

Situace je složitěǰśı v př́ıpadě obvodu stř́ıdavého proudu s indukčnost́ı, t.j. uvažujeme
obvod s ćıvkou. Lenz̊uv zákon ř́ıká, že proud nabývá největš́ı hodnoty později než napět́ı a
vzniká (záporný) fázový rozd́ıl π

2
. Tedy pro obvod z napět́ım u = Um sin(ωt) plat́ı

i = Im sin(ωt− π

2
) = −Im cos(ωt).
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Pokud v tomto př́ıpadě znázorńıme hodnotu napět́ı vektorem ve fázorovém diagramu, jeho
velikost bude Um a jeho směr bude určen jednotkovým vektorem (cos(ωt), sin(ωt)). Vid́ıme,
že druhá souřadnice jednotkového vektoru se vyskytuje ve vyjádřeńı hodnoty napět́ı a prvńı
souřadnice ve vyjádřeńı hodnoty proudu.

Uvažujeme-li obvod stř́ıdavého proudu s kapacitou, t.j. obvod s kondenzátorem, je proud
největš́ı v okamžiku, když je kondenzátor nabitý a napět́ı je nulové. Proud tedy předb́ıhá
napět́ı a vzniká (kladný) fázový rozd́ıl π

2
. Tedy

i = Im sin(ωt+
π

2
) = Im cos(ωt)

a stejně jako v předešlém př́ıpadě vid́ıme, že souřadnice jednotkového vektoru směru hodnoty
ve fázorovém diagramu se objevuj́ı ve vyjádřeńı hodnoty napět́ı i hodnoty proudu.

IR Um

R

IL

Um

L

IC Um

C

Tyto prvky lze samozřejmě r̊uzně kombinovat v jednom obvodu a zapojovat je sériově i
paralelně, výsledný fázorový diagram pak může být komplikovaný a nemuśı být jednoduché
naj́ıt vztah mezi výsledným napět́ım a proudem. Zejména pokud máme aspoň jednu ćıvku
nebo kondenzátor, tak nevid́ıme snadno analogii Ohmova zákona.

Na mı́stě je tedy zač́ıt použ́ıvat nějaký efektivńı popis fázorového diagramu. Takový popis
umožňuj́ı tzv. komplexńı č́ısla, která si zavedeme. Jak uvid́ıme hlavńı výhodou komplexńıch
č́ısel je, že je umı́me nav́ıc i násobit mezi sebou. To nám umožńı současně pracovat a srovnávat
vektory (např́ıklad napět́ı a proudu) ‘jdoućı’ r̊uznými směry.

Uvažujme dvojice reálných č́ısel (a, b) s dobře definovanými operacemi

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

Všimněme si, že sč́ıtáńı je definováno po složkách, stejně jako pro vektory v rovině. Nav́ıc
plat́ı (a, 0) · (c, d) = (ac, ad). Tedy dvojice (a, 0) hraj́ı roli reálných č́ısel a vynásobeńı takovou
dvojićı odpov́ıdá vynásobeńı vektoru skalárem. Naše operace tedy zobecňuj́ı obvyklé operace
s vektory v rovině, kde zásadńı bonus nav́ıc dává vynásobeńı (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0).

V matematice bývá zvykem nazývat dvojici (0, 1) komplexńı nebo imaginárńı jednotkou
a označovat ṕısmenem i. V daľśıch částech to tak budeme dělat, nicméně v elektrotechnice
se komplexńı jednotka obvykle znač́ı j, protože i označuje stř́ıdavý proud. Pak můžeme psát
(a, b) = a + jb, což je tzv. algebraický tvar komplexńıho č́ısla. Jeho hlavńı výhodou je, že
‘zobecněné’ operace s vektory odpov́ıdaj́ı operaćım s dvojčleny s využit́ım dodatečné identity
j2 = −1 a neńı nutné si pamatovat ‘nepřirozenou’ definici násobeńı. Spoč́ıtáme

(a+ bj) + (c+ dj) = (a+ c) + (b+ d)j

(a+ bj) · (c+ dj) = a(c+ dj) + bi(c+ dj) = ac+ adj + bci+ bdj2

= ac+ adj + bcj − bd = (ac− bd) + (ad+ bc)j.
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Např́ıklad pro stř́ıdavé napět́ı pak můžeme psát vektor napět́ı ve fázorovém diagramu jako
u = a+ jb, kde a = Um cos(ωt) a b = Um sin(ωt) a tedy

u = Um cos(ωt) + jUm sin(ωt) = Um
(

cos(ωt) + j sin(ωt)
)
.

b

a

(a, b) = a+ jb
=

<

=

<

Um

ωt

Daľśı d̊uležitou operaćı je komplexńı konjugováńı a+ bj = a − bj. Zejména (a + bj) ·
(a+ bj) = a2 + b2 je druhá mocnina velikosti pr̊uvodiče obou č́ısel.

Z algebraického popisu je zřejmý geometrický smysl sč́ıtáńı, ale horš́ı je to s násobeńım
komplexńıch č́ısel mezi sebou. Nav́ıc pro práci s fázorovými diagramy jsou d̊uležitěǰśı velikosti
a úhly veličin než souřadnice př́ıslušných vektor̊u.

Komplexńı č́ıslo z = a+ bi můžeme ekvivalentně popsat v goniometrickém tvaru

z = |z|(cos(α) + j sin(α)),

kde α je velikost úhlu mezi pr̊uvodičem vektoru (a, b) s reálnou osou a |z| =
√
a2 + b2 =

√
zz

je velikost pr̊uvodiče. Zřejmě cosα = a√
a2+b2

a sinα = b√
a2+b2

. Dohromady tedy vid́ıme, že po
zúžeńı α na vhodný interval źıskáme jednoznačnou korespondenci mezi oběma popisy.

Velkou výhodou goniometrického tvaru je, že snadno vid́ıme geometrický smysl násobeńı.
Pro č́ısla z = |z|(cos(α) + j sin(α)) a w = |w|(cos(β) + j sin(β)) plat́ı

zw = |z||w|(cos(α + β) + j sin(α + β)),

z

w
=
|z|
|w|

(cos(α− β) + j sin(α− β)).

Tedy vynásobeńı nebo vyděleńı komplexńım č́ıslem realizuje rotaci o př́ıslušný úhel společně
s vynásobeńım velikosti pr̊uvodiče.

Protože zápis pomoćı goniometrických funkćı je zdlouhavý, použ́ıvá se často v elektronice
zkrácený Moivr̊uv zápis z = |z|(cos(α) + j sin(α)) = |z|ejα. Např́ıklad pro napět́ı pak zkráceně
ṕı̌seme u = Ume

jωt.
Uvažme opět obvod stř́ıdavého proudu s induktanćı L.

V klasickém zápisu (bez komplexńıch č́ısel) v tomto př́ıpadě ṕı̌seme

i = Im sin(ωt)

u = Um sin(ωt+
π

2
) = ωLIm sin(ωt+

π

2
),
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kde Um = ωLIm je vztah mezi amplitudou proudu a amplitudou napět́ı pro stř́ıdavý obvod
s induktanćı. Okamžitá hodnota intenzity elektrického proudu je imaginárńı čast Ime

jωt a
okamžitá hodnota napět́ı je imaginárńı čast Ume

j(ωt+π
2
) z definice fázorového diagramu.

=

<
ωt

π
2

~i

~u

Máme tedy následuj́ıćı výpočet nad komplexńımi č́ısly

u = Ume
j(ωt+π

2
) = ωLIme

j(ωt+π
2
) = Ime

jωt · ωLej
π
2 = Ime

jωt · jωL = i · jωL.

Tedy hodnota napět́ı ve fázorovém diagramu chápaná jako komplexńı č́ıslo je rovna součinu
hodnoty proudu ve fázorovém diagramu chápaného jako komplexńı č́ıslo a ryze imaginárńıho
komplexńıho č́ısla jωL. Za t́ımto lze jednoduše vidět princip Ohmova zákona kde hodnota
rezistance je v tomto př́ıpadě r = jωL, nicméně muśıme pracovat nad komplexńımi č́ısly.
Komplexńı č́ıslo jωL se nazývá induktančńı operátor.

Podobný výpočet funguje i v př́ıpadě obvodu stř́ıdavého proudu s kapacitanćı C, kde
ṕı̌seme

i = Im sin(ωt)

u = Um sin(ωt− π

2
) =

Im
ωC

sin(ωt− π

2
),

a máme tedy opět následuj́ıćı výpočet nad komplexńımi č́ısly

u = Ume
j(ωt−π

2
) =

Im
ωC

ej(ωt−
π
2
) = Ime

jωt · 1

ωC
e−j

π
2 = Ime

jωt · (−j Im
ωC

) = i · −j
ωC

.

a dostáváme v roli rezistance takzvaný kapacitančńı operátor −j
ωC

.

Celkově v př́ıpadě sériového zapojeńı pro vektor hodnoty napět́ı ve fázorovém prostoru u
můžeme spoč́ıtat hodnotu okamžitého napět́ı ve fázovém prostoru i pomoćı modifikovaného
Ohmova zákonu nad komplexńımi č́ısly

i = z · u,

kde č́ıslo z = R+ j(ωL− 1
ωC

) nazýváme impedančńı operátor. V př́ıpadě paralelńıho zapojeńı
dostaneme vztah

i = z−1 · u =
z̄

|z|
· u,

kde z je opět impedančńı operátor.
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