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Úvod 
Homogenní prostory se objevují v mnoha oblastech matematiky. Nás bu
dou zajímat z geometrického hlediska, jako zvláštní příklad hladkých variet. 
Z definice homogenních prostorů vyplyne, že na těchto varietách se z náso
bení přirozeně indukuje akce vhodné Lieovy grupy. Budeme se zabývat pod
mínkami, které jsou ekvivalentní faktu, že na daném homogenním prostoru 
existuje objekt invariantní vůči této akci. 

Cílem této práce není zformulovat ucelenou teorii, která řeší tento pro
blém obecně. Chceme pouze pro nejznámější případy ukázat možný způsob 
jak ověřit, zda na konkrétním homogenním prostoru existuje invariantní ob
jekt. Konkrétně se budeme zabývat Riemannovou metrikou, hlavní konexí a 
afinní konexí. 

Text je rozdělen do tří částí. První část je úvodní, jsou zde zavedeny zá
kladní pojmy a označení. Druhá část se věnuje výše uvedeným problémům. 
Třetí část se věnuje speciálním případům homogenních prostorů - symetric
kým prostorům - a aplikaci předchozích výsledků o afinní konexi na tyto 
prostory. 

Na závěr poznamenejme, že se budeme zabývat pouze hladkými varietami 
a hladkými zobrazeními. V textu nebudeme tuto vlastnost uvádět, slovem 
zobrazení budeme myslet hladké zobrazení apod. 
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1 Základní pojmy 
1.1 Homogenní prostory a Kleinovy geometrie 
Definice 1.1. Nechť G je Lieova grupa a M hladká varieta. Levou akcí grupy 
G na M rozumíme zobrazení A : G x M —> M takové, že X(gi, X(g2,x)) = 
Hgig2,x) pro všechna g\, gi € G, x E M. Analogicky pravá akce G na M je 
zobrazení p : MxG —> M takové, že p{p(x,#i), #2) — p(x,gig2) pro všechna 
01,02 eG,x€M. 

Dále budeme násobení zleva prvkem g € G zapisovat jako Xg a násobení 
zprava prvkem g G G jako pP. Často také budeme zapisovat akci jako klasické 
násobení. 

Definice 1.2. Nechť G je Lieova grupa a H její uzavřená podgrupa. Prostor 
pravých tříd rozkladu G/H se nazývá homogenní prostor. 

Nechť p : G —> G/H je projekce. Dá se ukázat, že na G/H existuje 
jednoznačně struktura hladké variety taková, že p : G —> G/H je submerze 
a áimG/H = dimG - áimH. Navíc se dá ukázat, že p : G —• G/H je hlavní 
fibrovaný bandl se strukturní grupou H. Důkazy jsou víceméně konstrukční 
a lze je najít v [KMS]. 

Dále budeme předpokládat, že varieta G/H je souvislá. 

Definice 1.3. Hlavní bandl G —> G/H se strukturní grupou H se nazývá 
kanonický bandl. 

Definice 1.4. Kleinova geometrie je dvojice (G,H) taková, že G je Lieova 
grupa, H c G uzavřená podgrupa a G/H je souvislá. Homogenní prostor 
G/H se nazývá prostor Kleinovy geometrie. 

Nechť 0 je Lieova algebra G a f) je Lieova algebra H C G. Nechť K je 
normální podgrupa G maximální v H. Kleinova geometrie se nazývá efektivní, 
jestliže K = {e}, kde e je jednotkový prvek G, a lokálně efektivní, pokud K je 
diskrétní. Kleinova geometrie se nazývá rozložená, pokud na 0 je dán pevně 
rozklad podalgeber Q = ř)©p. Kleinova geometrie se nazývá reduktivní, pokud 
je dán rozklad 0 = () © p na Ad (if )-moduly. 

Zajímavý je následující pohled na Kleinovy geometrie: 
Nechť M je souvislá hladká varieta a Lieova grupa G působí na této varietě 
levou akcí. Pro každý prvek x e M můžeme nyní uvažovat grupu Gx = {g e 
G I g • x = x} všech prvků, které nechávají x na místě. Tato podgrupa G se 
nazývá izotropní podgrupa. Předpokládejme dále, že tato akce je tranzitivní, 
což znamená, že pro každé x,y 6 M existuje g E G tak, že g • x = y. 
Potom izotropní podgrupy Gx jsou navzájem izomorfní pro všechna x E M. 
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Tento izomorfismus je zprostředkován konjugací vhodným prvkem, který z 
tranzitivity vždy existuje. Potom homogenní prostory G/Gx jsou navzájem 
izomorfní pro libovolnou volbu x e M a, navíc varieta M je izomorfní s G/Gx 
pro libovolné x 6 M. Na varietu M se můžeme dívat jako na prostor Kleinovy 
geometrie (G,GX). Někdy se takto Kleinovy geometrie definují. 

Obvykle se nedělá rozdíl mezi Kleinovou geometrií a prostorem Kleinovy 
geometrie a obojí se nazývá Kleinova geometrie. Bod o := H na G/H re
spektive x E M se nazývá počátek. 

1.2 Maurer-Cartanova forma 
Definice 1.5. Maurer-Cartanova forma u na Lieově grupě G je g-hodnotová 
1-forma definovaná vztahem u(g)(£) := Tg\g-i.£, kde g E G, f € X(G). 

Souvislost mezi Maurer-Cartanovou formou a Kleinovými geometriemi 
vyplyne z následujících tvrzení. 

Lemma 1.1 (Vlastnosti Maurer-Cartanovy formy). Nechť G je Lieova 
grupa a g její Lieova algebra. Pro Maurer- Cartanovu formu platí: 

1. u(Lx) = X pro všechna X E g, kde Lx označuje levoinvariantní vek
torové pole generované prvkem X E g 

2. (\g)*w = uj pro všechna g £ G 

3. (pP)*uj = Ad9-i o u) pro všechna g E G 

4. u je absolutní paralelismus, tj. u(g) : TgG —> g je lineární izomorfis
mus pro každé g E G. 

Důkaz. 1. Plyne přímo z definice Maurer-Cartanovy formy. 
2. Ověří se přímým výpočtem: 

(A, M M Ö = w(jA)(TVO = TA^-iTA, .f 
= T\h-iT\g-iT\g.( = T\h-i.( = u(h)(£). 

3. Opět přímým výpočtem: 

(rYuiMt) = u(hg)(Tp?.0 = T\{hg)-iTpí>.t = T\g-rT\h-iTpí>.Z 
= T\g-lTfrT\h-x.£ = T\g-iTfru)(h)(t) = Ad,-i o w(Ä)(£). 

4. Z definice akce plyne, že Xg je difeomorfismus pro všechny g E G. 
D 
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Věta 1.2. Necht G je Lieova grupa a H d G uzavřená podgrupa taková, 
že G —> G/H je reduktivni Kleinova geometrie. Potom Maurer-Cartanova 
forma u je tvaru u — o>f, 4- up, kde g = ŕ) © p, u^ = 7TI O UJ a up = T^2 ° u, kde 
7Ti : 0 —> í), 7ľ2 : 0 —> p jsou projekce. Navíc u^ je formou hlavní konexe 
na kanonickém handlu G —> G/H a príslušná konexe je invariantní vůči 
levému násobení, tj. (Xg)*^ = UJ§. 

Důkaz. Rozklad Maurer-Cartanovy formy plyne z rozkladu geometrie. 
Protože Ad(^_1)í) C f) pro g e H, platí 

(pP)*OJf) = {pP)*{lt\ O Uj) = 7Ti O (pP)*UJ = 7Ti O A d f l - i O (J 

= A d 9 - i (ni O UJ) = A d 9 - i o ujff 

pro všechna X E f). Platí (x(u) = | | t=0 £exp **(u) = TeXu.X = L* (t*), 
tedy fundamentální vektorová pole jsou právě levoinvariantní pole, z 1. v 
minulém lemmatu máme u(Lx) = w((x) = X pro všechna X e f). Je to 
tedy forma konexe. 

Levoinvariance této konexe plyne z levoinvariance Maurer-Cartanovy for
my a jejího rozkladu. D 
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2 Invariantní objekty 
2.1 Homogenní bandly a invariantní Riemannova me

trika 
Nechť G je Lieova grupa, H c G uzavřená podgrupa a G/H je homogenní 
prostor, na kterém působí grupa G levým násobením A. Na takovéto va
rietě budeme hledat podmínky existence invariantní Riemannovy metriky. 
Budeme se zabývat řezy homogenních bandlů. 

Definice 2.1. Homogenní bandl je asociovaný bandl G x H S —> G/H k 
hlavnímu bandlu G —y G/H, kde je definována levá akce H x S —> S. 

Je-li S vektorový prostor & H x S —> S reprezentace, nazýváme homo
genní bandl homogenním vektorovým banalem. 

Jde tedy o speciální případy asociovaných bandlů. Na těchto handlech akci 
A : G x G/H —+ G/H, X(g', gH) = g' • gH rozšíříme na celé GxHS=:E. 

Nejprve uvažujme kanonický bandl p : G —> G/H. Toto je homogenní 
bandl při akci X : G x G —> G, která je násobením. Uvažujme zobrazení 
G x G x S —y G xH S dané předpisem (g, g', s) i—> {ggf, s}. To je hladké, 
protože násobení je hladké. Dále máme přirozenou surjektivní submerzi G x 
G x S —> G x (G xH S). Přirozeně zde vzniká hladké zobrazení G x (G xH 
S) —> G xH S &to definuje akci A : G x (G xH S) —> G xH S. Protože 
projekce p : E —> G/H je dána {g, s} \—> g H, A rozšiřuje akci A, tj. 
p(\(9,W,s})) = H9,P({9',s})). 

Nechť p : E —> G/H je homogenní bandl s levou akcí A grupy G na G/H 
a jejím rozšířením A na E. Množinu hladkých řezů tohoto bandlu označíme 
T (E). Pomocí levé akce G na bandlu lze definovat akci na r(E). Nechť a : 
G/H —> E je řez E. Definujeme levé násobení G na a takto: g • a := 
Xgoa o A5-i, což je levá akce, neboť: 

g • (h • a) = g • (Xh o a o A^-i) = XgoXhoao Xh-i o Xg-i 
= V o ( j o A(9/i)-i =(g-h)'(T. 

Definici akce lze také přepsat ve tvaru: 

g • a(x) = Xgoao Xg-i (x) = g • (a(g~l • x)). 

Protože homogenní bandly jsou asociované bandly, lze se na řezy a akce na 
řezech dívat jinak. 
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Lemma 2.1. Nechť p : G xH S —> G/H. Existuje vzájemně jednoznačná 
korespondence mezi hladkými řezy tohoto bändln a H-ekvivariantními zobra
zeními z C°° (G, S)H. 

Důkaz. Nechť o : G/H —y E je řez bandlu. Tomuto řezu přiřadíme zobra
zení s : G —> S definované předpisem s(g) = g'1 • a(gH), kde S ztotož
ňujeme s E0 := p~l(o). Pak s(gh) = (gh)~l • a(ghH) = h~l • g~l • a(gH) = 
h~l - s(g), toto zobrazení je tedy i/-ekvivariantní. 

Naopak nechť máme s : G —> S takové, že s(gh) = h'1 • s(g). Položme 
cr(x) = g - s(g), kde x G G/H, x = gH. Nechť #1,02 € G takové, že g\H = 
p2#- Pak <7x = <72/i pro nejaké h € H a gi • s(pi) = p2^ • s(<72̂ ) = g?hhrl • 
5(02) = 02 * 5(02)- Predpis pro o je tedy korektní a definuje řez. 

Protože a(gH) .—> s(g) = ^ j a(gH) •—• p . (p"1 • a(gH)) = a(gH) 
a s(g) 1—• a(tf#) = g • s(p) 1—• p - 1 • (y • s(g)) = s(g), jsou tato zobrazení 
navzájem inverzní a tedy jde o bijekce. D 

Poznámka. Lemma platí obecně pro jakýkoliv asociovaný bandl. 
Na prvky T (E) = r(GxnS)se tedy můžeme dívat jako na iř-ekvivariant

ní zobrazení z C°°(G,S)H. Nyní popišme akci z předchozího odstavce na 
těchto zobrazeních. Nechť s je zobrazení a a je příslušný řez. Potom 

(9 • s)(g') = (9'r1 • (9 • °)WH) = (9'r1 • (9 • Hg-lg'H))) 
= {a'19'r1 • *(ff-VJř) = s(<rV) 

a řezu g • o odpovídá funkce g - s = soXg-i. 

Věta 2.2 (Geometrická verze Frobeniovy reciprocity). Nechť E —> 
G/H je homogenní bandl se standardním fibrem S a nechť X je hladká va
rieta, na které působí levou akcí grupa G. 

Potom existuje vzájemně jednoznačná korespondence mezi G-ekvivariant
ními zobrazeními X —> r(uľ) a H-ekvivariantními zobrazeními X —• S. 

Důkaz. Předpokládejme, že máme Cr-ekvivariantní zobrazení / ' : X —• 
T(E) takové, že x 1—> crx. Ekvivariance tohoto zobrazení znamená, že f'(g • 
x) = og.x = g-ax =g-f'(x), neboliog.x(g'H) = (g-ax)(g'H) = g-ox(g-lsfH) 
pro všechna g € G. Zobrazení ax nyní vyčíslíme v počátku a definujeme zob
razení / : X —> 5, x 1—• crx(ó). Potom cr/i.x(o) = h • ox(h~ló) = h • ax(ó) 
pro všechna h € H. Tedy toto / j e if-ekvi variantní. 

Naopak, mějme i/-ekvivariantní zobrazení / : X —> S. Potom pro x 6 X 
definujeme ox : G/H —> E předpisem ax(gH) = g- f(g~l -x). Tento předpis 
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je korektní a definuje řez, neboť pro 91,92 € G takové, že giH = g2H existuje 
h E H takové, že g\ = g2h, a potom 

ax(gxH) = pí • f(gíl • x) = g2h • f{{g2h)-1 • x) = (^/i) • / ( / i - 1 ^ 1 • z) 
= 02M"1 • / ( p j 1 -x)=92' figí1 • x) = ax(g2H). 

Toto zobrazení je G-ekvivariantní: 

ag.x{g'H) = g' • / ( ( í / ) " 1 >g-x)=g.g-l.gľ. / ( ( * T ' 'S • *) 

Navíc <7x(o) = o~x(eH) = e • / ( e - 1 -x) = /(x) , kde e označuje jednotkový 
prvek G. Tyto konstrukce jsou tedy inverzní bijekce. D 

Důsledek 2.3. Existuje vzájemně jednoznačná korespondence mezi mno
žinou G-invariantních řezů z r(E) a množinou H-invariantních prvků ve 
standardním fibru. 

Důkaz. Jedná se o případ, kdy varieta X je jednobodová varieta {x} s trivi
ální akcí G, tj. g-x = x pro všechna g £ G. G-ekvivariantní řezy jsou v tomto 
případě tvaru g'Ox— og.x = ox. To znamená, že to jsou právě G-invariantní 
řezy E. i/-ekvivariantní zobrazení f : X = {x} —> S jsou zobrazení tvaru 
f(jx) = f(h • x) = h • f (x), tedy právě ií-invariantní prvky v 5. Z předchozí 
věty plyne vzájemně jednoznačná korespondence. D 

V případě homogenního vektorového bandlu důsledek Frobeniovy recipro
city říká, že existuje vzájemně jednoznačná korespondence mezi G-invariant-
ními řezy E a if-invariantními prvky v reprezentaci H x S —> S. 

Lemma 2.4. Tečný handl homogenního prostoru G/H je přirozeně izo
morfní s vektorovým handlem Gx # g/ř) vzhledem k akci H na g/f) indukované 
z akce Ad. 

Důkaz. Hledaný izomoríismus T(G/H) ~ G x H g/f) je tvaru {g, X + f)} 1—> 
Tp.Lx{g), kde p : G —> G jH a L x je levoinvariantní pole generované 
X e g. Tento předpis je korektní, neboť 

{g • h,Adh-iX + &}•—> Tp.LAdh_lX(g • h) 

a platí: 

Tp.LAdh_lX(9 ' h) = TpiTX^AČH-iX)) = Tp{T\gh{T\h-iTph.X) 
= Tp(TX9Tph.X) = Tp(Tph.Lx(g)) = 7>.Lx fo). 
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Dále, nechť {g,X + J)}, {g',Y + J)} takové, že Tp.Lx(g) = Tp.LY(g'). Po
tom existuje h € H tak, %e g' = g ' h. Z předchozího výpočtu Tp.LY(g * 
/i) = Tp.LY(g') = Tp.Lx(g) = Tp.LAdh_lX(g • /i) a tedy {( / ,y + J)} = 
{(7 • h, Adh-iX + í)}. Tedy jde o injektivní zobrazení. Protože prostory jsou 
stejné dimenze, jedná se opravdu o izomorfismus. D 

Tečný bandl je tedy asociovaný bandl k G —> G/H se standardním 
fibrem g/f). Je tedy homogenním bandlem. Akce grupy G na G/H se zde 
rozšiřuje dle předchozího na celý bandl. Tato akce se v tomto případě shoduje 
s akcí indukovanou levým násobením a tečným funktorem. 

Z předchozího lemmatu plyne, že kotečný prostor T*(G/H) je homogenní 
bandl tvaru G xH (g/f))* vzhledem k akci H na (ß/i))* indukované z duální 
adjungované reprezentace. Úvahy lze rozšířit na libovolný tenzorový bandl. 
Pak ®kT{G/H) ® ®lT*(G/H) ~ G x f f <g>*(ö/f)) ® (g/fa/W* vzhledem 
k akci H na ®*(ß/W ® ®*(ö/W* indukované ze stejného tenzorového sou
činu adjungované a koadjungované reprezentace. Akce na tomto homogenním 
bandlu odpovídá akci indukované z funktoru ®* T ® ®* T*. 

Riemannova metrika je řez r bandlu $*T*(G/H) —> G/H, kde r(x) je 
pozitivně definitní kvadratická forma pro každé x € G/H. Nás navíc zají
mají metriky invariantní vůči levé akci G. Bandl ® 2 T* (G/H) —> G/H je 
homogenní bandl tvaru G xH ®2(0/f))* —• G/H a akce na tomto bandlu 
odpovídá akci, vůči které hledáme invariantní prvky. G-invariantní řezy to
hoto bandlu jsou ve vzájemně jednoznačné korespondenci s if-invariantními 
prvky v příslušné koadjungované reprezentaci na ®2(g/í))*- Navíc z důkazu 
Probeniovy reciprocity plyne, že přechodem k těmto prvkům se pozitivní 
definitnost zachovává. 

Věta 2.5. Homogenní prostor G/H připouští G-invariantní Riemannovu 
metriku právě tehdy, když obraz Hľ c GL(g/f)) grupy H při zobrazení, které 
je zúžení adjungované akce G na podgrupu H, je obsažen v kompaktní pod-
grupěGL(Q/t)). 

Důkaz. Hledáme invariantní prvky na (ö/f))*® (ö/i))* při reprezentaci (Ad*® 
Ad*) grupy H, tedy prvky takové, že (Ad* ® M*)h(X* ® V) = (X* ® 
Y*) pro všechna h € H. Z definice tenzorového součinu (g/J))* ® (o/ř))* = 
£(*/&> fl/foR) P r v k u (x* ® Y*) odpovídá nějaké / : g/ř) x g/fj —• M 
bilineární. Invariantní prvky jsou ty, pro které (Ad* ® Ad*)jk/(Ví«Vy = 
/(Adfc-iVi, Adfc-iVy = /(Vi, Vy pro všechna VUV2 e ß/f). Navíc / je pozi
tivně definitní. Tedy existence Riemannovy metriky je ekvivalentní existenci 
Hi -invariantního skalárního součinu na g/f). Jestliže takový existuje, grupa 
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Hi je obsažena v ortogonální grupě O (n) tohoto součinu. V následujícím 
lemmatu ukážeme, že 0(n) je kompaktní. 

Naopak, nechť K je kompaktní podgrupa GL(Q/\)), která obsahuje H\. 
Najdeme iŕ-invariantní, a tedy i H\-invariantní skalární součin na g/í). Nechť 
(•, •) je libovolný skalární součin. Definujeme nový součin 

[u, v]= (h-u,h- v)dh, 
K 

kde áh označuje míru invariantní vůči levému násobení. Fakt, že se jedná 
o skalární součin plyne z předpisu a z toho, že (•, •) je skalární součin. Pro 
tento součin platí, že [h • u, h • v] = [w, v] neboť 

[h • u,h • v] = í(tí • h • u,ti • h • v)áti = í (tí • u,tí • v)dh' = [ti, v]. 
K K 

Součin je iŕ-invariantní a tedy üi-invariantni. D 

Lemma 2.6. Grupa 0(n) je kompaktní 

Důkaz. Ukážeme, že 0(n) je uzavřená a omezená v K" . Definujeme zobrazení 
s : L(W,W) —> L i» 1 , » 1 ) , A ^ ^ A • AT. Pro A e O (n) je s(A) = E a 
tedy 0(n) je jádro tohoto zobrazení, tedy vzor uzavřené množiny. Tedy je 
0(n) uzavřená. 

Pro každou A e 0(n) sloupce A tvoří ortonormální systém a mají velikost 
1. Z toho plyne omezenost. D 

2.2 Invariantní konexe na kanonickém bandlu 
Nechť G je Lieova grupa, H c G je uzavřená podgrupa a G/H je homogenní 
prostor. Budeme se zabývat hlavními konexemi na kanonickém bandlu, které 
jsou invariantní vůči levé akci A grupy G na G/H. (7-invariance znamená, že 
pro formu hlavní konexe 7 platí (Xg)*j = 7 pro každé g G G. 

Věta 2.7. Nechť G/H je homogenní prostor, 9 je Lieova algebra G. Nechť 
í) C 9 Lieova podalgebra, která je Lieovou algebrou H C G. 

Potom G-invariantní hlavní konexe na kanonickém bandlu p : G —> 
G/H existuje právě tehdy, když existuje H-ekvivariantní projekce n : 9 —y í), 
kde akce H na obou stranách je indukovaná adjungovanou akcí G. 

Důkaz. Předpokládejme, že máme dánu G-invariantní konexi na kanonic
kém bandlu p : G —> G/H, přesněji, že máme dánu formu hlavní ko
nexe 7 6 Q(G, í)). Pro 7 platí, že (//*)*7 = Aáh-i 0 7 a j((x) = X pro 
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všechna X 6 íj (Cx označuje fundamentální vektorové pole generované X). 
Platí Cx(u) = | |t=o Pexp tx(w) = TCAU.X = Lx(u), tedy fundamentální 
vektorová pole jsou právě levoinvariantní pole. Tedy druhou podmínku lze 
ekvivalentně zapsat 7(£x) = X. Pro formu konexe 7 v jednotce e grupy 
G je 7(e) : TeG = 0 —• í) projekce. O této projekci ukážeme, že je H-
ekvivariantní. Upravujme výraz 7(/i)(Te/3

/l.A'). 

j(h)(Tep
h.X) = (phyj(e)(X) = Ad»-.(7(e) W ) . 

Dále můžeme rozepsat gh = hh~lgh v bodě # = e. Z toho T ^ = TeA& o 
Ad/i-i. Výraz ^(^(Tefr.X) lze přepsat do tvaru 

7(ft)(ry.*) = 7(fc)(TA • Ad„-,(X)) = AÍ7(e)(Ad»-. W ) 
= 7(e)(Ad»-,(*)) 

z levoinvariance 7. Projekce 7(e) je tedy if-ekvivariantní vůči akci Ad. 
Naopak předpokládejme, že máme ií-ekvivariantní projekci. Taková pro

jekce je určena svým jádrem p, které je if-invariantní vůči akci Ad a 0 = f)©p 
je tedy rozklad na Ad(i/)-moduly. Naopak, reduktivnost 0 zadává svým roz
kladem if-invariantní projekci. Ekvivalentně můžeme předpokládat, že máme 
tento rozklad. Ve větě 1.2 jsme dokázali, že Maurer-Cartanova forma je tvaru 
u = U) + upi kde Uff zadává G-invariantní hlavní konexi na kanonickém ban
dlu. D 

Důsledek 2.8. Na kanonickém bandlu existuje invariantní konexe právě 
tehdy, když je bandl izomorfní reduktivní Kleinově geometrii. 

Poznámka. Existuje-li konexe na kanonickém bandlu, potom na každém ho
mogenním bandlu přirozeně vzniká indukovaná konexe. Je-li kanonická ko
nexe navíc levoinvariantní, potom i všechny indukované konexe jsou levoin
variantní. Více o indukovaných konexích lze najít v [KMS]. 

2.3 Invariantní afinní konexe 
Popíšeme podmínky existence lineární konexe na T(G/H) —> G/H, která je 
invariantní vůči levé akci A grupy G na G/H. Nejprve připomeňme, že line
ární konexe V na varietě M je zobrazení 3C(M) x 3C(M) —> £(M), (f, rj) \—> 
Vz(r)) splňující následující podmínky 

1. v€(tn+%) = v c M + Vete) 

2. ve(/i?) = (f/)i? + /Veto) 

3- Vft+eafa) = Vftfa) + Vftfa) 
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4- VÄfa) = /Vife) 

pro libovolná vektorová pole f, 7/ € X(M) a funkci / . Pevnou volbou vektoro
vého pole £ € J£(M) získame lineárni zobrazení V^ : X(M) —> X(M). Afinní 
konexe je invariantní vůči levému násobení, jestliže A J V ^ ) = VA-^AJT?) pro 
každé g eG. 

Definice 2.2. Zobrazení 

L€ : £(M) —• X(M) 

77 •—»Vffa) -[£,77] 

se nazývá Nomizu operátor. 

Lemma 2.9. Pro Nomizu operátor platí: 

1. L^rjx + Tfc) = Lf(771) + L^fe) 

*. k(fr)) = fLt(rj) 

3- Lix+i2(rj) = Li^TJ) + Li2(ri) 

l Ln{ri) = fLfa) + (rif)t 

pro libovolná vektorová pole f, 77 6 X(M) a funkci f. 

Důkaz. Ověří se přímým výpočtem s využitím vlastností lineární konexe a 
Lieovy závorky. 

Lt{r)i + 772) = Vffai + 772) - [£, 771 -I- 772] 

= Vffai) + V^fe) - [ í ,^ ] - [£,772] = Lř(ifr) + L efo) ^ ( / ^ ) = vc(/i?) - K, z»?] = (e/)i?+/ve(i?) - / K , r?] - (e/)77 
= / ( V € ( I ? ) - K , I ? ] ) = /L € ( I ? ) 

Lti+b(v) = v f t + 6fa) - [£1 + 6,77] 
= Vei (v) + V 6 (77) - [6,77] - [f2,7/] = Lfl (r?) + Lí2 (77) 

^ W = V/í(77)-[/í,77] 

= /V€fa) - /K,i?] + fo/)f = /L«fa) + fo/){. 

D 

Naopak, máme-li operátory L^ s vlastnostmi uvedenými v předchozím 
lemmatu, můžeme z nich sestrojit lineární konexi. 
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Lemma 2.10. Nechť pro každé f 6 X(M) máme operátor L^ : X{M) —> 
X(M) splňující vlastnosti uvedené v lemmatu 2.9 pro všechna í , 77 6 X(M). 
Pak předpis 

ví(u) = íí(i?) + K,u] 
definuje lineární konexi na M. 

Důkaz. Přímým výpočtem ověříme vlastnosti lineární konexe. 

Vf(ifc + 7/2) = M7?! + ffc) + [íi 1̂ + %] 
= L€(ih) + Lc(ife) + [f, r?i] + K, %] = V€fai) + Vf fa,) 

V«(/ij) = L«(/i?) + [f, /iy] = /Leh) + /[{ , rj\ + ({/fo 
= /Ve(i?) + (í/)77 

Víl+e2(7?) = £&+&(»?) + Ki + 6 , rj\ 
= hx (V) + Lfy (77) + [6,77] + [6,77] = Vft (T?) + Ve2 (77) 

V/C(77) = L/c(77) + [/f, 77] = /L€fa) + fa/)f + /K, 77] - fo/)f 
= /(Lc(i?) + /K,i7]) = /Vc(i?) 

D 

Tedy zadat na varietě M lineární konexi je ekvivalentní tomu, zadat na 
varietě tyto operátory. 

Uvažujme případ, kdy varietou M je homogenní prostor G/H. Předpo
kládejme, že na G/H máme lineární konexi V. Uvidíme, že v tomto případě 
stačí znát tyto operátory pro fundamentální pole. 

Fundamentální pole na G/H jsou tvaru £x(gH) = §^\t=o Aexp txfaH) 6 
X(G/H) pro X E 0. Protože akce A je tranzitivní, platí v každém bodě 
g H variety G/H, že (x(gH) pro všechna X e 0 tvoří celý tečný prostor 
T9H(G/H). Potom při přechodu k lineární konexi umíme V$xrj pro libovolné 
X £ 0, 77 £ X(G/H). Nechť f e X(G/H) není fundamentální vektorové pole. 
Pak ale pro každé gH 6 G/H existuje X e 0 takové, že £(gH) = C,x{gH) a 
tedy V^rj(gH) = V^xn(gH). Lineární konexi tedy vyjádříme pouze pomocí 
operátorů pro fundamentální vektorová pole. 

Věta 2.11. Na homogenním prostoru G/H existuje vzájemně jednoznačná 
korespondence mezi G-invariantními afinními konexemi a H-homomorfismy 
<3> : 0 —> -^(o/íjjfl/W takovými, že $(X) = adY pro všechna X E í). Zde ad 
označuje akci na g/f) indukovanou z akce ad na 0. 

Důkaz. Předpokládejme, že na G/H máme konexi V invariantní vůči levé 
akci A grupy G. Od této konexe přejdeme k Nomizu operátoru. Levoinva-
riance této konexe a invariance Lieovy závorky vůči všem difeomoríismům 
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zadává ekvivalentní podmínku invariance Nomizu operátoru: 

KWv)) = TOi») - AJK.ij] = Vx;((Kv) - [AJÉ, AJij] = L j ^ i j ) 

pro všechna f, 77 e X(G/H) a. g eG. Dále pro g G G a X e 0 platí AJCx(it) = 
TXg-iCx(9 * ti) = f U=o p"1 • exp íX • ^ • u = CAds_ix(w)- Z toho plyne 

T V o LCx (T})(gH) = L<AdglX(o) o TA,-i (r / )(^) . 

To jde přepsat jako 

i ( l ( l ) ) ( ! , / f )=TA soL ( M „(o) o T V ' W (í H). (*) 

To mimo jiné znamená, že Nomizu operátor v libovolném bodě lze vyjádřit 
pomocí operátoru fundamentálního pole v o. Ztotožněním T0(G/H) s g/í) 
získáme zobrazení $ : g —> £(ö/J)>0/f)), X •—• $* dané vztahem 

^ ( y + W = L<x(TeP.y)(o), 

kde p : G —> G/H. Dále připomeňme, že levá akce Adft pro h € H na, g/f) 
indukovaná akcí Ad odpovídá Te\h. Podmínka (*) v gH — o, 77 e T0(G/H) 
potom znamená $Adhx = Adft o $ x o Adft-i, neboli $ : g —> L(g/f),g/l)) 
je ií-homomorfismus. Nyní uvažujme X 6 í). Pro takové X je Cx*(°) = 0 a 
potom LCx(r})(ó) = VCx(77)(o) - [(x,rj\(o) = -[Cjf,7/](o). V definici $ jako 
Nomizu operátoru je i 77 fundamentální. Navíc — [CJOCV] = C[x,Y]- Z toho 
plyne přímo $x = adx P r 0 X € *)> kde adx(y + f)) = [̂ > *1 + ()• 

Naopak, mějme dáno zobrazení $ s vlastnostmi uvedenými ve větě. Defi
nujme operátory L^x pro každé X E 0 formulí 

£<* (*)(»*) = TA, o $Ad>_, x o TA,-. foJfoJÍ). 

Tento předpis je korektní, neboť pro h £ H )e TeXh = Adft a pro g,g' € G 
takové, že gH = #'ií existuje h G H takové, že g' = gh, a potom 

L^x{ri){g'H) = TA,, o $ A d ( j / ) , x o T A ^ - i f o ) ^ ) 

= T\gh o $Adtofc)-,x o TAtofc)-. (v)(gH) 

= TA9 o TA* o ̂ A d ^ ^ x o rAfc-. o T\9-i(r))(gH) 

= TA, o Adfc o $Adh_x Adff_xx o Adfc-i o T\g-i (rj){gH) 

= TXg o $AdfcAdfc-iAd,_i* ° T\g-i(rj)(gH) 

= TX9 o $Adg_lX o TA,-! (r))(gH) = L<x (v)(gH). 
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Dále pro tyto operátory a pro levou akci X platí 

\*g(LCx(ri)(g'H)) = TX9-iL<x{rj){gg'H) 

= TX^TX^Xj o «Ad^,. , jr ° TA^-iTA,-1 {rj){gg'H) 

= TXg,o$Ad(ggl)_lXoX*gg,T)(o). 

Platí také 

Lx;Cx(Kv)(9'H) = TX9, o*Ad(gt)_lAdg_lx OTX^^TX^rj^gg'H) 

= TXgl o $M{ggl)_xX o X*gglrj(o) 

a tedy jsou tyto operátory levoinvariantní. Dále definujme 

Lf(Av)(gH) = fL(x(r,)(gH) + (r)f)Cx(gH) 
= fTX9 o $A d j_ l X o TA,-, (r,)(gH) + (vf)Cx(gH). 

Tyto operátory jsou korektně definovány a jsou invariantní vůči levé akci, 
protože L{x (77) jsou korektní a levoinvariantní. Uvažujme případ, kdy / = k 
je konstantní funkce. Potom 

LKXW) = fkxiv) + iVÍ)Cx = kLCx(r)), 
protože (nf)Cx = 0 pro konstantní funkce. Pro funkci / = 1 je potom 
LfCxiw) = ^Orí7?)' a ^Cxí7/) J s o u speciálním případem Lf^x(rj). 

Uvažujme nyní vlastnosti uvedené v lemmatu 2.9. Tyto vlastnosti ope
rátory jistě splňují. Jedná se tedy o operátory, z kterých lze sestrojit po
mocí postupu uvedeného výše afinní konexi. Uvažujme nyní tuto konexi 
VCx(n) = LCx(77)+[Cx, 77] v počátku. Pak T0(G/H) B rj(o) = Y+f) pro nějaké 
Y e 0 a pro X e ŕ) platí L<x (r))(o) = *X(Y + f)) = ad* ( ľ + W = [X, Y] + J). 
Z vlastnosti — [CxjCy] = C[x,Y] a levoinvariance plyne V^x(rj) = 0 pro X € f). 
Sestrojili jsme tedy afinní konexi na G/H. Vzájemná jednoznačnost těchto 
konstrukcí plyne z toho, že zúžení operátoru L$x (77) odpovídá $x a rozšíření 
$x je definováno podmínkou levoinvariance. D 
Důsledek 2.12. Na reduktivním homogenním prostoru G/H, kde 0 = f)0p, 
existuje vzájemně jednoznačná korespondence mezi G-invariantními afinními 
konexemi a H-homomorfismy $p : p —> L(Q/\),Q/1)). 

Důkaz. Zobrazení $ : g —> £(ö/f), g/f)) z předchozího důkazu je dáno vzta
hem 

*(X)=l*p{X) P r o X E » ' 
\ a d x pro X e f) . 

Z reduktivnosti je jasné, že $(X) je if-homomorfismus mající potřebné vlast
nosti. G 
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To mimo jiné znamená, že každý reduktivní prostor připouští invariantní 
afinní konexi. Uvažujme $ p dané předpisem: 

$p : X —> (Ox : Y —> 0) 

pro všechna X e p, Y e g/ř). Uvažujme X e p libovolné. Pak AdÄX € p 
a tedy OAdhx(Y) = 0 pro všechna Y e g/t). Nyní uvažujme Adft o Ox o 
Adfc-i(y). Prvek Y = W + t), kde W e g, a protože Adfc(&) C t), je Ag^ o 
Ox o Adft-i (W + í)) = A 4 o Ox (Adh-iW + í)) = AíU(O) = 0. Toto platí pro 
všechna h E H a, $p : X —> Ox definuje invariantní afinní konexi. 

Definice 2.3. Afinní konexe na reduktivním prostoru odpovídající $ : X —> 
Ox se nazývá kanonická konexe. 
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3 Symetrické prostory 
3.1 Symetrický prostor a symetrická Lieova algebra 
Symetrické prostory jsou speciálním případem homogenních prostorů. Důle
žitým pojmem je zde involuce, tj. morfismus o takový, že a o a = Id. 

Definice 3.1. Nechť G je souvislá Lieova grupa, H její uzavřená podgrupa. 
Symetrický prostor je trojice (G,H,a), kde o je involutivní automorfismus 
grupy G takový, že H leží mezi Ga a souvislou komponentou Ga obsahující 
identitu. Ga označuje uzavřenou podgrupu G bodů, které o nechává na místě. 

Symetrický prostor se nazývá efektivní, respektive lokálně efektivní, jestliže 
příslušný homogenní prostor G/H má tuto vlastnost. 

Nechť (G, H, a) je symetrický prostor. Pro každý bod x v homogenním 
prostoru G/H lze zkonstruovat involutivní difeomorfismus sx, pro který je x 
izolovaným pevným bodem. Tento difeomorfismus se nazývá symetrie v x. 

Pro počátek o = eH homogenního prostoru G/H je s0 definován jako 
involutivní difeomorfismus G/H indukovaný automorfismem o na G. 

Lemma 3.1. Nechť s0 je involutivní difeomorfismus prostoru G/H induko
vaný automorfismem o. Pak o je izolovaným pevným bodem s0. 

Důkaz, o je jistě pevným bodem s0, neboť s0(o) = s0(eH) a eH = H c Ga. 
Tedy a(h) = h pro všechna h € H a, tedy s0(o) = s0(eH) = eH = o. 

Nechť gH je pevným bodem s0, kde g £ G. To z definice znamená, že 
a(g) 6 gH. Položme h = g'1 • cr(g). Protože a(g) G gH, je h € H. Víme, že 
cr(h) = / i a tedy 

h2 = h-a(h) = g-1 -<r(g) -v(g-1 -<r(g)) 

= 9~l' °(g) * °Í9~l) ' °{v(9)) = 9~l ' <?(9)' o{9~1) ' 9 
= g~1-g = e. 

Tedy h2 je jednotkový prvek G. Jestliže je g dostatečně blízko jednotkovému 
prvku, pak h je také dostatečně blízko jednotkovému prvku. Tedy h musí být 
jednotkový prvek a a(g) = g. Z invariance a blízkosti, g leží v komponentě 
identity Ga a tedy v H. To dokazuje izolovanost. D 

Pro x = g H položíme sx = Xg o s0 o Xg-i, kde Xg je akce G na G/H 
indukovaná násobením. Ukážeme, že tato definice je korektní. Nechť g,g' 6 G 
takové, že gH = g'H. Pak existuje h E H takové, že g' = g • h a 

Sx = S(fl'/ř) = V o s 0 o A(9/)-i = Xg.h os0o A(s.fc)-i 
= Xg O Xh © S0 O A/i-l O Xg-l = Xg O S0 O Xg-l = S(gfí) = «X • 
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Z definice plyne, že x je pevným bodem sx : 

sx{x) = s(gH)(gH) = Xgos0o \g-i (gH) = \g o s0(o) 
= ^g(°) = \{eH) = gH = x. 

Izolovanost tohoto pevného bodu plyne z izolovanosti o vůči s0. 

Definice 3.2. Symetrická Lieova algebra (involutivní Lieova algebra) je tro
jice (0, fy,a), kde 0 je Lieova algebra, fy je podalgebra 0 a a je involutivní 
automorfismus algebry 0 takový, že fy sestává ze všech prvků 0, které o ne
chává na místě. 

Každému symetrickému prostoru (G, H, cr) přirozeně odpovídá symetrická 
Lieova algebra, a to tak, že 0 je Lieova algebra G a fy je Lieova algebra 
H. Automorfismus na algebře se indukuje tečným zobrazením v jednotce k 
automorfismu o na grupě. Protože e £ H c Ga, indukované zobrazení na 
algebře je automorfismus 0. Je-li o o o = Id na grupě G, pak 

Tea o Tea = Te(a oa) = TJdG = IdTeG 

a tedy automorfismus na algebře je involutivní. Protože pro X 6 fy je exp tX c 
H a tedy a(exp tX) = exp tX pro všechna t 6 R, je Teo~(X) = X pro všechna 
X e fy. Pro X £ fy je exp tX c G. Je-li v Ga, pak musí být v H a X e fy, což 
je spor s X £ fy. Není-li v Ga, pak <r(exp tX) ^ exp tX a tedy Tea(X) / X. 
Tedy fy jsou přesně pevné body Tea a (0, fy, Tea) je symetrická Lieova algebra 
příslušná symetrickému prostoru (G,H,a). 
Poznámka. Bývá zvykem nerozlišovat automorfismus na symetrickém pro
storu a na příslušné Lieově algebře a v obou případech jej označovat a. Z 
kontextu většinou bývá jasné, o který se jedná. Tam, kde mohou nastat ne
jasnosti, budeme tyto automorfismy rozlišovat. 

Definice 3.3. Nechť (0, fy,cr) je symetrická Lieova algebra. Protože a je in
volutivní, vlastní hodnoty tohoto automorfismu jako lineárního zobrazení 
vektorových prostorů mohou být 1 a —1. Vlastní prostor příslušný vlastní 
hodnotě 1 je jistě fy, neboť a(X) = X = 1 • X právě pro X e fy. Označme p 
vlastní prostor příslušný hodnotě —1. Pak rozklad vektorového prostoru 

0 = fy©p 

se nazývá kanonický rozklad prostoru (0, fy, a). 

Věta 3.2. Nechť 0 = fy © p je kanonický rozklad symetrické Lieovy algebry 
(0, fy,<r). Potom platí 
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i- [M] c b 
2. ft,p]cp 
5. [p,p]CÍ). 

Důkaz. 1. Tento vztah pouze vyjadřuje fakt, že í) je podalgebra 0. 

2. Nechť X et) a, Y € p. Potom 

<r([x,r]) = [a(x),a(r)] = [x, -Y] = -[x, r]. 
3. Nechť X, Y € p. Potom 

a([X,Y]) = [<r(X)MY)] = l~Xt-Y] = [X,Y]. 

D 

Jako zajímavost uveďme, že tento fakt platí i opačně: 

Lemma 3.3. Nechť 0 je Lieova algebra, kterou lze rozložit (jako vektorový 
prostor) ve tvaru 0 = f) 0 p a tento rozklad splňuje: 

i- ft,í]cb 
2. [Í),P]CP 

3. [p,p]CÍ). 

Z?o/e nechta : 0 —• 0 je lineární zobrazení (vektorových prostorů) definované 
vztahem: 

1. a(X) = X proXety 

2. a(X) = -X pro X e p 

Potom o je involutivní automorfismus 0 (Lieovy algebry) a (0, J), a) je syme
trická Lieova algebra. 

Důkaz. Toto zobrazení je jistě surjektivní, protože pro X 6 J) je vzorem 
X a pro A" € p je vzorem —X. Dále je toto zobrazení injektivní, protože 
vzorem Oje pouze 0. Tedy je to automorfismus vektorového prostoru. Přímým 
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výpočtem ukážeme, že je to automorfismus Lieovy algebry. Pro X , ľ 6 í ) a 
Z,W€pie 

a([X,Y]) = {X,Y} = [a(X),a(Y)} 
a([X,Z\) = -[X,Z] = [X,-Z] = [a(X),a(Z)} 
a([W, Z}) = [W, Z] = (-1). (-1) - [W, Z] = [-W, -Z] 

= [a(W),o(Z)} 
a([W,Y]) = a(-[Y,W}) = -a([Y,W}) = (-1) • (-[F,W\) 

= [Y,W] = -[W,Y] = [-W,Y] = [cr(W),a(Y)] 

a pro X + Z, Y + W £ 0 je 

a([X + Z, Y + W)) = a([X, Y\) + a([X, W}) + a([Z, K]) + <r([Z, W]) 

= [a(X),a(r)l + [a(X)MW)] + M ^ O O l 
+ [a(Z),a(W)] = [a(X) + o-(Z),a(Y)+a(W)} 
= [a(X + Z),a(Y + W)]. 

Protože každý prvek z 0 je ve tvaru X + Y pro nějaké X e f), Y e p, a 
zachovává Lieovu závorku. 

Nyní, Q je Lieova algebra, předpoklad [í), ŕ)] C f) říká, že í) je její podal-
gebra. Dokázali jsme, že o je involutivní automorfismus g. Navíc ř) sestává 
právě z prvků, které a nechává na místě. Tedy (g, f), cr) je symetrická Lieova 
algebra. D 

Lemma 3.4. Nec/iť (<7, if, a) je symetrický prostor a (g, f), Tc<r) je/io sj/me-
čnc&á Lieova algebra. Jestliže g = f) © p je kanonický rozklad (g, t),Tea), 
potom 

Adfc(p) C p 
pro všechna h € if. 

Dtifcaz. Nechť X ep &he H. Potom 

rea(AdfcX) = re<7 TAfc Tph_1 • X = — | t=0 a o A* o / _ 1 (exp tX) 

= ~r |t=o ̂  • exp tX - h~l) = — | t=0 <j{h) • cr(exp íA") • a(h~l) 

= «r |t=o Ä ' ̂ (exp tX) • /T1 = — \t=o Xh o ph~x • ťr(exp tX) 

= TXh o Tp'1"1 o Tea(X) = Aáh{-X) = -Aáh(X). 

D 
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Je-li (G, H, a) symetrický prostor s příslušnou Lieovou algebrou (g, í), a), 
vzniká přirozeně homogenní prostor G/H. Homogenní prostory vzniklé tímto 
způsobem jsou speciální případy reduktivních prostorů. Jejich význačnost je 
dána vlastností [p,p] C f), kterou obecně reduktivní prostory nesplňují. 

Poznámka. Někdy se také definují symetrické prostory jako reduktivní homo
genní prostory, jejichž Lieova algebra splňuje předpoklady lemmatu 3.3. Je 
to postup opačný našemu postupu. Zde se ze symetrické Lieovy algebry kon
struuje trojice (G,H,a). Tento směr není tak jasný, vznikají zde komplikace 
se souvislostí a jednoduchou souvislostí Lieových grup. 

3.2 Invariantní konexe na symetrických prostorech 
Budeme se zabývat konexemi, které jsou invariantní vůči symetriím. 

Lemma 3.5. Nechť (G, H,a) je symetrický prostor a G/H příslušný homo
genní prostor. Potom G/H připouští G-invariantní afinní konexi. 

Důkaz. Plyne přímo z toho, že homogenní prostor příslušný symetrickému 
prostoru je reduktivní. D 

Definice 3.4. Nechť M je hladká varieta s afinní konexí. Symetrie sx v x 
pro x 6 M je difeomorfismus okolí x na sebe, který zobrazuje geodetiku s 
počáteční podmínkou v x e M, X eTxM v čase 1 na geodetiku s počáteční 
podmínkou v x e M, —X G TXM v čase 1. Jsou-li ř/, V dvě okolí bodu x, pak 
se na U D V shodují, a tedy symetrie je jednoznačná. Txsx je tvaru — Idx, kde 
Idx je identita na TXM. Jestliže sx je afinní transformace pro každé I E M , 
pak M se nazývá afinní lokálně symetrický prostor. 

Poznámka. Silnější pojem je afinní symetrický prostor, kde každou symetrii 
lze rozšířit na celé M. O tomto prostoru lze ukázat, že je symetrickým pro
storem ve smyslu naší definice. Dalším příkladem mohou být Riemannovy 
(lokálně) symetrické prostory. Definice je obdobná jako u afinních, uvažuje 
se varieta s Riemannovou metrikou a místo afinní transformace se požaduje 
izometrie. Více v [KN2]. 

Lemma 3.6. Na afinním lokálně symetrickém prostoru se tenzorové pole 
lichého stupně, které je invariantní vůči sx, vynuluje v x. 

Důkaz. Tečné zobrazení je tvaru — Idx, symetrie zobrazuje tenzorové pole K 
stupně p na (—1)PK. Pro p liché je zřejmě (—l)pK(x) = K(x) jedině pro 
K = 0. D 
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Věta 3.7. Nechť (G, H, a) je symetrický prostor. Kanonická konexe je je
diná afinní konexe na homogenním prostoru G/H, která je invariantní vůči 
symetriím G/H. 

Důkaz. Nejprve ukážeme, že kanonická konexe je invariantní vůči symetriím 
sx pro všechna x G G/H. Symetrie sx pro x = gH je dána sx = Xg os0o \g-i. 
Kanonická konexe je invariantní vůči levé akci G a proto stačí ukázat, že 
kanonická konexe je invariantní vůči s0. Jistě s0 zobrazuje afinní konexi na 
afinní konexi. Platí 

A, o s0(g'H) = \9(a(g')H) = g • a(g')H = a(a(g) • g')H 
= s0{(j{g) • g'H)) = s0o \a{g)(g'H) 

pro g,g' € G. To implikuje, že s0 zobrazuje G-invariantní konexi na G-
invariantní konexi. Přejdeme k ekvivalentní podmínce pro morfismy p —> 
L(g/f),0/í)). Morfismu $ se přiřazuje nějaký morfismus $'. Z předchozího je 
jasné, že $' = —$. Kanonická konexe odpovídá $ : X —> ®x pro X G p a 
v tomto případě $ x = $-x- Je tedy kanonická konexe invariantní vůči s0. 

Nyní ukážeme, že symetrie konstruované z o mají smysl jako symetrie 
afinního lokálně symetrického prostoru (uvažujeme varietu G/H s kanonickou 
konexí), a z toho jednoznačnost konexe invariantní vůči involucím. Protože 
a zobrazuje X G p na —X G p, Txsx splývá s — Idx. Protože sx je afinní 
transformace (respektující kanonickou konexi), platí 

Sx(7x(l)) = 7-/d*(x)(l), 

kde 7x je geodetika s počáteční podmínkou x G G/H, X G TX(G/H). Poža
dovaná vlastnost plyne z —Idx(X) = —X. 

Z lemmatu 3.6 víme, že tenzorové pole lichého stupně invariantní vůči 
symetriím na afinním lokálně symetrickém prostoru vymizí. Uvažujme dvě 
invariantní konexe na G/H. Je známo, že rozdíl dvou konexí je tenzorové 
pole typu (1,2). V případě dvou konexí invariantních vůči symetriím je tento 
rozdíl také invariantní vůči symetriím. Protože se ale jedná o tenzorové pole 
lichého stupně, musí být tento rozdíl nulový. D 
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