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Délitelnost celych Cisel

Definition
Rekneme, Ze celé &islo a déli celé &islo b, jestlize existuje celé

Cislo g takové, Ze
b=a-q.

V takovém pfipadé piSeme a | b.

V opacném ptipadé fikame, Zze a nedéli b, a piSeme at b.
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Délitelnost celych Cisel

Definition

Rekneme, Ze celé &islo a déli celé &islo b, jestlize existuje celé
Cislo g takové, Ze
b=a-q.

V takovém pfipadé piSeme a | b.

V opacném ptipadé fikame, Zze a nedéli b, a piSeme at b.

Plati: 7 | 35 protoze 35 =7 -5,
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Definition

Rekneme, Ze celé &islo a déli celé &islo b, jestlize existuje celé
Cislo g takové, Ze
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Délitelnost celych Cisel

Definition

Rekneme, Ze celé &islo a déli celé &islo b, jestlize existuje celé
Cislo g takové, Ze
b=a-q.

V takovém pfipadé piSeme a | b.

V opacném ptipadé fikame, Zze a nedéli b, a piSeme at b.

Plati: 7 | 35 protoze 35 =7-5, 8160, -2 | 6,
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Délitelnost celych Cisel

Definition

Rekneme, Ze celé &islo a déli celé &islo b, jestlize existuje celé
Cislo g takové, Ze
b=a-q.

V takovém pfipadé piSeme a | b.

V opacném ptipadé fikame, Zze a nedéli b, a piSeme at b.

Plati: 7 | 35 protoze 35 =7-5,8160, -2 6,51 71, ...
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Néjaké vlastnosti

@ Platia| aprokazdé a+# 0,a € Z.
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Néjaké vlastnosti

@ Platia| aprokazdé a+# 0,a € Z.
@ Pokud a | b a zaroven b | ¢ pro néjaka a, b, ¢ € Z, pak také
alc.
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Néjaké vlastnosti

@ Platia| aprokazdé a+# 0,a € Z.

@ Pokud a | b a zaroven b | ¢ pro néjaka a, b, ¢ € Z, pak také
alc.

© Pokud a | b a zaroveni a | ¢ pro néjaka a, b, ¢ € Z, pak také
a| (bx + cy) pro kazdé x, y € Z.
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© Pokud a| bprongjakdacZab+#0,becZ, pak také
|al < [b].
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Néjaké vlastnosti

@ Platia| aprokazdé a+# 0,a € Z.

@ Pokud a | b a zaroven b | ¢ pro néjaka a, b, ¢ € Z, pak také
alc.

© Pokud a | b a zaroveni a | ¢ pro néjaka a, b, ¢ € Z, pak také
a| (bx + cy) pro kazdé x, y € Z.

© Pokud a| bprongjakdacZab+#0,becZ, pak také
la| < |b].

© Pokud a | b, pak také a" | b" pro kazdé n € N,

© Pokud a | b a zaroven b | a pro néjaka
a#0,b#0,a,beZ,pakl|a = |b|



Délitelnost
[e]e] lelelelelele]elo]e)

Déleni se zbytkem

Meéjme cela Cisla a > 0 a b > 0. Pak existuje jedina dvojice
celych Cisel q, r takovych, Ze

©qg=>0,
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Meéjme cela Cisla a > 0 a b > 0. Pak existuje jedina dvojice
celych Cisel q, r takovych, Ze

©qg=>0,
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Déleni se zbytkem

Meéjme cela Cisla a > 0 a b > 0. Pak existuje jedina dvojice
celych Cisel q, r takovych, Ze

©qg=>0,

@e0<r<a
@eb=a-q+r.

Proof: ...
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Déleni se zbytkem

Meéjme cela Cisla a > 0 a b > 0. Pak existuje jedina dvojice
celych Cisel q, r takovych, Ze

©qg=>0,

@e0<r<a
@eb=a-q+r.

Proof: ...
@ g ... podil po déleni Cisla b Cislem a
@ r ... zbytek po déleni Cisla b Cislem a
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Déleni se zbytkem

Meéjme cela Cisla a > 0 a b > 0. Pak existuje jedina dvojice
celych Cisel q, r takovych, Ze

©qg=>0,

@e0<r<a
@eb=a-q+r.

Proof: ...
@ g ... podil po déleni Cisla b Cislem a
@ r ... zbytek po déleni Cisla b Cislem a

Proa=7ab=36dostanemeg=5ar=1,1,.36=7-5+1.
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Nejvétsi spolecny délitel

@ Spolecny délitel celych Cisel a, b je celé Cislo ¢ takové, ze
c| bazérovenc| a.

@ Nejvétsi Cislo s touto viastnosti se nazyva nejvetsi
spolecny délitel Cisel a, b.

@ Oznacujeme jej NSD(a, b).

o Cisla a, b se nazyvaji nesoudéina, jestlize NSD(a, b) = 1.

v
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Eukleidlv algoritmus

@ Jedna se o algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spole¢ného
délitele dvou pfirozenych Cisel.
@ ProtoZe plati:
e NSD(0,0) neexistuje,
e NSD(0,b) = |b| pro b #0,b € Z,
e NSD(a,b) = NSD(|al,|b|)pro a#0,b+#0;a,be Z,
muzeme pouzit Eukleidav algoritmus k nalezeni nejvétsiho
spole¢ného délitele dvou celych Cisel.
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Eukleidlv algoritmus

Meéjme pfirozena Cisla a, b a provadéjme postupné déleni se
zbytkem :

a=b-qo+n
b=ro-q1+r
lh="r -Qg+rnr
n=r-gs+r

I'n—3 = rn—2 - Qn-1 + I'n—1
In—2="Ir1-Qn+1In
I'n—1 = I'n- Qn1

Ponévadz b > rp > ry > r»..., skute¢né existuje n takové, ze
I'n| -1, tedy r,. 4 = 0.
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Eukleidlv algoritmus

NSD(a, b) = rp.

Proof: ...
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Néjaké priklady

Najdéte nejvétsiho spolec¢ného délitele Cisel:
@ 125,36

Q 121,4593

Q@ 9,279

Q 315,427
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Bezoutova rovnost

s wr 7 vr

Pro libovolna cela Cisla a, b existuji cela Cisla u, v takova, Ze

a-u+b-v=NSD(a,b).

Proof: ...
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Bezoutova rovnost

s wr 7 vr

Pro libovolna cela Cisla a, b existuji cela Cisla u, v takova, Ze

a-u+b-v=NSD(a,b).

Proof: ...

Pro a =6 a b = 4 dostaneme NSD(a, b) = 2 a plati

2=6-3+4.(-4).
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Né&jaké dalsi priklady

Najdéte nejvétsi spolecny délitel Cisel a koeficienty v pfislusné
Bezoutovy rovnosti.

Q@ 168,90

@ 675,1107

Q 4597,2
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Dulezité dusledky

Cela Cisla a, b jsou nesoudélna, pravé kdyZz existuji cela cisla
u,vtakova, Zea-u+b-v=1.

Proof: ...
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Dulezité dusledky

Cela Cisla a, b jsou nesoudélna, pravé kdyZz existuji cela cisla
u,vtakova, Zea-u+b-v=1.

Proof: ...

7z wr

Jestlize pro cela Cisla a, b, c platia | b- ¢ a NSD(a, b) = 1, pak
alc.

Proof: ...
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Prvocisla

Definition
Pfirozené Cislo p > 1 se nazyva prvocislo, jestlize jeho jedinym
délitelem véts§im nez 1 je p samotné.
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Prvocisla

Definition
Pfirozené Cislo p > 1 se nazyva prvocislo, jestlize jeho jedinym
délitelem véts§im nez 1 je p samotné.

<

@ Libovolné prirozené cislo a > 1 je bud prvocislo, nebo jej
Ize pravé jednim zpiusobem rozloZit na soucin prvocisel.

© Prvocisel je nekonecné mnoho.

A

Proof: ...
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Kongruence

Definition

Bud n prirozené Cislo. Dvé cela Cisla a, b se nazyvaji
kongruentni podle modulu n, jestlize n | a — b. PiSeme

a=b modn.
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Kongruence

Definition
Bud n prirozené Cislo. Dvé cela Cisla a, b se nazyvaji
kongruentni podle modulu n, jestlize n | a — b. PiSeme

a=b modn.

| \

Example
Plati

25=7 mod 6,
protoze 6 | 25 — 7 = 18.
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Zbytkové tfidy

Definition
Bud n pfirozené ¢islo. MnozZiny

[aln={a+k-n:kelZ},

kde a € Z, se nazyvaji zbytkové tfidy podle modulu n.
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Zbytkové tfidy

Definition
Bud n pfirozené ¢islo. MnozZiny

[aln={a+k-n:kelZ},

kde a € Z, se nazyvaji zbytkové tfidy podle modulu n.

[7le={7+k-6:keZ}
={..,—11,-5,1,7,13,19,25,31,...}
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Zbytkové tfidy

Definition
Bud n pfirozené ¢islo. MnozZiny

[aln={a+k-n:kelZ},

kde a € Z, se nazyvaji zbytkové tfidy podle modulu n.

[7e ={7+k-6:keZ}
={..,—11,-5,1,7,13,19,25,31,...}

Mnozinu vSech zbytkovych tfid podle modulu n oznacujeme
symbolem Z.
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Jaky je vztah kongruenci a zbytkovych tfid?

[aln=[b]ln pravé kdyz a=b mod n.

Proof: ...
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Dusledky

@ Zbytkoveé t¥idy podle modulu n nejsou navzajem rizné.
Neboli: Rizna ¢isla mohou zadavat stejnou zbytkovou
tfidu modulo n.
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Dusledky

@ Zbytkoveé t¥idy podle modulu n nejsou navzajem rizné.
Neboli: Rizna ¢isla mohou zadavat stejnou zbytkovou
tfidu modulo n.

Protoze plati, 25 = 7 mod 6, pak plati i [7]g = [25]6. Tedy 25 a
7 zadavaji stejnou zbytkovou tfidu podle modulu 6.
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Dusledky

@ Zbytkoveé t¥idy podle modulu n nejsou navzajem rizné.
Neboli: Rizna ¢isla mohou zadavat stejnou zbytkovou
tfidu modulo n.

Protoze plati, 25 = 7 mod 6, pak plati i [7]g = [25]6. Tedy 25 a
7 zadavaji stejnou zbytkovou tfidu podle modulu 6.

@ Zbytkova tfida [a], se rovna zbytkové tfidé [r],, kde r je
zbytek po déleni Cisla a Cislem n.



Grupy zbytkovych tfid

O00®@000000000

Dusledky

@ Zbytkoveé t¥idy podle modulu n nejsou navzajem rizné.
Neboli: Rizna ¢isla mohou zadavat stejnou zbytkovou
tfidu modulo n.

Protoze plati, 25 = 7 mod 6, pak plati i [7]g = [25]6. Tedy 25 a
7 zadavaji stejnou zbytkovou tfidu podle modulu 6.

@ Zbytkova tfida [a], se rovna zbytkové tfidé [r],, kde r je
zbytek po déleni Cisla a Cislem n.

Protoze plati 25 = 6 - 4 + 1, dostaneme [25]¢ = [1]6.
Analogicky, protoze 7 = 6 - 1 + 1, dostaneme [7]g = [1]6.
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Dusledky

@ Tedy [rn] se sklada ze vSech Cisel, jejichz zbytek po déleni
Cislem n je roven Cislu r.
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Dusledky

@ Tedy [rn] se sklada ze vSech Cisel, jejichz zbytek po déleni
Cislem n je roven Cislu r.

Mle={1+k-6:kecZ}
={..,—11,-5,1,7,13,19,25,31,... }
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Dusledky

@ Tedy [rn] se sklada ze vSech Cisel, jejichz zbytek po déleni
Cislem n je roven Cislu r.

Mle={1+k-6:kecZ}
={..,—11,-5,1,7,13,19,25,31,... }

@ Plati Zp = {[0]n, [1]n, [2]n, - - -, [N — 2]n, [N — 1]n}-
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Dusledky

@ Tedy [rn] se sklada ze vSech Cisel, jejichz zbytek po déleni
Cislem n je roven Cislu r.

Mle={1+k-6:kecZ}
={..,—11,-5,1,7,13,19,25,31,... }

@ Plati Zp = {[0]n, [1]n, [2]n, - - -, [N — 2]n, [N — 1]n}-

Ze = {[0]s, [1]6; [2]6> [3]e, [4]6 [S]6 }- \
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Motivace ze Z»

Mame Lo = {[0]2, [1]2}, kde

0 [0p={..,-4,-2,024,.
° [1]2:{"'7_37_17153755‘

.. } je mnoZina sudych Cisel,
.. } je mnoZina lichych €isel.
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Motivace ze Z»

Mame Lo = {[0]2, [1]2}, kde
@ [0={...,—4,-2,0,2,4,...} je mnoZina sudych Cisel,
@ [1={...,-8,—-1,1,3,5,... } je mnoZina lichych Cisel.
Pfi pocCitani se sudymi s lichymi Cisly plati nasledujici pravidla:

@ sudé + sudé =
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@ [0={...,—4,-2,0,2,4,...} je mnoZina sudych Cisel,
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Pfi pocCitani se sudymi s lichymi Cisly plati nasledujici pravidla:

@ sudé + sudé = sudé,
sudé + liché =
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Motivace ze Z»

Mame Lo = {[0]2, [1]2}, kde
@ [0={...,—4,-2,0,2,4,...} je mnoZina sudych Cisel,
@ [1={...,-8,—-1,1,3,5,... } je mnoZina lichych Cisel.
Pfi pocCitani se sudymi s lichymi Cisly plati nasledujici pravidla:

@ sudé + sudé = sudé, @ sudé - sudé =
sudé + liché = liché,
liché + liché = sudé,
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Motivace ze Z»
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Motivace ze Z»

Mame Lo = {[0]2, [1]2}, kde
@ [0={...,—4,-2,0,2,4,...} je mnoZina sudych Cisel,
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Motivace ze Z»

Mame Lo = {[0]2, [1]2}, kde
@ [0={...,—4,-2,0,2,4,...} je mnoZina sudych Cisel,
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Motivace ze Z»

Mame Lo = {[0]2, [1]2}, kde
@ [0={...,—4,-2,0,2,4,...} je mnoZina sudych Cisel,
@ [1={...,-8,—-1,1,3,5,... } je mnoZina lichych Cisel.
Pfi pocCitani se sudymi s lichymi Cisly plati nasledujici pravidla:

@ sudé + sudé = sudé, @ sudé - sudé = sudé,
sudé + liché = liché, sudé - liché = sudé,
liché + liché = sudé, liché - liché = liché.
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Motivace ze Z»

Toto Ize realizovat pomoci s¢itani a nasobeni na Z,
nasledujicim zplsobem:

+ [ [0z [1]2 - |02 [1]2
0]z | [0 [1]2 [0]2 | [0]2 [O]2
]2 | [1]2 [0]2 [1]2 | [0]2 [1]2
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Motivace ze Z»

Toto Ize realizovat pomoci s¢itani a nasobeni na Z,
nasledujicim zplsobem:

+ [ [0z [1]2 - |02 [1]2
0]z | [0 [1]2 [0]2 | [0]2 [O]2
]2 | [1]2 [0]2 [1]2 | [0]2 [1]2

Neboli: Soucet libovolnych dvou prvku z [0], je vZdycky prvek
[0]2, soucet libovolného prvku [0]2 s libovolnym prvkem [1]> je
vzdy prvek [1]», atd.
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Operace na zbytkovych tfidach

Toto Ize zobecnit na zbytkové tfidy podle libovolného modulu:

Bud’n prirozené ¢islo. Vztahy
@ [a]n + [b]n = [a+ b]n,
o [a]n-[b]n=[a- b]n
definuji korektné operace + a - na mnozing Zn,.

Proof:
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Operace na zbytkovych tfidach

Toto Ize zobecnit na zbytkové tfidy podle libovolného modulu:

Bud’n prirozené ¢islo. Vztahy
@ [a]n + [b]n = [a+ b]n,
o [a]n-[b]n=[a- b]n
definuji korektné operace + a - na mnozing Zn,.

Proof: Ukdzeme, Ze kdyz [a], = [c]n a [b]n = [d]n, pak
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Grupa zbytkovych tfid

Dvojice (Zn, +) tvofi komutativni grupu pro libovolné pfirozené
cislo n.

Proof: ...
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Pologrupa zbytkovych tfid

Dvojice (Zn, -) tvofi komutativni pologrupu s jednotkovym
prvkem pro libovolné pfirozené cislo n.

Proof: ...
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Inverze v (Zy, -)

7z ws

Bud'n prirozené cislo a a celé Cislo. Zbytkova tfida [a], € Zn
ma inverzi v (Zn, -) pravé tehdy kdyZz cisla a, n jsou nesoudélna.

Proof: ...
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N&jaké ptiklady

@ Rozhodnéte, zda prvek [35]3; ma inverzi v (Z37,-). Pokud
ano, najdéte ji.
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N&jaké ptiklady

@ Rozhodnéte, zda prvek [35]3; ma inverzi v (Z37,-). Pokud
ano, najdéte ji.

@ Rozhodnéte, zda prvek [12]5, ma inverzi v (Zsp, -). Pokud
ano, najdéte ji.
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Grupa zbytkovych tfid

Theorem

Bud'n prvocislo a symbolem Z}, oznac¢me mnoZinu vsech
nenulovych zbytkovych tfid podle modulu n, t.j.

Zn=A[11n,12]n;---,[n—2]n, [n— 1]n}.

Pak (Z3, ) je grupa.

Proof: ...
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Kodovani

@ PrenaSime-li zpravu néjakym kanalem, v némz je Sum,
mUze dojit ke zkresleni zpravy.
@ Kodovani umoznuje odhalit, zda ke zkresleni doslo nebo
dokonce opravit chyby.
@ Efektivni kod by
e mél umét opravovat chyby (s urcitou pravdépodobnosti),
e nemeél byt naro¢ny (naptiklad by nemél vyrazné prodluzovat
vysilanou zpravu).
@ Efektivni kédy opravujici chyby Ize ziskat pomoci
kone¢nych grup.
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Hammingovy kody

@ Uvedeme dva priklady, které vyuzivaji Zo.

@ Budeme prfedpokladat, ze zprava se sklada ze
Ctyfcifernych Cisel sloZzenych pouze z cifer 1 a 0.

@ Jedna se o specialni pfipady kodu, které vymysilel
americky matematik Richard Hamming v roce 1950.

@ Jedna se o tzv. linearni kody.
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Prvni pfiklad

Uvazujme matici

101010 1
H={0 11001 1].
0001111

Meéjme a, b, ¢, d € Z, a necht abcd je slovo, které chceme
prenést. Vytvofrme vektor

C=(x y azbecad,
kde x, y, z € Z> jsou takové, ze

x+a+b+d=0
y+a+c+d=0
Z+b+c+d=0.

Tedy plati H - C = 0, kde souc¢in matic uvazujeme nad Zy, t.j.
sCitame a nasobime v Z,.
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Prvni pfiklad

Misto abcd pfenesme xyazbcd. Pfedpokladejme, ze pfijemce
dostane vektor R.

Mohou nastat tyto moznosti:
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Prvni pfiklad

Misto abcd pfenesme xyazbcd. Pfedpokladejme, ze pfijemce
dostane vektor R.

Mohou nastat tyto moznosti:
@ R=C..PakH-R=0.
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Prvni pfiklad

Misto abcd pfenesme xyazbcd. Pfedpokladejme, ze pfijemce
dostane vektor R.

Mohou nastat tyto moznosti:

@ R=C..PakH-R=0.

@ Rselisiod Cv jedné ciffe ... Pak H - R = néktery sloupec
matice H. Navic poloha sloupce urcuje pozici, ve které
nastala chyba. Protoze sloupce H jsou navzajem riizné,
prijemce to zjisti jednoznacné.
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Prvni pfiklad

Misto abcd pfenesme xyazbcd. Pfedpokladejme, ze pfijemce
dostane vektor R.

Mohou nastat tyto moznosti:

@ R=C..PakH-R=0.

@ Rselisiod Cv jedné ciffe ... Pak H - R = néktery sloupec
matice H. Navic poloha sloupce urcuje pozici, ve které
nastala chyba. Protoze sloupce H jsou navzajem riizné,
prijemce to zjisti jednoznacné.

@ Rselisiod C ve vice cifrach ... Pak H - R = soucet
nekolika sloupct matice H. Ten maze byt nulovy, nebo
roven néjakému sloupci z H. Pfijemce nezjisti nic.
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Jak to funguje?

Oznacme E := R — C rozdil mezi pfijatou a vyslanou zpravou.
Pro R = C + E pak plati

H- R=H-C+H-E=0+H-E=H-E.
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Jak to funguje?

Oznacme E := R — C rozdil mezi pfijatou a vyslanou zpravou.
Pro R = C + E pak plati

H- R=H-C+H-E=0+H-E=H-E.

@ Pokud R = C, pak E je nulovy vektora H-R=H-E = 0.
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Jak to funguje?

Oznacme E := R — C rozdil mezi pfijatou a vyslanou zpravou.
Pro R = C + E pak plati

H- R=H-C+H-E=0+H-E=H-E.

@ Pokud R = C, pak E je nulovy vektora H-R=H-E = 0.

@ Pokud R se lisi od C v jedné ciffe, pak E je vektor, ktery
ma jedniCku na misté, kde se stala chyba, jinak samé nuly.
Pak z vlastnosti nasobeni matic plyne, 2e H- R=H - E se
rovnd sloupci, ve kterém nastala chyba.
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Jak to funguje?

Oznacme E := R — C rozdil mezi pfijatou a vyslanou zpravou.
Pro R = C + E pak plati

H- R=H-C+H-E=0+H-E=H-E.

@ Pokud R = C, pak E je nulovy vektora H-R=H-E =0.

@ Pokud R se lisi od C v jedné ciffe, pak E je vektor, ktery
ma jedniCku na misté, kde se stala chyba, jinak samé nuly.
Pak z vlastnosti ndsobeni matic plyne, 2e H- R=H - E se
rovnd sloupci, ve kterém nastala chyba.

@ Pokud R se lisi od C ve vice cifrach, pak E je vektor, ktery
ma jedni¢ku na v8ech mistech kde se stala chyba, jinak
samé nuly. Pak z vlastnosti nasobeni matic plyne, ze
H-R = H - E je rovno souctu sloupcu z H, jejichz poloha
odpovida poloze jedni¢ek v E, t.j. poloze chyb. Ten maze
byt nulovy, nebo roven sloupci z H.
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Prvni pfiklad

Ptijemce dekdduje nasledujicim zplsobem:
@ Vypocita H - R.
@ Je-li vysledek nulovy, cifra je pfedana spravné. Je-li
nenulovy, zméni cifru na indikovaném miste.

@ Pokud neni vic nez jedna chyba v ciffe, pak pfijemce
dostal spravnou zpravu.
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Druhy ptiklad

Uvazujme matici

1
1
0
0

O OO =

—_ O —

0

—_ -

0

—_ O O —

—_O = -

—_ - O -

—_ =

Meéjme a, b, ¢, d € Z, a necht abcd je slovo, které chceme

prenést. Vytvofme vektor

C=(w x y a z b c d

tak, aby H- C = 0.

T
)
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Druhy ptiklad

Oznacme R vektor, ktery dostal pfijemce. Nastanou tyto
moznosti:
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Druhy ptiklad

Oznacme R vektor, ktery dostal pfijemce. Nastanou tyto
moznosti:

@ R=C..PakH-R=0.
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Druhy ptiklad

Oznacme R vektor, ktery dostal pfijemce. Nastanou tyto
moznosti:
@ R=C..PakH-R=0.

@ Rselidiod C v jedné ciffe ... Opravime ji jako v prvnim
prikladé.
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Druhy ptiklad

Oznacme R vektor, ktery dostal pfijemce. Nastanou tyto
moznosti:

@ R=C..PakH-R=0.

@ Rselidiod C v jedné ciffe ... Opravime ji jako v prvnim
prikladé.

@ R se liSi od C ve dvou cifrach ... Pak H - R = soucet dvou
sloupcli z H. Ten na prvnim misté ma 1 +1 = 0 a neni to
tedy sloupec z H. Pfijemce pozna chyby, ale nevi, kde se
nachazeji.
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