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Okruhy

Mnozina R se dvéma operacemi + a - se hazyva okruh,
jestlize:

@ (R, +) je komutativni grupa,

@ (R,) je pologrupa s jednotkovym prvkem,

©Q pro libovolné a, b, c € R plati tzv. distributivni zakony

a-(b+c)=a-b+a-c,
(b+c)-a=b-a+c-a

Okruh budeme oznacovat symbolem (R, +, -).
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@ Trojice (Z,+,),(Q,+,), (R, +, -) tvofi okruhy.
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Priklady

@ Trojice (Z,+,),(Q,+,), (R, +, -) tvofi okruhy.

@ Trojice (Mat,(R), +, -), kde Mat,(R) jsou realné ¢tvercové
matice fadu n, tvori okruh.

@ Trojice (Zp,+, -) tvofi okruh pro libovolné n € N.
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Znaceni

@ Protoze v okruhu jsou dvé operace, je tfeba dbat na to, aby
nedoslo k jejich zaméné.

@ Pro operaci + budeme pouZivat aditivni terminologii, t.].
budeme hovofit o plus. Jednotkovy prvek grupy (R, +)
budeme nazyvat nulovy prvek a oznacovat jej 0. Inverzni
prvek k prvku a € R v grupé (R, +) budeme nazyvat
opacny prvek a budeme jej znacit —a.

@ Pro operaci - budeme pouzivat multiplikativni terminologii,
t.j. budeme hovofit o krat. Jednotkovy prvek pologrupy
(R, -) budeme nazyvat jednotkovy prvek a oznacovat jej 1.

@ Jednoprvkovy okruh (R, +,-), kde R = {0 = 1}, se nazyva
trivialni. Trivialni okruh je zfejmé jednoprvkovy. Okruhy,
které maji vic nez jeden prvek, se nazyvaji netriviaini.
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Néjaké vlastnosti

Bud (R, +, ) okruh. Pak plati:
@ a-0=0-a=0 pro libovolny prvek a € R,
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Néjaké vlastnosti

Bud (R, +, ) okruh. Pak plati:
@ a-0=0-a=0 pro libovolny prvek a € R,
@ (—a)-b=a-(—b)=—(a- b) pro libovolné prvky a, b € R,
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Néjaké vlastnosti

Bud (R, +, ) okruh. Pak plati:
@ a-0=0-a=0 pro libovolny prvek a € R,
@ (—a)-b=a-(—b)=—(a- b) pro libovolné prvky a, b € R,
Qab-c)=a-b—a-c(b-c)-a=b-a—c-apro
libovolné prvky a, b, c € R,
Q atd.

Proof: ...
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Dalsi definice

@ Okruh (R, +, ) se nazyva komutativni, pokud (R, ) je
komutativni pologrupa.
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Dalsi definice

@ Okruh (R, +, ) se nazyva komutativni, pokud (R, ) je
komutativni pologrupa.

@ Netrivialni komutativni okruh se nazyva obor integrity,
jestlize pro libovolné dva nenulové prvky a, b € R plati
a-b#0.

@ Nenulové prvky a, b € R takové, Zze a- b = 0 se nazyvaji
délitelé nuly.

@ Invertibilni prvek pologrupy (R, -) se nazyva jednotka.

@ Netrivialni komutativni okruh se nazyva téleso, jestlize
kazdy nenulovy prvek (R, -) ma inverzi.
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Dulezity poznatek

KaZzdé téleso je obor integrity.

Proof: ...

@ Naopak to obecné neplati!
@ Plati pouze: Kazdy konec¢ny obor integrity je téleso.
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Priklady

@ Okruhy (Q,+,-), (R, +,") jsou télesa.

@ Okruh (Z,+, -) je obor integrity, ktery neni téleso.
Co jsou jednotky v tomto okruhu? ... 1.

@ Okruh (Mat,(R), +, -), kde Mat,(R) jsou realné Ctvercové
matice fadu n, neni komutativni a obsahuje délitele nuly.
Co jsou jednotky v tomto okruhu? ... regularni matice.
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Priklady

@ Okruh (Zp, +, -) je komutativni okruh pro libovolné n € N.



Okruhy a télesa
0000000

Priklady

@ Okruh (Zp, +, -) je komutativni okruh pro libovolné n € N.

Okruh (Zn, +, -) je obor integrity pravé tehdy kdyZz n je
prvocislo. V tomto pfipadé je to pfimo téleso.

Proof: ...
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Definition

Bud (R, +, -) téleso. Polynomem nad télesem R rozumime
konec¢ny vyraz

K
f=f(x)= Za,-xi: ay+ ayX + ax® + - - - + aex”,
i—0

kde a; € Rproi=1,...,k jsou koeficienty polynomu.
Pfedpokladédme ay # 0 a fikame, Ze f(x) ma stuperi k.
PiSeme st(f) = k.
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Definition
Bud (R, +, -) téleso. Polynomem nad télesem R rozumime
konec¢ny vyraz

K
f=f(x)= Za,-xi: ay+ ayX + ax® + - - - + aex”,
i—0

kde a; € Rproi=1,...,k jsou koeficienty polynomu.
Pfedpokladédme ay # 0 a fikame, Ze f(x) ma stuperi k.
PiSeme st(f) = k.

Example

Vyraz 7 + Zx + 7x? — 9x° je polynomem nad R stupné 5.

MnozZinu polynomu nad okruhem (R, +, -) budeme znadit R[x].
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Scitani na R[x]

Mé&jme polynomy

f(x) =K aix' = ap+ a;x + apx® + - - + agxk,

g(x) =Sl bix = by + byx + bpx2 + - + byx!

a predpokladejme / < k, neboli st(g) < st(f). Pak jejich
souctem je polynom

k

(F+9)(x) =3 (i + b)x

i=0
:(ao + bo) + (31 + b1)X—|— (32 + bg)X2 + ...
ot (a + bt
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Scitani na R[x]

Mé&jme polynomy

f(x) =K aix' = ap+ a;x + apx® + - - + agxk,

g(x) =Sl bix = by + byx + bpx2 + - + byx!

a predpokladejme / < k, neboli st(g) < st(f). Pak jejich
souctem je polynom

k

(F+9)(x) =3 (i + b)x

i=0
=(ay + bo) + (a1 + by)x + (a2 + bo)x? + ...
o (ak + br)xE

... seCteme koeficienty podle stupfiu po slozkach, pozivame
vlastnosti télesa R.
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Nasobeni na R[x]

Méjme polynomy

f(x) =K paix' = ag + ayx + apx® + - - - + axk,
g(x) = 1o bix' = bg + b1 + box? + -+ + byx’.
Pak jejich sou€inem je polynom

k+1
(f-9)(x)=> X' =co+crx+ cx® + -+ + Gy X,
i=0
kde koeficient ¢; je tvaru
i
Ci = Z ambi—m = aobi + a1bji_1 + --- + ajbp.

m=0
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Nasobeni na R[x]

Méjme polynomy
f(x) =K paix' = ag + ayx + apx® + - - - + axk,
g(x) = Xl bix! = by + byx + box® + - + byx/.
Pak jejich sou€inem je polynom
k+1
(f-9)(x)=> X' =co+crx+ cx® + -+ + Gy X,
i=0
kde koeficient ¢; je tvaru
i
Ci=>_ ambi_m=aobi+ aibj_1 + -+ aiby.

m=0

.. vynasobime jako mnohocleny a srovname podle stupnu, pfi
‘srovnavani’ pozivame vlastnosti télesa R.
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Konkrétné

Example

Najdéte soucet a soucin polynom
f(x)=1+4x—-2x%+5x%a

g(x) =8 —3x +6x2

nad télesem R.
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Konkrétné

Example

Najdéte soucet a soucin polynom
f(x)=1+4x—-2x%+5x%a

g(x) =8 —3x +6x2

nad télesem R.

Dostaneme:

(f + 9)(x) =9 + x + 4x® + 5x3,
(f- 9)(x) =8 4 29x — 22x2 + 70x3 — 27x* + 30x°.
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Okruh polynom

Bud'(R, +, ) téleso. Pak (R[x],+, ) se scitanim a ndsobenim
polynomu je obor integrity.

Proof: ...
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Okruh polynom

Bud'(R, +, ) téleso. Pak (R[x],+, ) se scitanim a ndsobenim
polynomu je obor integrity.

Proof: ...
Polynomy nikdy nemohou tvorit téleso!
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Okruh polynom

Bud'(R, +, ) téleso. Pak (R[x],+, ) se scitanim a ndsobenim
polynomu je obor integrity.

Proof: ...

Polynomy nikdy nemohou tvofit téleso!

... napfiklad x nema inverzi.

Definition

Okruh (R[x], +, -) se nazyva okruh polynomu nad telesem R.
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Déleni se zbytkem

Bud'R téleso, f € R[x] polynom, g € R[x] nenulovy polynom.
Pak existuje prave jedna dvojice polynomt q, r € R|x] takova,
Ze st(r) < st(g) a

f=g-qg+r.

Proof: ...
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Déleni se zbytkem

Bud'R téleso, f € R[x] polynom, g € R[x] nenulovy polynom.
Pak existuje prave jedna dvojice polynomt q, r € R|x] takova,
Ze st(r) < st(g) a

f=g-qg+r.

Proof: ...
@ g ... podil po déleni polynomu f polynomem g
@ r ... zbytek po déleni polynomu f polynomem g
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Pfiklad

Najdéte podil a zbytek pti déleni polynomu f polynomem g pro

f=—5x*+4x% - 3x + 4,
g=x3+2x -4,

kde f,g € R[x].
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Pfiklad

Najdéte podil a zbytek pti déleni polynomu f polynomem g pro
f=—5x*+4x% - 3x + 4,
g=x3+2x -4,

kde f, g € R[x]. Dostaneme
@ g=-5x+10
@ r=—16x2 —23x + 44
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Nejvétsi spolecny délitel

Bud'R téleso. Pak v R[x] libovolné dva nenulové polynomy
mayji nejvétsi spolecny délitel.
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Nejvétsi spolecny délitel

Bud'R téleso. Pak v R[x] libovolné dva nenulové polynomy
mayji nejvétsi spolecny délitel.
@ nejvétsi spolecny délitel ... je délitelny libovolnym jinym
spolecnym délitelem.

Proof: ... skoro stejné jako u Cisel, mizeme pouzit Euklidiv
algoritmus.
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Konkrétné

Najdéte nejvétsi spolecny délitel polynom

f=x®-3x%+5x -3,
g =4x* +4x% — 4x? + 20x + 24,

kde f, g € R[x].
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Konkrétné

Najdéte nejvétsi spolecny délitel polynom

f=x®-3x%+5x -3,
g =4x* +4x% — 4x? + 20x + 24,

kde f, g € R[x].
Dostaneme polynom

24x° — 48x + 72.
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Bezoutova rovnost

Bud'R téleso, f, g € R[x] nenulové polynomy a h € R[x] jejich
nejvétsi spolecny délitel. Pak existuji polynomy u, v € R[x]
takové, Zef-u+g-v = h.

Proof ... stejné jako u €isel, mizeme pouzit Eukliddv algoritmus.
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Pfiklad

Najdéte Bezoutovu rovnost pro polynomy z pfedchoziho
prikladu, t.j.

f=x3—3x%+5x — 3,
g =4x* + 4x3 — 4x2 + 20x + 24.
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Pfiklad

Najdéte Bezoutovu rovnost pro polynomy z pfedchoziho
prikladu, t.j.

f=x3—3x%+5x — 3,
g =4x* + 4x3 — 4x2 + 20x + 24.

Dostaneme

24x% — 48x + 72 =(4x* 4+ 4x3 — 4x® + 20x + 24) - 1
—(x® —3x2+5x —3)- (4x + 16)



Délitelnost na polynomech
000000e

Nékolik pozndmek

@ Je ziejmé, ze nejvétsi spoleny délitel dvou polynomu neni
uréen jednoznacné.

@ Dva nejvétsi spolecni délitele se liSi o vynasobeni
nenulovym prvkem z R.

@ Polynom se nazyva normovany, je-li jeho vedouci
koeficient roven 1.

@ Pokud definujeme nejvétsi spolecny délitel jako ten
normovany, pak je ur€en jednoznacné.
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