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Okruhy a tělesa Okruhy polynomů Dělitelnost na polynomech

Okruhy

Definition
Množina R se dvěma operacemi + a · se nazývá okruh,
jestliže:

1 (R,+) je komutativnı́ grupa,
2 (R, ·) je pologrupa s jednotkovým prvkem,
3 pro libovolné a,b, c ∈ R platı́ tzv. distributivnı́ zákony

a · (b + c) = a · b + a · c,
(b + c) · a = b · a + c · a.

Okruh budeme označovat symbolem (R,+, ·).
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Přı́klady

Trojice (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·) tvořı́ okruhy.

Trojice (Matn(R),+, ·), kde Matn(R) jsou reálné čtvercové
matice řádu n, tvořı́ okruh.
Trojice (Zn,+, ·) tvořı́ okruh pro libovolné n ∈ N.
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Značenı́

Protože v okruhu jsou dvě operace, je třeba dbát na to, aby
nedošlo k jejich záměně.
Pro operaci + budeme použı́vat aditivnı́ terminologii, t.j.
budeme hovořit o plus. Jednotkový prvek grupy (R,+)
budeme nazývat nulový prvek a označovat jej 0. Inverznı́
prvek k prvku a ∈ R v grupě (R,+) budeme nazývat
opačný prvek a budeme jej značit −a.
Pro operaci · budeme použı́vat multiplikativnı́ terminologii,
t.j. budeme hovořit o krát. Jednotkový prvek pologrupy
(R, ·) budeme nazývat jednotkový prvek a označovat jej 1.
Jednoprvkový okruh (R,+, ·), kde R = {0 = 1}, se nazývá
triviálnı́. Triviálnı́ okruh je zřejmě jednoprvkový. Okruhy,
které majı́ vı́c než jeden prvek, se nazývajı́ netriviálnı́.
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Nějaké vlastnosti

Bud’ (R,+, ·) okruh. Pak platı́:
1 a · 0 = 0 · a = 0 pro libovolný prvek a ∈ R,

2 (−a) · b = a · (−b) = −(a · b) pro libovolné prvky a,b ∈ R,
3 a · (b − c) = a · b − a · c, (b − c) · a = b · a− c · a pro

libovolné prvky a,b, c ∈ R,
4 atd.

Proof: ...
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Nějaké vlastnosti

Bud’ (R,+, ·) okruh. Pak platı́:
1 a · 0 = 0 · a = 0 pro libovolný prvek a ∈ R,
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Dalšı́ definice

Definition
Okruh (R,+, ·) se nazývá komutativnı́, pokud (R, ·) je
komutativnı́ pologrupa.

Netriviálnı́ komutativnı́ okruh se nazývá obor integrity,
jestliže pro libovolné dva nenulové prvky a,b ∈ R platı́
a · b 6= 0.
Nenulové prvky a,b ∈ R takové, že a · b = 0 se nazývajı́
dělitelé nuly.
Invertibilnı́ prvek pologrupy (R, ·) se nazývá jednotka.
Netriviálnı́ komutativnı́ okruh se nazývá těleso, jestliže
každý nenulový prvek (R, ·) má inverzi.
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Důležitý poznatek

Theorem
Každé těleso je obor integrity.

Proof: ...

Naopak to obecně neplatı́!
Platı́ pouze: Každý konečný obor integrity je těleso.
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Důležitý poznatek

Theorem
Každé těleso je obor integrity.

Proof: ...
Naopak to obecně neplatı́!
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Přı́klady
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Co jsou jednotky v tomto okruhu? ... ±1.
Okruh (Matn(R),+, ·), kde Matn(R) jsou reálné čtvercové
matice řádu n, nenı́ komutativnı́ a obsahuje dělitele nuly.
Co jsou jednotky v tomto okruhu? ... regulárnı́ matice.
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Okruh (Z,+, ·) je obor integrity, který nenı́ těleso.
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prvočı́slo. V tomto přı́padě je to přı́mo těleso.

Proof: ...
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Theorem
Okruh (Zn,+, ·) je obor integrity právě tehdy když n je
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Definition
Bud’ (R,+, ·) těleso. Polynomem nad tělesem R rozumı́me
konečný výraz

f = f (x) =
k∑

i=0

aix i = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ akxk ,

kde ai ∈ R pro i = 1, . . . , k jsou koeficienty polynomu.
Předpokládáme ak 6= 0 a řı́kame, že f (x) má stupeň k .
Pı́šeme st(f ) = k .

Example

Výraz 7 + 2
7x + πx2 − 9x5 je polynomem nad R stupně 5.

Množinu polynomů nad okruhem (R,+, ·) budeme značit R[x].
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Sčı́tánı́ na R[x]

Mějme polynomy
f (x) =

∑k
i=0 aix i = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ akxk ,

g(x) =
∑l

i=0 bix i = b0 + b1x + b2x2 + · · ·+ blx l

a předpokládejme l ≤ k , neboli st(g) ≤ st(f ). Pak jejich
součtem je polynom

(f + g)(x) =
k∑

i=0

(ai + bi)x i

=(a0 + b0) + (a1 + b1)x + (a2 + b2)x2 + . . .

· · ·+ (ak + bk)xk

... sečteme koeficienty podle stupňů po složkách, požı́váme
vlastnostı́ tělesa R.
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Násobenı́ na R[x]

Mějme polynomy
f (x) =

∑k
i=0 aix i = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ akxk ,

g(x) =
∑l

i=0 bix i = b0 + b1x + b2x2 + · · ·+ blx l .
Pak jejich součinem je polynom

(f · g)(x) =
k+l∑
i=0

cix i = c0 + c1x + c2x2 + · · ·+ ck+lxk+l ,

kde koeficient ci je tvaru

ci =
i∑

m=0

ambi−m = a0bi + a1bi−1 + · · ·+ aib0.

... vynásobı́me jako mnohočleny a srovnáme podle stupňů, při
‘srovnávánı́’ požı́váme vlastnostı́ tělesa R.
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Konkrétně

Example

Najděte součet a součin polynomů
f (x) = 1 + 4x − 2x2 + 5x3 a
g(x) = 8− 3x + 6x2

nad tělesem R.

Dostaneme:

(f + g)(x) =9 + x + 4x2 + 5x3,

(f · g)(x) =8 + 29x − 22x2 + 70x3 − 27x4 + 30x5.
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Okruh polynomů

Theorem
Bud’ (R,+, ·) těleso. Pak (R[x],+, ·) se sčı́tánı́m a násobenı́m
polynomů je obor integrity.

Proof: ...

Polynomy nikdy nemohou tvořit těleso!
... napřı́klad x nemá inverzi.

Definition
Okruh (R[x],+, ·) se nazývá okruh polynomů nad tělesem R.
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Okruh polynomů
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Dělenı́ se zbytkem

Theorem
Bud’ R těleso, f ∈ R[x] polynom, g ∈ R[x] nenulový polynom.
Pak existuje právě jedna dvojice polynomů q, r ∈ R[x] taková,
že st(r) < st(g) a

f = g · q + r .

Proof: ...

q ... podı́l po dělenı́ polynomu f polynomem g
r ... zbytek po dělenı́ polynomu f polynomem g
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že st(r) < st(g) a

f = g · q + r .

Proof: ...
q ... podı́l po dělenı́ polynomu f polynomem g
r ... zbytek po dělenı́ polynomu f polynomem g



Okruhy a tělesa Okruhy polynomů Dělitelnost na polynomech

Přı́klad

Najděte podı́l a zbytek při dělenı́ polynomu f polynomem g pro

f = −5x4 + 4x2 − 3x + 4,

g = x3 + 2x2 − 4,

kde f ,g ∈ R[x].

Dostaneme
q = −5x + 10
r = −16x2 − 23x + 44



Okruhy a tělesa Okruhy polynomů Dělitelnost na polynomech

Přı́klad

Najděte podı́l a zbytek při dělenı́ polynomu f polynomem g pro

f = −5x4 + 4x2 − 3x + 4,

g = x3 + 2x2 − 4,

kde f ,g ∈ R[x]. Dostaneme
q = −5x + 10
r = −16x2 − 23x + 44



Okruhy a tělesa Okruhy polynomů Dělitelnost na polynomech

Největšı́ společný dělitel

Theorem
Bud’ R těleso. Pak v R[x] libovolné dva nenulové polynomy
majı́ největšı́ společný dělitel.

největšı́ společný dělitel ... je dělitelný libovolným jiným
společným dělitelem.

Proof: ... skoro stejně jako u čı́sel, můžeme použı́t Euklidův
algoritmus.



Okruhy a tělesa Okruhy polynomů Dělitelnost na polynomech

Největšı́ společný dělitel

Theorem
Bud’ R těleso. Pak v R[x] libovolné dva nenulové polynomy
majı́ největšı́ společný dělitel.

největšı́ společný dělitel ... je dělitelný libovolným jiným
společným dělitelem.

Proof: ... skoro stejně jako u čı́sel, můžeme použı́t Euklidův
algoritmus.



Okruhy a tělesa Okruhy polynomů Dělitelnost na polynomech

Konkrétně

Najděte největšı́ společný dělitel polynomů

f =x3 − 3x2 + 5x − 3,

g =4x4 + 4x3 − 4x2 + 20x + 24,

kde f ,g ∈ R[x].

Dostaneme polynom

24x2 − 48x + 72.



Okruhy a tělesa Okruhy polynomů Dělitelnost na polynomech

Konkrétně

Najděte největšı́ společný dělitel polynomů

f =x3 − 3x2 + 5x − 3,

g =4x4 + 4x3 − 4x2 + 20x + 24,

kde f ,g ∈ R[x].
Dostaneme polynom

24x2 − 48x + 72.



Okruhy a tělesa Okruhy polynomů Dělitelnost na polynomech

Bezoutova rovnost

Corollary

Bud’ R těleso, f ,g ∈ R[x] nenulové polynomy a h ∈ R[x] jejich
největšı́ společný dělitel. Pak existujı́ polynomy u, v ∈ R[x]
takové, že f · u + g · v = h.

Proof ... stejně jako u čı́sel, můžeme použı́t Euklidův algoritmus.



Okruhy a tělesa Okruhy polynomů Dělitelnost na polynomech

Přı́klad

Najděte Bezoutovu rovnost pro polynomy z předchozı́ho
přı́kladu, t.j.

f =x3 − 3x2 + 5x − 3,

g =4x4 + 4x3 − 4x2 + 20x + 24.

Dostaneme

24x2 − 48x + 72 =(4x4 + 4x3 − 4x2 + 20x + 24) · 1
−(x3 − 3x2 + 5x − 3) · (4x + 16)



Okruhy a tělesa Okruhy polynomů Dělitelnost na polynomech

Přı́klad

Najděte Bezoutovu rovnost pro polynomy z předchozı́ho
přı́kladu, t.j.

f =x3 − 3x2 + 5x − 3,

g =4x4 + 4x3 − 4x2 + 20x + 24.

Dostaneme

24x2 − 48x + 72 =(4x4 + 4x3 − 4x2 + 20x + 24) · 1
−(x3 − 3x2 + 5x − 3) · (4x + 16)



Okruhy a tělesa Okruhy polynomů Dělitelnost na polynomech

Několik poznámek

Je zřejmé, že největšı́ společný dělitel dvou polynomů nenı́
určen jednoznačně.
Dva největšı́ společnı́ dělitele se lišı́ o vynásobenı́
nenulovým prvkem z R.
Polynom se nazývá normovaný, je-li jeho vedoucı́
koeficient roven 1.
Pokud definujeme největšı́ společný dělitel jako ten
normovaný, pak je určen jednoznačně.
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