Rubikova teorie grup
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ABSTRAKT. V tomto prispévku se snazime vysvétlit zadkladni pojmy z teorie
grup na prikladu klasického hlavolamu Rubikovy kostky. Definujeme pojem grupa
a nékolik dalsich elementarnich pojmi. Popisujeme sktrukturu nékterych podgrup
grupy permutaci na ¢tyfech prvcich. Cviceni na konci obsahuji velmi velkou na-
povédu, jak vSechnu tuto abstraktni teorii aplikovat na feseni Rubikovy kostky.
Text presahuje rozsah prednasky na soustfedéni v Domaslavi.

Teorie grup je rozsahla ¢ast moderni matematiky a jedna ze zakladnich disci-
plin moderni abstraktni algebry. Pojem grupa byl v minolosti zkouman Caylem,
ktery zkoumal nejdfive grupy permutaci, nez byl zaveden pojem abstraktni grupy.
Teorii dost rozsifil i Galois, jehoz teorie dokazuje, Ze pro kofeny polynomu pé-
tého a vyssiho stupné neexistuje vzorec slozeny ze zakladnich operaci a odmocnin.
V Gvodnich kapitolach zavadime zakladni pojmy z teorie grup. K vyfeseni Ru-
bikovy kostky nemusi$ znat nutné vsechny tyto kapitoly, ale nékteré pojmy jsou
nezbytné. MuzeS dokonce preskocit rovnou na posledni kapitolu a pustit se do
navodu a pokud narazi§ na pojem, tak ho vyhledej v tivodnich kapitolach. Po-
dobné dikazy v tvodnich kapitolach jsou spiSe pro zajimavost a jako odpovéd na
otazku ,Jak by se proboha tohle mohlo dokazovat?“ Casto radéji uvadime teo-
retictéjsi diakazy, nez ty elementarni, pro priklad toho, jak dikazy v teorii grup
bézné vypadaji.

Grupy

Grupa pro nas bude mnozina, na které budeme mit dédno nékolik operaci, které
spliiuji podminky napsané nize. Pfesnéji ¢tvefici (G, -, 1,1), kde G je mnozina
proki grupy, -:G x G — G je binarni operace (grupova operace), ~1:G — G je
unarni operace, kterd kazdému prvku ptitadi inverzni prvek a 1 € G je vybrany
prvek grupy, ktery budeme nazjvat jednotkou.! KdyZ je jasné, jaké jsou nase
grupové operace mluvime ¢asto o grupé (G, -, 71, 1) jen jako o grupé G.

Na tyto operace navic klademe podminky:

1) a-(b-c)=(a-b)-c (asociativita)
(2)a-1=1-a=a (jednotka)
B)a-at=ata=1 (inverse)

Nejdulezitéjsi z téchto operaci je -, kterd definuje celou strukturu, dalsimi dvéma
operacemi vlastné fikdme, Ze existuje jednotka a pro kazdy prvek existuje inverzni.

KLICOVA SLOVA. teorie grup, algebra, abstraktni algebra, hlavolamy, Rubikova kostka
INékdy se misto pojmu jednotka pouziva neutralni prvek a misto inverzni prvek opaény
prvek.



Radéji vsak budeme pouzivat tuto notaci s vice operacemi, protoze tim se nam
axiomy grupy zjednodussi o kvantifikatory.

Priklad. Kli¢ovym piikladem grupy pro nés bude Rubikova kostka. Jak tato
grupa vypada? Muzeme na ni nahlizet dvéma zpusoby. Za prvé jako na grupu vsech
moznych uspoifadani kosticek na Rubikové kostce a za druhé jako na posloupnost
tahti, kterymi se k tomuto uspofddani miizeme dostat.

Jednotka pro nas bude zakladni usporadani. Inverse néjakého usporadani je
posloupnost taht, ktery toto uspofadani fesi (tj. vrati do puvodniho stavu). Gru-
pové operaci definujme pro dvé usporadani a, b (tedy i pro dvé posloupnosti tahi,
nebot pro nas je to totéz), za¢neme v uspofaddani a a pak provedeme posloupnost
tahil, kterou bychom se dostali z usporadani zakladniho do uspoirddani b, vysledné
usporadani je a - b.

Tato definice funguje pro Rubikovy kostky vSech rtznych rozmért, véetné kla-
sickych 3 x 3 x 3. Dale se v textu pro jednoduchost budeme odvolavat na Rubikovu
kostku mensi velikosti 2 x 2 x 2. Vétsina tivah vSak skoro beze zmény, nebo s mensi
upravou funguje i pro libovolné velkou kostku.

Piiklad. Uvedeme jesté nékteré grupy, které bézné potkate v matematice. Grupa
nenulovych realnych ¢isel s ndsobenim (R \ {0}, -, 71, 1), multiplikativni grupa ne-
nulovych racionélnich ¢isel (Q\{0}, -, %, 1). Kromé toho jesté aditivni grupa celych
¢isel (Z,+, —,0), nenech se zmdst tim, Ze grupova operace je tady s¢itani, spravné
bychom méli u definice grupy psat né€jaky abstraktni symbol, za ktery pak mtuzeme
dosadit cokoliv.

Naproti tomu, tifeba pfirozend c¢isla se s¢itdnim grupu neutvoii, protoze tam
nemame ani nulu, ani inverzi (v nasm pt¥ipadé —n) pro zadné ptirozené ¢&islo n. Do-
konce ani prirozené ¢isla s nasobenim netvori grupu, prestoze tam mame jednotku
1.

Piiklad. Zajimava grupova operace je tieba skladani zobrazeni, jak je tomu
u permutaénich grup (S,,,0, 71, 1,), kde S,, je mnozina vSech zobrazeni 7 : n — n,
z n-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny, které jsou prosté? a na (tj. bijekce,
nebo také permutace, usporddani prvkia 1,2,...,n). Grupova operace o je pak
skladéni zobrazeni, tj. (m o o)(z) = w(o(z)). Inverse je opatnd permutace, tj.
7 1(z) = y takové, Ze m(y) = z (jeho existenci a jednozna¢nost mame z toho, ze
7 je na a prosté). Jednotka v této grupé je identické zobrazeni, tj. 1, (z) = x.

Priklad. (teorie ¢isel)  Jesté uvedeme par piikladi z teorie ¢isel. Prvni z nich je
additivni grupa zbytkt modulo n, tj. (Z,,+n, —n,0), kde Z,, je mnoZina zbytk
po déleni ¢islem n a vSechny operace jsou definovany modulo n, tj. a+, b je zbytek
¢isla a + b po déleni n.

2Zobrazeni f: A — B je prosté pokud pro kazdé a,b € A, a # b plati f(a) # f(b). Déle f je
na pokud pro kazdé y € B existuje z € A, ze f(z) =y.
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Dalsim pfikladem je multiplikativni grupa nenulovych zbytkd modulo prvocislo
D, (Z;, -, 71.1). Kde nasobeni je modulo p a inverse prvku a je takové b, ze ab = 1
(mod p). Jeho existenci nam zaruc¢uje Bézoutova véta.® Dokonce pokud uvazime
grupu viech zbytkt modulo n, které jsou s n nesoudélné, osnacme ji (Z7,-, ~1, 1),
tak z naprosto stejnyc divodi mizeme definovat inversi. Uvédomte si na tomto
misté, ze tato grupa mé pravé ¢(n) prvki, jesté se na to za chvili odvolame pii
jednom z budoucich priklad.

Jesté nez postoupime dale. Upozorrnim, Ze grupova operace -, se zpravidla
nepise. Tedy vyrazem abc myslime a - b - ¢. Definujme si jesté pro n celé vyraz
a™ jako a™ = aa---a, kde a je na pravé strané pravé n-krat, je-li n kladné. Je-li
zaporné tak jako a” = (a=1)”" a je-li nulové, pak a° = 1.

Réd prvku, grupy a Lagrangeova véta

Je-li a prvek grupy (G, -, 71, 1), fekneme, ze piirozené ¢islo n je ¥dd proku a, pokud
a™ = 1 anavic n je nejmensi takové prirozené ¢islo, tj. pro kazdé k < n plati a™ # 1.
Napriklad otoceni jedné stény rubikovy kostky ma rad 4.

Cviceni. Naleznéte v grupé Z3, alespon jeden prvek kazdého ¥adu: 1,2,5 a 10.
MizZe existovat prvek jiného fadu?

Cviceni. Existuje v grupé Zg prvek radu 47
Tvrzeni. Je-li G grupa a a € G ma ¥ad n, pak a* = 1 pravéz* n | k.

Diikaz. Ptedpokladejme, ze a* = 1. Vydélme k ¢islem n se zbytkem: k = qn + .
Plati a9n = 1, tedy i a” = a*~9" = 1. Tedy musi platit » = 0, jinak dostaneme
spor s definici fadu prvku.

Pro grupu G definujeme 7dd grupy, jako pocet prvki nosné mnoziny G. Tj. fad
grupy je |G|. Mezi fadem grupy a fadem prvku je velice tizky vztah. R4d prvku
g € G, neni nic jiného nez ¥ad pogrupy {¢9° : z € Z} < G.

O grupé G tekneme, Ze je koneénd (koneéného fadu), pokud je ¥ad pFirozené
¢islo, tj. |G| < oo. Z piikladi, které jsme uvedli v pfedchozi kapitole jsou koneéné
grupy permutaci, grupy z teorie ¢isel a také grupa Rubikovy kostky.

Potiebujeme jesté definovat podgrupu, podgrupa je podmnozina grupy, ktera je
sama grupou. Rekneme, ze H C G je podgrupa grupy (G, -, ~1,1), pokud mnozina
H je uzaviend vidi operacim -, ! a 1 € H. Uzavienost znamen4, ze pro kazdé
hi,hy € H plati hihy € Ha hy' € H.

3Jeji znéni a diikaz naleznete v [3].
4Pravé tehdy, kdyz.



Véta. (Lagrange) Pro kazdou konecnou® grupu (G, -, ~1, 1) a jeji podgrupu H <
< @G existuje pfirozené ¢islo [G : H| nazvané index podgrupy H, Ze plati:

|H|-[G: H| = |G|

Specialné rad prvku déli rad grupy, pro kazdou konecnou grupu G.

Dikaz. Nejdiive oznaéme pro prvek g € G, gH mnozinu vSech sou¢int {gh :
h € H}. Uvédom si, Ze pro nekomutativni grupy nemusi platit gH = Hg =
={hg:h e H}.

Uvazme systém podmnozin G, ktery se zklad4a ze vSech mnozin tvaru gH, pro
g € G. Prvni pozorovani je, ze |gH| = |H| pro libovolny prvek g. Najdeme bijekci
b: H — gH mezi témito mnozinami. Definujme b(h) = gh a b=1(k) = g~ k. Plati
b='b(h) = g~ tgh = h a naopak bb~1(k) = g9~ 'k = k, tedy b a b~! jsou navzajem
inverzni zobrazeni a museji tedy byt bijekce.

Druhé pozorovani je, ze bud ¢t H = g2 H, nebo g1 H a g2 H jsou disjunktni.
Predpokladejme, ze g1 H a go H maji neprazdny prunik, tedy existuji hy,he € H,
ze g1h1 = goho, tedy g1 = gzhghl_l. Nasledné pro kazdé h € H plati g1h =
= gohohi'h € goH, nebot hohy*h € H. Tedy g1 H C goH. A obdoné i obracend
goH C g1 H, tedy nakonec g1 H = goH.

Uvazme konecné systém {gH : g € G} a ozna¢me |G : H] poCet riznych mnozin
v tomto systému. Pak nebot pro kazdé g € G je g = gly € gH, tak G je sjednoceni
v8ech téchto mnozin. Kazda z nich ma velikost |H|, tedy |G| = |H| - [G : H]. O

Specidlni pfipadem této véty je Eulerova véta z teorie ¢isel. Pfesnéji Eulerova
véta je presné Lagrangeova véta pro grupu Z;,.

Komutativni grupy a komutator

Zvlastni a jednodus$si podtiidou grup jsou komutativni neboli Abelovské grupy.
Rekneme, 7e grupa je komutativni, pokud kromé axiomt grupy splituje jesté &tvrty
axiom gh = hg pro kazdé dva prvky g, h.

Je-li G grupa, jeji komutativnost budeme ,,mérit“ komutdtorem, ktery pro dva
prvky g, h definujeme jako [g, h] = ghg=*h~!.

Tvrzeni. Grupa G je komutativni pravéz pro kazdé dva prvky g,h € G plati
lg,n] = 1.

Diikaz. Chceme dokézat, ze pro kazdé dva prvky plati gh = hg pravéz [g, h] = 1.
Sta¢i prvni vztah vynasobit zprava prvkem g~ 'h~! = (hg)~!. Tato tprava je
ekvivalentni tedy dokézali jsme zaroven obé implikace. [

5Véta plati i bez piedpokladu koneénosti, pak ale musime trochu zménit vyznam symbold.
Pokud jsi nékdy slysel o tom, jak se po¢ita s kardinély, pak |A| ozna¢ime kardinalitu mnoziny A
a index [G : H| nemusi byt koneény, ale n&jaky kardinal x.
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Konec¢né komutativni grupy nejsou moc zajimavé. VSechny miizeme zkonstruo-
vat z grup Z,. Témto grupam se docela vénuje teorie ¢isel. Nas ovsem budou dale
zajimat hlavné nekomutativni grupy. Z piikladd v tvodni kapitole jsou to grupy
permutaci a hlavné grupa Rubikovy kostky.

Néco malo z permutacnich grup

Zopakujeme definici permutac¢ni grupy. Permutacni grupa S, na n prvcich je mno-
Zina vSech bijektivnich zobrazeni 7:{1,2,...,n} — {1,2,...,n}, spolu s operaci
skladéni zobrazeni, (moo)(z) = m(o(x)). Jednotka v této grupé je identickd permu-
tace, kterou budeme znacit 1,,. Inverse pak inverzni permutace 7—!. Pro zmateni
casto symbol o vynechavame, avSak k nedorozumnéni dojit nemuze.

Cviceni. Kolik mé kazda grupa S, fad? Najdi vSechny prvky v Ss.

Vv

Jak se daji permutace zapisovat? Nejjednodussi je zapisovat je tabulkou, tedy

napiiklad tabulka
_ (1 2 3 4)
T3 21 4

znamena, ze permutace m zobrazi tieba prvek 1 na 3. My vsSak radéji budeme
pouzivat uspornéjsi zapis pomoci cykla, ktery navic jesté popisuje i strukturu
permutace. Ta sama permutace méa zapis pomoci cykli 7 = (1 3)(2)(4). Jesté
uvedeme jeden piiklad, permutace se zdpisem pomoci cykli o = (1 2)(3 4) je
zapsana tabulkou jako

o — (1 2 3 4)

2 1 4 3

Zapis pomoci cyklt se ¢te tak, ze cislo, které je v nékteré zavorce se zobrazi na
dalsi ¢islo v té zavorce, pokud je posledni, tak na prvni. VSimni si, Ze v tabulce
musi byt kazdé ¢islo dvakrat, ale v zapise pomoci cyklid je jen jednou. Rozmysli,
jak se permutace v tomto tvaru skladaji a jak bys pfevadél mezi tabulkou a cykly.
Pokud pfi zapise pomoci cyklti nemiize dojit k nedorozumnéni, vynechédvame
pevné body, tedy zavorky obsahujici jen jedno ¢islo. Pak opravdu bude platit
(12)0(34)=(12)(34), takze symbol o mizeme klidné také vynechavat.

Cvi€eni. Jaky ma fad prvek o = (12)(345)(6789)(10)?

Jesté uvedeme jednu definici, kterd je zalozena na tom, ze existuje homomor-
fismus® z S,, na dvojprvkové grupy ({£1},-, 1, 1). Oznaéme ho sgn : S,, — {£1}
a nazvéme ho znaminko permutace. Tento homomorfismus zobrazuje libovolnou
transpozici (tj. permutaci prohazujici pouze dva prvky) na éislo —1. Ve skutecnosti

SHomomorfismus je zobrazeni, které zachovava grupové operace. Piesnéji f: G — H je ho-
momorfismus pokud f(g-g h) = f(g) -1 f(h), f(g71¢) = f(g) '8 a f(lg) = 1x.



kazdou permutaci umime rozlozit na slozeni transpozic (mizes si zkusit néjaké roz-
lozit) a ackoliv tento rozklad neni nikdy jednoznaé¢ny, tak parita poctu transpozic
je vzdy stejné a vyjadfuje ji znaminko permutace. Pokud je pocet transpozic lichy,
pak znaminko permutace je —1, jinak je znaminko 1.

Permutace m € S,,, které maji znaminko +1 nazveme sudé, ty ostatni liché.
Mnozina vSech sudych permutaci je podgrupou S,, a znaci se A,. Sudé permu-
tace jsou pravé ty permutace, které umime napsat jako sloZeni nékolika (ne nutné
nezavislych) trojcykli.

Cviceni. Jaké je znaminko cyklu délky n, tedy permutace (12 -+ n).

Cviceni. Jeli g € S; permutace, spocti g o (1 3) o g~1. Jak to bude vypadat
v obecném piipadé? Tedy, jak se lisi rozklad na cykly permutace h a ghg™'?

ReZeni Rubikovy kostky

Konecné nastal spravny ¢as vzit si zase do ruky Rubikovu kostku. Jesté upozornim,
ze vSechna tato cviceni jsou primarné urcena pro Rubikovu kostku rozméra 2x2x 2,
pro vétsi se budes muset chvili zamyslet a trochu je zobecnit.

Nejdiive si oznacme nékteré tahy na Rubikové kostce. Bude se nam hodit né-
kolik zakladnich taht. Otoceni pravé stény v kladném sméru oznac¢me R, podobné
otoceni horni a predni stény oznac¢me U a F.7 Otéaéeni v opaéném sméru (tj. podle
sméru hodinovych rucicek) budeme znacit R~ U1 a F~1.

Cviceni 1. Chvili si hraj s kostkou. Kolik z kosticek umi$ dostat na spravné
misto? Zkus navrhnout néjaky postup, jak kostku vyfeSit. Nemusis premyslet,
jestli vSechny tahy umis, spis se jen zamysli, které tahy potfebujes umét.

Cvicéeni 2. Ukaz, ze Rubikova kostka neni komutativni grupa. ,,Spocitej* komu-
tator [R,U].

Narhnéme tedy postup, jak kostku fesit. Prvné zapomeneme na orientaci kos-
ticek a bude nas zajimat jen jejich poloha. Co se polohy tyce zjednodusuje se nam
tedy celd Rubikova kostka na grupu permutaci Sg na osmi prvcich.

Z predchozi kapitoly vime, ze permutaci grupy jsou generovany transpozicemi,
tedy budeme se chtit naucit prohodit dvé kosticky.

Cviceni 3. Pomitze ndm v tom komutator [R, U], co vlastné déla?

Cviceni 4. Zkus pfesunout dvojice prohozenych kosti¢ek komutatorem [R, U] a
pouzij vztahu (1 2)(3 4) o (12 3 4) = (2 4) k prohozeni dvou kosti¢ek za zachovani
polohy vSech ostatnich.

Umis uZ z prohozeni téchto dvou kosti¢ek prohodit libovolné dvé? Zkus pouzit
podobny trik jako predtim a prohodit dvé sousedni kosticky.

77 anglického ,right“, ,upper® a ,front*.
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V tuto chvili bychom meéli byt schopni dostat vsechny kosticky na sva mista.
Zaméime se na jejich natoceni. Kazda kosticka ma celkem tfi mozné natoceni,
spravné, na jednu stranu a na druhou stranu. Tedy natoceni jedné kosticky vlastné
formuje grupu Z3 = {—1,0,1}. VSimni si, Ze f4d v8ech nenulovych (nejednotko-
vych) prvkd v Z3 je pravé 3.

Cvi€eni 5. Jaky je fad komutatoru [R, U]? Pro¢ je to pravé tolik, jak to souvisi
s permutaci, kterou komutator déla na kostickach, a jak to souvisi s natocenim
kosticek. Najdi n € N, ze [R,U]" zachova polohu vsech kosticek, ale ne jejich
natoceni.

Cviceni 6. Umime uZ témito tahy oto¢it kosticky vSemi moZnymi zpiisoby?
Najdi tah, ktery zachova otoceni vsech kosticek na jedné sténé, ale nezachova
otoceni kosticek na protilehlé sténé. Vyuzij k tomu otoceni pfedni stény a toho, ze
otocis kosticku na zadni sténé opacné, nez predtim, kdezto na ostatnich kostickach
uz to bude bih vi co.

Ted uz by jsi mél znét vSechny tahy, které potfebujes k vyfeseni kostky, prestoze
jeSté neumime otacet jen jedinou kosticku. Finta je v tom, Ze ne vSech natoceni
jde dosdhnout, narozdil od permutaci kosticek. Ty, kterych jde se daji popsat tak,
Ze natocCeni kostek spliiuji vztah, ktery vypada jako a1 +as+---+ag =0 (mod 3),
kde a; € Z3 jsou natoceni jednotlivych kosti¢ek pfi spravné zvolené orientaci.

Cviceni 7. Spocitej kolik je vSech moznych konfiguraci Rubikovy kostky 2x2x 2,
tj. Tad grupy této kostky.

Jesté na zavér uvedeme par problémi pro zamysleni nad Rubikovymi kostkami
trochu obecnéji. Vétsina téchto problému neni urcena pro zadny specificky rozmér
kostky a néktera ti mizou ti pomoci pfi feseni velkych az monstréznich kostek.
Nékteré ze zajimavych teoretickych otazek jesté nikdo nevyftesil, takze mas Sanci
byt prvni.

Problém. Popis vSechny mozné uspoiradani Rubikovy kostky v zévislosti na roz-
meérech kostky. Kolik jich je? Zac¢ni u malych rozmeéru.

Problém. Uvaz, ze mas tah t takovy, Zze preskladavd kostky na predni sténé
a na zbytku kostky, ale tyto dvé mnoziny kosti¢ek mezi sebe nemicha. Co déla
komutétor [t, F|? D4 se toho pouzit pro vyfeSeni kostky vétsich rozmért?

Problém. Priedstav si, Ze zna$ tah, ktery prohodi dvé kostky, ale neotodi je.
Umis$ ho vyuzit k tomu, aby jsi nékteré kostky otocil?

Problém. Zkus tyto postupy aplikovat na nepravidelné Rubikovy kostky.

Problém. Najdi co nejkratsi feseni Rubikovy kostky. Za¢ni s rozmérem 2 x 2 X 2.
Je tvoje TeSeni opravdu nejkratsi mozné?



Problém. Jaky je nejmensi pocet tahti, které si musi§ pomatovat pro vyteSeni
Rubikovy kostky v zavislosti na rozmérech?

Tak se do toho pust a vyzkousej si to. Davej si pozor a neztrat se v Rubikové
kostce. A nezapomen zkusit pouzit vSe, co znas o permutacich a z teorie grup,
bude se ti to hodit!
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