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Co o tom vite ze stredni

Permutace n prvku ... pofadi téchto n prvku, pfipadné jejich
pocet.

Example
Kolik riznych péticifernych pfirozenych Cisel Ize vytvofit pomoci
Cislic 1,2, 3, 4,5, pokud kazda Cislice se pouzije jen jednou?
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Co o tom vite ze stredni

Permutace n prvku ... pofadi téchto n prvku, pfipadné jejich
pocet.

Example
Kolik riznych péticifernych pfirozenych Cisel Ize vytvofit pomoci
Cislic 1,2, 3, 4,5, pokud kazda Cislice se pouzije jen jednou?
@ Pocet hledanych péticifernych €isel...permutace mnoziny
{1,2,3,4,5}, t.j. permutace pétiprvkové mnoziny:
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Co o tom vite ze stredni

Permutace n prvku ... pofadi téchto n prvku, pfipadné jejich
pocet.

Example
Kolik riznych péticifernych pfirozenych Cisel Ize vytvofit pomoci
Cislic 1,2, 3, 4,5, pokud kazda Cislice se pouzije jen jednou?
@ Pocet hledanych péticifernych €isel...permutace mnoziny
{1,2,3,4,5}, t.j. permutace pétiprvkové mnoziny:

P(5) = 5! = 120.
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A ted poradné

Definition
Ozna¢me mnozinu X = {1,2,...,n}. Permutace mnoziny X je
vzajemné jednoznacné zobrazeni (bijekce) mnoziny X na sebe.

Neboli:

Kazdému prvku mnoziny X (vzoru) pfifadime prvek mnoziny X
(obraz) tak, aby kazdy prvek mnoziny X mél pravé jeden obraz
a pravé jeden vzor.
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Bud X = {1,2,3,4}. Rozhodnéte, zda nasledujici pfedpis
zadava permutaci mnoziny X:
@ Zobrazeni o : X — X, kde

o(1)=3, 0(2) =1,
o(3)=4, 0(4)=2.
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Bud X = {1,2,3,4}. Rozhodnéte, zda nasledujici pfedpis
zadava permutaci mnoziny X:
@ Zobrazeni o : X — X, kde
o(1)=3, 0(2) =1,
o(3)=4, 0(4)=2.

...ano
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Bud X = {1,2,3,4}. Rozhodnéte, zda nasledujici pfedpis
zadava permutaci mnoziny X:
@ Zobrazeni o : X — X, kde

...ano
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Bud X = {1,2,3,4}. Rozhodnéte, zda nasledujici pfedpis
zadava permutaci mnoziny X:
@ Zobrazeni o : X — X, kde

...ano
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Obvykly zapis

Méjme X = {1,2,3,..., n}. Permutaci o mnoziny X piSeme do
tabulky tvaru

(1 2 3 ... n
7T \o(1) o2 o) ... o(n))
Druhy fadek (obrazy) tvofi néjaké poradi prvkd mnoziny X,
prvni fadek (vzory) fikaji pozici prvku (obrazu) v daném poradi.
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Example

Méjme X = {1,2,3,4}. Permutaci o : X — X z predchoziho
prikladu, ktera je dana predpisem

o(1)=3
o(2) =1
o(3)=4
o(4)=2

zapiSeme ve tvaru
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Néjaky dalSi priklad

Méjme mnozinu X = {1,2,3}.
@ Najdéte vSechny permutace tfiprvkové mnoziny X.

@ UrCete pocCet permutaci mnoziny X a zduvodnéte
teoreticky vas$ vysledek.
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Mnozina vSech permutaci

Méjme mnozinu X = {1,2,3,...,n}. Pak mnozinu vSech
permutaci budeme znacit S,.

Pocet prvku mnoZiny S, jen't=n-(n—1)---3-2-1.

Proof: ...
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Skladani permutaci

@ Z matematické analyzy vite, co to je slozené zobrazeni
(slozena funkce) a za jakych podminek Ize zobrazeni
skladat.

@ Méjme dva prvky o, € Sp. ProtoZe se jedna o bijektivni
zobrazeni X — X, mame korektné definovano jejich
sloZeni o o . To je opét bijektivni zobrazeni a tedy
come Sp.

@ Zduraznéme, Ze je nutné davat pozor na poradi skladani:
(o om)(x) = o(m(x)) pro kazdé x € X.
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Skladani permutaci

Jsou-li permutace ¢ a 7 tvaru
S 2 3 ... n
7T \o(1) o2 o) ... o(n))’

S A L

pak jejich slozeni o o 7 je permutace tvaru

== (ot ey @) - et
7T o (1) o(=(2) o(x(3) ... ox(m))

Zdlraznéme, zZe w o o je obecné Uplné jina permutace!
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Na S, najdéte permutaci o o w, kde permutace o, 7w € Sy jsou

tvaru
/1 23 4 /1 23 4
77\3 14 2)) 7" \3 21 4)
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Na S, najdéte permutaci o o w, kde permutace o, 7w € Sy jsou

tvaru
/1 23 4 /1 23 4
77\3 14 2)) 7" \3 21 4)

(1234 (123 4 _
9°T =131 4 2 321 4)°
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Na S, najdéte permutaci o o w, kde permutace o, 7w € Sy jsou

tvaru
/1 23 4 /1 23 4
77\3 14 2)) 7" \3 21 4)

(1234 (1234 (1234
9°T =131 4 2 3214) \4a132)
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Jesté jeden priklad

Méjme permutace o, w € Sg tvaru

/1234568678
“\6 7 4128 35)
/1234568678
T™\3 1284586 7)

@ Najdéte permutaci o o T,
@ najdéte permutaci 7 o .
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Grupa permutaci

@ Mnozina S, spolecné s operaci skladani permutaci tvofi
konecnou grupu (pro libovolné n € N).

@ Tato grupa neni komutativni, pokud n > 2.

Proof: ...
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Grupa permutaci

@ Mnozina S, spolecné s operaci skladani permutaci tvofi
konecnou grupu (pro libovolné n € N).

@ Tato grupa neni komutativni, pokud n > 2.

Proof: ...
Definition

@ Grupa (Sp, o) se nazyva symetricka grupa stupné n.
@ Operaci o se Casto fika soucin.
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Néjaké dalsi pojmy

Definition
Permutace tvaru

2 3 ... n
2 3 ... n

se nazyva identita.
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Néjaké dalsi pojmy

Permutace tvaru

se nazyva identita.

Permutace tvaru
12 3 ... i ... j ... n
123 ... j ... 1 ... n

se nazyva transpozice.

Jedna se o permutaci, pfi které se prohodi i a j, ostatni zlistane
na misté.
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Néjaké dalSi pojmy

Permutace tvaru

1 ... i1 i2 ik ... Nn
1 ... b ... i3 oo I ...on

se nazyva cyklus délky k.

Jedna se o permutaci, pfi které k prvku vytvofi ‘kolecko’ tvaru

I 2 I3 e k-1 I s
\—/

ostatni zlistane na misté. Transpozice je cyklus délky 2.
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Jiny z&pis cyklu

Misto psani celé permutace
1 Y M ik ... Nn
| i2 i3 i1 ... n
byva efektivnéjsi zapsat pouze ptislusné ‘kolecko’

(i1 ) i27 i37 ey ik—1 ) Ik)

Toto jednoznacéné urCuje, ktery prvek se kam zobrazi. Prvky,
které se v ném nevyskytuji, zGstavaji na misté.
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Jiny zapis permutaci

Definition
Dva Cykly (I'l ) i27 ccog ik*‘l ) Ik) a (j'l aj27 soc 7j/71 7j/) se nazyvajll
nezavislé, jestlize

{i by i1y ik} O {2y s di—15 01 = 0.

Neboli: ‘Kolecka’ se nepotkaji.
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Jiny zapis permutaci

Definition
Dva Cykly (I'l ) i27 ccog ik*‘l ) Ik) a (j'l aj27 soc 7j/71 7j/) se nazyvajll
nezavislé, jestlize

{i by i1y ik} O {2y s di—15 01 = 0.

Neboli: ‘Kolecka’ se nepotkaji.

Rozhodnéte, zda cykly (1,2,5) a (3, 6) jsou nezavislé?
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Jiny zapis permutaci

Definition
Dva Cykly (I'l ) i27 ccog ik*‘l ) Ik) a (j'l aj27 soc 7j/71 7j/) se nazyvajll
nezavislé, jestlize

{i by i1y ik} O {2y s di—15 01 = 0.

Neboli: ‘Kolecka’ se nepotkaji.

Rozhodnéte, zda cykly (1,2,5) a (3, 6) jsou nezavislé?
.. ano

Zejména, jsou-li dva cykly nezavislé, jejich slozeni je nezavislé
na poradi!
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Jiny zapis permutaci

Kazdou neidentickou permutaci mnoziny X = {1,2,...,n} Ize
rozloZit na sloZeni navzajem nezavislych cyklu. Tento rozklad je
dan jednoznacné aZ na poradi cykld.

Proof: ...
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Rozlozte permutaci o € S;g na slozeni nezavislych cykll, kde

/1 2 3456789 10
=\6 10 1 8 57 9 43 2/
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Rozlozte permutaci o € S;g na slozeni nezavislych cykll, kde

/1 2 3456789 10
=\6 10 1 8 57 9 43 2/

@ Dostaneme

0 = (1,6’7,9,3)0(2,10)0(4,8)
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Jiny zapis permutaci

Kazda permutace mnozZiny X = {1,2,...,n} pron> 1 je
sloZeni transpozic.

Proof:
@ id={(i,j)o(j,i)
)=

® (i1 o, ..., i) = (i1, ix) o (iy, Is) o (i1, i)
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Jiny zapis permutaci

Kazda permutace mnozZiny X = {1,2,...,n} pron> 1 je
sloZeni transpozic.

Proof:
@ id=(i,j)o(j,i)
® (it ip, ... ix) = (i1, i) o (i, 13) o (i, i)

=(1,6,7,9,3)0(2,10) 0 (4,8)
=(1,3)0(1,9)0(1,7) 0 (1,6) 0 (2,10) o (4, 8)
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Inverze v permutaci

@ Inverze v permutaci o je dvojice prvkl takova, ze i < ja
o(i) > o()).

’

1 2 3456 8 9 10).
6 10 1 8 5 7 4 3 2)°
@ dvojice 1 < 3 tvofi inverzi,

@ dvojice 1 < 2 netvofi inverzi.

V permutaci o = < ;

A\
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Parita permutace

@ Parita permutace o se definuje jako

sgn(o) = (=1)°,

kde p je poCet inverzi v permutaci o.

@ Permutace o se nazyva suds, jestlize sgn(c) = 1,
permutace o se nazyva licha, jestlize sgn(c) = —1.
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Theorem

@ Permutace, kterd je sloZenim k transpozic, je suda prave
tehdy, kdyZ k je sudé.
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Theorem

@ Permutace, kterd je sloZenim k transpozic, je suda prave
tehdy, kdyZ k je sudé.
© Budte o, 7 € S, permutace. Pak plati

sgn(o o w) = sgn(co) - sgn(r).
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Theorem

@ Permutace, kterd je sloZenim k transpozic, je suda prave
tehdy, kdyZ k je sudé.
© Budte o, 7 € S, permutace. Pak plati

sgn(o o w) = sgn(co) - sgn(r).

© SlozZeni dvou sudych permutaci je suda permutace.

© Mnozina vsech sudych permutaci A, spolecné s operaci o
tvoii grupu. Ta ma § prvkd.

Proof: ...
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Theorem

@ Permutace, kterd je sloZenim k transpozic, je suda prave
tehdy, kdyZ k je sudé.
© Budte o, 7 € S, permutace. Pak plati

sgn(o o w) = sgn(co) - sgn(r).

© SlozZeni dvou sudych permutaci je suda permutace.

© Mnozina vsech sudych permutaci A, spolecné s operaci o
tvoif grupu. Ta ma 3 prvka.

Proof: ...
Definition
Grupa (Ap, o) se nazyva alternujici grupa radu n.
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Néjaky dalsi priklad

Méjme permutaci o € Sqq tvaru

@ Napiste permutaci jako slozeni transpozic.
@ UrCete jeji paritu, t.j. rozhodnéte, zda je suda nebo licha.
@ Urgete paritu permutace 0 = o oo oo.
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0 Pouziti permutaci
@ Symetrie ohraniCenych rovinnych Gtvard
@ Substituéni Sifry
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Zakladni pojmy

@ Ohrani¢eny rovinny utvar ... isec€ka, trojuhelnik, ¢tverec,
obdélnik a pod. umisténé v roviné.

@ Symetrie takového Utvaru ... transformace roviny, které
atvar zobrazi na sebe.
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Symetrie rovnostranného trojuhelniku

1 1 3
3 9 2 3 1 2
identita (2,3) (1,3)
) s e
3 1

1 32 1
(1,2) (1,3,2) = (1,2) o (1,3) (1,2,3) = (1,3) 0 (1,2)
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@ VSechny symetrie rovnostranného trojuhelnika tvofi grupu,
ktera je shodna se symetrickou grupou Ss. Tato grupa se
nazyva dihedralni grupa stupné 3 a znaci Ds. Tvofi ji 3
reflexe a 3 otoceni.

@ Symetrie kazdého pravidelného n-tuhelniku tvofi grupu.
Tato grupa se nazyva dihedralni grupa stupné n a znaci
Dy,. Tvofi ji n reflexi a n otoeni. Pro n > 3 ovSem neplati
D,=S,!

@ Ocislujme vrcholy pravidelného n-uhelniku {1,2,..., n}.
Pak kazdy prvek D, |ze realizovat vhodnou permutaci z
Sh, atedy D, C S, se stejnou operaci skladani.

@ Uvédomme si, ze S, ma n! prvkd, zatimco D, ma 2n prvka.
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Symetrie Ctverce

identita 4 (1,4)0(2,3) ? (1,2)0(3,4) 3719 2

: 0_(1,2) 3 03 o(a 4 (1,%’
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Symetrie Ctverce

identita 4 (1,4)0(2,3) ? (1,2)0(3,4) 3719 2

2 33622é_\11é—\4

17720 4, 30(1,2) 3 I3 4 (1,%’

Napfiklad permutace (1,2) € S4 neni symetrii Ctverce.
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Symetrie méné pravidelnych utvaru

Pro nékteré ohrani¢ené rovinné Utvary plati, Ze jejich grupa
symetrii sestava pouze z otoCeni. Takova grupa se nazyva
cyklicka a v chemii se znaci C,. Je vzdy komutativni.
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Symetrie méné pravidelnych utvaru

Pro nékteré ohrani¢ené rovinné Utvary plati, Ze jejich grupa
symetrii sestava pouze z otoCeni. Takova grupa se nazyva
cyklicka a v chemii se znaci C,. Je vzdy komutativni.

A

1 identita 4 (1,2,3,4) 3 (1,3)0(2,4) 4 (1,4,3,2)

4 3
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Theorem

Mé&jme ohranieny Utvar v roving, jehoz grupa symetrii je
koneéna. Pak tato grupa je bud triviaini (neexistuje Zadna
symetrie kromé identity) nebo je rovna jedné z grup C,, D, pro

vhodné n > 1.
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Theorem

Mé&jme ohranieny Utvar v roving, jehoz grupa symetrii je
koneéna. Pak tato grupa je bud triviaini (neexistuje Zadna
symetrie kromé identity) nebo je rovna jedné z grup C,, D, pro

vhodné n > 1.

Predpoklady véty jsou dulezité! Napfiklad grupa symetrii
kruznice se nerovnda ani jedné z vySe uvedenych, je
nekonec¢na. (Napftiklad reflexe podle libovolného priméru je

symetie kruznice.)
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Pro pfehlednost

Misto Cisel budeme zapisovat pismena abecedy v obvyklém
smyslu, t.j. mame a< 1, b+ 2, ..., Z +> 26.

Substitucni Sifra ... zaména mnoziny symbold (abecedy) za
jinou mnoZinu symbold.
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Monoalfabeticka Sifra

@ Kazdé pismeno zaménime vzjemneé jednoznacné za jiné
pismeno.

@ Kazda permutace zadava jeden kli¢ k zasifrovani, inverzni
permutace pak zadava desifrovani.

@ Mame 26! kli¢u ... nelze Fesit hrubou silou. Jde snadno
fesit statisticky.

__(abcdef
O=\moiusz

@ algebrajejednoducha «»
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Monoalfabeticka Sifra

@ Kazdé pismeno zaménime vzjemneé jednoznacné za jiné
pismeno.

@ Kazda permutace zadava jeden kli¢ k zasifrovani, inverzni
permutace pak zadava desifrovani.

@ Mame 26! kli¢u ... nelze Fesit hrubou silou. Jde snadno
fesit statisticky.

__(abcdef
O=\moiusz

@ algebrajejednoducha «+» mjcsoxmnsnsuelukifm
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Polyalfabeticka Sifra

@ Kazdé pismeno Sifrujeme pomoci jiné permutace.
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Polyalfabeticka Sifra

@ Kazdé pismeno Sifrujeme pomoci jiné permutace.

Example
__(abcdefghijklmnopgrstuvwxyz
ol = moiuszcfhntjgelqgdxbpkyrwva

m
g
abcdefghijklmnopqgrstuvwxyz
lgdxbuszcfhntpk
m
t

UQ:Z(mo:yrwva/ge

- (abcdefgh/jkl

lqgqdxbpkyrfhn

@ algebrajejednoducha «»
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Polyalfabeticka Sifra

@ Kazdé pismeno Sifrujeme pomoci jiné permutace.

Example
P abcdefghijklmnopqrstuvwxyz
1= \moiuszcfhntjgelqgdxbpkyrwva

m
g
abcdefghijklmnopqgrstuvwxyz
lgdxbuszcfhntpk
m
t

UQ:Z(mo:yrwva/ge

- (abcdefgh/jkl

lqgqdxbpkyrfhn

@ algebrajejednoducha «+» mlksovmgbnrxexxkiym
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Sifrovaci stroje

@ Pouzivaly se zejména v
prvni poloviné dvacatého
stoleti.

@ Mechanizovaly pouzivani
polyalfabetickych Sifer.

@ Nejznaméjsi z nich byla
Enigma.

(Obrazek:
www.security-portal.cz)
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Sifrovani odpovida skladani permutaci. Chod pfistroje je dan:
@ tfemi rotory ... permutace p1, p2, p3
@ reflektorem ... sloZzeni nezavislych transpozic p
@ propojovaci deskou ... slozeni nezavislych transpozic =
Pak j-té pismeno zpravy je Sifrovano permutaci

ro (ot oproo)o(o” 0 ppoo )0 (0P opgoaB)op

o078 05" 00%) 0 (57 0 p;" 0 0®) o (07 0 py o) o,

kde o = (ab...Zz) a iy, b, I3 zavisi na j a nastaveni rotoru.
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