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Poéitani v (polo)grupach

Bézné pocitani

@ Bud'(G, %) pologrupa, n > 1 pfirozené ¢islo,
ai, a,...,an € G. Pak vysledek soucinu prvku
ai * a * - - - x ap nezaleZi na jejich uzavorkovani.
@ Bud'(G, ) komutativni pologrupa, n > 1 pfirozené cislo,
ai, a,...,an € G. Pak vysledek soucinu prvku
ai * a * - - - x ap nezaleZi na jejich poradi.

Proof: ... matematicka indukce



Pocitani v (polo)grupach
[e] le]e]

Mocniny v pologrupé

Bud (G, ) pologrupa, n ptirozené ¢islo, a € G. Mocninu a"
definujeme jako soucin

axax---x3g.
~——

n

Tedy mocnina je soucin n exemplarli prvku a. Z pfedchoziho je
jasné, ze mocnina je ur€ena jednoznacné.



Pocitani v (polo)grupach
[e] le]e]

Mocniny v pologrupé

Bud (G, ) pologrupa, n ptirozené ¢islo, a € G. Mocninu a"
definujeme jako soucin

axax---x3g.
~——

n

Tedy mocnina je soucin n exemplarli prvku a. Z pfedchoziho je
jasné, ze mocnina je ur€ena jednoznacné.

Bud'(G, %) pologrupa, m, n prirozena cisla, a € G. Pak plati:
0 anx g’ = am-i-n’
e (am)n — am~n_

Proof: ...



Pocitani v (polo)grupach
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Mocniny v pologrupé s jednotkovym prvkem

Bud (G, ) pologrupa s jednotkovym prvkem. Pokud existuje
inverzni prvek k prvku a € G, oznaéme ho a~'. Prvek, ke
kterému existuje inverze, se nazyva invertibilni.



Poéitani v (polo)grupach
[e]e] e}

Mocniny v pologrupé s jednotkovym prvkem

Bud (G, ) pologrupa s jednotkovym prvkem. Pokud existuje
inverzni prvek k prvku a € G, oznaéme ho a~'. Prvek, ke
kterému existuje inverze, se nazyva invertibilni.

Bud'(G, ) pologrupa s jednotkovym prvkem e. Pak plati:
Qe '=¢
@ (a ') ' = a, kde a ¢ G invertibilni,
Q (ar*xa*---xap) '=a, x---xa, xa;, kde
ai, a, . .., an jsou libovolné invertibilni prvky G.

Proof: ...



Pocitani v (polo)grupach
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Mocniny v grupé

Bud (G, x) grupa, n ptirozené ¢islo, a € G. Klademe
@ g = (an)q,
o & =e.



Pocitani v (polo)grupach
[e]e]e] ]

Mocniny v grupé

Bud (G, x) grupa, n ptirozené ¢islo, a € G. Klademe
@ g = (an)q,
o & =e.

Bud'(G, %) grupa, m, n cela Cisla, a € G. Pak plati:
o amx g’ = am-i-n?
e (am)n — am-n_

Proof: ...
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Podgrupy
000000000

Co to je podgrupa?

Definition
Bud (G, %) grupa a H podmnozina mnoziny G. Rekneme, ze H
je podgrupa grupy G, jestlize jsou splnény nasledujici i
podminky:
@ Pokud a, b € H, pak taky a = b € H. Neboli mnozina H je
uzaviena vzhledem k operaci .
© Plati e € H, kde e je jednotkovy prvek grupy G.
© Pokud a € H, paktaky a~' € H, kde a ' je inverze k prvku
av (G, x).

V.




Podgrupy
[e] lelelelelele]o]e]

N&jaké ptiklady

@ Mnozina Z tvofi podgrupu v (Q, +) a (R, +). Podobné Q
tvofi podgrupu (R, +). Mnozina N netvofi podgrupu v
(Z,+), protoze nespliuje (2) a (3).



Podgrupy
[e] lelelelelele]o]e]

N&jaké ptiklady

@ Mnozina Z tvofi podgrupu v (Q, +) a (R, +). Podobné Q
tvofi podgrupu (R, +). Mnozina N netvofi podgrupu v
(Z,+), protoze nespliuje (2) a (3).

@ Bud ne Z. Pak mnozinanZ = {n-a: a<c 7} je podgrupa v
(Z,+).



Podgrupy
[e] lelelelelele]o]e]

N&jaké ptiklady

@ Mnozina Z tvofi podgrupu v (Q, +) a (R, +). Podobné Q
tvofi podgrupu (R, +). Mnozina N netvofi podgrupu v
(Z,+), protoze nespliuje (2) a (3).

@ Bud ne Z. Pak mnozinanZ = {n-a: a<c 7} je podgrupa v
(Z,+).

© Mnozina R* kladnych redlnych ¢&isel je podgrupa v (R*, ),
kde R* =R\ {0}.



Podgrupy
[e] lelelelelele]o]e]

N&jaké ptiklady

@ Mnozina Z tvofi podgrupu v (Q, +) a (R, +). Podobné Q
tvofi podgrupu (R, +). Mnozina N netvofi podgrupu v
(Z,+), protoze nespliuje (2) a (3).

@ Bud ne Z. Pak mnozinanZ = {n-a: a<c 7} je podgrupa v
(Z,+).

© Mnozina R* kladnych redlnych ¢&isel je podgrupa v (R*, ),
kde R* =R\ {0}.

© Mnozina A, vSech sudych permutaci n-prvkové mnoziny
tvofi podgrupu v (Sp, o).



Podgrupy
[e] lelelelelele]o]e]

N&jaké ptiklady

@ Mnozina Z tvofi podgrupu v (Q, +) a (R, +). Podobné Q
tvofi podgrupu (R, +). Mnozina N netvofi podgrupu v
(Z,+), protoze nespliuje (2) a (3).

@ Bud ne Z. Pak mnozinanZ = {n-a: a<c 7} je podgrupa v
(Z,+).

© Mnozina R* kladnych redlnych ¢&isel je podgrupa v (R*, ),
kde R* =R\ {0}.

© Mnozina A, vSech sudych permutaci n-prvkové mnoziny
tvofi podgrupu v (Sp, o).

© Libovolna grupa (G, ) ma podgrupy {e} a G. Zrejmé {e}
je nejmensi a G je nejvetsi. Tyto podgrupy se nazyvaji
nevlastni. Ostatni podgrupy se nazyvaji viastni.



Podgrupy
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Dulezitd pozorovani

@ Bud'H podgrupa grupy (G, =). Pak = uréuje operaci na
mnoZziné H a (H, ) je sama o sobé grupa.

@ Je-li (G, x) komutativni, pak je i (H, x) komutativni.

Proof: ...



Podgrupy
[e]e] lelelelele]lo]e]

Dulezitd pozorovani

@ Bud'H podgrupa grupy (G, =). Pak = uréuje operaci na
mnoZziné H a (H, ) je sama o sobé grupa.

@ Je-li (G, x) komutativni, pak je i (H, x) komutativni.

Proof: ...

Bud'H podgrupa grupy (G, *) a K podgrupa grupy (H, ). Pak
K je podgrupa grupy (G, ).

Proof: ... zfejmé



Podgrupy
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Praniky podgrup

Budte H; podgrupy grupy (G, ), kde i probihd néjakou
neprazdnou mnoZzinu indexu I. Pak Nic,H; je podgrupa v G.

Neboli: Pranik libovolného poctu podgrup grupy G je zase
podgrupa grupy G.



Podgrupy
[e]e]e] lelelele]le]e]

Praniky podgrup

Budte H; podgrupy grupy (G, ), kde i probihd néjakou
neprazdnou mnoZzinu indexu I. Pak Nic,H; je podgrupa v G.

Neboli: Pranik libovolného poctu podgrup grupy G je zase
podgrupa grupy G.

V grupé (Z, +) uvazme podgrupy
27 ={2a:acZ}={...,—6,-4,-2,0,2,4,6,...}a
32={3a:acz2}=4{...,-9,-6,-3,0,3,6,9,...}.




Podgrupy
[e]e]e] lelelele]le]e]

Praniky podgrup

Budte H; podgrupy grupy (G, ), kde i probihd néjakou
neprazdnou mnoZzinu indexu I. Pak Nic,H; je podgrupa v G.

Neboli: Prunik libovolného poctu podgrup grupy G je zase
podgrupa grupy G.

V grupé (Z, +) uvazme podgrupy

27 ={2a:acZ}={...,—6,-4,-2,0,2,4,6,...}a
32={3a:acz2}=4{...,-9,-6,-3,0,3,6,9,...}.
Pak 2Z N3Z =




Podgrupy
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Praniky podgrup

Budte H; podgrupy grupy (G, ), kde i probihd néjakou
neprazdnou mnoZzinu indexu I. Pak Nic,H; je podgrupa v G.

Neboli: Prunik libovolného poctu podgrup grupy G je zase
podgrupa grupy G.

V grupé (Z, +) uvazme podgrupy

27 ={2a:acZ}={...,—6,-4,-2,0,2,4,6,...}a
32={3a:acz2}=4{...,-9,-6,-3,0,3,6,9,...}.
Pak 2Z N 3Z = 6Z, coz je podgrupa (Z, +).




Podgrupy
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Generovani

@ Bud (G, ) grupa a bud M podmnozina G. Symbolem (M)
oznacme prunik vSech podgrup (G, *), které obsahuji
mnozinu M.



Podgrupy
[e]e]ele] Telelele]e]

Generovani

@ Bud (G, ) grupa a bud M podmnozina G. Symbolem (M)
oznacme prunik vSech podgrup (G, *), které obsahuji
mnozinu M.

@ Z pfedchoziho vime, Ze (M) je podgrupa. Je to nejmensi
podgrupa grupy (G, x) obsahujici mnozinu M.



Podgrupy
[e]e]ele] Telelele]e]

Generovani

@ Bud (G, ) grupa a bud M podmnozina G. Symbolem (M)
oznacme prunik vSech podgrup (G, *), které obsahuji
mnozinu M.

@ Z pfedchoziho vime, Ze (M) je podgrupa. Je to nejmensi
podgrupa grupy (G, x) obsahujici mnozinu M.

@ Podgrupa (M) se nazyva podgrupa generovana mnozinou
M. MnozZinu M nazyvame mnoZinou generatoru grupy (M).



Podgrupy
[e]e]ele] Telelele]e]

Generovani

@ Bud (G, ) grupa a bud M podmnozina G. Symbolem (M)
oznacme prunik vSech podgrup (G, *), které obsahuji
mnozinu M.

@ Z pfedchoziho vime, Ze (M) je podgrupa. Je to nejmensi
podgrupa grupy (G, x) obsahujici mnozinu M.

@ Podgrupa (M) se nazyva podgrupa generovana mnozinou
M. MnozZinu M nazyvame mnoZinou generatoru grupy (M).

@ Pokud M = {ay, ay, ..., an}, pak hovotime o grupé
generované prvky ayp, ao, . . ., ap a oznacujeme struéné
<a1,a2, .- -7an>-



Podgrupy
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Jak popsat podgrupu generovanou mnozinou?

Bud'M # () podmnoZina grupy (G, *). Pak plati:

(M) ={ay xax*---xap: N jepfirozené Cislo,
aj nebo a; ' patiido M pro libovolné i=1,... n}.

Proof: ...



Podgrupy
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Dulezity dusledek

Bud'(G, %) grupa, a € G. Pak plati

(a)={a":neZ}.

Proof: ...



Podgrupy
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Dulezity dusledek

Bud'(G, %) grupa, a € G. Pak plati

(a)={a":neZ}.

Proof: ...

Definition

Grupa (G, ) se nazyva cyklicka, jestlize je generovana
néjakym svym prvkem.




Podgrupy

N&jaké ptiklady

@ Grupa (Zg,+) je generovana prvky [2]s a [3]g, neboli
ZG = ([2]6, [3]6> Plati:
[0]6 = [3]6 + [3le:
[1]6 = [2]6 + [2]6 + [3]e;
[4]6 = [2]6 + [2ls
[Sls = [2]6 + [3]s-



Podgrupy

N&jaké ptiklady

@ Grupa (Zg,+) je generovana prvky [2]s a [3]g, neboli
ZG = ([2]6, [3]6> Plati:
[0]6 = [3]6 + [3le:
[1]6 = [2]6 + [2]6 + [3]e;
[4]6 = [2]6 + [2ls
[Sls = [2]6 + [3]s-
@ Grupa (Zg, +) je generovana prvkem [1]g, neboli
Zs = <[1]6> Plati:
[0]6 = [1]e + [1]6 + [1]6 + [1]l6 + [1]6 + [1]6s
[2]6 = [1]6 + [1]s:
[8l6 = [1]6 + [1]6 + [1]6>
[4]6 = [1]6 + [1]6 + [1]6 + [1]6;
[5]6 = [1]6 + [1]l6 + [1]6 + [1]6 + [1]6-



Podgrupy

N&jaké ptiklady

@ Grupa (Zg,+) je generovana prvky [2]s a [3]g, neboli
ZG = ([2]6, [3]6> Plati:
[0]6 = [3]6 + [3le:
[1]6 = [2]6 + [2]6 + [3]e;
[4]6 = [2]6 + [2ls
[5]6 = [2]6 + [3]e-
@ Grupa (Zg,+) je generovana prvkem [1]g, neboli
Ze = <[1]6> Plati:
[0]6 = [1]6 + [1]6 + [1l6 + [1]6 + [1]6 + [1]6,
[2]6 = [1]6 + e
[8l6 = [1]6 + [1]6 + [1]6>
[4]6 = [1]6 + [1]6 + [1]6 + [1]6;
[5]6 = [1]6 + [1]l6 + [1]6 + [1]6 + [1]6-
Tato grupa je tedy cyklicka.



Podgrupy
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N&jaké ptiklady

@ Grupa (Z,+) je cyklicka, je generovana prvkem 1.



Podgrupy
0000000080

N&jaké ptiklady

@ Grupa (Z,+) je cyklicka, je generovana prvkem 1.

@ Grupa (Zn, +) je cyklickd, je generovana prvkem [1],.
Navic multiplikativni tabulka této grupy je plné popsana
vztahem [1], + --- + [1]n = [0] 5.

—_——

n



Podgrupy
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N&jaké ptiklady

@ Grupa (Z,+) je cyklicka, je generovana prvkem 1.

@ Grupa (Zn, +) je cyklickd, je generovana prvkem [1],.
Navic multiplikativni tabulka této grupy je plné popsana
vztahem [1], + --- + [1]n = [0] 5.

—_——
n

@ Grupa (Z3,-), kde Z; = Z7 \ {[0]7}, je cyklicka, je
generovana prvkem [3];. Plati:
[3]7 - [8]7 = [2]7,

[3]7 - [3]7 - [3]7 = [6]7,

[3]7 - [3]7 - [3]7 - [8]7 = [4]7,
[2]7 - [6]7 = [5]7,

[6]7 - [6]7 = [1]7.



Podgrupy
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N&jaké ptiklady

@ Grupa D, vSech symetrii pravidelného n-uhelnika je
generovana otocenim r o Ghel 27” a libovolnou reflexi d,
jejiz osa prochazi jednim z vrchold. Plati:

Dp={(r,dy={r,r?,....r" " id=r"d,rod,....,r" ' od}.

Navic multiplikativni tabulka této grupy je plné popsana
vztahy r" = id,d® = id,dor=r""1od.



Podgrupy
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N&jaké ptiklady

@ Grupa D, vSech symetrii pravidelného n-uhelnika je
generovana otocenim r o Ghel 27” a libovolnou reflexi d,
jejiz osa prochazi jednim z vrchold. Plati:

Dp={(r,dy={r,r?,....r" " id=r"d,rod,....,r" ' od}.

Navic multiplikativni tabulka této grupy je plné popsana
vztahy r" = id,d® = id,dor=r""1od.

@ Grupa Cj, vSech jeho rotaci je podgrupa D,, ktera je
generovana prvkem r. Tedy C, = (r) = {id,r,r?,... r" 1.



Podgrupy
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N&jaké ptiklady

@ Grupa D, vSech symetrii pravidelného n-uhelnika je
generovana otocenim r o Ghel 27” a libovolnou reflexi d,
jejiz osa prochazi jednim z vrchold. Plati:

Dp={(r,dy={r,r?,....r" " id=r"d,rod,....,r" ' od}.

Navic multiplikativni tabulka této grupy je plné popsana
vztahy r" = id,d® = id,dor=r""1od.
@ Grupa Cj, vSech jeho rotaci je podgrupa D,, ktera je
generovana prvkem r. Tedy C, = (r) = {id,r,r?,... r" 1.
@ Grupa S, vSech permutaci n—prvkové mnoziny je
generovana mnozinou vSech transpozic. Dokonce staci
vzit pouze transpozice tvaru (1,/) pro i =2, ..., n, protoze

plati (i,j) = (1,i) o (1,5) o (1,1).
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e Izomorfismy grup



Izomorfismy grup
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Co to je izomorfismus grup?

@ Budte (G, *) a (H,e) grupy a f: G — H bijektivni
(vzdjemné jednoznacné) zobrazeni. Rekneme, Ze f je
izomorfismus grupy G na grupu H, jestlize pro libovolné
prvky a, b € G plati:

f(ax b) = f(a) e f(b).

@ Grupy G, H se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje
izomorfismus G — H.

@ Toto se obvykle zapisuje jako G = H.




Izomorfismy grup
0®00000

Prvni pfiklad

Grupa (Zp, +) je izomorfni s grupou ({1,—1},), coz je
podgrupa (R*,-). lzomorfismus f: Zy — {—1,1} je dan
predpisem:

f([0]2) =1, f([1]2) = —1.

Proc je zobrazeni f izomorfismus?



Izomorfismy grup
0®00000

Prvni pfiklad

Grupa (Zp, +) je izomorfni s grupou ({1,—1},), coz je
podgrupa (R*,-). lzomorfismus f: Zy — {—1,1} je dan
predpisem:

f([0]2) =1, f([1]2) = —1.

Proc je zobrazeni f izomorfismus?
Zobrazeni je zfejmé bijektivni. Zobrazeni splnuje:

@ f([0]2 + [0]2) = f([0]2) = 1, f([0]2) - f([0]2) = 1-1 =1,



Izomorfismy grup
0®00000

Prvni pfiklad

Grupa (Zp, +) je izomorfni s grupou ({1,—1},), coz je
podgrupa (R*, ). Izomorfismus f : Zo — {—1,1} je dan
predpisem:
f(102) =1, f([1]2) = 1.

Proc je zobrazeni f izomorfismus?
Zobrazeni je zfejmé bijektivni. Zobrazeni splnuje:

o f([0]2 + [0]2) = f([0]2) = 1, f([0]2) - ([0]2) = 1-1 =1,

o f([1l2+[1]2) = f([0]2) = 1, f([1]2) - f([1]2) = —=1- =1 =1,



Izomorfismy grup
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Prvni pfiklad

Grupa (Zp, +) je izomorfni s grupou ({1,—1},), coz je
podgrupa (R*, ). Izomorfismus f : Zo — {—1,1} je dan
predpisem:
f([0]2) =1, f([1]2) = 1.

Proc je zobrazeni f izomorfismus?
Zobrazeni je zfejmé bijektivni. Zobrazeni splfiuje:

@ f([0]2 + [0]2) = f([0]2) = 1, f([0]2) - f([0]2) = 1-1 =1,

o f([1]2+[1]2) = f([0]2) = 1, f([1]2) - f([1]2) = =1 - -1 =1,

o f([1]2 +[0]2) = f([1]2) = -1, f([1]2) - /([0]2) = —1 -1 = -1,



Izomorfismy grup

Prvni pfiklad

Grupa (Zp, +) je izomorfni s grupou ({1,—1},), coz je
podgrupa (R*, ). Izomorfismus f : Zo — {—1,1} je dan

predpisem:
f([0]2) =1, f([1]2) = —1.

Proc je zobrazeni f izomorfismus?

Zobrazeni je zfejmé bijektivni. Zobrazeni splfiuje:
@ f([0]2 + [0]2) = f([0]2) = 1, f([0]2) - f([0]2) = 1-1 =1,

F([1)2 + [1]2) = £([02) = 1, f([1]2) - £([1]2) = =1 - —1 =1,

o H([1]2+[0]2) = A([1]2) = —1, A([1]2) - ([0]2) = —1 -1 = —1,
@ f([0]2 + [1]2) = f([1]2) = —1, f([0]2) - f([1]2) =1- -1 = —1.



Izomorfismy grup
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Prvni pfiklad

Grupa (Zp, +) je izomorfni s grupou ({1,—1},), coz je
podgrupa (R*, ). Izomorfismus f : Zo — {—1,1} je dan

predpisem:
f([0]2) =1, f([1]2) = —1.
Proc je zobrazeni f izomorfismus?
Zobrazeni je zfejmé bijektivni. Zobrazeni splfiuje:
@ f([0]2 + [0]2) = f([0]2) = 1, f([0]2) - f([0]2) = 1-1 =1,
o f([1]2+ [1]2) = £([0]2) = 1, (1)) - (1)) = —1- 1 =1,
o H([1]2+[0]2) = A([1]2) = —1, A([1]2) - ([0]2) = —1 -1 = —1,
o f([0]2 +[1]2) = f([1]2) = —1, f([0]2) - f([1]2) = 1- -1 = —1.
Tedy pro libovolné a, b € Z, plati f(a+ b) = f(a) - f(b).



Izomorfismy grup
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Druhy ptiklad

Grupa (Z, +) je izomorfni s grupou (nZ, +) pro libovolné n € N.
lzomorfismus f : Z — nZ je dan pro kazdé a € Z predpisem:

fla)=n-a.

Pro¢ je zobrazeni f izomorfismus?



Izomorfismy grup
fole] Yololele)

Druhy ptiklad

Grupa (Z, +) je izomorfni s grupou (nZ, +) pro libovolné n € N.
lzomorfismus f : Z — nZ je dan pro kazdé a € Z predpisem:

fla)=n-a.

Pro¢ je zobrazeni f izomorfismus?
Zobrazeni je zfejmé bijektivni. Zobrazeni splfiuje:

fla+b)=n-(a+b)=n-a+n-b,
f(a)+f(b)=n-a+n-b

pro libovolnd a, b € Z. Dostaneme f(a+ b) = f(a) + f(b).
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Treti priklad

Grupa (R, -) je izomorfni s grupou (R, +). Izomorfismus je dan
zobrazenim
log : RT — R.

Pro€ je zobrazeni log izomorfismus?
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Treti priklad

Grupa (R, -) je izomorfni s grupou (R, +). Izomorfismus je dan
zobrazenim
log : RT — R.

Pro€ je zobrazeni log izomorfismus?
Z analyzy vite, Ze zobrazeni je bijektivni. Zbytek plyne ze
znamého vztahu

log(a- b) = log(a) + log(b)

pro libovolna a,b € R*.
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Ctvrty priklad

Grupa (Zg, +) je izomorfni s grupou (Z3, -). lzomorfismus
f:Ze — 75 je dan predpisem

f([0]6) = [1]7, f([1]le) = [3]7,

f([2l6) = [2]7, f([3le) = [6]7,

f([4]6) = [4]7, f([5ls) = [5]7-

Pro¢ je zobrazeni f izomorfismus?
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Ctvrty priklad

Grupa (Zg, +) je izomorfni s grupou (Z3, -). lzomorfismus
f:Ze — 75 je dan predpisem

f([0ls) = [1]7, f([1]6) = [3]7,
f([2le) = [2]7, f([3]e) = [6]7,
f([4]e) = [4]7, f([5]6) = [5]7

Pro¢ je zobrazeni f izomorfismus?
Staci porovnat scitaci tabulku Zg a multiplikativni tabulku Z3.
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A ted obecné

Definition
Pocet prvkl grupy G se nazyva rad grupy G.
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A ted obecné

Definition
Pocet prvkl grupy G se nazyva rad grupy G.

@ Libovolna nekonecna cyklicka grupa je izomorfni grupé
(Z,+).

@ Libovolna konecna cyklicka grupa fadu n je izomorfni
grupé (Zn, +).

Proof: ...
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Cayleyova véta

@ Libovolna grupa je izomorfni néjaké podgrupé grupy vsech
permutaci (S(X), o) néjaké vhodné mnoZiny X.
(Mnozina X mudzZe byt nekonecna!)

@ KaZda konecna grupa radu n je izomorfni néjaké podgrupé
grupy (Sp, o) vSech permutaci n-prvkové mnoZiny.

v
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