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@ Koreny polynoma

e Polynomy nad C, R a Q
© Derivace v algebie

Q Poznamka — polynomy nad kone¢nymi télesy



Koreny polynomul

o Kofeny polynoma



Koreny polynomul
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Zakladni definice

@ Bud (R, +,-) téleso, f = ap,x" + - - - + a;x + ag polynom z
R[x] a ¢ € R. Prvek

an-c"+---+a-c+ap

télesa R se nazyva hodnota polynomu f v prvku c.
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Zakladni definice

@ Bud (R, +,-) téleso, f = ap,x" + - - - + a;x + ag polynom z
R[x] a ¢ € R. Prvek

an-c"+---+a-c+ap

télesa R se nazyva hodnota polynomu f v prvku c.

@ Hodnotu polynomu f € R[x] v prvku ¢ € R oznaCujeme
f(c).
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Zakladni definice

@ Bud (R, +,-) téleso, f = ap,x" + - - - + a;x + ag polynom z
R[x] a ¢ € R. Prvek

an-c"+---+a-c+ap

télesa R se nazyva hodnota polynomu f v prvku c.

@ Hodnotu polynomu f € R[x] v prvku ¢ € R oznaCujeme
f(c).

Hodnota polynomu f = 4x? +-2x +1 € R[x] vbodé 2 € R je
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Zakladni definice

@ Bud (R, +,-) téleso, f = ap,x" + - - - + a;x + ag polynom z
R[x] a ¢ € R. Prvek

an-c"+---+a-c+ap

télesa R se nazyva hodnota polynomu f v prvku c.

@ Hodnotu polynomu f € R[x] v prvku ¢ € R oznaCujeme
f(c).

Hodnota polynomu f = 4x? +-2x +1 € R[x] vbodé 2 € R je

4.2242.241=21.
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Dalsi zakladni definice

Definition

Bud f polynom nad télesem R, ¢ € R. Rekneme, Ze c je kofen
polynomu f, jestlize f(c) = 0.




Koreny polynomul
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Dalsi zakladni definice

Bud f polynom nad télesem R, ¢ € R. Rekneme, Ze c je kofen
polynomu f, jestlize f(c) = 0.

Mgjme polynom x3 — 7x + 6 € R[x]. Pak:
@ Proprvek2 c Rplati2® — 7.2 +6 = 0 a tedy 2 je korenem.

A




Koreny polynomul
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Dalsi zakladni definice

Bud f polynom nad télesem R, ¢ € R. Rekneme, Ze c je kofen
polynomu f, jestlize f(c) = 0.

Mgjme polynom x3 — 7x + 6 € R[x]. Pak:
@ Proprvek2 c Rplati2® — 7.2 +6 = 0 a tedy 2 je korenem.

@ Proprvek 3 € Rplati 33 — 7-3 + 6 = 12 a tedy 2 neni
kofenem.

A
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Zakladni vlastnost

Bud'R téleso. Pak c € R je kofenem polynomu f € R[x] pravé
tehdy, kdyZ (x — c)|f.

Proof: ...



Koreny polynomul
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Zakladni vlastnost

Bud'R téleso. Pak c € R je kofenem polynomu f € R[x] pravé
tehdy, kdyZ (x — c)|f.

Proof: ...

Example

Pro polynom x2 — 7x + 6 € R[x] a jeho kofen 2 plati
(B —-7x+6):(x—2)=x*+2x—-3

neboli

(B —7x+6)=(x*+2x-3)-(x—2)
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Nasobné koreny

Definition
@ Bud R téleso, f € R[x] a ¢ € R koten polynomu f.

Ptirozené Cislo k se nazyva nasobnost kofene c, jestlize
(x —c)¥|fa(x —c)kt1 | 1.
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Nasobné koreny

Definition
@ Bud Rtéleso, f € R[x] a ¢ € R kofen polynomu f.
Ptirozené Cislo k se nazyva nasobnost kofene c, jestlize
(x —c)¥|fa(x —c)kt1 | 1.
@ Kofeny nasobnosti jedna se nazyvaji jednoduché.
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Nasobné koreny

@ Bud Rtéleso, f € R[x] a ¢ € R kofen polynomu f.
Ptirozené Cislo k se nazyva nasobnost kofene c, jestlize
(x —c)¥|fa(x —c)kt1 {f.

@ Kofeny nasobnosti jedna se nazyvaji jednoduché.

Pro polynom x® — 7x + 6 € R[] plati, Ze jeho kofen 2 je
jednoduchy.

N
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Nasobné koreny

@ Bud Rtéleso, f € R[x] a ¢ € R kofen polynomu f.
Ptirozené Cislo k se nazyva nasobnost kofene c, jestlize
(x —c)¥|fa(x —c)kt1 {f.

@ Kofeny nasobnosti jedna se nazyvaji jednoduché.

Pro polynom x® — 7x + 6 € R[] plati, Ze jeho kofen 2 je
jednoduchy. Plati:

X3 —7x+6=(x—2)?2.(x+4)+ (5x —10)

N
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Kolik mé& polynom kofena?

Bud'R téleso. Pak nenulovy polynom f € R[x] ma nejvyse st(f)
korenu, pocitame-li je i s nasobnosti.

Proof: ...
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Kolik mé& polynom kofena?

Bud'R téleso. Pak nenulovy polynom f € R[x] ma nejvyse st(f)
korenu, pocitame-li je i s nasobnosti.

Proof: ...
Neboli: Soucet ndsobnosti vSech kofenl polynomu f € R[x] je
mensi nebo roven st(f).
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Priklady

@ Polynom x? — 2x — 3 € R[x] méa dva jednoduché reainé
kofeny 1, —3.
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Priklady

@ Polynom x? — 2x — 3 € R[x] méa dva jednoduché reainé
kofeny 1, —3.
@ Polynom x? + 1 € R[x] nema zadné realné kofeny.
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Priklady

@ Polynom x? — 2x — 3 € R[x] méa dva jednoduché reainé
kofeny 1, —3.

@ Polynom x? + 1 € R[x] nema zadné realné kofeny.

© Polynom x? — 2x + 1 € R[x] méa jeden dvojnasobny kofen
1.
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Priklady

@ Polynom x? — 2x — 3 € R[x] méa dva jednoduché reainé
kofeny 1, —3.

@ Polynom x? + 1 € R[x] nema zadné realné kofeny.

© Polynom x? — 2x + 1 € R[x] méa jeden dvojnasobny kofen
1.

@ Polynom x3 — 4x2 + x — 4 € R[x] mé jeden jednoduchy
realny kofen 4.
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Priklady

@ Polynom x? — 2x — 3 € R[x] méa dva jednoduché reainé
kofeny 1, —3.

@ Polynom x? + 1 € R[x] nema zadné realné kofeny.

© Polynom x? — 2x + 1 € R[x] méa jeden dvojnasobny kofen
1.

@ Polynom x3 — 4x2 + x — 4 € R[x] mé jeden jednoduchy
realny kofen 4.
@ Polynom x? — 2 € Q[x] nemé zadné racionalni kofeny.
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Priklady

@ Polynom x? — 2x — 3 € R[x] ma dva jednoduché realné
kofeny 1, —3.

@ Polynom x? + 1 € R[x] nema zadné realné koteny.

© Polynom x? — 2x + 1 € R[x] méa jeden dvojnasobny kofen
1.

@ Polynom x3 — 4x2 + x — 4 € R[x] mé jeden jednoduchy
realny kofen 4.

@ Polynom x? — 2 € Q[x] nemé zadné racionalni kofeny.

@ Polynom x? — 2 € R[x] ma dva jednoduché realné kofeny

+/2.
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Priklady

@ Polynom x? — 2x — 3 € R[x] ma dva jednoduché realné
kofeny 1, —3.

@ Polynom x? + 1 € R[x] nema zadné realné koteny.

© Polynom x? — 2x + 1 € R[x] méa jeden dvojnasobny kofen
1.

@ Polynom x3 — 4x2 + x — 4 € R[x] mé jeden jednoduchy
realny kofen 4.

@ Polynom x? — 2 € Q[x] nemé zadné racionalni kofeny.

@ Polynom x? — 2 € R[x] ma dva jednoduché realné kofeny
+v2.

@ Polynom x3 + 2x € Z3[x] ma tfi jednoduché kofeny 0, 1,2
(pfesnéji: [0]s, [1]3, [2]a)-
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Ireducibilni polynomy obecné

Definition

Bud R téleso. Polynom f nad R se nazyva ireducibilni nad R,
jestlize je nekonstantni a nelze jej rozlozit na soucin dvou
nekonstatntnich polynomu.
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Ireducibilni polynomy obecné

Bud R téleso. Polynom f nad R se nazyva ireducibilni nad R,

jestlize je nekonstantni a nelze jej rozlozit na soucin dvou
nekonstatntnich polynomu.

@ Polynom x? — 2 neni ireducibilni nad R, protoZe Ize zapsat
jako (x — v2)(x +V2).

@ Polynom x? — 2 je ireducibilni nad Q, protoZze nemé
raciondlni kofen a nelze tedy zapsat jako soucin dvou
nekonstantnich racionalnich polynomu.
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Rozklady polynomu obecné

Theorem

Bud'R téleso a f € R[x] nenulovy polynom. Pak existuji k € Ny,
ireducibilni normované polynomy py, ...,px € R[x] a a € R tak,
Ze

Tento rozklad polynomu f je jednoznacny (aZ na poradi Cinitelu).

Proof: ...



Koreny polynomul
0000000@

Rozklady polynomu obecné

Theorem

Bud'R téleso a f € R[x] nenulovy polynom. Pak existuji k € Ny,
ireducibilni normované polynomy py, ...,px € R[x] a a € R tak,
Ze

Tento rozklad polynomu f je jednoznacny (aZ na poradi Cinitelu).

Proof: ...

Polynom x® — 2x? — x + 2 € R[x] Ize rozlozit jako
y

(x—=2)(x —1)(x+1).
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9 Polynomy nad C, R a Q
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Zakladni véta algebry

Kazdy nekonstantni polynom v C[x] ma kofen v C.

Proof: ... téZka matematicka analyza
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Ireducibilni polynomy nad R

Corollary

@ Polynom f € C[x] je ireducibilni nad C pravé tehdy, kdyZ je
linearni.
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Ireducibilni polynomy nad R

Corollary

@ Polynom f € C[x] je ireducibilni nad C pravé tehdy, kdyZ je
linearni.

@ Bud'f € C[x] nenulovy polynom s vedoucim koeficientem
a. Pak f Ize jednoznacné (aZ na poradi Cinitelt) vyjadrit
Jako

f=a(x—cy)...(x—cn),

kdecq,...,ch e C.
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Ireducibilni polynomy nad R

Corollary

@ Polynom f € C[x] je ireducibilni nad C pravé tehdy, kdyZ je
linearni.

@ Bud'f € C[x] nenulovy polynom s vedoucim koeficientem
a. Pak f Ize jednoznacné (aZ na poradi Cinitelt) vyjadrit
Jako

f=a(x—cy)...(x—cn),
kdecq,...,ch e C.

@ Kazdy polynom f € C[x] stupné n > 0 ma pravé n kofent
(pocitame-li je s jejich nasobnosti).
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Ireducibilni polynomy nad R

Je-li komplexni ¢islo a + bi kofenem polynomu f € R[x], pak i
komplexné sdruzZené cislo a — bi je kofenem f.

Proof:
@ g:=(x—a-bi)(x—a+bi) = x*> - (2a)x+ (&% + b?) € R[x]
@ zbytek po déleni polynomem g je lineéarni polynom kx + g,
k,q € R, ktery mé v bodé a + bi komplexni hodnotu.
Vypocet implikuje, ze to jde pouze kdyz k = g = 0.
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Ireducibilni polynomy nad R

Je-li komplexni ¢islo a + bi kofenem polynomu f € R[x], pak i
komplexné sdruzZené cislo a — bi je kofenem f.

Proof:
@ g:=(x—a-bi)(x—a+bi) = x*> - (2a)x+ (&% + b?) € R[x]
@ zbytek po déleni polynomem g je lineéarni polynom kx + g,
k,q € R, ktery mé v bodé a + bi komplexni hodnotu.
Vypocet implikuje, ze to jde pouze kdyz k = g = 0.

Ireducibilni polynomy v R[x] jsou prave linearni polynomy a
kvadratické polynomy se zapornym diskriminantem.

Proof: ...
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Priklady

@ Polynom x — 4 je ireducibilni nad R.
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Priklady

@ Polynom x — 4 je ireducibilni nad R.

@ Polynom x? + 2x — 3 neni ireducibilni nad R, protoZe plati
X2 +2x—3=(x—1)(x+3).
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Priklady

@ Polynom x — 4 je ireducibilni nad R.

@ Polynom x? + 2x — 3 neni ireducibilni nad R, protoZe plati
X2 +2x—3=(x—1)(x+3).

@ Polynom x2 + x + 9 je ireducibilni nad R, protoZe nema
realné kofeny.
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Priklady

@ Polynom x — 4 je ireducibilni nad R.

@ Polynom x? + 2x — 3 neni ireducibilni nad R, protoZe plati
X2 +2x—3=(x—1)(x+3).

@ Polynom x2 + x + 9 je ireducibilni nad R, protoZe nema
realné kofeny.

@ Polynom x3 — x? + x — 1 neni ireducibilni nad R, protoze
plati x3 — x% +x —1 = (x — 1)(x® + 1).
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Polynomy nad Q

Pro studium polynomu nad Q staci studovat polynomy s
celoc¢iselnymi koeficienty. Kazdy polynom z Q[x] mizeme
vynasobit sou¢inem jmenovatell koeficientl, abychom dostali
polynom s celoCiselnymi koeficienty. Ten se chova ‘stejné az na
nasobek’ jako puvodni polynom.
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Polynomy nad Q

Pro studium polynomu nad Q staci studovat polynomy s
celoc¢iselnymi koeficienty. Kazdy polynom z Q[x] mizeme
vynasobit sou¢inem jmenovatell koeficientl, abychom dostali
polynom s celoCiselnymi koeficienty. Ten se chova ‘stejné az na
nasobek’ jako puvodni polynom.

Necht'f = apx" + - - - + ayx + ap € Q[x] je polynom s
celoc¢iselnymi koeficienty a £ je jeho racionalni kofen takovy, Ze
NSD(r,s) = 1. Pak plati s|a, a r|ap.

Proof: ...



Polynomy nad C, R a Q
00008000000

Polynomy nad Q

Pro studium polynomu nad Q staci studovat polynomy s
celoc¢iselnymi koeficienty. Kazdy polynom z Q[x] mizeme
vynasobit sou¢inem jmenovatell koeficientl, abychom dostali
polynom s celo€iselnymi koeficienty. Ten se chové ‘stejné az na
nasobek’ jako puvodni polynom.

Necht'f = apx" + - - - + ayx + ap € Q[x] je polynom s
celoc¢iselnymi koeficienty a £ je jeho racionalni kofen takovy, Ze
NSD(r,s) = 1. Pak plati s|a, a r|ap.

Proof: ...

Naopak to neplati! Pomoci této véty ziskdame vSechna
racionalni Cisla, ktera mohou (a taky nemusi) byt raciondlni
kofeny. Nicméneé vime, Ze Zadné jiné raciondlni kofeny uz
neexistuji.
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Najdéte vSechny adepty na racionalni kofeny polynomu

10x% — 9x3 — 23x2 + 4.
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Example
Najdéte vSechny adepty na racionalni kofeny polynomu

10x% — 9x3 — 23x2 + 4.

Mame r € {+4,+2,+1}asec {£10,4+5,4+2,+1}.
Dohromady dostaneme:
2 4 1 1 1

.
— +- 4+- 42 4+4 +— +1. +— +-_1.
s € (F5: 45 #2, 24 +5, 41, 25,45}
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Example
Najdéte vSechny adepty na racionalni kofeny polynomu

10x% — 9x3 — 23x2 + 4.

Mame r € {+4,+2,+1}asec {£10,4+5,4+2,+1}.
Dohromady dostaneme:
2 4 1 1 1
j: , =, +2,+4, +—, +1, &+ ==
= 5’ 5’ 10 2}
Ptitom kofeny polynomu jsou 2, —%, —1 a 2. (V&echny jsou
jednoduché.)
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Dulezité dusledky

Corollary

Necht'f = apx" + - - - + ayx + ag € Q[x] je polynom s
celociselnymi koeficienty stupné n.

@ Je-li celé Cislo c kofenem polynomu f, pak c|ag.
@ Pokud f je normovany polynom, pak kazdy jeho racionalni

7z w7

koren je celé Cislo.
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Ireducibilni polynomy nad Q

@ Na rozdil od R[x], ireducibilni polynomy v Q[x] nelze
vSechny explicitné popsat.

@ Na rozdil od R[x], v Q[x] existuji ireducibilni polynomy
libovolného stupné.

@ Ireducibilni polynomy v Q[x] jsou napfiklad polynomu tvaru
x™ + 2 pro libovolné n € N.

@ Existuji kritéria, podle kterych Ize ireducibilitu néktrych
polynomU rozpoznat.
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Eisensteinovo kritérium

Bud'f = apx" + - -- + a1 x + ag polynom s celoc¢iselnymi
koeficienty stupné n > 0. Necht existuje prvocislo p takoveé, Ze
plan—1,plan-z,...,plai,plac apt an ap? f a. Pak polynom f
fe ireducibilni nad Q.

Proof: ...
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Eisensteinovo kritérium

Bud'f = apx" + - -- + a1 x + ag polynom s celoc¢iselnymi
koeficienty stupné n > 0. Necht existuje prvocislo p takoveé, Ze
plan—1,plan-z,...,plai,plac apt an ap? f a. Pak polynom f
fe ireducibilni nad Q.

Proof: ...

Polynom 3x* 4+ 15x2 + 10 je ireducibilni nad Q.
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Eisensteinovo kritérium

Bud'f = apx" + - -- + a1 x + ag polynom s celoc¢iselnymi
koeficienty stupné n > 0. Necht existuje prvocislo p takoveé, Ze
plan—1,plan-z,...,plai,plac apt an ap? f a. Pak polynom f
fe ireducibilni nad Q.

Proof: ...

Polynom 3x* 4+ 15x2 + 10 je ireducibilni nad Q. Uvazme
prvodislo p = 5. Plati: 5/15,5/10,5 1 3 a 5% 1 10.
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Priklady

@ Komplexni polynom x3 — 3x% + ix? + 7x + 2ix — 1 — 5i Ize
rozlozit jako (x — i)(x — 1 — i)(x — 2 + 3i).



Polynomy nad C, R a Q
00000000080

Priklady

@ Komplexni polynom x3 — 3x% + ix? + 7x + 2ix — 1 — 5i Ize
rozlozit jako (x — i)(x — 1 — i)(x — 2 + 3i).

@ Realny polynom x? + 1 je ireducibilni nad R.
Nad C Ize x2 + 1 rozlozit jako X% + 1 = (x — i)(x + /).
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Priklady

Komplexni polynom x3 — 3x2 + ix2 + 7x + 2ix — 1 — 5j Ize
rozloZit jako (x — i)(x — 1 —i)(x — 2+ 3i).

Realny polynom x? + 1 je ireducibilni nad R.

Nad C Ize x2 + 1 rozlozit jako X% + 1 = (x — i)(x + /).
Racionalni polynom x2 + 2 je ireducibilni na Q.

Tento polynom ma jeden realny kofen —v/2 a nad R Ize
x3 + 2 rozlozZit jako X3 +2 = (x + V2)(x2 — V2x + V/4) a
oba tyto polynomy jsou ireducibilni nad R.

Polynom x2 — V/2x + v/4 ma dva komplexne sdruzené
kofeny x = f + /ff ax= f ff . Pak nad C Ize

x342 rozI02|t jako
3 3 3 3
(x + ¥2)(x — Y2 — ¥3Y2)(x — Y2 4 [¥3V2)
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Rozklady polynomu

V C a R a Q najdéte rozklad nasledujiciho polynomu na
ireducibilni faktory:

x8 1+ 5x° —20x® — 13x% + 15x + 12.
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Rozklady polynomu

V C a R a Q najdéte rozklad nasledujiciho polynomu na
ireducibilni faktory:

x® +5x° — 20x® — 13x% 4 15x + 12.
Nad Q dostaneme
(x —1)(x+1)%(x®2 —3)(x + 4).
Nad R dostaneme

(x — 1)(x +1)2(x — V3)(x + V3)(x + 4).
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Zakladni definice

Definition

Bud f = apx" 4+ - - - + a1 x + ag polynom nad télesem R. Polynom
f' = napx™ '+ ...+ 2ax + a; € R[x]

se nazyva derivace polynomu f.
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Zakladni definice

Bud f = apx" 4+ - - - + a1 x + ag polynom nad télesem R. Polynom

f' = napx™ '+ ...+ 2ax + a; € R[x]
se nazyva derivace polynomu f.

@ Polynom 3x3 — 5x2 + x — 1 € R[x] mé& derivaci
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Zakladni definice

Bud f = apx" 4+ - - - + a1 x + ag polynom nad télesem R. Polynom

f' = napx™ '+ ...+ 2ax + a; € R[x]
se nazyva derivace polynomu f.

@ Polynom 3x3 — 5x2 + x — 1 € R[x] mé& derivaci
9x2 —10x + 1.
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Zakladni definice

Bud f = apx" 4+ - - - + a1 x + ag polynom nad télesem R. Polynom

f' = napx™ '+ ...+ 2ax + a; € R[x]
se nazyva derivace polynomu f.

@ Polynom 3x3 — 5x2 + x — 1 € R[x] mé& derivaci
9x2 —10x + 1.

@ Polynom 2x3 4 2x2 + 2x + 1 € Zg[x] ma derivaci
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Zakladni definice

Bud f = apx" 4+ - - - + a1 x + ag polynom nad télesem R. Polynom

f' = napx™ '+ ...+ 2ax + a; € R[x]
se nazyva derivace polynomu f.

@ Polynom 3x3 — 5x2 + x — 1 € R[x] mé& derivaci
9x2 —10x + 1.

@ Polynom 2x3 4+ 2x2 + 2x + 1 € Zz[x] ma derivaci x + 2.




Derivace v algebie
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Zakladni vlastnosti

Bud'R téleso, f,g € R[x]. Pak plati:
Q (f+9)=f+d,
Q (f-gy=rf-g+f-g.

Proof: ...
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Zakladni vlastnosti

Bud'R téleso, f,g € R[x]. Pak plati:
Q (f+9)=f+d,
Q (f-gy=rf-g+f-g.

Proof: ...
@ Druhou derivaci polynomu f, t.j. polynom (')’ budeme
znacit symbolem f”.
@ Obecné k-tou derivaci polynomu f budeme znadit
symbolem (9.
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Charakteristika télesa

@ Charakteristika télesa (R, +, ) je nejmensi pfirozené Cislo
n takové, ze

14---41=0.
—_——

n

@ Pokud Zadné takove n neexistuje, mluvime o télese
charakteristiky O.
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Charakteristika télesa

@ Charakteristika télesa (R, +, ) je nejmensi pfirozené Cislo
n takové, ze

14---41=0.
—_——

n

@ Pokud Zadné takove n neexistuje, mluvime o télese
charakteristiky O.

@ Télesa (Q, +,) a (R, +, -) maji charakteristiku
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Charakteristika télesa

@ Charakteristika télesa (R, +, ) je nejmensi pfirozené Cislo
n takové, ze

14---41=0.
—_——

n

@ Pokud Zadné takove n neexistuje, mluvime o télese
charakteristiky O.

@ Télesa (Q, +,) a (R, +, -) maji charakteristiku 0.
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Charakteristika télesa

@ Charakteristika télesa (R, +, ) je nejmensi pfirozené Cislo
n takové, ze

14---41=0.
—_——

n

@ Pokud Zadné takove n neexistuje, mluvime o télese
charakteristiky O.

@ Télesa (Q, +,) a (R, +, -) maji charakteristiku 0.
@ Téleso (Zn,+,-) (pro n prvocislo) ma charakteristiku
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Charakteristika télesa

@ Charakteristika télesa (R, +, ) je nejmensi pfirozené Cislo
n takové, ze

14---41=0.
—_——

n

@ Pokud Zadné takove n neexistuje, mluvime o télese
charakteristiky O.

@ Télesa (Q, +,) a (R, +, -) maji charakteristiku 0.
@ Téleso (Zn,+,-) (pro n prvocislo) ma charakteristiku n.
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Pro¢ mluvime o derivacich v algebte?

Bud'R téleso charakteristiky 0, f € R[x], ¢ € R a k prirozené
Cislo. Pak c je k-nasobnym kofenem polynomu f, pravé tehdy
kdyZ c je kotenem polynomii f,f . f". ... %) a neni kofenem
polynomu k1),

Proof: ... z definice derivace soucinu
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BIVE[Tel4Y

@ Nejvétsi spoleény délitel g polynomu f a f' ma za kofeny
prave ty prvky R, které jsou nasobné koreny f.



Derivace v algebie
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BIVE[Tel4Y

@ Nejvétsi spoleény délitel g polynomu f a f' ma za kofeny
prave ty prvky R, které jsou nasobné koreny f.

@ Polynom é ma stejné kofeny jako f, ale vSechny jsou
jednoduché.



Derivace v algebie
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Jednoduchy priklad

@ f=(x—1)?(x+2) = x® - 3x + 2 ma jeden dvojnasobny
kofen 1 a jeden jednoduchy kofen —2
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Jednoduchy priklad

@ f=(x—1)?(x+2) = x® - 3x + 2 ma jeden dvojnasobny
kofen 1 a jeden jednoduchy kofen —2

@ f'=3x2 -3 =3(x—1)(x + 1) ma jeden jednoduchy kofen
1 a jeden jednoduchy kofen —1
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Jednoduchy priklad

@ f=(x—1)?(x+2) = x® - 3x + 2 ma jeden dvojnasobny
kofen 1 a jeden jednoduchy kofen —2

@ f'=3x2 -3 =3(x—1)(x + 1) ma jeden jednoduchy kofen
1 a jeden jednoduchy kofen —1

@ g = NSD(f, ') = x — 1 ma jeden jednoduchy kofen 1
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Jednoduchy priklad

@ f=(x—1)?(x+2) = x® - 3x + 2 ma jeden dvojnasobny
kofen 1 a jeden jednoduchy kofen —2

@ f'=3x2 -3 =3(x—1)(x + 1) ma jeden jednoduchy kofen
1 a jeden jednoduchy kofen —1

@ g = NSD(f, ') = x — 1 ma jeden jednoduchy kofen 1

o l=xtx-2=(x+2)(x-1)
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Konec€na télesa

@ ZdrivéjSka vite, Ze okruh (Zp, +, -) tvofi téleso, pokud n je
prvocislo.

@ Tedy napriklad Ctyfprvkovy okruh (Zg4, +, -) neni téleso.
@ Existuje néjaké Ctyfprvkové téleso?
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Pfiklad GF(4)

@ Uvazujme mnozinu GF(4) = {0,1,x, x + 1} polynomd
jedné proménné s koeficienty 0, 1. Koeficienty povazujeme
za prvky télesa Z,.
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Pfiklad GF(4)

@ Uvazujme mnozinu GF(4) = {0,1,x, x + 1} polynomd
jedné proménné s koeficienty 0, 1. Koeficienty povazujeme
za prvky télesa Zo.

@ Tato mnozina je uzaviena na bézné scéitani polynomu.
Naptiklad
(x+1)+x=2x+1=1,(x+1)+1=x+2=x, atd.
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Pfiklad GF(4)

@ Uvazujme mnozinu GF(4) = {0,1,x, x + 1} polynomd
jedné proménné s koeficienty 0, 1. Koeficienty povazujeme
za prvky télesa Zo.

@ Tato mnozina je uzaviena na bézné scitani polynomu.
Naptiklad
(x+1)+x=2x+1=1,(x+1)+1=x+2=x, atd.

@ Tato mnozina neni uzaviena na bézné nasobeni polynomd.
Napfiklad (x + 1) - (x + 1) = x® +2x + 1 = x2 + 1.
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Pfiklad GF(4)

@ Definujme novou operaci ® nasobeni polynomu na GF(4)
jako b&Zné nasobeni modulo polynom x2 + x + 1.
@ To znamena, Ze obvykly soucin dvou polynomu vydélime

se zbytkem polynomem x? 4 x + 1 a jako vysledek souginu
© vezmeme tento zbytek.
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Pfiklad GF(4)

@ Definujme novou operaci ® nasobeni polynomu na GF(4)
jako b&Zné nasobeni modulo polynom x2 + x + 1.

@ To znamena, Ze obvykly soucin dvou polynomu vydélime
se zbytkem polynomem x? 4 x + 1 a jako vysledek souginu
© vezmeme tento zbytek.

@ Napfiklad (x +1) ® (x + 1) = zbytek po déleni polynomu
(x+1)-(x+1) = x2+ 1 polynomem x? + x + 1. Tedy
(x+1)o(x+1)=x.
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Pfiklad GF(4)

@ Definujme novou operaci ® nasobeni polynomu na GF(4)
jako b&Zné nasobeni modulo polynom x2 + x + 1.

@ To znamena, Ze obvykly soucin dvou polynomu vydélime
se zbytkem polynomem x? 4 x + 1 a jako vysledek souginu
© vezmeme tento zbytek.

@ Napfiklad (x +1) ® (x + 1) = zbytek po déleni polynomu
(x+1)-(x+1) = x2+ 1 polynomem x? + x + 1. Tedy
(x+1)o(x+1)=x.

@ Neni tézké ovéfit, ze (GF(4), +, ®) je Ctyfprvkové téleso.
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Konec€na télesa

@ Pro kazdé prvocislo p a kazdy exponent n > 1 existuje
pravé jedno téleso, které ma p” prvkd. Zadna jina télesa s
kone€nym poctem prvku neexistuji. Napfiklad neexistuje
Sestiprvkové téleso.
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Konec€na télesa

@ Pro kazdé prvocislo p a kazdy exponent n > 1 existuje
pravé jedno téleso, které ma p” prvkd. Zadna jina télesa s
kone€nym poctem prvku neexistuji. Napfiklad neexistuje
Sestiprvkové téleso.

@ Télesa s poctem prvkl p” pro n > 2 se konstruuji podobné
jako Ctyfprvkové téleso (GF(4),+, ®).
Tedy: Vezmeme vSechny polynomy (v€etné konstantnich)
stupne mensiho nez n s koeficienty v télese Z,. Téch je
celkem p". Na této mnoziné s¢itame obvyklym zpisobem
a nadsobime modulo vhodny polynom stupné n.
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Shamirovo sdileni tajemstvi

Chceme rozdélit data D na n ¢asti Dy, ..., D, tak, ze:
@ Ze znalosti k nebo vice ¢asti D; Ize snado spocitat D.

@ Ze znalosti k — 1 nebo méné &asti nelze zjistit zadna
informace o D.

... (k,n)—prahové schéma.
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Shamirovo sdileni tajemstvi

Predpokladame, ze D je prvkem konecného télesa, naptiklad
Z, pro vhodné prvocislo /.

@ Nahodné vybereme k — 1 prvkl ay,...,ax_1 € 7.
@ Polozime ayg = D.
@ Sestavime polynom

f(X) = ag + a1 X + ax® + - + a1 x* 1.

@ Pro nlibovolnych prvk( Z, (naptiklad proi=1,...,n)
vypocitdme hodnoty polynomu f v téchto bodech (t.].
dvojice (i, f(i)) proi=1,...,n).

@ Tyto dvojice rozdélime mezi n u€astniku.

Zejména: Tajemstvi D zname, pokud zname polynom f.
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Jak to funguje?

KazZdy polynom stupné k — 1 je jednoznacné urcéen svymi
hodnotami v libovolnych k bodech.

Tedy:

@ Z jakekoliv k prvkové (a viceprvkové) podmnoziny
vybranych bodu Ize jednoznaéné urcit koeficienty
polynomu f, atedy i ag = D.

@ Z (k — 1)—prvkové (a ménéprvkove) podmnoziny
nezjistime nic.
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Proc¢ to funguje?

@ Pro kazdou k-tici Cisel xq, ..., x, musi neznamé
koeficienty ag, ..., an € Z,; spliiovat

f(x1) = ap + ai x4 +agx12+---+ak,1x1k’1

f(Xg) = dp + a1 Xo +82X22 + - +ak,1xg’1

f(xk) = ao + a1xk+a2x,f + - —|—ak,1X;((71.

@ Matice této soustavy je tzv. Vandermondova matice. O ni
Ize ukézat, Ze je vZdy regularni (nad libovolnym télesem,
protoze ‘linearni algebra funguje pro libovolné téleso’).

@ Tedy soustava ma jedno feSeni, které jednoznacné zadava
polynom.
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Rozklad polynomu nad koneCnymi télesy

@ bezCtvercova faktorizace a Berlekampuv algoritmus
@ Zassenhaussuv algoritmus
@ atd.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/ barto/student/SkriptaKonTel.pdf,
http://fox.ucw.cz/papers/factoring/factor.pdf
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