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Analytická geometrie a binokulárńı viděńı

Smyslem binokulárńıho viděńı je z obrazu dvou kamer (projekćı) zrekonstruovat objekt v pros-
toru. Jako objekt zvoĺıme př́ımku. Jako model kamery budeme použ́ıvat modifikaci d́ırkové
kamery (pinhole cammera, camera obscura). V d́ırkové kameře mı́sto objektivu použ́ıváme
otvor v jedné stěně. Světelný paprsek pak projde otvorem (d́ırkou) D a zobraźı se na pro-
jekčńı rovinu π. Dı́rka D pak slouž́ı jako ohnisko a obraz se na projekčńı rovinu zobrazuje
zrcadlově. Tento princip se opravdu u starých fotoaparát̊u použ́ıval a je možné si ho doma
i vyrobit [3]. Na obrázku 1 se čtyřstěn S zobraźı na trojúhelńık T . Binokulárńı viděńı pak

Figure 1: Dı́rková kamera

ze dvou takových projekćı zrekonstruuje p̊uvodńı objekt. Princip binokulárńıho viděńı je na
obrázku 4, jednotlivé projekce spolu s ohniskem kamery tvoř́ı rovinu a hledaná př́ımka je pak
v pr̊uniku dvou rovin.

Projekčńı rovina

Máme k dispozici projekce 3D př́ımky do projekčńıch rovin jednotlivých kamer. To jsou pro
nás vstupńı data ze kterých budeme př́ımku rekonstruovat. V praxi to znamená, že máme
k dispozici dva obrázky v nějakém dostačuj́ıćım rozlǐseńı. Nejprve muśıme pomoćı analýzy
obrazu nalézt na každém z obrázk̊u př́ımku. Př́ımku najdeme např́ıklad tak, že nalezneme dva
body které na př́ımce lež́ı, nebo pomoćı filtru detekce hran. Nalezené body si označ́ıme jako
B a C, jak je vidět na obrázku 2.

Pro popis př́ımky je ale nepraktické pamatovat si ji formou dvou bod̊u, které na ńı lež́ı.
Je pak obt́ıžné ověřit, jestli jiný bod na př́ımce lež́ı, a také je obt́ıžné vygenerovat daľśı body,
které na př́ımce lež́ı. Př́ımka v rovině může být obecně určena r̊uznými kombinacemi dat:
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i) Dvěma body: C a D - afinńı vyjádřeńı

ii) Bodem C a směrovým vektorem s - parametrické vyjádřeńı

iii) Bodem A pr̊uniku s osou x a úhlem θ který sv́ırá př́ımka s osou x (směrnićı) -
směrnicové vyjádřeńı

iv) Bodem B a normálovým vektorem n - obecné vyjádřeńı

Figure 2: Projekce př́ımky na projekčńı rovinu

Pokud máme př́ımku určenou dvěma body B a C, máme směrový vektor s = C−B = (s1, s2)
a normálový vektor n = (−s2, s1). Všimněme si základńıho rozd́ılu mezi parametrickým a
obecným vyjádřeńım př́ımky. Parametrické vyjádřeńı můžeme přepsat pomoćı zápisu

[x1, x2] = B + ts = [B1, B2] + t(s1, s2), t ∈ R,

který ř́ıká, že pro libovolné t ∈ R dostaneme bod na př́ımce, a dostaneme tak všechny body.
Obecné vyjádřeńı nám popisuje př́ımku jako následuj́ıćı množinu

{X = [x1, x2] : (B −X) · n = 0}, (0.1)

kde · označuje Eukliedovský skalárńı součin definovaný v R3 předpisem

(u1, u2, u3) · (v1, v2, v3) = u1v1 + u2v2 + u3v3.

Pomoćı obecného vyjádřeńı je možné ověřit, jestli bod X lež́ı, nebo nelež́ı na př́ımce. Po-
drobněji je možné podmı́nku v definici množiny (0.1) přepsat jako

(B −X) · n = ([B1, B2]− [x1, x2]) · (n1, n2) = B1n1 +B2n2 − x1n1 − x2n1 = 0. (0.2)

Dostaneme pak lineárńı rovnici x1n1 + x2n1 + D = 0, kde D = −(B1n1 + B2n2). Obecné
vyjádřeńı př́ımky v rovině je tedy jedna lineárńı rovnice, kterou body splňuj́ı právě tehdy
když na př́ımce lež́ı. Dá se tedy ř́ıct, že parametrické vyjádřeńı body na př́ımce generuje a
obecné vyjádřeńı body na př́ımce ověřuje. Pod́ıváme se na obecné vyjádřeńı jako na rovnici
jej́ıž řešeńı hledáme. Máme dvě proměnné v jedné rovnici, která má řešeńı. Muśıme tedy
zavést jeden parametr. Parametrické řešeńı rovnice je pak parametrický zápis stejné př́ımky.
V tom jsou tyto dvě reprezentace význačné a je rozumné mezi nimi přecházet.
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Umı́stěńı kamery v prostoru

Pod́ıvejme se jak popsat vnitřńı parametry d́ırkové kamery a jej́ı umı́stěńı v prostoru. Poz-
namenejme, že ve skutečnosti pracujeme s kamerou vybavenou optikou a d́ırková kamera je
jen vhodným modelem. Ve skutečnosti se obraz na projekčńı rovině neotáč́ı, to dosáhneme v
modelu umı́stěńım ohniska F za projekčńı rovinu π.

Kamera je tedy v prostoru určená pozićı projekčńı roviny π, ohniska F a svou orientaćı,
která je určena jednotkovým vektorem s, který hraje roli osy x. Vnitřńı parametry kamery
jsou ohnisko F a ohnisková vzdálenost |F − D|, kde D je projekce bodu na rovinu π, jak
je znázorněno na obrázku 3. Stejně jako v rovině máme k dispozici parametrické a obecné

Figure 3: Umı́stěńı kamery v prostoru

vyjádřeńı roviny. V našem př́ıpadě je rovina π přirozeně zadaná bodem D = [d1, d2, d3] a
normálovým vektorem n = F −D = (n1, n2, n3) a jej́ı obecná rovnice je tedy

0 = (X −D) · n = x1n1 + x2n2 + x3n3 + E, kde E = −(d1n1 + d2n2 + d3n3) ∈ R

Umı́stěńı kamery v prostoru je tedy určeno jednou lineárńı rovnićı x1n1 +x2n2 +x3n3 +E = 0
určuj́ıćı projekčńı rovinu, jej́ı orientaćı s a bodem F určuj́ıćım ohnisko.

Daľśım krokem je umı́stit př́ımku na projekčńı rovinu v prostoru. Př́ımka v prostoru je
určena dvěma lineárńımi rovnicemi, které určuj́ı dvě roviny v jejichž pr̊uniku př́ımka lež́ı. V
našem př́ıpadě je jednou z rovin projekčńı rovina π a pro druhou rovinu muśıme využ́ıt projekci
př́ımky.

Všimněme si, že je výhodné pokud máme př́ımku popsanou ve směrnicovém tvaru, který
je určený bodem A = [a1, 0] lež́ıćım v pr̊uniku př́ımky a osy x a úhlem θ, který sv́ırá pr̊uvodič
př́ımky s osou x. Nalezneme tak lehce dva body na projekčńı rovině π, které určuj́ı 3D pozici
detekované př́ımky. Protože vektor s hraje roli osy x, dostaneme bod

P1 := D + a1s.

Roli osy y hraje jednotkový vektor v, který doplňuje vektory n a s do pravotočivé soustavy
souřadnic (s, v, n). Takový vektor nalezneme pomoćı vektorového součinu, který si zavedeme
v textu o kousek dál. V našem př́ıpadě označ́ıme v = s× n a dostaneme

P2 := D + sin(θ)(s× n).

Body P1, P2 spolu s ohniskem F tvoř́ı druhou rovinu určuj́ıćı př́ımku π2.

Binokulárńı viděńı

V obrázku 4, vid́ıme jak binokulárńı viděńı funguje. Máme dvě kamery s projekčńımi rovinami
π1 a π2. Na obou projekčńıch rovinách máme př́ımku určenou dvěma body a to konkrétně
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body P1, P2 na rovině π1 a body Q1, Q2 na rovině π2. Tyto př́ımky umı́me vyjádřit v obecném
vyjádřeńı pomoćı dvojice rovin. Jedna z nich je vždy př́ıslušná projekčńı rovina πi. Druhá
rovina je určena dvěma body př́ımky a ohniskem př́ıslušné kamery, tyto roviny označ́ıme σi.
Výsledek binokulárńıho viděńı je pak hledaná př́ımka která je pr̊uniku rovin σ1 a σ2. Jej́ı
obecné vyjádřeńı je př́ımo dvojice rovnic určuj́ıćıch obě roviny σi.

x1n1 + x2n2 + x3n3 + E = 0,

x1m1 + x2m2 + x3m3 + F = 0.

Pokud nás zaj́ımá směr výsledné př́ımky, uvědomme si, že pokud př́ımka lež́ı v pr̊uniku dvou

Figure 4: Binokulárńı viděńı

rovin, je jej́ı směrový vektor kolmý k normálovým vektor̊um obou př́ımek. Hledáme tedy
vektor současně kolmý k vektor̊um n = (n1, n2, n3) a m = (m1,m2,m3).

Vektorový součin

Využijeme vlastnosti determinantu. Sestav́ıme si determinant, kde do prvńıho řádku dáme
formálně vektor s = (s1, s2, s3) a do daľśıch dvou řádk̊u vektory m a n. Pak použijeme
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Pokud za s dosad́ıme vektor m nebo n, determinant matice vlevo je rovný nule. Vektor

m× n =
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je tedy kolmý v vektor̊um m a n.

Determinant můžeme chápat jako objem. Pokud vektor m × n dosad́ıme mı́sto vek-
toru s do zmı́něné matice, dostaneme jeho velikost na druhou, tj |m × n|2. Protože objem
rovnoběžnostěnu je obsah podstavy krát výška, dostaneme |m × n|2 = |m × n|V (m,n), kde
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V (m,n) je obsah lichoběžńıku určeného vektory m a n. Pokud jsou vektory m a n lineárně
nezávislé tak velikost |m× n| 6= 0 je nenulová a můžeme pomoćı ńı dělit. Dostaneme výraz

|m× n| = V (m,n),

a velikost vektoru |m × n| je tedy rovna obsahu lichoběžńıku určeného vektory m a n. De-
terminant je ve skutečnosti orientovaný objem a je kladný pokud vektory v řádćıch tvoř́ı
pravotočivou bázi. Pokud za s dosad́ıme vektor m×n je determinant matice vždy kladné č́ıslo
|m× n|2. Vektor m× n doplňuje tedy dvojici m a n na pravotočivou bázi. Tyto tři vlastnosti
určuj́ı m× n jednoznačně a definuj́ı na R3 takzvaný vektorový součin

× : R2 × R3 → R3

předpisem

(u1, u2, u3)× (v1, v2, v3) = (u2v3 − u3v2,−u1v3 + u3v1, u1v2 − u1v2).
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