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Kapitola 1

NEURCITY INTEGRAL

Tabulkové integraly.
Z tabulky derivaci dostavame okamzité tabulku primitivnich funkei. V néasledujicich vzorcich je ¢ € R
libovolné konstanta:

xn—l—l
/x”dm = +c¢, xe€R, neNU{0},
n—+1
xa+1
/:zzadx = a+1+c’ € (0,0), a € R, a# —1,
1
/ —dr = In|z|+¢, € (0,00) nebo z € (—o0,0),
x
/ a” dx la +c¢, z€R, a>0, a#1 jekonstanta,
na
/sinxdm —cosr+c, x€eR,
/cosxdx sinz+c¢, x€R,
/ —cotgz +¢, x€ (km,(k+1)7), k€Z,
sin? x
/ e tgx + ¢, € ((2k —V)rm/2,(2k+ 1)7/2), k € Z,
cos
———dx arcsin r + c, e(—1,1),
/\/1—$2 ( )
/1_'_1:2 arctgr + ¢, x € R,
/smhxdx coshx +¢, 1z €R,
/cosha:dx sinhz +c¢, z€R,
tghe +¢, x€R,
/ cosh2 8
/ 5 — cotghz + ¢, € (0,00) nebo z € (—0,0).
sinh” x




8 KAPITOLA 1. NEURCITY INTEGRAL

Poznamka 1.0.1 (k druhému vzorci v predeslé tabulce - moznost rozsifeni integrac¢nich oboru)
Je-lia =p/q € Q, a # —1, p, ¢ nesoudélnd, pak

(a)
q sudé, pak x € (0,00),

je-liaa >0 a
q liché, pak = € R,

q sudé, pak z € (0, 00),

jelia<0a
q liché, pak = € (—00,0) nebo x € (0, 00),
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Vypoctéte integrél

[e.9]
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Aplikace urcitého integralu

ypoctéte obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami: y = ﬁ, Yy = %m?
[ir— 2w |
Vypoététe obsah rovinného obrazce danného nerovnostmi: y < 323, y < %, r—y <2 x>0.

[246-3%*+ 1In3 4+ In2 m?
Vypoctéte obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami: 2> = + 1, y = 2 — 1.

5 m’]

Vypoctéte obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami: x =0,z =1,y =0,y =¢

[3((e)* = 1) m?]
Vypoctéte obsah rovinného obrazce omezeného ktivkami: y = arctgx, y =0, v = 1.

Eﬂ' — %ln 2 mQ}

Vypoététe obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami: 22 4 y? = 8, y? = 2z, x > 0.
4= 2 m)

Vypoctéte obsah rovinného obrazce A = {[z,y] e R? : 0 <z < 1,0<y <
[ﬁﬂ' —In 2 m2]

1; —:—lx+1)}
6
Vypoététe obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami: 22 + y? = 8, y? = 2z, > 0.
(3 — 21 m?]
Vypoctéte obsah rovinné oblasti, kterd je ohranicend osou y, kiivkou f(z) = xe~
ktivce v bodé T' = [1 e}
[+ 5 m*]
Vypoététe obsah rovinné oblasti, kters je ohrani¢end osou x, kiivkou 2% + 3% = 4 a te¢nou k této
kiivce v bodé T = [1, \/3]
Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce daného kiivkami y = &
y=0,x=0,z=h, R>r >0, h>0 kolem osy .
(2 (R2 +rR+1%) m?]
Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce daného kiivkami 3x — 4y + 5 = 0,
y = 2z, z = 0 kolem osy x.
(S
Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce daného kiivkami y = 2%, y> = «
kolem osy x.

({57 m]

#* 4 teénou k této

s . y ) . C , . . 2 g2
Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce daného kiivkami x =k, & — 45 =1,

2

y=0,k>a>0,b>0 kolem osy =. '
(2 [kVE? — a® — a®In(k + VK2 — a?) + a*Ina] m?]

Vypottéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce daného kiivkami y = 322, y = 1|z |
kolem osy y.
[55m m?]

Vypoététe objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami y = 22 + 2,
y = 22? + 1 kolem osy =.
[2547T m?]

Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce A = {[z,y] e R* : 0 < z < 7,0 <
y < e ®ysinx} kolem osy x.
e (14 18) ]

Vypoctéte obsah rotaéni plochy, kterd vznikne rotaci rovinného obrazce A = {[z,y] e R*: 0 < z <
/4,0 < y < tgx} kolem osy z.

[ (\/——\/_—I—l fjf) mz}
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Vypoctéte obsah povrchu koule o poloméru r.
[47r? m?]
Vypoctéte obsah rotaéni plochy, ktera vznikne rotaci rovinného obrazce ohraniceného kiivkami y =
Vad+x, x=-3,x =2, y=0 kolem osy =x.
[ (25— V5) ]
Vypoctéete délku kiivky x = ¢(t) = a(t — sint), y = ¥(t) = a(1 — cost), t € [0,27], a > 0.
[8a m]
Vypoctéte délku kiivky y =1 —In(cosx), = € [0, §].

[ln 2?2/5 m}
Vypoctéte délku kiivky y = In £, 2 € [In2,In5].
[In 32 m]

Vypoctéte délku kiivky y = Inz, = € [v/3,V3].
[1 + argtanh% — argtanh% m}

Vypoctéte délku kiivky x = ¢(t) = a(tsint + cost), y = ¥(t) = a(sint — tcost), t € [0,7/2], a > 0.
[ra?/2 m]

Vypoctéte délku kiivky y = e, z € (0,1).
[\/1+e2+%ln‘/\/gj + 3 ZE = T+ + L+ In 2 m]

Vypoctéte délku kiivky y = V& — 22 + arcsin \/z, x € [%, %]
[VE—1m]

Vypoctéte délku kiivky = = ¢(t) = acos®t, y = ¥(t) = asin®t, t € [0, %], a > 0.
30

Vypoctéte délku kiivky y = coshx, z € [0, coshb], b > 0.
[sinh b m)]

Vypoctéte délku kiivky = = ¢(t) = acos*t, y = ¥(t) = asin’t, t € [0,%], a > 0.

)
In(1+v2)
o (252) =]




Parcialni derivace

Piiklad . Urcete D(f), fi, f,» D(f2), D(f,), faws foy» fuy funkee

xSy y/)r Jazs Jyy

f(z,y) = arctg Y

r+y
Resen. y .
!/ / —
fx_:c2—|—y2’ fy $2+y2’
o= 2wy o 2wy = M
zx (22 + 422 W (@222 T (224 y2)2
Piiklad . Urcete D(f), fi, f,, D(f.), D(f,) funkece
Ty
Resend. 5 9
r Yy r_ x
FEGrgr T e
Piiklad . Urcete D(f), fi, f,, D(f.), D(f,) funkce
r+y
f(z,y) =
=Yy
Regend. 5 5
—ay / x
fo= N
(x—y)2 " (z—y)?

Pitklad . Urcete D(f), f,, f,, D(f.), D(f,) funkce

z Jyo

f(z,y) = arctg (g)

Reseni.

A T
fw_xz_i_yz’ fy 22 4 2
Piiklad . Urcete D(f), fi, f,, D(f.), D(f,) funkee
REpE—)
x
Resent. y .
r_ 4 r_
fo= 22 4 y?’ fy 22 4 2
Pitklad . Urcete D(f), fs, f,, D(f.), D(f,) funkce
x — 2xy?
floy)=——=
Resent. )
f/:1_2y f/:_4xy
(=12 Y r—1

15



16 KAPITOLA 1. NEURCITY INTEGRAL

Piiklad . Urcete D(f), fz, f,, D(f.), D(f,), ', funkce

- yy’

flz,y) = a?e™

v bodé A =[1,0
ResSeni.

fo=2@2+ay)e™, fi(A) =2, fy=2%" f(4)=1
Piiklad . Urcete D(f), s, f,, D(f2), D(f,) funkee

flz,y) =2z +2/y

v bodé A = [1,1].
Reseni. 1 ]
== (A) =1 = '(A) =1
fo= 72 f(A) =1, f, 7 fy(A)
Pitklad . Urcete D(f), f1, f,> D(f2), D(fy): faws fopys [ay, funkee
flz,y) = a*
v bodé A = [1,1].
Reseni.

F= g F(A) =1, f =, £(A) =0
fro=yly—1)av2, fr(A)=0, f), =a'In’z, f =0, fi,=2'"'"(14+ylnz), fI,(4) =1,

Pitklad . Urcete D(f), fy, f,, D(f2): D(fy): [rus foy g funkce
flzy) =y*
v bodé A = [1,1].
Reseni.
fe=y"Iny, [1(A)=0, f,=ay""", f,(A) =1
fio = y”" In’y, fy,=x(z-1y"2  fl,=0+zhy)y""
Pitklad . Urcete D(f), f,, f,, D(f.), D(f,) funkce

f(z,y) =In(z +Iny)

a vypoc¢téte hodnoty prvnich parcidlnich derivaci v bodé A = [1,1].

Reseni. . |
/ — !/ A — 1 ! - - !/ A 1
Pitklad . Urcete D(f), f,, f,, D(f.), D(f,) funkce
f(z,y) = In(zIny)
a vypoctéte hodnoty prvnich parcidlnich derivaci v bodé A = [1,¢].
Reseni.
=" RA=1 fi=—— fA)="
S A Y ylny Y e
Piiklad . Urcete D(f), fr, f,, D(f2), D(f}): faws fuyy> [ay, funkee

f(x,y) = zsin (z + y)



a vypoctéte hodnoty prvnich parcidlnich derivaci v bodé A = [, 0].
Reseni.

fo=sin(x +y)+xcos(x+y), [ (A)=-m [f,=wxcos(x+y), [,(A)=—m,

frw =2cos(x +y) —wsin(x +y), [, (A)=-2, fy,=—x

yy

Y

sin(z +y),  fy,(4)

fo, = cos(z +y) —wsin(z +y), fo(A) =1

ry

Pitklad . Uréete D(f), fru, foys foys P(f2z): D(fy,), D(f2,) funkee

xxd Yy xy? Trx vy

Ty

xry
flz,y) = arctg ————
(z.9) V142?42
Regeni.
1

f// —
Y (a2 4yt

Pitklad . Urcete D(f), firs foys [y P(foz), D(fy,), D(f2,) funkce

s Jxx Jyyr Jxy» TT Yy
_ Inz
flz,y) =y
Reseni. 1
nz iy
/ Y Y / Inz—1
fa; - T 9 fy = y ln'xﬂ

Inz\ 2
Yy Inz—2
o= (L5 g1, gy = s - s, g, -

Priklad . Urcete D(f), f., fy, D(f2), D), faes Sy Jiy» Df2), DA

) Y zz) Jyyr Jxyo Tx

flx,y) = Va2 + 3

Resent.
! x f/ — y
Vg T ey
2 2
"o Y "o x no_
fxa} — 7 5 . o\3/9 fy 79 . o\3/9 f:cy -

(x2 +y2)3/2’ Yy (x2 +y2)3/2’
Pitklad . Urcete D(f), f, f,, D(f2), D(f,); fuy> D(fr,) funkee

T Yy Ty

flz,y) =2y +y?

Regend.
o Y r_ T+y

o w2y + y?
o Qry +y?)

Pitklad . Urcete D(f), f, £, D(fL), D(f)), f2., f2. f* D(f"), D(

xr Jyo Yy xx?r Jyyr Jxy’ Tx

2+ 1

f(:v,y)=1ny2_1

ym*(1 + Inzlny)

Ty

7, D(f2,) funkee

LY
(22 4 12)3/2

;'y), D( :f;'y) funkce

0,

17
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Resent. / o / 2
fo= fyz—y2_1
2
fo=2g = Ta=
Piiklad . Urcete D(f), fi, f» D(f2), D(f,), faws foyr fays D(f2)s D(fy,), D(fi,) funkee
f(x,y) = arcsin (g)

Resent. D(f) = ({[z,y] € By : y > |2} U{[z.y] € Bz 1y < —[a|}) \ {[0,0]}
L) )

- Ty —a?

o= fh= fh=

Pitklad . Uréete D(f), f1, f1, D(fL), D), flhs 11 1 (L), DL, D(fL,) funkee

zr Sy y)r Jaz> Jyy Jay zz vy
flay) = (@ +y?)e )
Resent.
fo= fy=
foe = foy= fo=
Pitklad . Urcete D(f), f1, f,, D(f2), D(f}): fuws foys foy» Pfaw)s D(fy,), D(fr,) funkee

z Jyo y/)r Jzxr Jyy Jays Tz vy
flzy)=a"ny
Regen.
[
Piiklad . Urcete D(f), fy, f,, D(f2), D(f,), funkce

x? Yy

Regeni. D(f) = {[z,y] € Ey :}

Pitklad . Urcete D(f), f,, f,, D(f.), D(f,), funkce

f(z,y) = /|yl

Reseni. D(f) = {[z,y] € Ey :}

f= f=
Piiklad . Urcete D(f), fy, f,, D(f2), D(f,), funkce
T+y
fz,y)



Resent. D(f) = {[z,y] € E, :}
fi= f-
Piiklad . Urcete D(f), fi, fi» D(f2), D(f,), faws foyr fays PD(fa), D(f,), D(fi,) funkee

zr Jyo Yy zz) Jyy Jay T Yy
f(z,y) =In(y +In z)
Reseni.
= fl = fl =
Pitklad . Urcete D(f), [, 11, D), D(f1), Flas F1 £ D(FL), D(SL), D(f,) funkee

@ y)r Jaer Jyyr Jay zz yy
flz,y) =e®Iny
Resgen.
foo=2 fp= Jay=
Pitklad . Urcete D(f), f,, f,, D(f.), D(f,), funkce

z Jyo

Regeni. D(f) = {[z,y] € Ey :}
n- f-
Piiklad . Urcete D(f), fr, fy, D(f2), D(f,), fuwr fony fuys D(fi), D(fyy,), D(fr,) funkee

3 y/s Jrxo Jyyr Jay T vy

f(z,y) =e”In (g)

= = =
Piiklad . Urcete D(f), fi, f,: fi, D(f2), D(f,); D(f.), funkce

x? Yy z

Reseni.

f(x,y, 2) = In(zy=)
Resent.

f; :7 f:; :7 f; =
Pitklad . Urcete D(f), f1, f,, [2, D(f2), D(f,), D(f.), funkce

x?

f(2,y,2) = In(zyz)
v bodé A =[1,1,1].

Resent.
fg,n = le/ = f,; =
Pitklad . Urcete D(f), f1, f,, f2, D(f2), D(f,), D(f.), funkce
fla,y,2) = za'/?

v bodé A= [1,1,1].
Resent.
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Piiklad . Urcete D(f), f1, f,, f., D(f2), D(f,), D(f.), funkce

o= ()

Resent.
o= fy= [f.=
Pitklad . Urcete D(f), f, f,, [2, D(f2), D(f,), D(f.), funkce

x? y? z
z

f(x,y, z) = arctg <y?>

ResSent.

Derivace ve sméru

Piiklad . Vypocetéte derivaci v bodé A = [xg,y9] € Ey ve sméru vektoru v = (h,k) € R? (pokud
existuje) funkce

f(z,y) =2y

z definice derivace ve sméru.
Piiklad . Vypocetéte derivaci v bodé A = [0, 0] € Ey ve sméru vektoru u = (h, k) € R? (pokud existuje)

funkce 2
T = 9322? Z;/Q [‘Tay] 7é [0,0],
f( 7y> { O-‘r [x’y]:[[lo]

z definice derivace ve sméru.
Pitklad . Vypocetéte derivaci v bodé A = [0,0] € Ey ve sméru vektoru u = (h, k) € R? (pokud existuje)
funkce

oyl £ 10,0
z,y) = /22 +42
Jwy) {o 2,9] = 0,0]

z definice derivace ve sméru.
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Diferencial funkce

Priklad . Vypoctéte diferencial funkce

flxy) = Va2 + 4

v bodé A = [1,1]. Ovéite existenci diferencidlu v daném bodé.

Reseni. /s
I x / _ _2 ! Y / _
fx_ \/mu fm(A)_ 2 ) fy_ \/ma fy(A)_

V2

dfa = 7(h + k)

Priklad . Vypoctéte totalni diferencial 2. fadu funkce

fl@y) = Va2 +y?

v bodé A = [1,1].
Reseni. ,

1! y 1!
Jow = REwITEE fra(A) =

Y

I

"o xQ " _ ﬁ
4

S Wa foy(A) =

f// _ ry f// _ _@
Ty (xQ + y2)3/2’ Ty 4

d2f(A) = \f —L_hk \fl—
)

Priklad . Vypoctéte diferencidl funkce f (x,y,z) = arctg (yz/x) v bodé A = [1,1,1]. Ovéite existenci
diferencidlu v daném bodé.
Resent. ) )

,  —2xyz , oz , Ty

z x4+y222’ Y Z‘4+y222’ z x4_|_y2227

11
Af(A) = —hi + Shy + Shs

Priklad . Vypoctéte diferencidl funkce f(x,y) = arctg = = [1,0]. Ovérte existenci dife-
rencialu v daném bodé.

Reseni.

1

1
1+ 22’

1
1+ 42

Ba () = 5+ h

fe= fy=

Priklad . Vypoctéte diferencidl funkce f(x,y) = ¥ v bodé A = [1,1]. Ovéite existenci diferencidlu v
daném bodé.

Resgen.

dfa ((h, k)) =
Pifklad . Vypoctéte diferencidl funkce f(z,y) =y® v bodé A = [1,1].
Reseni.

dfa ((h, k)) =

Priklad . Vypoctéte totalni diferencidl 1. tddu funkce f(z,y, z) = arctg (%) v bodée A =[1,1,1.
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Reseni. ) ,
, —2xyz , Tz , 7y

z x4—|—y222’ Y {L‘4—|—y2227 z £E4+y2227

1 1



Taylorova véta

Piiklad . Urcete Tayloruv polynom prvniho stupné funkce f(z,y) = In xfny v bodée M = [1,2].
Piiklad . Urcete Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(z,y) = y* v bodé N = [1,1].
Reseni.

fo=y"Iny, fL(N)=0, f,=azy""", f’( )=1

foo=y"In"y, f(N) =0, fy, =a(—1y"? f,(N)=0, fi, =y ey +1), f,(N) =1,

Ty(z,y) =1+(y—1)+(1’—1)(y—1)
Piiklad . Uréete Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(z,y) = arctg =% + v bodé A = [1,1].

Reseni. | 1 1
fi= o LA =5 L=~ B ==
1 2‘1' " 1 1! 2y 1 1 " 1
foo =~ =W =g I =g Il =50 Jo =0 JnlA) =0
" 2( $ - 1) " 2(1 - 3y2) " /
Sz = RETD Jyyy = RESE Jooy =05 foyy =0

11 1, 1,
JAU+ 14 k) = Sh— Sk = 1° + K + R,

9 =

1 3(1+th) 1 1— 3(1 + th)?
S+ @+t 14 (1+th)?)

Piiklad . Urcete Tayloriv polynom druhého stupné funkce f(z,y) = ¢ +t¥* v bode A = [1,1].
Resent.

, 0<t < 1.

I :2xex2+y2, '(A) = 2¢° .ty —2ye ,f;(A):%2
F = 2(207 4 D, fL(A) = 662, fl = 227 + e, £ (4) = 6,
R AV

xy 2y
f;I;/m: - 4(17(2(172 + 3)ex2+y27 fz,lllil;y = 43/(23/2 + 3>ex2+y2’
Ty = dy(20® + D) f1 = da(2y® 4+ e,

f(L+h1+Fk) :e2(1+2h+2k+3h2+4hk+3k2)+R2
Piiklad . Urcete Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(z,y) = arctg =

Tray = [1,1].

Reseni.
D(f) = {[z,y] € Ex: 1 +xy # 0}
/ fry L f/ —_ — 1
T 142 Y 1+ y?
2z 2y
1 1 1
= —_——— - < f— O

f/// _ 2(31:2 - 1) f/// _ 2(1 - 3y2) f/// -0 f/ -0
rTT (1+x2)3 v Jyyy (1+y2)3 v Jzxy v Jayy

1. 1. 1 1 1| 3(1+th)? -1 1—3(1+tk)?
f(1+h,1+k):§h—§k—1h2+1k2+— ( ) h’ 4 ( 2)3
31+ (1+th)] [1+ (1 +th)?]
1 1

Dy =5@-1)-5H-1)-(@-1)*+ -1

Extrémy funkce vice proménnych

, 0<t < 1.

23
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Lokalni extrémy
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce
fla,y) =2 +y° = 3uy
Regeni. Stacionarni body jsou S; = [0,0], S, = [1,1]. V bodé [1, 1, —1] je ostré lokdlni minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

20 8
f(.f(],y):g)flfy—f———f-—, $>0;y>0
iy Yy

Reseni. Stacionarn{ bod je S =[5, 2]. V bodé [3, 2,30] je ostré lokdln{ minimum.

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce
fla,y) = (2® + 27

Regeni. Stacionarni body jsou S; = [0,0], S = [0,1], S5 = [0, —1], Sy = [1,0], S5 = [~1,0]. V bodé
[0,0,0] je ostré lokalni minimum. V bodech [0, 1, g] a [0,—1, %] jsou ostra lokalni maxima.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) = 3 4 8y° — 6zy + 5
Reseni.

fi=32>—6y=0
[ =24y* — 62 =0 1.2
)

Staciondrn{ body jsou S; = [0,0], S» = [1,1].
fa/;/x = 61’, le//y = 48y7 fglgly = _67

Hf(S1) = (—06 _06)

D1 =0, Dy #0 = kvadraticka forma je indefinitni a v bodé S; neni extrém.

H1(%:) = (—66 gf)

Dy =6>0, Dy =144—36 > 0 = kvadratickd forma je pozitivné definitni a v bodé Ss je ostré lokalni
minimum, f(S2) = 4.
Priiklad . Urcete lokalni extrémy funkce

e = (o o) e

Resent.
! 1 2 4y / 12 z+y
fo=(57"+oty)e™  fi=(52"+y+1])e
1 2

12
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Staciondrni bod je S = [1,—3].

1
37 +2$+y+1) ety

1
( x2+x+y+1)e“y

1
2:02 +y+ 2) ety

)

Dy(S) >0, Dy(S) =% >0 = v bodé S je ostré lokdlni minimum, f(S) = —
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

D= o~

5

flz,y) = ¥ (x4 y* + 2y)

Reseni. Staciondrn{ bod je S = [}, —1]. V bodeé [3

5 — 1, —26} je ostré lokalni minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

fla,y) = ex(x +y?)

Reseni. Staciondrn{ bod je S = [—2,0]. V bodé [—2,0, —2] je ostré lokaln{ minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y) =2 +y° — 3azy

Reseni. Stacionarni body jsou S; = [0,0], Sy = [a,a]. V bodé [a, a] je pro a > 0 je ostré lokdln{ minimum
a pro a < 0 je ostré lokdlni maximum, f(A) = —a>.

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y) = zyln(a® + °)

Reéeni.IStaCionérni body jsou S1 = [1,0], S 1[ ,0], S5 = [0, _1] S, 1: [0, 1]1’ S T [%?7ﬁ]7
S6 *[\fe ] S7= [~ \fe 2] Sg = [ \fe \[e] VbOdeCh[\/g 7\/6 —2); [—@a—@,—%] Jsou

ostra lokalnl minima a v bodech [ N \/ie’ =), [— ﬁ, ﬁ, 5] jsou ostré lokdln{ maxima.

Priiklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flzy) =2y’ (12— 2 —y)

Reseni. Stacionarni body jsou M = {[z,y] € R? : x = 0}, My = {[z,y] € R? : y = 0}. V bodé [4, 6,6912]
je ostré lokdlni maximum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) =2°+y° + 27

Redeni. Stacionarni body jsou S = [23, —145, 2], Sy = [-1, -1, —2].
Piiklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) = ze¥’ T
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Resen.

fi=01- 22%)e¥ fy= 2xye?’
o= 2x(22% — 3)e¥ foy = 2y(1 — 202)e?" =" f1 = 2x(1 4 2y%)e?

T T yy

Stacionarni body jsou S; = [—‘/75, O}, Sy = [@, 0] Funkce nema extrémy.

Priiklad . Urcete lokalni extrémy funkce
fla,y) = 22° — ay® + 5% +

Reseni. Staciondrnf body jsou S = [0,0], So = [—32,0], S5 = [1,4],5s = [1,—4] V bodé [0,0,0] je ostré
lokalni minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) = 3 4 322 4 dxy + o>

Reseni. Staciondrn{ body jsou S; = [0,0], 5> = [2, —2] V bodé [2, —2,0] je ostré lokdln{ minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) =2 +y" —zy—=

Reseni. Staciondrn{ body jsou S; = [%, %], Sy = [—%, —}l]. V bodé [%,
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

1 157 : 4 Sni mini
3 —2—7] je ostré lokalni minimum.

flz,y) =vy(3 —x —y)

Regeni. Stacionarni body jsou S; = [0,0],5, = [3,0],S5 = [0,3]S; = [1,1]. V bodé [1,1,1] je ostré
lokalni minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

L,

e = (o o) e

Resend. Stacionarni bod je S = [1,—2]. V bode [1, -3, —JL&} je ostré lokdlni minimum.

Priiklad . Urcete lokalni extrémy funkce
fla,y) = —a® —y* —zy + 6y + 1

Reseni. Stacionarni bod je S = [1, —%} V bodé [1, —%} je ostré lokalni minimum.
Priiklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flry)=2+y" —ay—o—y+2

Reseni. Stacionarni bod je S = [%, %} V bodé [%, %,f(S)]
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y) =2+ y*+ a2y — 62— 9

Regeni. Stacionarni bod je S = [1,4]. V bodé [1,4, —21] je ostré lokalni minimum.
Piiklad . Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y) =22 + 5y* — 6wy —x — 3y + 2
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Reseni. Staciondrn{ bod je S = [—2,—2]. V bodé [-2, -2, 2] je ostré lokdln{ minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flx,y) =2 + 29" = 3w+ 5y — 1

Reseni. Staciondrn{ bod je S = [£,—2]. V bodeé [2, -3, 2] je ostré lokdln{ minimum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

Reseni. Stacionarni bod je S = [1

flr,y)=2"—y* — 22— 2y

, —1]. Nem4 lokdlni extrémy.

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y) = 272%y + 14y® — 54z — 69y

Regeni. Stacionarni body jsou S; = [1,1], Sy = [~1,—1], 53 = [gﬁ%], Sy = [—¥H, —3¥44] V bode
S1 je ostré lokdlni minimum, v bodé S, je ostré lokalni maximum.
Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

f(x,y)

Reseni.

1 5) 10
="t (2x2 + -y —ay—b5r— —y+ —)

2 3

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

flry) =2+ + 22 +yz—20+y—2

Reseni. Stacionarni body jsou S;
lokalni minimum.

= 10,0], So = [3,0], S3 = [0,3] Sy

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

3

[1,1]. V bodeé [1,1,1] je ostré

f(z,y) = 62 + 5y* + 142° + 4oy — 8vz — 2yz +y + 1

Reseni.

Priklad . Urcete lokalni extrémy funkce

Reseni. Stacionarni body jsou S
minimum.

f(z,y) =yn (z° +y)

= [0,1], S; = [1,0], 55 = [-1,0]. V bodé [0,e, —e] je ostré lokalni

Néjdéte stacionarni body nasledujicich funkei dvou proménnych a klasifikujte je pomoci Hessovy

matice:
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(8) ha(z,y) =2*(y+1) +y*(y — 1),
(h) hs(z,y) = (@ +y*)(y +1)

Néjdéte stacionarni body nasledujicich funkei tfech proménnych a klasifikujte je pomoci Hessovy ma-
tice:

(a) flz,y,2) =32+ +y* + x> + 2% — 32

(b> 9(1'7 Y, Z) = (:C +y+ z)e—(ﬂ»‘2+y2+22)

<C) h(:v,y, Z) - y-glc-z + ziz + ;Bj-y



Globalni extrémy
Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce
flz,y) =22 —9* —wy +2y + 1

na M = [0,1] x [0, 1].
Priiklad . Urcete absolutni extrémy funkce

f(z,y) = 2* + 22y — 4z + 8y
na M = [0,1] x [0, 2].

Reseni.
Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce

flz,y) = rev’ e

na M: {[x’y] c E2 : x2_|_y2 S 17y Z 0}
Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce

flzy) =2 +y°

na M ={[z,y] €By:x+y<1,0>0,y >0}
Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce

2
flx,y) = (x - 5) +y°
na mnoziné
M = {[a:,y] €ERy:a?+1y2 < 1}
Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce
flz,y) =2’ +y° = 3ay

na mnoziné
M = {[z,y] € By a® +y* <42 >0,y >0}

Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce
flx,y) = 2y?(4 =z —y)

na mnoziné
M= {z,yl €Ey:y<—z+6,2>0,y>0}

Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce
flz,y) =2’ +y° = 3ay

na mnoziné
M:{[:E,y]EE2:0§x§3,0§y§2w2}

Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce

fa) = (5 +0) e

29
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na mnoziné M = {[z,y] € Ey: x >0,y <0,y > = — 2}.
Priklad . Urcete absolutni extrémy funkce

fla,y) =%y

na mnoziné
M={z,y) €Ey:y<—a®+z+2,y>0}

Priklad . Najdéte absolutni extrémy funkce

na mnoziné

na mnoziné

Priklad . Najdéte absolutni extrémy funkce

flxy) =z +y

na mnoziné
M= {[z,y] eR® : y > 0,27 +¢*> <1}

Priklad . Najdéte absolutni extrémy funkce
fla,y) =22 —y* —ay + 2y + 1

na mnoziné M = [—1,1] x [0, 2].
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