
1

PŘÍKLADY

Č́ıselné řady

Rozhodněte o konvergenci řad:

∞∑
n=1

1

n
√
n+ 1

[konvergentńı]

∞∑
n=1

1

n
[divergentńı]

∞∑
n=1

1

100n+ 1
[divergentńı]

∞∑
n=1

1 + n

1 + n2
[divergentńı]

∞∑
n=1

(√
n−
√
n− 1

)
[divergentńı]

∞∑
n=2

1

lnn
[divergentńı]

∞∑
n=1

2nn

nn
[konvergentńı]

∞∑
n=1

1

lnn(n+ 1)
[konvergentńı]

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)!
[konvergentńı]

∞∑
n=0

2n

n!
[konvergentńı]

∞∑
n=2

1

(lnn)lnn
[konvergentńı]

∞∑
n=1

a
k√n, k ∈ N, 0 < a < 1

∞∑
n=0

(
1 + n

1 + n2

)2

[konvergentńı]

∞∑
n=1

e−
√
n

√
n

[konvergentńı]
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∞∑
n=1

sin
π

3n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

sin
1

n
[divergentńı]

∞∑
n=1

1√
n

sin
1

n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

cos

(
1

n

)
[divergentńı]

∞∑
n=2

1

(ln n)ln n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

n

n+ 1
[divergentńı]

∞∑
n=1

n

2n
[konvergentńı]

∞∑
n=1

(−1)n+1 n

(n+ 1)!
[konvergentńı]

∞∑
n=2

lnn

n
[divergentńı]

∞∑
n=1

(√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n
)

[konvergentńı]

∞∑
n=1

e−
√
n [konvergentńı]

∞∑
n=1

(n
e

)n 1

n!
[divergentńı]

Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=2

ln

(
n− 1

n+ 1

)(√
n+ 1−

√
n
)p

v závislosti na parametru p ∈ R.
Výsledek

Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=1

1 + sin 1
n
− cos 1

n

1 + sin 2
n
− cos 2

n

1

n

√
tg

1

n

Výsledek
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Vyšetřete konvergenci řady
∞∑
n=1

n1+ 1
n(

n+ 1
n

)n
Výsledek: konverguje podle odmocninivého kritéria
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−3. [n >]
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=2

lnn

n3

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−2.
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

1

n ln2 n

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−1. [n > e10]
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=2

log n

n2

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−2.
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

1

1 + n2

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−3.
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

(
3n+ 1

7n

)n
Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−3. [n = 9]
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

(
n+ 1

3n

)n
Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−2. [n = 9]
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

(
2

3

)n
ln(1 + 2n)

[ln(1 + 2n) ≤ ln 2n+1 = (n+ 1) ln 2] pak podilovym a srovnavacim, konverguje
Rozhodněte o konvergenci řady

∞∑
n=1

tg
( π

4n

)
sin 2n (1)

[
|sin 2n| ≤ 1, tg

(
π
4n

)
≤ π

(
1
4

)n]
pak srovnavacim, konverguje
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Rozhodněte o konvergenci řady
∞∑
n=1

n

en2

Kolik člen̊u řady je nutno seč́ıst, aby chyba byla menš́ı než 10−3. []
Určte sdoučet řady

∞∑
n=1

1

1 + n2

aby chyba byla menš́ı než 10−2. []
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.
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Kapitola 1

NEURČITÝ INTEGRÁL

Tabulkové integrály.
Z tabulky derivaćı dostáváme okamžitě tabulku primitivńıch funkćı. V následuj́ıćıch vzorćıch je c ∈ R
libovolná konstanta:

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ c, x ∈ R, n ∈ N ∪ {0},∫

xα dx =
xα+1

α + 1
+ c, x ∈ (0,∞), α ∈ R, α 6= −1,∫

1

x
dx = ln |x|+ c, x ∈ (0,∞) nebo x ∈ (−∞, 0),∫

ax dx =
ax

ln a
+ c, x ∈ R, a > 0, a 6= 1 je konstanta,∫

sinx dx = − cosx+ c, x ∈ R,∫
cosx dx = sin x+ c, x ∈ R,∫
1

sin2 x
dx = −cotg x+ c, x ∈ (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z,∫

1

cos2 x
dx = tg x+ c, x ∈ ((2k − 1)π/2, (2k + 1)π/2), k ∈ Z,∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ c, x ∈ (−1, 1),∫
1

1 + x2
dx = arctg x+ c, x ∈ R,∫

sinhx dx = coshx+ c, x ∈ R,∫
coshx dx = sinhx+ c, x ∈ R,∫

1

cosh2 x
dx = tghx+ c, x ∈ R,∫

1

sinh2 x
dx = − cotghx+ c, x ∈ (0,∞) nebo x ∈ (−∞, 0).

7



8 KAPITOLA 1. NEURČITÝ INTEGRÁL

Poznámka 1.0.1 (k druhému vzorci v předešlé tabulce - možnost rozš́ı̌reńı integračńıch obor̊u)
Je-li α = p/q ∈ Q, α 6= −1, p, q nesoudělná, pak

(a)

je-li α > 0 a

{
q sudé, pak x ∈ (0,∞),

q liché, pak x ∈ R,

(b)

je-li α < 0 a

{
q sudé, pak x ∈ (0,∞),

q liché, pak x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞),
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PŘÍKLADY

Určité integrály

Vypočtěte integrál
∞∫
1

arctg x

x2
dx

[
1

4
π +

1

2
ln 2

]
Vypočtěte integrál

∞∫
0

1

1 + x3
dx

[
2
√

3

9
π

]
Vypočtěte integrál

1∫
0

√
1 + x

1− x
dx

[
1 +

1

2
π

]
Vypočtěte integrál

1∫
−1

1

x2/3
dx [6]

Vypočtěte integrál
∞∫

−∞

arctg2 x

1 + x2
dx

[
1

12
π3

]
Vypočtěte integrál

∞∫
1

1

x2(x+ 1)
dx [1− ln 2]

Vypočtěte integrál
∞∫
0

e−
√
x dx [2]

Vypočtěte integrál
e∫

0

| ln x| dx [2]

Vypočtěte integrál
∞∫
0

xe−x
2

dx

[
1

2

]
Vypočtěte integrál

∞∫
1

1

x (x+ 1)
dx [ln 2]
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Vypočtěte integrál
∞∫
0

√
x

x+ 1
dx [diverguje]

Vypočtěte integrál
2∫

−2

|x3 − x| dx [5]

Vypočtěte integrál
∞∫
1

e1/x

x2
dx [e− 1]

Vypočtěte integrál
1∫

0

1√
1 + x

dx
[
2(
√

2− 1)
]

Vypočtěte integrál
1∫

0

x√
1− x2

dx [1]

Vypočtěte integrál
1∫

0

x lnx dx

[
−1

4

]
Vypočtěte integrál

1∫
0

1

3

√
(x− 1)2

dx [3]

Vypočtěte integrál
1∫

−3

x− 3√
3− 2x− x2

dx [−4π]

Vypočtěte integrál
∞∫
0

1

1 + x2
dx

[π
2

]
Vypočtěte integrál

∞∫
2/π

sin 1
x

x2
dx [1]

Vypočtěte integrál
∞∫
1

1√
x
dx [diverguje]



11

Vypočtěte integrál
∞∫
e

1

x ln2 x
dx [1]

Vypočtěte integrál
1∫

0

lnxdx [−1]

Vypočtěte integrál
1∫

0

1

x2
dx [diverguje]

Vypočtěte integrál
0∫

−∞

exdx [1]

Vypočtěte integrál
∞∫
0

1

(x+ 4)2
dx

[
1

4

]
Vypočtěte integrál

1∫
−1

1√
|x|

dx [4]

Vypočtěte integrál
1∫

0

cos2(lnx) dx

[
3

5

]
Vypočtěte integrál

2∫
1

3
√
x− 1

1 +
√
x− 1

dx

[
2
√

3

3
π − 9

5
− 2 ln 2

]

Vypočtěte integrál
π∫

0

x sin2 x dx

[
1

4
π2

]
Vypočtěte integrál

1∫
0

arcsin x dx

[
1

2
π − 1

]
Vypočtěte integrál

1∫
1/2

x ln

(
1 +

1

x

)
dx

[
1

4
+

3

8
ln 3− 1

2
ln 2

]
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Vypočtěte integrál
∞∫

−∞

x arctg x

1 + x2
dx [diverguje]
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Aplikace určitého integrál̊u

ypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: y = 1
1+x2

, y = 1
2
x2.[

1
2
π − 1

3
m2
]

Vypočtěte obsah rovinného obrazce danného nerovnostmi: y < 3x3, y < 1
x
, x− y < 2, x > 0.[

9
4

+ 6 · 33/4 + 1
4

ln 3 + ln 2 m2
]

Vypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: y2 = x+ 1, y = x− 1.[
9
2
m2
]

Vypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: x = 0, x = 1, y = 0, y = e2x.[
1
2
((e)2 − 1) m2

]
Vypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: y = arctg x, y = 0, x = 1.[

1
4
π − 1

2
ln 2 m2

]
Vypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: x2 + y2 = 8, y2 = 2x, x > 0.[

4
3
− 2π m2

]
Vypočtěte obsah rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y < ln(x2+x+1)

(x+1)2
}.[√

3
6
π − ln 2 m2

]
Vypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného křivkami: x2 + y2 = 8, y2 = 2x, x > 0.[

4
3
− 2π m2

]
Vypočtěte obsah rovinné oblasti, která je ohraničená osou y, křivkou f(x) = xe−x

2
a tečnou k této

křivce v bodě T =
[
1, 1

e

]
.[

1 + 1
2e
m2
]

Vypočtěte obsah rovinné oblasti, která je ohraničená osou x, křivkou x2 + y2 = 4 a tečnou k této
křivce v bodě T =

[
1,
√

3
]
.

Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce daného křivkami y = R−r
h
x + r,

y = 0, x = 0, x = h, R ≥ r > 0, h > 0 kolem osy x.[
πh
3

(R2 + rR + r2) m3
]

Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce daného křivkami 3x − 4y + 5 = 0,
y = 2x, x = 0 kolem osy x.[
65
48
π m3

]
Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce daného křivkami y = x2, y2 = x

kolem osy x.[
3
10
π m3

]
Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce daného křivkami x = k, x2

a2
− y2

b2
= 1,

y = 0, k > a > 0, b > 0 kolem osy x.[
bπ
2a

[
k
√
k2 − a2 − a2 ln(k +

√
k2 − a2) + a2 ln a

]
m3
]

Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce daného křivkami y = 1
2
x2, y = 1

2
|x|

kolem osy y.[
1
12
π m3

]
Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce ohraničeného křivkami y = x2 + 2,

y = 2x2 + 1 kolem osy x.[
24
5
π m3

]
Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotaćı rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 0 < x < π, 0 <

y < e−x
√

sinx} kolem osy x.[
1
5
π
(
1 + 1

e2π

)
m2
]

Vypočtěte obsah rotačńı plochy, která vznikne rotaćı rovinného obrazce A = {[x, y] ∈ R2 : 0 < x <
π/4, 0 < y < tgx} kolem osy x.[
π
(√

5−
√

2 + ln 2(1+
√
2)

1+
√
5

)
m2
]
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Vypočtěte obsah povrchu koule o poloměru r.
[4πr2 m2]

Vypočtěte obsah rotačńı plochy, která vznikne rotaćı rovinného obrazce ohraničeného křivkami y =√
4 + x, x = −3, x = 2, y = 0 kolem osy x.[
5π
6

(
25−

√
5
)
m2
]

Vypočtěte délku křivky x = ϕ(t) = a(t− sin t), y = ψ(t) = a(1− cos t), t ∈ [0, 2π], a > 0.
[8a m]

Vypočtěte délku křivky y = 1− ln (cosx), x ∈ [0, π
4
].[

ln 2+
√
2√

2
m
]

Vypočtěte délku křivky y = ln ex+1
ex−1 , x ∈ [ln 2, ln 5].[

ln 16
5
m
]

Vypočtěte délku křivky y = lnx, x ∈ [
√

3,
√

8].[
1 + argtanh1

2
− argtanh1

3
m
]

Vypočtěte délku křivky x = ϕ(t) = a(t sin t+ cos t), y = ψ(t) = a(sin t− t cos t), t ∈ [0, π/2], a > 0.
[πa2/2 m]

Vypočtěte délku křivky y = ex, x ∈ (0, 1).[√
1 + e2 + 1

2
ln
√
1+e2−1√
1+e2+1

+ 1
2

ln
√
2+1√
2−1 =

√
1 + e2 + 1 + ln 1+

√
2

1+
√
1+e2

m
]

Vypočtěte délku křivky y =
√
x− x2 + arcsin

√
x, x ∈ [1

2
, 3
4
].[√

2− 1 m
]

Vypočtěte délku křivky x = ϕ(t) = a cos3 t, y = ψ(t) = a sin3 t, t ∈
[
0, π

2

]
, a > 0.[

3
2
a m

]
Vypočtěte délku křivky y = coshx, x ∈ [0, cosh b], b > 0.

[sinh b m]
Vypočtěte délku křivky x = ϕ(t) = a cos4 t, y = ψ(t) = a sin4 t, t ∈

[
0, π

2

]
, a > 0.[

a
(

ln(1+
√
2)√

2

)
m
]
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Parciálńı derivace

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy funkce

f(x, y) = arctg
x− y
x+ y

Řešeńı.
f ′x =

y

x2 + y2
, f ′y = − x

x2 + y2
,

f ′′xx = − 2xy

(x2 + y2)2
, f ′′yy =

2xy

(x2 + y2)2
, f ′′xy =

x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) =
x− y
x+ y

Řešeńı.

f ′x =
2y

(x+ y)2
, f ′y = − 2x

(x+ y)2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) =
x+ y

x− y

Řešeńı.

f ′x =
−2y

(x− y)2
, f ′y =

2x

(x− y)2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) = arctg

(
x

y

)
Řešeńı.

f ′x =
y

x2 + y2
, f ′y = − x

x2 + y2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) = arctg
(y
x

)
Řešeńı.

f ′x = − y

x2 + y2
, f ′y =

x

x2 + y2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y,D(f ′x),D(f ′y) funkce

f(x, y) =
x− 2xy2

1− x

Řešeńı.

f ′x =
1− 2y2

(x− 1)2
, f ′y = − 4xy

x− 1
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Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y,D(f ′x),D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy funkce

f(x, y) = x2exy

v bodě A = [1, 0
Řešeńı.

f ′x = x(2 + xy)exy, f ′x(A) = 2, f ′y = x3exy, f ′y(A) = 1

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y,D(f ′x),D(f ′y) funkce

f(x, y) = 2
√
x+ 2

√
y

v bodě A = [1, 1].
Řešeńı.

f ′x =
1√
x
, f ′x(A) = 1, f ′y =

1
√
y
, f ′y(A) = 1

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy funkce

f(x, y) = xy

v bodě A = [1, 1].
Řešeńı.

f ′x = yxy−1, f ′x(A) = 1, f ′y = xy lnx, f ′y(A) = 0,

f ′′xx = y(y − 1)xy−2, f ′′xx(A) = 0, f ′′yy = xy ln2 x, f ′′yy = 0, f ′′xy = xy−1(1 + y lnx), f ′′xy(A) = 1,

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y,D(f ′x),D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy funkce

f(x, y) = yx

v bodě A = [1, 1].
Řešeńı.

f ′x = yx ln y, f ′x(A) = 0, f ′y = xyx−1, f ′y(A) = 1,

f ′′xx = yx ln2 y, f ′′yy = x(x− 1)yx−2, f ′′xy = (1 + x ln y)yx−1.

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) = ln (x+ ln y)

a vypočtěte hodnoty prvńıch parciálńıch derivaćı v bodě A = [1, 1].
Řešeńı.

f ′x =
1

x+ ln y
, f ′x(A) = 1, f ′y =

1

y(x+ ln y)
, f ′y(A) = 1

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y) funkce

f(x, y) = ln(x ln y)

a vypočtěte hodnoty prvńıch parciálńıch derivaćı v bodě A = [1, e].
Řešeńı.

f ′x =
1

x
, f ′x(A) = 1, f ′y =

1

y ln y
, f ′y(A) =

1

e

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy funkce

f(x, y) = x sin (x+ y)
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a vypočtěte hodnoty prvńıch parciálńıch derivaćı v bodě A = [π, 0].
Řešeńı.

f ′x = sin(x+ y) + x cos(x+ y), f ′x(A) = −π, f ′y = x cos(x+ y), f ′y(A) = −π,

f ′′xx = 2 cos(x+ y)− x sin(x+ y), f ′′xx(A) = −2, f ′′yy = −x sin(x+ y), f ′′yy(A) = 0,

f ′′xy = cos(x+ y)− x sin(x+ y), f ′′xy(A) = −1.

Př́ıklad . Určete D(f), f ′′xx, f
′′
yy, f

′′
xy, D(f ′xx), D(f ′yy), D(f ′xy) funkce

f(x, y) = arctg
xy√

1 + x2 + y2

Řešeńı.

f ′′xy =
1

(1 + x2 + y2)
3
2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′′xx, f
′′
yy, f

′′
xy,D(f ′′xx),D(f ′′yy),D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = ylnx

Řešeńı.

f ′x =
ylnx ln y

x
, f ′y = ylnx−1 lnx,

f ′′xx =

(
ylnx

x

)2

(ln y − 1), f ′′yy = ylnx−2(lnx− 1) lnx, f ′′xy =
ylnx(1 + ln x ln y)

xy
.

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) =
√
x2 + y2

Řešeńı.

f ′x =
x√

x2 + y2
, f ′y =

y√
x2 + y2

f ′′xx =
y2

(x2 + y2)3/2
, f ′′yy =

x2

(x2 + y2)3/2
, f ′′xy = − xy

(x2 + y2)3/2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xy, D(f ′′xy) funkce

f(x, y) =
√

2xy + y2

Řešeńı.

f ′x =
y√

2xy + y2
, f ′y =

x+ y√
2xy + y2

f ′′xy =
xy
√

2xy + y2

(2xy + y2)2

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = ln
x2 + 1

y2 − 1
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Řešeńı.

f ′x =
2x

x2 + 1
, f ′y = − 2y

y2 − 1

f ′′xx = 2
1− x2

(x2 + 1)2
, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = arcsin

(
x

y

)
Řešeńı. D(f) = ({[x, y] ∈ E2 : y ≥ |x|} ∪ {[x, y] ∈ E2 : y ≤ −|x|}) \ {[0, 0]}

f ′x =
sgn(y)√
y2 − x2

, f ′y = − x sgn(y)

y
√
y2 − x2

f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = (x2 + y2)e−(x
2+y2)

Řešeńı.
f ′x =, f ′y =

f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = x2 ln y

Řešeńı.
f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), funkce

f(x, y) =

√∣∣∣∣xy
∣∣∣∣

Řešeńı. D(f) = {[x, y] ∈ E2 :}
f ′x = f ′y =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), funkce

f(x, y) =
√
|xy|

Řešeńı. D(f) = {[x, y] ∈ E2 :}
f ′x = f ′y =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), funkce

f(x, y) =

√
x+ y

x− y
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Řešeńı. D(f) = {[x, y] ∈ E2 :}
f ′x = f ′y =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = ln(y + ln x)

Řešeńı.
f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = exy ln y

Řešeńı.
f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), funkce

f(x, y) =

√
|y|
x+ y

Řešeńı. D(f) = {[x, y] ∈ E2 :}
f ′x = f ′y =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, D(f ′x), D(f ′y), f

′′
xx, f

′′
yy, f

′′
xy, D(f ′′xx), D(f ′′yy), D(f ′′xy) funkce

f(x, y) = exy ln

(
x

y

)
Řešeńı.

f ′′xx =, f ′′yy =, f ′′xy =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, f

′
z, D(f ′x), D(f ′y), D(f ′z), funkce

f(x, y, z) = ln(xyz)

Řešeńı.
f ′x =, f ′y =, f ′z =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, f

′
z, D(f ′x), D(f ′y), D(f ′z), funkce

f(x, y, z) = ln(xyz)

v bodě A = [1, 1, 1].
Řešeńı.

f ′x =, f ′y =, f ′z =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, f

′
z, D(f ′x), D(f ′y), D(f ′z), funkce

f(x, y, z) = zx1/y

v bodě A = [1, 1, 1].
Řešeńı.

f ′x =, f ′y =, f ′z =
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Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, f

′
z, D(f ′x), D(f ′y), D(f ′z), funkce

f(x, y, z) =
(y
z

)x
Řešeńı.

f ′x =, f ′y =, f ′z =

Př́ıklad . Určete D(f), f ′x, f
′
y, f

′
z, D(f ′x), D(f ′y), D(f ′z), funkce

f(x, y, z) = arctg
(yz
x

)
Řešeńı.

f ′x =, f ′y =, f ′z =

Derivace ve směru

Př́ıklad . Vypočetěte derivaci v bodě A = [x0, y0] ∈ E2 ve směru vektoru u = (h, k) ∈ R2 (pokud
existuje) funkce

f(x, y) = xy

z definice derivace ve směru.
Př́ıklad . Vypočetěte derivaci v bodě A = [0, 0] ∈ E2 ve směru vektoru u = (h, k) ∈ R2 (pokud existuje)
funkce

f(x, y) =

{
x2y
x2+y2

[x, y] 6= [0, 0],

0 [x, y] = [0, 0]

z definice derivace ve směru.
Př́ıklad . Vypočetěte derivaci v bodě A = [0, 0] ∈ E2 ve směru vektoru u = (h, k) ∈ R2 (pokud existuje)
funkce

f(x, y) =

{
xy√
x2+y2

[x, y] 6= [0, 0],

0 [x, y] = [0, 0]

z definice derivace ve směru.
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Diferenciál funkce

Př́ıklad . Vypočtěte diferenciál funkce

f(x, y) =
√
x2 + y2

v bodě A = [1, 1]. Ověřte existenci diferenciálu v daném bodě.
Řešeńı.

f ′x =
x√

x2 + y2
, f ′x(A) =

√
2

2
, f ′y =

y√
x2 + y2

, f ′y(A) =

√
2

2
,

dfA =

√
2

2
(h+ k)

Př́ıklad . Vypočtěte totálńı diferenciál 2. řádu funkce

f(x, y) =
√
x2 + y2

v bodě A = [1, 1].
Řešeńı.

f ′′xx =
y2

(x2 + y2)3/2
, f ′′xx(A) =

√
2

4
, f ′′yy =

x2

(x2 + y2)3/2
, f ′′yy(A) =

√
2

4
,

f ′′xy = − xy

(x2 + y2)3/2
, f ′′xy = −

√
2

4

d2f(A) =

√
2

4
h2 −

√
2

2
hk +

√
2

4
k2.

Př́ıklad . Vypočtěte diferenciál funkce f(x, y, z) = arctg (yz/x) v bodě A = [1, 1, 1]. Ověřte existenci
diferenciálu v daném bodě.
Řešeńı.

f ′x =
−2xyz

x4 + y2z2
, f ′y = − x2z

x4 + y2z2
, f ′z = − x2y

x4 + y2z2
,

df(A) = −h1 +
1

2
h2 +

1

2
h3

Př́ıklad . Vypočtěte diferenciál funkce f(x, y) = arctg x+y
1−xy v bodě A = [1, 0]. Ověřte existenci dife-

renciálu v daném bodě.
Řešeńı.

f ′x =
1

1 + x2
, f ′y =

1

1 + y2

dfA ((h, k)) =
1

2
h+

1

2
k

Př́ıklad . Vypočtěte diferenciál funkce f(x, y) = xy v bodě A = [1, 1]. Ověřte existenci diferenciálu v
daném bodě.
Řešeńı.

dfA ((h, k)) =

Př́ıklad . Vypočtěte diferenciál funkce f(x, y) = yx v bodě A = [1, 1].
Řešeńı.

dfA ((h, k)) =

Př́ıklad . Vypočtěte totálńı diferenciál 1. řádu funkce f(x, y, z) = arctg
(
yz
x

)
v bodě A = [1, 1, 1.
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Řešeńı.

f ′x =
−2xyz

x4 + y2z2
, f ′y = − x2z

x4 + y2z2
, f ′z = − x2y

x4 + y2z2
,

df(A) = −h1 +
1

2
h2 +

1

2
h3.
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Taylorova věta
Př́ıklad . Určete Taylor̊uv polynom prvńıho stupně funkce f(x, y) = ln xy

x2+y2
v bodě M = [1, 2].

Př́ıklad . Určete Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = yx v bodě N = [1, 1].
Řešeńı.

f ′x = yx ln y, f ′x(N) = 0, f ′y = xyx−1, f ′y(N) = 1

f ′′xx = yx ln2 y, f ′′xx(N) = 0, f ′′yy = x(x− 1)yx−2, f ′′yy(N) = 0, f ′′xy = yx−1(x ln y + 1), f ′′xy(N) = 1,

T2(x, y) = 1 + (y − 1) + (x− 1)(y − 1)

Př́ıklad . Určete Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = arctg x−y
1+xy

v bodě A = [1, 1].

Řešeńı.

f ′x =
1

1 + x2
, f ′x(A) =

1

2
, f ′y = − 1

1 + y2
, f ′y(A) = −1

2

f ′′xx = − 2x

(1 + x2)2
, f ′′xx(A) =

1

2
, f ′′yy =

2y

(1 + y2)2
, f ′′yy(A) =

1

2
, f ′′xy = 0, f ′′xy(A) = 0

f ′′′xxx =
2(3x2 − 1)

(1 + x2)3
, f ′′′yyy =

2(1− 3y2)

(1 + y2)3
, f ′′′xxy = 0, f ′xyy = 0

f(1 + h, 1 + k) =
1

2
h− 1

2
k − 1

4
h2 +

1

4
k2 +R2

R2 =
1

3

[
3(1 + th)2 − 1

[1 + (1 + th)2]3
h3 +

1− 3(1 + tk)2[
1 + (1 + tk)2

]3
]
, 0 < t < 1.

Př́ıklad . Určete Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = ex
2+y2 v bodě A = [1, 1].

Řešeńı.
f ′x = 2xex

2+y2 , f ′x(A) = 2e2, f ′y = 2yex
2+y2 , f ′y(A) = 2e2

f ′′xx = 2(2x2 + 1)ex
2+y2 , f ′′xx(A) = 6e2, f ′′yy = 2(2y2 + 1)ex

2+y2 , f ′′yy(A) = 6e2,

f ′′xy = 4xyex
2+y2 , f ′′xy(A) = 4e2

f ′′′xxx = 4x(2x2 + 3)ex
2+y2 , f ′′′yyy = 4y(2y2 + 3)ex

2+y2 ,

f ′′′xxy = 4y(2x2 + 1)ex
2+y2 , f ′′′xyy = 4x(2y2 + 1)ex

2+y2 ,

f(1 + h, 1 + k) = e2(1 + 2h+ 2k + 3h2 + 4hk + 3k2) +R2

Př́ıklad . Určete Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = arctg x−y
1+xy

v bodě A = [1, 1].

Řešeńı.
D(f) = {[x, y] ∈ E2 : 1 + xy 6= 0}

f ′x =
1

1 + x2
, f ′y = − 1

1 + y2

f ′′xx = − 2x

(1 + x2)2
, f ′′yy =

2y

(1 + y2)2
, f ′′xy = 0

f ′′′xxx =
2(3x2 − 1)

(1 + x2)3
, f ′′′yyy =

2(1− 3y2)

(1 + y2)3
, f ′′′xxy = 0, f ′xyy = 0

f(1 + h, 1 + k) =
1

2
h− 1

2
k − 1

4
h2 +

1

4
k2 +

1

3

[
3 (1 + th)2 − 1[
1 + (1 + th)2

]3h3 +
1− 3 (1 + tk)2[
1 + (1 + tk)2

]3
]
, 0 < t < 1.

T2(x, y) =
1

2
(x− 1)− 1

2
(y − 1)− (x− 1)2 + (y − 1)2

Extrémy funkce v́ıce proměnných
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Lokálńı extrémy

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [1, 1]. V bodě [1, 1,−1] je ostré lokálńı minimum.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 5xy +
25

x
+

8

y
, x > 0, y > 0

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [5
2
, 4
5
]. V bodě [5

2
, 4
5
, 30] je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = (x2 + 2y2)e−x
2−y2

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [0, 1], S3 = [0,−1], S4 = [1, 0], S5 = [−1, 0]. V bodě
[0, 0, 0] je ostré lokálńı minimum. V bodech [0, 1, 2

e
] a [0,−1, 2

e
] jsou ostrá lokálńı maxima.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + 8y3 − 6xy + 5

Řešeńı.

f ′x = 3x2 − 6y = 0 (1.1)

f ′y = 24y2 − 6x = 0 (1.2)

Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 =
[
1, 1

2

]
.

f ′′xx = 6x, f ′′yy = 48y, f ′′xy = −6,

Hf(S1) =

(
0 −6
−6 0

)
D1 = 0, D2 6= 0 ⇒ kvadratická forma je indefinitńı a v bodě S1 neńı extrém.

Hf(S2) =

(
6 −6
−6 24

)
D1 = 6 > 0, D2 = 144−36 > 0 ⇒ kvadratická forma je pozitivně definitńı a v bodě S2 je ostré lokálńı
minimum, f(S2) = 4.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) =

(
1

2
x2 + y

)
ex+y

Řešeńı.

f ′x =

(
1

2
x2 + x+ y

)
ex+y, f ′y =

(
1

2
x2 + y + 1

)
ex+y

1

2
x2 + x+ y = 0

1

2
x2 + y + 1 = 0
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Stacionárńı bod je S =
[
1,−3

2

]
.

f ′′xx =

(
1

2
x2 + 2x+ y + 1

)
ex+y

f ′′xy =

(
1

2
x2 + x+ y + 1

)
ex+y

f ′′yy =

(
1

2
x2 + y + 2

)
ex+y

Hf(S) =

(
2
e

1
e

1
e

1
e

)
D1(S) > 0, D2(S) = 1

e2
> 0 ⇒ v bodě S je ostré lokálńı minimum, f(S) = − 1√

e
.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = e2x(x+ y2 + 2y)

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [1
2
,−1]. V bodě

[
1
2
,−1,−2e

]
je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = e
1
2
x(x+ y2)

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [−2, 0]. V bodě [−2, 0,−2
e
] je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y3 − 3axy

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [a, a]. V bodě [a, a] je pro a > 0 je ostré lokálńı minimum
a pro a < 0 je ostré lokálńı maximum, f(A) = −a3.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = xy ln(x2 + y2)

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [1, 0], S2 = [−1, 0], S3 = [0,−1], S4 = [0, 1], S5 = [ 1√
2e
, 1√

2e
],

S6 = [ 1√
2e
,− 1√

2e
], S7 = [− 1√

2e
,− 1√

2e
], S8 = [− 1√

2e
, 1√

2e
]. V bodech [ 1√

2e
, 1√

2e
,− 1

2e
], [− 1√

2e
,− 1√

2e
,− 1

2e
] jsou

ostrá lokálńı minima a v bodech [ 1√
2e
,− 1√

2e
, 1
2e

], [− 1√
2e
, 1√

2e
, 1
2e

] jsou ostrá lokálńı maxima.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2y3(12− x− y)

Řešeńı. Stacionárńı body jsou M1 = {[x, y] ∈ R2 : x = 0}, M2 = {[x, y] ∈ R2 : y = 0}. V bodě [4, 6, 6912]
je ostré lokálńı maximum.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y2 + z2

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [23,−145,−2], S2 = [−1,−1,−2].
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = xey
2−x2
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Řešeńı.
f ′x = (1− 2x2)ey

2−x2 , f ′y = 2xyey
2−x2

f ′′xx = 2x(2x3 − 3)ey
2−x2 , f ′′xy = 2y(1− 2x2)ey

2−x2 , f ′′yy = 2x(1 + 2y2)ey
2−x2

Stacionárńı body jsou S1 =
[
−
√
2
2
, 0
]
, S2 =

[√
2
2
, 0
]
. Funkce nemá extrémy.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 2x3 − xy2 + 5x2 + y2

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [−5
3
, 0], S3 = [1, 4], S4 = [1,−4] V bodě [0, 0, 0] je ostré

lokálńı minimum.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + 3x2 + 4xy + y2

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [2
3
,−4

3
] V bodě [2

3
,−4

3
, 0] je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y2 − xy − x

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [2
3
, 1
3
], S2 = [−1

2
,−1

4
]. V bodě [2

3
, 1
3
,−15

27
] je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = xy(3− x− y)

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [3, 0], S3 = [0, 3]S4 = [1, 1]. V bodě [1, 1, 1] je ostré
lokálńı minimum.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) =

(
1

2
x2 + y

)
ex+y

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [1,−3
2
]. V bodě

[
1,−3

2
,− 1√

e

]
je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = −x2 − y2 − xy + 6y + 1

Řešeńı. Stacionárńı bod je S =
[
1,−3

2

]
. V bodě

[
1,−3

2

]
je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + y2 − xy − x− y + 2

Řešeńı. Stacionárńı bod je S =
[
1
5
, 3
5

]
. V bodě

[
1
5
, 3
5
, f(S)

]
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + y2 + xy − 6x− 9y

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [1, 4]. V bodě [1, 4,−21] je ostré lokálńı minimum.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 2x2 + 5y2 − 6xy − x− 3y + 2
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Řešeńı. Stacionárńı bod je S =
[
−2,−3

2

]
. V bodě

[
−2,−3

2
, 3
4

]
je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + 2y2 − 3x+ 5y − 1

Řešeńı. Stacionárńı bod je S =
[
3
2
,−5

4

]
. V bodě

[
3
2
,−5

4
, 35

8

]
je ostré lokálńı minimum.

Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 − y2 − 2x− 2y

Řešeńı. Stacionárńı bod je S = [1,−1]. Nemá lokálńı extrémy.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 27x2y + 14y3 − 54x− 69y

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [1, 1], S2 = [−1,−1], S3 = [
√
14
3
, 3
√
14
14

], S4 = [−
√
14
3
,−3

√
14
14

]. V bodě
S1 je ostré lokálńı minimum, v bodě S2 je ostré lokálńı maximum.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = ex+y
(

2x2 +
1

2
y2 − xy − 5x− 5

3
y +

10

3

)
Řešeńı.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + y2 + z2 + yz − 2x+ y − z

Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 = [0, 0], S2 = [3, 0], S3 = [0, 3] S4 = [1, 1]. V bodě [1, 1, 1] je ostré
lokálńı minimum.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = 6x2 + 5y2 + 14z2 + 4xy − 8xz − 2yz + y + 1

Řešeńı.
Př́ıklad . Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = y ln
(
x2 + y

)
Řešeńı. Stacionárńı body jsou S1 =

[
0, 1

e

]
, S2 = [1, 0], S3 = [−1, 0]. V bodě [0, e,−e] je ostré lokálńı

minimum.
Nájděte stacionárńı body následujúćıch funkćı dvou proměnných a klasifikujte je pomoćı Hessovy

matice:

(a) f1(x, y) = x3 − 3y2 + 3xy − 3y,

(b) f2(x, y) = −2
3
x3 + y2 + 4xy + 3y,

(c) g(x, y) = xy,

(d) h1(x, y) = x2y2(x− y + 1),

(e) h2(x, y) = x2(y + 1) + 2y3 + 5y2,

(f) h3(x, y) = x2(y + 1) + y2(x− 1),
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(g) h4(x, y) = x2(y + 1) + y2(y − 1),

(h) h5(x, y) = (x2 + y2)(y + 1)

Nájděte stacionárńı body následujúćıch funkćı třech proměnných a klasifikujte je pomoćı Hessovy ma-
tice:

(a) f(x, y, z) = 3x2 + x3 + y2 + xy2 + z3 − 3z

(b) g(x, y, z) = (x+ y + z)e−(x
2+y2+z2)

(c) h(x, y, z) = x
y+z

+ y
x+z

+ z
x+y
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Globálńı extrémy

Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = 2x2 − y2 − xy + 2y + 1

na M = [0, 1]× [0, 1].
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + 2xy − 4x+ 8y

na M = [0, 1]× [0, 2].
Řešeńı.
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = xey
2−x2

na M = {[x, y] ∈ E2 : x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0}.
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + y2

na M = {[x, y] ∈ E2 : x+ y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}.
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) =

(
x− 1

2

)2

+ y2

na množině
M =

{
[x, y] ∈ E2 : x2 + y2 ≤ 1

}
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

na množině
M =

{
[x, y] ∈ E2 : x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0

}
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = xy2(4− x− y)

na množině
M = {[x, y] ∈ E2 : y ≤ −x+ 6, x ≥ 0, y ≥ 0}

Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

na množině
M =

{
[x, y] ∈ E2 : 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 2x2

}
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) =

(
1

2
x2 + y

)
ex+y
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na množině M = {[x, y] ∈ E2 : x ≥ 0, y ≤ 0, y ≥ x− 2}.
Př́ıklad . Určete absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x2y

na množině
M =

{
[x, y] ∈ E2 : y ≤ −x2 + x+ 2, y ≥ 0

}
Př́ıklad . Najděte absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = xey
2−x2

na množině
M =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0

}
Př́ıklad . Najděte absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = xey
2−x2

na množině
M =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4

}
Př́ıklad . Najděte absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = x+ y

na množině
M =

{
[x, y] ∈ R2 : y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1

}
Př́ıklad . Najděte absolutńı extrémy funkce

f(x, y) = 2x2 − y2 − xy + 2y + 1

na množině M = [−1, 1]× [0, 2].
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