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1. Pojem míry

1.1. De�nice (Mnoºinové funkce). Nech´ X je abstraktní mnoºina a G ⊂ 2X . Zna£íme

R = [−∞,+∞].

Jakákoli funkce
τ : G → R

se nazývá mnoºinová funkce. Mnoºinové funkce se v¥t²inou pouºívají k �m¥°ení� mnoºin. N¥kdy budeme
pouºívat pro mnoºinovou funkci zna£ení (G, τ), abychom sou£asn¥ uvedli i znak pro její de�ni£ní obor.

1.2. P°íklad. G m·ºe být systém v²ech obdélník· a τ m·ºe p°i°adit kaºdému z nich
• obsah
• obvod
• po£et vrchol·
• £íslo 14.

D¥kuji Prof. Dr. Lu¤kovi Zají£kovi, DrSc. za cenné p°ipomínky. D¥kuji v²em student·m, kte°í se podíleli na lad¥ní
p°edchozích verzí.
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Uºite£nost t¥chto p°íklad· pro dal²í rozvoj teorie je rozdílná.

1.3. De�nice (Délka intervalu). Nech´ a, b ∈ R, a ≤ b. Mnoºinu

I ∈
{

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)
}

nazveme (jednorozm¥rným) intervalem. Mnoºinový systém v²ech omezených jednorozm¥rných interval·
v R zna£íme I1. Na I1 de�nujeme mnoºinovou funkci délka intervalu p°edpisem

(1) `1(I) = b− a, I ∈
{

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)
}

1.4. De�nice (Elementární objem vícerozm¥rného intervalu). Mnoºinu Q ⊂ Rn nazveme n-rozm¥rným
intervalem, jestliºe existují jednorozm¥rné intervaly I1, . . . , In ⊂ R tak, ºe

Q = I1 × · · · × In.

Mnoºinu v²ech omezených n-rozm¥rných interval· budeme zna£it In. Kaºdému n-rozm¥rnému intervalu
Q p°i°adíme jeho objem p°edpisem

`n(Q) = `1(I1) . . . `1(In),

kde `1(I) je jako v de�nici 1.3. Jedním z prvních cíl· teorie míry je najít vhodné roz²í°ení t¥chto mno-
ºinových funkcí.

1.5. Plán. Zatím �neumíme� ani °íci, co je obsah kruhu. Cht¥li bychom zavést ²irokou t°ídu mnoºin, tzv.
m¥°itelné mnoºiny, a na nich mnoºinovou funkci, tzv. Lebesgueovu míru (pro popis pojm· obsah, objem),
tak, aby v²echny intervaly byly m¥°itelné a jejich míra byla jejich elementární objem, ale také aby byly
i jiné p°edstavitelné mnoºiny m¥°itelné (geometrické obrazce a t¥lesa), a aby se s t°ídou m¥°itelných
mnoºin a mírou dob°e zacházelo. P°irozené poºadavky:

• Nap°. sjednocení (spo£etn¥ mnoha) m¥°itelných mnoºin je m¥°itelné
• Pokud jsou mnoºiny disjunktní, míra jejich sjednocení je sou£et jejich m¥r

Poºadované vlastnosti shrneme do axiom·. Výb¥r axiom· je výsledek práce matematik·, kte°í zjistili, co
v²e mohou poºadovat a vzdali se naopak nesplnitelných poºadavk· (nap°. na m¥°itelnost kaºdé mnoºiny).

Konstrukce Lebesgueovy míry není jediná aplikace teorie, naopak, na pojmech, které nyní budeme
budovat, je postavena nap°. celá teorie pravd¥podobnosti.

1.6. De�nice (Jordan-Pean·v objem). Z historického a didaktického hlediska je d·leºité roz²í°ení ele-
mentárního objemu na tzv. Jordan-Pean·v objem (téº zván Jordan·v £i Peano-Jordan·v). Varianty této
mnoºinové funkce jsou pouºívány ke st°edo²kolským de�nicím objemu. De�nice je zaloºena na následující
my²lence, kterou zde pouze nazna£íme. Kone£né disjunktní sjednocení omezených n-rozm¥rných inter-
val· nazveme �gurou. Objem �gury de�nujeme jako sou£et objem· interval·, z nichº se skládá. Horní
Jordan-Pean·v objem mnoºiny je in�mum objem· �gur, které ji obsahují. Dolní Jordan-Pean·v objem
mnoºiny je supremum objem· �gur, které jsou v ní obsaºeny. Pokud horní a dolní Jordan-Pean·v objem
mnoºiny se rovnají a jsou kone£né, °ekneme, ºe m¥°ená mnoºina je Jordan-Peanovovsky m¥°itelná a
spole£nou hodnotu nazveme jejím Jordan-Peanovým (J.P.) objemem. Tímto zp·sobem lze m¥°it objem
t¥les a obsah obrazc· známých z geometrie. Není t¥ºké zkonstruovat mnoºiny, které nejsou J.P. m¥°itelné.
Kaºdá J.P. m¥°itelná mnoºina musí být omezená. Pokud z krychle o objemu 1 vezmeme mnoºinu E v²ech
jejích bod· o racionálních sou°adnicích, vn¥j²í J.P. objem mnoºiny E je 1 a vnit°ní 0. Navíc, kone£né
sjednocení J.P.-m¥°itelných mnoºin je J.P.-m¥°itelné, ale spo£etné sjednocení uº nemusí. J.P.-objem tedy
není na²e cílová meta, budeme sm¥°ovat k lep²ímu roz²í°ení elementárního objemu.

1.7. De�nice (Roz²í°ení a zúºení mnoºinové funkce). Nech´ X je abstraktní mnoºina, U , V ⊂ 2X , µ
je mnoºinová funkce na U a ν je mnoºinová funkce na V. �íkáme, ºe ν je roz²í°ení µ, jestliºe U ⊂ V a
µ(A) = ν(A) pro kaºdou A ∈ U .

Naopak, mnoºinovou funkci µ v tomto p°ípad¥ nazýváme zúºením mnoºinové funkce ν z V na U a
zna£íme ji νbU .

Relace �býti roz²í°ení� je uspo°ádání na t°íd¥ v²ech mnoºinových funkcí na X.

1.8. De�nice (Okruh, σ-algebra,...). Nech´ X je abstraktní mnoºina. Systém O podmnoºin X se nazývá
okruh, jestliºe

(O-1) ∅ ∈ O,
(O-2) A, B ∈ O =⇒ A \B ∈ O.
(O-3) A, B ∈ O =⇒ A ∪B ∈ O.
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Z axiom· snadno dostaneme téº
A, B ∈ O =⇒ A ∩B ∈ O.

Indukcí dostaneme, ºe kaºdý okruh je tedy uzav°en na kone£ná sjednocení a kone£né pr·niky

A1, . . . , Am ∈ O =⇒ A1 ∪ · · · ∪Am ∈ O, A1 ∩ · · · ∩Am ∈ O.
Poºadujeme-li uzav°enost na spo£etná sjednocení (a v d·sledku na spo£etné pr·niky), dostaneme axiomy
σ-okruhu.. Tedy σ-okruh je mnoºinový systém, který spl¬uje
(σ-O-1) ∅ ∈ O,
(σ-O-2) A, B ∈ O =⇒ A \B ∈ O.
(σ-O-3) A1, A2, · · · ∈ O =⇒

⋃∞
j=1Aj ∈ O.

Algebra je de�nována jako okruh obsahující celý prostor X. σ-algebra je de�nována jako σ-okruh obsa-
hující celý prostor X. Je to nejd·leºit¥j²í mnoºinový systém pro teorii míry. K ov¥°ení, ºe mnoºinový
systém S je σ-algebra sta£í tyto axiomy:
(S1-1) ∅ ∈ S,
(S2-2) A ∈ S =⇒ X \A ∈ S,
(S3-3) Aj ∈ S, j = 1, 2, . . . =⇒

⋃
j Aj ∈ S.

Je-li S σ-algebra na X, dvojice (X,S) se nazývá m¥°itelný prostor. Mnoºiny A ∈ S se nazývají S-
m¥°itelné mnoºiny. Nehrozí-li nedorozum¥ní, budeme mluvit krátce o m¥°itelných mnoºinách.

1.9. P°íklady. (N¥která z uvedených tvrzení jsou netriviální a d·leºitá, jejich d·kaz uvedeme pozd¥ji
v sekci 11)
(a) {∅, X} je σ-algebra.
(b) Systém 2X v²ech podmnoºin mnoºiny X je σ-algebra.
(c) Borelovské mnoºiny na topologickém prostoru tvo°í σ-algebru.
(d) Lebesgueovsky m¥°itelné mnoºiny tvo°í σ-algebru.
(e) J.-P.-m¥°itelné mnoºiny tvo°í okruh, ne σ-okruh, ne algebru
(f) Systém v²ech kone£ných (disjunktních) sjednocení interval· tvo°í algebru, ne σ-algebru
(g) Systém v²ech kone£ných (disjunktních) sjednocení omezených interval· tvo°í okruh, ne σ-okruh, ne

algebru
(h) Systém v²ech kone£ných (disjunktních) sjednocení omezených interval· tvaru (a, b] tvo°í okruh, ne

σ-okruh, ne algebru.
(i) Systém v²ech spo£etných (disjunktních) sjednocení omezených interval· netvo°í ani okruh.
(j) Systém v²ech uzav°ených (resp. otev°ených) podmnoºin topologického prostoru netvo°í ani okruh

(protoºe není uzav°en na mnoºinový rozdíl).

1.10. De�nice (Generování mnoºinových systém·). Je-li F libovolný systém podmnoºin X, potom exis-
tuje nejmen²í σ-algebra obsahující F . Tuto σ-algebru dostaneme jako pr·nik v²ech σ-algeber obsahujících
F a zna£íme ji σ(F). Podobn¥ m·ºeme generovat jiné mnoºinové systémy, nap°. okruhy. Okruh z p°íkladu
(g) je generovaný systémem I1.

1.11.De�nice (Borelovské mnoºiny). Nech´X je topologický prostor a G je systém v²ech jeho otev°ených
podmnoºin. Potom de�nujeme B(X) jako nejmen²í σ-algebru obsahující G (viz de�nice 1.10). σ-algebra
B(X) obsahuje krom¥ otev°ených mnoºin téº v²echny uzav°ené mnoºiny. B(X) se nazývá borelovská
σ-algebra a jejím prvk·m se °íká borelovské mnoºiny.

V R jsou borelovské v²echny intervaly, mnoºina v²ech racionálních £ísel, atd. P°íklady neborelovských
mnoºin se konstruují velmi t¥ºko.

N¥kdy je výhodné generovat B(X) jinak neº systémem v²ech otev°ených mnoºin. Na R je p°irozená
topologie generovaná intervaly (a, b), (a,∞] a [−∞, b). Tudíº B(R) je σ-algebra na R generovaná intervaly.
Podobn¥ B(R) je generovaná intervaly. D·kazy t¥chto tvrzení (totiº, ºe generování otev°enými mnoºinami
a intervaly vyjde v t¥chto p°ípadech nastejno) p°enecháváme £tená°i.

1.12. De�nice (Míra). Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor. Mnoºinová funkce µ : S → [0,∞] se nazývá
míra, jestliºe spl¬uje
(M1-1) µ(∅) = 0,
(M2-2) (σ-additivita) jestliºe Aj ∈ S, j = 1, 2, . . . , jsou po dvou disjunktní, potom

µ(
⋃
j

Aj) =
∑
j

µ(Aj).
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Trojice (X,S, µ) se nazývá prostor s mírou.
Zd·razn¥me, ºe de�nice míry zahrnuje, ºe hodnoty jsou nezáporné a de�ni£ní obor je σ-algebra.

1.13. P°íklady.
(a) Diracova míra δa: X je libovolná mnoºina, a ∈ X, S = 2X ,

δa(A) =

{
1, a ∈ A,
0, a /∈ A.

(b) Po£ítací míra X je libovolná mnoºina, S = 2X . Po£ítací míra p°i°adí kaºdé mnoºin¥ A ⊂ X
po£et jejích prvk·. Nekone£ným mnoºinám p°i°adí prost¥ ∞, nerozli²uje nekone£né mohutnosti.

(c) Lebesgueova míra zobec¬uje pojem délky intervalu, obsahu �obrazce� £i objemu �t¥lesa�.
(d) Hausdor�ova míra je druh n-rozm¥rné míry v Rd. Zobec¬uje pojem délky k°ivky (n = 1), a

povrchu zak°ivené plochy (n = 2, d = 3).

1.14. De�nice (Terminologie teorie míry). Míra µ na m¥°itelném prostoru (X,S) se nazývá
(a) kone£ná, jestliºe µ(X) <∞,
(b) σ-kone£ná, jestliºe existují X1, X2, · · · ∈ S tak, ºe µ(Xj) <∞ a X =

⋃
j Xj ,

(c) pravd¥podobnostní, jestliºe µ(X) = 1,
(d) úplná, jestliºe kaºdá podmnoºina mnoºiny míry nula je m¥°itelná (a tudíº také míry nula).
Fráze skoro v²ude nebo µ-skoro v²ude se pouºívá ve spojení s vlastností bod· mnoºiny X. �ekneme-li,

ºe taková vlastnost platí skoro v²ude (nebo ve skoro v²ech bodech), znamená to, ºe je spln¥na aº na
mnoºinu míry nula, neboli, ºe existuje mnoºina N ∈ S míry nula tak, ºe vlastnost je spln¥na ve v²ech
bodech mnoºiny X \ N . Pouºívá se zejména pro rovnost a nerovnosti mezi funkcemi a pro bodovou
konvergenci posloupnosti funkcí.

1.15. V¥ti£ka (Trik zdisjunktn¥ní). Nech´ A1, A2, · · · ∈ S. Potom existují po dvou disjunktní mnoºiny
E1, E2, · · · ∈ S tak, ºe

A1 ∪ · · · ∪Ak = E1 ∪ · · · ∪ Ek, k = 1, 2, . . . .

Tuto vlastnost mají
E1 = A1, E2 = A2 \A1, E3 = A3 \ (A1 ∪A2) . . . .

1.16. V¥ti£ka (Vlastnosti míry). Nech´ Aj ∈ S.
(a) A1 ⊂ A2 =⇒ µ(A1) ≤ µ(A2).
(b) Jestliºe Aj ∈ S, j = 1, 2, . . . , A1 ⊂ A2 ⊂ . . . , potom

µ(
⋃
j

Aj) = lim
j
µ(Aj).

(c) Jestliºe Aj ∈ S, j = 1, 2, . . . , A1 ⊃ A2 ⊃ . . . , a jestliºe µ(A1) <∞, potom

µ(
⋂
j

Aj) = lim
j
µ(Aj).

D·kaz. (a) je snadné. K d·kazu (b) pouºijeme trik zdisjunktn¥ní (v¥ti£ku 1.15). (c): Pouºijeme (b) na
A1 \Aj . �

1.17. P°íklad. Nech´ µ je po£ítací míra na N a Aj = {j, j+1, . . . }. Potom Aj ↘ ∅, a p°esto µ(Aj)→∞.
Je to tím, ºe ve v¥ti£ce 1.16 (c) není spln¥n p°edpoklad o kone£nosti µ(A1).

2. Lebesgueova míra: nástin

2.1. De�nice (Lebesgueova vn¥j²í míra). Nech´ A ⊂ Rn je libovolná mnoºina. De�nujme

(2) `∗(A) = inf
{ ∞∑
j=1

`(Qj) : Qj ∈ In,
∞⋃
j=1

Qj ⊃ A
}
.

Mnoºinová funkce `∗ : A 7→ `∗(A), de�novaná na poten£ní mnoºin¥ 2R
n

, se nazývá Lebesgueova vn¥j²í
míra. Sou£ty, vyskytující se na pravé stran¥ (2) se nazývají horní sou£ty k `∗(A).

Mnoºinová funkce `∗ umí m¥°it v²echny mnoºiny, ale není aditivní. Proto v dal²ím se budeme snaºit
z ní vytvo°it aditivní funkci (dokonce míru, viz de�nice 1.12), za coº zaplatíme zúºením de�ni£ního oboru.
Výsledný obor v²ech m¥°itelných mnoºin v²ak jiº bude dostate£n¥ bohatý pro v²echny aplikace.
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2.2. M¥°itelné mnoºiny a Lebesgueova míra. �ekneme, ºe mnoºina A ⊂ Rn je (Lebesgueovsky)
m¥°itelná, jestliºe pro kaºdý interval Q ∈ In platí

(3) `(Q) = `∗(Q ∩A) + `∗(Q \A).

Mnoºinu v²ech Lebesgueovsky m¥°itelných mnoºin budeme zna£it M = M(Rn) a mnoºinová funkce

λ : A 7→ `∗(A), A ∈M

bude Lebesgueova míra.

2.3. Oznámení v¥ty. Nech´ Q ∈ In. Potom Q ∈M a λ(Q) = `∗(Q) = `(Q).

D·kaz. Vyplyne z v¥ty 10.8. �

2.4. Oznámení v¥ty. M je σ-algebra obsahující v²echny borelovské podmnoºiny Rn a λ je míra na M.

D·kaz. Vyplyne z v¥t 9.5 a 10.2. �

2.5. Poznámka (Lebesgueovsky nem¥°itelné mnoºiny). V dal²ím se budeme n¥kolikrát vracet k tématu
m¥°itelných mnoºin. P°irozenou otázkou je, které mnoºiny m¥°itelné nejsou a zda v·bec n¥jaké takové
existují. Pravda je, ºe sice existují, ale d·kaz jejich existence není konstruktivní. Filoso�cky vzato, z hle-
diska výpo£t· v aplikacích nem·ºe mít vliv na výsledek, zda nem¥°itelné mnoºiny existují nebo ne.
Vynechat d·kaz m¥°itelnosti mnoºiny, je-li její m¥°itelnost poºadována, je v²ak hrubou matematickou
chybou.

3. M¥°itelné funkce

3.1. Zna£ení. Je-li X abstraktní mnoºina a A ⊂ X, zna£íme χA charakteristickou funkci mnoºiny A,
neboli

χ
A(x) =

{
1, x ∈ A,
0, x /∈ A.

Symbol ∞ m·ºe být uºit pro +∞.
Je-li f : D → R funkce, de�nujeme f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0}. (Maximum £i minimum dvou

funkcí se de�nuje bod po bodu.) Tedy

f = f+ − f−, |f | = f+ + f−.

Je-li f funkce na D a M ⊂ R, zna£íme

{f ∈M} = {x ∈ D : f(x) ∈M},
podobn¥ zavádíme zna£ení jako {f > a}, {f = a}.

Symbolem ϕ ◦ f zna£íme sloºenou funkci x 7→ ϕ(f(x)). Zna£ení f−1 pouºíváme pro inverzní funkci
k f .

3.2. Úmluva. Na R zavádíme algebraické operace a nerovnosti p°irozeným zp·sobem. Sou£et a+ b má
smysl pokud a ∈ R nebo b ∈ R nebo a a b jsou nekone£na stejného znaménka. Sou£et ∞+ (−∞) smysl
nemá. Sou£in ab má smysl vºdy (d·leºité !!), ve �sporném p°ípad¥� zavádíme

(4) 0 · ±∞ = 0.

Podíl a/b má smysl s výjimkou p°ípad· a/0 a a ±∞/±∞.
V celé kapitole budeme uvaºovat m¥°itelný prostor (X,S).

3.3. De�nice (M¥°itelné funkce). Nech´ D ∈ S. �ekneme, ºe funkce f : D → R je S-m¥°itelná, jestliºe

pro kaºdý interval I ⊂ R je f−1(I) ∈ S. Nebude-li hrozit nedorozum¥ní, budeme mluvit krátce o
m¥°itelných funkcích.

3.4. Pozorování. Nech´ D,Dj ∈ S.
(a) Je-li f m¥°itelná na D a D1 ⊂ D, pak f je m¥°itelná na D1.

(b) Je-li funkce f : D → R S-m¥°itelná na Dj, j = 1, 2, . . . a D =
⋃∞
j=1Dj, pak f je m¥°itelná na

D.

3.5. V¥ti£ka (Ov¥°ování m¥°itelnosti). Uvaºujme D ∈ S a funkci f : D → R. Nech´ S ⊂ R je hustá
mnoºina. P°edpokládejme, ºe

(∗) Pro v²echna q ∈ Q je {f > q} ∈ S.
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Potom funkce f je m¥°itelná na D.

D·kaz. 1. Nech´ a <∞, najd¥me racionální £ísla qj ↘ a. Pak

{f > a} =
⋃
j

{f > qj}.

2. Nech´ a > −∞, najd¥me racionální £ísla rj ↗ a. Pak

{f ≥ a} =
⋂
j

{f > rj}.

3. Nech´ b ∈ R, pak
{f ≤ b} = D \ {f > b}, {f < b} = D \ {f ≥ b}.

4. Nech´ a, b ∈ R, a ≤ b. Potom

{f ∈ [a, b]} = {f ≥ a} ∩ {f ≤ b}

a podobn¥ pro ostatní typy interval·. �

3.6. Poznámka. Místo nerovnosti f > q v (∗) lze uºít f ≥ q, f < q nebo f ≤ q.

3.7. V¥ti£ka (M¥°itelnost vzoru). Nech´ f je m¥°itelná funkce na D ∈ S a A ⊂ R je borelovská mnoºina.
Potom {f ∈ A} ∈ S.

D·kaz. Systém mnoºin {E ⊂ R : {f ∈ E} je m¥°itelná} tvo°í σ-algebru a obsahuje v²echny intervaly.
Tudíº obsahuje v²echny borelovské mnoºiny. �

3.8. V¥ti£ka (M¥°itelnost sloºené funkce). Nech´ f je m¥°itelná funkce na D ∈ S a ϕ je spojitá funkce

na otev°ené nebo uzav°ené mnoºin¥ M ⊂ R. Potom mnoºina D′ := {f ∈ M} je m¥°itelná a sloºená
funkce ϕ ◦ f je m¥°itelná na D′.

D·kaz. Zvolme c ∈ R, potom P := {y ∈M : ϕ(y) > c} je borelovská, tudíº

{ϕ ◦ f > c} = {f ∈ P}

je m¥°itelná podle v¥ti£ky 3.7. �

3.9. Varování. Budeme-li skládat spojitou a m¥°itelnou funkci v opa£ném po°adí, výsledek nemusí být
m¥°itelný. Také není obecn¥ pravda, ºe inverzní funkce k m¥°itelné funkci by byla m¥°itelná funkce. Viz
priklad 19.5

3.10. V¥ta (Operace s m¥°itelnými funkcemi). Nech´ funkce f, fj jsou m¥°itelné funkce na D ∈ S. Pak
platí následující:

(a) Funkce |f |, f+, f−, f2 jsou m¥°itelné na D, 1/f je m¥°itelná na {f 6= 0}.
(b) Funkce f1 + f2, f1 − f2, f1f2, f1/f2 jsou m¥°itelné vºdy na mnoºin¥, kde u£in¥ná operace dává

smysl podle úmluvy 3.2.
(c) Funkce supj fj, infj fj, lim supj fj, lim infj fj jsou m¥°itelné na D.
(d) Mnoºina D′ v²ech bod·, kde existuje limj fj je m¥°itelná a limj fj je m¥°itelná na D′.

D·kaz. (a) je d·sledek v¥ti£ky 3.8.
(b): Je výhodné �odpreparovat� diskusí mnoºiny, kde jedna z funkcí nebo ob¥ nabývají nevlastních

hodnot a zam¥°it se na mnoºinu {f1 ∈ R} ∩ {f2 ∈ R}. Máme

{f1 + f2 > a} =
⋃
p,q∈Q
p+q>a

{f1 > p} ∩ {f2 > q}.

Dále

f1f2 =
1

4

(
(f1 + f2)2 − (f1 − f2)2

)
.

Ostatní je snadné.
(c): Je

{sup
j
fj > a} =

⋃
j

{fj > a}

a odtud odvodíme i zbytek.
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(d) Máme
{lim fj existuje} = {lim sup

j
fj = lim inf

j
fj}

= D \
(⋃
p∈Q
{lim inf

j
fj < p < lim sup

j
fj}
)
.

�

3.11. Jednoduché funkce. Funkci f na D ∈ S nazveme S-jednoduchou, jestliºe f je lineární kombinace
charakteristických funkcí mnoºin z S, tj. existují-li mnoºiny Aj ∈ S a αj ∈ R, j = 1, . . . ,m, tak, ºe

f =

m∑
j=1

αjχAj
.

Pokud bude jasné, jakou σ-algebru máme na mysli, budeme mluvit prost¥ o jednoduchých funkcích.

3.12. Aproximace jednoduchými funkcemi. Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor. Nech´ f je nezáporná
m¥°itelná funkce na D ∈ S. Potom existují nezáporné jednoduché funkce fk ↗ f . Navíc, f lze vyjád°it
ve tvaru

(5) f =

∞∑
j=−∞

2−jχEj
,

kde Ej ∈ S.

D·kaz. Poloºme
Pj =

⋃
i

{ [
i2−j , (i+ 1)2−j

)
: i je liché celé

}
.

Potom

f =

∞∑
j=−∞

2−jχEj
,

kde
Ej := {f ∈ Pj}.

Jelikoº Pj jsou borelovské, {f ∈ Pj} jsou m¥°itelné podle v¥ti£ky 3.7. Jedná se vlastn¥ o dyadickou
expanzi hodnoty f(x); totiº x ∈ Ej , práv¥ kdyº f(x) má na j-tém míst¥ v dyadickém rozvoji jedni£ku.
Jednoduché funkce fk m·ºeme de�novat vzorcem

fk =

k∑
j=−k

2−jχEj
.

�

4. Abstraktní Lebesgue·v integrál

Nech´ (X,S, µ) je prostor s mírou. V této kapitole zavedeme abstraktní Lebesgue·v integrál z µ-
m¥°itelné funkce.

Lebesgueovo pojetí nabízí alternativní cestu k de�nici integrálu p°es interval, takto vybudovaný inte-
grál dává pouºiteln¥j²í teorii neº integrál Newton·v nebo Riemann·v. Zna£n¥ ²iroká t°ída integrovatel-
ných funkcí je jen jednou z mnoha výhod. V moderní matematické literatu°e se integrálem bez p°ívlastku
rozumí vºdy integrál Lebesgue·v. Význam Newtonova a Riemannova integrálu z·stává ve sfé°e didaktiky.

P°i lebesguovském integrování se v²ak nemusíme omezovat na funkce reálné prom¥nné. Obecné pojetí
abstraktního Lebesgueova integrálu na libovolném prostoru s mírou má mnoho aplikací v analýze, teorii
pravd¥podobnosti a v matematice v·bec, v této obecnosti Riemannova i Newtonova metoda nenabízejí
ani £áste£né °e²ení problému.

4.1. De�nice (Rozklad). Kone£ný soubor mnoºin {A1, . . . , Am} ⊂ S nazveme rozkladem nebo Lebesgu-
eovským d¥lením mnoºiny D ∈ S, jestliºe mnoºiny Aj jsou po dvou disjunktní a

m⋃
j=1

Aj = D.
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4.2. Terminologická poznámka. Rozdíl mezi oby£ejným �riemannovským� d¥lením a lebesgueovským
spo£ívá hlavn¥ v tom, ºe riemannovské d¥lení je pouze na intervaly, u lebesgueovského se d¥lí na libovolné
m¥°itelné mnoºiny. Tento rozdíl podstatn¥ p°ispívá k bohatství t°ídy lebesgueovsky integrovatelných
funkcí.

4.3. V¥ti£ka (Charakteristika jednoduchých funkcí). Nech´ f je nezáporná m¥°itelná funkce na D. Pak
je ekvivalentní

(i) f je jednoduchá,
(ii) f nabývá jen kone£n¥ mnoha hodnot,
(iii) existuje rozklad {Aj}mj=1 mnoºiny D a nezáporná £ísla αj, j = 1, . . . ,m tak, ºe

f =
∑
j

αjχAj
.

D·kaz. Implikace (i) =⇒ (ii) a (iii) =⇒ (i) jsou z°ejmé. Pro (ii) =⇒ (iii), nech´ α1, . . . , αm jsou hodnoty,
kterých nabývá funkce f a poloºme Aj = {f = αj}. �

4.4.De�nice (Konstrukce integrálu). Nech´D,D′ ∈ S a f : D′ → R je m¥°itelná funkce. Integrál
∫
D
f dµ

vybudujeme ve t°ech krocích. V prvních dvou krocích p°edpokládáme D′ = D.
1. Je-li f nezáporná m¥°itelná funkce, de�nujeme

(6)

∫
D

f dµ = sup
{ m∑
j=1

αjµ(Aj) : {Aj} je rozklad D,

0 ≤ αj ≤ f na Aj , j = 1, . . . ,m
}
.

Sou£ty vyskytující se v (6) nazýváme dolními sou£ty k funkci f . Integrál z nezáporné m¥°itelné funkce
je de�nován vºdy, m·ºe ov²em nabývat nekone£né hodnoty.

2. V obecném p°ípad¥, kdy f je m¥°itelná funkce na D, de�nujeme

(7)
∫
D

f dµ =

∫
D

f+ dµ−
∫
D

f− dµ,

pokud rozdíl v (7) má smysl. Pokud ∫
D

f+ dµ =

∫
D

f− dµ =∞,

z·stává integrál funkce f nede�nován.
3. Je-li f m¥°itelná (p°esn¥: S-m¥°itelná) funkce na D′ 6= D a µ(D \D′) = 0, je ú£elné de�novat∫

D

f dµ =

∫
D∩D′

f dµ.

Smysl takového integrálu a výsledek samoz°ejm¥ v tom p°ípad¥ nezávisí na volb¥ D′.
V n¥kterých p°ípadech je ú£elné pouºívat podrobn¥j²í zápis∫

D

f(x) dµ(x) pro
∫
D

f dµ.

Pro integrál podle Lebesgueovy míry v Rn pouºíváme zpravidla zna£ení∫
D

f(x) dx.

Je-li n = 1 a D = (a, b), pouºíváme ∫ b

a

f(x) dx.

Je-li integrál
∫
D
f dµ de�nován, °íkáme téº, ºe má smysl , nebo ºe funkce f má integrál . Je-li navíc

tento integrál kone£né £íslo, °íkáme, ºe
∫
D
f dµ konverguje nebo ºe f je integrovatelná.

4.5. Poznámka. Na rozdíl od de�nice Riemannova integrálu, u Lebesguova integrálu nekonfrontujeme
supremum dolní sou£t· s in�mem n¥jakých �horních sou£t·�. To je umoºn¥no tím, ºe se v samotném
za£átku de�nice omezujeme pouze na m¥°itelné funkce a u t¥ch m·ºeme supremu dolních sou£t· d·v¥-
°ovat.
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Podobná situace by nastala u Riemannova integrálu, kdybychom se omezili na spojité funkce a v prvém
kroku bychom de�novali integrál pro spojitou a nezápornou funkci na uzav°eném intervalu, také bychom
mohli v¥°it dolnímu Riemannovu integrálu.

4.6. De�nice (µ-m¥°itelné funkce). Nech´ D ⊂ X. �ekneme, ºe funkce f : D′ → R je µ-m¥°itelná
na D ∈ S, existuje-li D′′ ∈ S tak, ºe µ(D \ D′′) = 0 a f je S-m¥°itelná na D′′. To odpovídá situaci,
která se naskytla v t°etím kroku de�nice integrálu. V dal²ím budeme slovo �m¥°itelná� pouºívat ve
významu �µ-m¥°itelná� v kontextu prostoru s mírou a ve významu λ-m¥°itelná v kontextu integrace
podle Lebesgueovy míry.

4.7. Oznámení v¥ty (Lebesgue·v integrál a Newton·v integrál). Nech´ funkce f : (a, b) → R má na
intervalu (a, b) primitivní funkci F .
(a) Je-li f λ-integrovatelná na (a, b), potom existují vlastní jednostranné limity F (b−) a F (a+) a platí∫ b

a

f(x) dx = F (b−)− F (a+).

(b) Jestliºe f ≥ 0 a existují vlastní jednostranné limity F (b−) a F (a+), pak f je λ-integrovatelná na
(a, b).

D·kaz. V¥tu v této obecnosti dokazovat nebudeme. �áste£ným p°ípadem se budeme zabývat ve v¥t¥ 5.4.
�

4.8. V¥ta (R·zné vlastnosti Lebesgueova integrálu). Nech´ D ∈ S a f, g jsou m¥°itelné funkce na D.

(a) Je-li f ≥ 0, D1, D2 ∈ S a D1 ⊂ D2 ⊂ D, pak∫
D1

f dµ ≤
∫
D2

f dµ.

(b) Jestliºe D1, D2 ∈ S, D1 ∩D2 = ∅ a D1 ∪D2 = D, pak∫
D

f dµ =

∫
D1

f dµ+

∫
D2

f dµ.

(c) Je-li
∫
D
|f | dµ <∞, pak |f | <∞ skoro v²ude.

(d) Je-li
∫
D
|f | dµ = 0, pak f = 0 skoro v²ude.

(e) (monotonie) Jestliºe f , g mají integrál a f ≤ g skoro v²ude, pak∫
D

f dµ ≤
∫
D

g dµ.

(f) Je-li
∫
D
g dµ <∞ a |f | ≤ g skoro v²ude, pak f je integrovatelná.

D·kaz. (a), (b), (c) jsou snadné. (d): Jestliºe mnoºiny Ej := {|f | > 2−j} mají míru nula, pak f = 0
skoro v²ude. Pokud jedna z nich má kladnou míru, pak 2−jµ(Ej) je dolní sou£et k |f | a tudíº integrál
|f | je kladný. (e): Tvrzení je snadné, pokud 0 ≤ f ≤ g na D. V obecném p°ípad¥ se d·kaz provede
rozd¥lením na mnoºiny {f ≤ 0 ≤ g}, {f ≤ g < 0}, {0 < f ≤ g}, {g < f} a diskusí. (f) plyne z (e) a
de�nice integrálu. �

4.9. Poznámka. Konvergence Newtonova integrálu nesta£í k ov¥°ení konvergence Lebesgueova integrálu
(jako p°íklad slouºí funkce sinx/x na intervalu (0,∞)). Pokud f ≥ 0 na (a, b), m·ºeme pouºít v¥tu 4.7.
Jestliºe f st°ídá znaménka, základním kritériem je (f) z p°edchozí v¥ty 4.8. Bu¤ nap°.

f(x) =
sinx

1 + x2
, x ∈ (0,∞).

Poloºme
g(x) =

1

1 + x2
, x ∈ (0,∞).

Potom g je integrovatelná na (0,∞) podle v¥ty 4.7 a f je integrovatelná na (0,∞), protoºe |f | ≤ g.

4.10. Lemma (O monotonii). Nech´ D ∈ S. Nech´ {Aj}nj=1, {Bi}mi=1 jsou rozklady D a

α1, . . . , αn, β1, . . . , βm

jsou nezáporná reálná £ísla. Jestliºe
m∑
i=1

βiχBi
≤

n∑
j=1

αjχAj
,
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potom

(8)
m∑
i=1

βiµ(Bi) ≤
n∑
j=1

αjµ(Aj).

D·kaz. Je-li Aj ∩Bi 6= ∅, potom z p°edpoklad· plyne βi ≤ αj a tudíº

(9) βiµ(Aj ∩Bi) ≤ αjµ(Aj ∩Bi).

Pokud Aj ∩ Bi = ∅, pak µ(Aj ∩ Bi) = 0 a zase dostáváme (9). Se£tením p°es i, j a zám¥nou po°adí
sumace dostáváme

(10)
m∑
i=1

n∑
j=1

βiµ(Aj ∩Bi) ≤
n∑
j=1

m∑
i=1

αjµ(Aj ∩Bi).

Jelikoº
n∑
j=1

µ(Aj ∩Bi) = µ(Bi),

m∑
i=1

µ(Aj ∩Bi) = µ(Aj),

z (10) dostáváme (9). �

4.11. Lemma (Integrál jednoduché funkce). Nech´ D ∈ S. Nech´ {Aj}nj=1 je rozklad D a α1, . . . , αn jsou
nezáporná reálná £ísla. Potom ∫

D

( n∑
j=1

αjχAj

)
dµ =

n∑
j=1

αjµ(Aj).

D·kaz. Ozna£me

f =

n∑
j=1

αjχAj
.

Je-li
m∑
i=1

βiµ(Bi)

dolní sou£et k f , podle lemmatu 4.10 dostáváme
m∑
i=1

βiµ(Bi) ≤
n∑
j=1

αjµ(Aj)

a p°echod k supremu p°es v²echny dolní sou£ty dává∫
D

f dµ ≤
n∑
j=1

αjµ(Aj).

Jelikoº
n∑
j=1

αjµ(Aj)

je téº dolní sou£et k f , máme i obrácenou nerovnost. �

4.12. D·sledek. Je-li f nezáporná m¥°itelná funkce na D ∈ S, potom∫
D

f dµ = sup
{∫

D

s dµ : 0 ≤ s ≤ f, s je jednoduchá
}
.

4.13. V¥ta (Levi, Lebesgue, monotone convergence theorem). Nech´ {fj} je posloupnost m¥°itelných
funkcí na D ∈ S, 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . . , a f = lim fj. Potom

(11)
∫
D

f dµ = lim
j

∫
D

fj dµ.
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D·kaz. Nech´
n∑
j=1

αjµ(Aj)

je �ostrý� dolní sou£et k f , tj. pro kaºdé j je αj = 0 nebo αj < f na Aj . Ozna£me

s =

n∑
j=1

αjχAj

a poloºme
Ek = {fk ≥ s}.

Snadno ov¥°íme, ºe
⋃
k Ek = D. Podle v¥ti£ky 1.16 (b),

µ(Aj) = lim
k
µ(Aj ∩ Ek),

tedy (zám¥na limity a kone£né sumy není ºádný problém)

(12)
n∑
j=1

αjµ(Aj) = lim
k

n∑
j=1

αjµ(Aj ∩ Ek).

Kaºdý sou£et
n∑
j=1

αjµ(Aj ∩ Ek)

je dolní sou£et k fk, tedy limitu na pravé stran¥ (12) m·ºeme shora odhadnout limitou

lim
k

∫
D

fk dµ.

Tedy (vytknutí konstanty p°ed integrál není problém, srov. v¥tu 4.15(b))
n∑
j=1

αjµ(Aj) ≤ lim
k

∫
D

fk dµ.

P°echodem k supremu p°es v²echny ostré dolní sou£ty k f (z°ejm¥ supremum ostrých dolních sou£t· je
stejné jako supremum v²ech dolních sou£t·) dostáváme∫

D

f dµ ≤ lim
k

∫
D

fk dµ.

Opa£ná nerovnost je z°ejmá. �

4.14.D·sledek (Spojitá závislost na integra£ním oboru). Nech´ D, Ek ∈ S, E1 ⊂ E2 ⊂ . . . ,
⋃
k Ek = D.

Nech´ f je nezáporná m¥°itelná funkce na D. Potom∫
D

f dµ = lim
k

∫
Ek

f dµ.

D·kaz. Sta£í aplikovat Leviho v¥tu na fk = fχEk
. �

4.15. V¥ta (Linearita integrálu). (a) Nech´ f , g jsou m¥°itelné funkce na D ∈ S. Potom∫
D

(f + g) dµ =

∫
D

f dµ+

∫
D

g dµ,

má-li pravá strana smysl. (b) Nech´ f je m¥°itelná funkce na D ∈ S a γ ∈ R. Pokud f má integrál, pak∫
D

γf dµ = γ

∫
D

f dµ.
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D·kaz. Tvrzení (b) je z°ejmé.
(a): Nejprve p°edpokládejme, ºe funkce f a g jsou nezáporné a jednoduché. Podle v¥ti£ky 4.3 najdeme

vyjád°ení

f =

n∑
j=1

αjχAj
, g =

m∑
i=1

βiχBi
,

kde {Aj}nj=1, {Bi}mi=1 jsou rozklady D a α1, . . . , αn, β1, . . . , βm jsou nezáporná reálná £ísla. Potom také
{Aj ∩Bi : i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} je rozklad D a

f + g =

m∑
i=1

n∑
j=1

(αj + βi)χAj∩Bi
.

Podle lemmatu 4.11 ∫
D

f dµ =

n∑
j=1

αjµ(Aj),

∫
D

g dµ =

m∑
i=1

βiµ(Bi)

a ∫
D

(f + g) dµ =

m∑
i=1

n∑
j=1

(αj + βi)µ(Aj ∩Bi).

Máme ∫
D

(f + g) dµ =

m∑
i=1

n∑
j=1

(αj + βi)µ(Aj ∩Bi)

=

n∑
j=1

m∑
i=1

αjµ(Aj ∩Bi) +

m∑
i=1

n∑
j=1

βiµ(Aj ∩Bi)

=

n∑
j=1

αjµ(Aj) +

m∑
i=1

βiµ(Bi).

Tím je d·kaz proveden pro jednoduché funkce.
Nech´ f a g jsou nezáporné m¥°itelné funkce. Podle v¥ty 3.12 existují nezáporné jednoduché funkce

fj ↗ f , gj ↗ g. Pak také (fj + gj)↗ (f + g). Podle p°edchozí £ásti d·kazu∫
D

(fj + gj) dµ =

∫
D

fj dµ+

∫
D

gj dµ

a na obou stranách rovnosti pouºijeme Leviho v¥tu k limitnímu p°echodu. To nám dá d·kaz pro nezáporné
m¥°itelné funkce.

Nech´ f a g jsou integrovatelné funkce na D. Bu¤

D′ = {|f |+ |g| <∞}.
Potom D′ ∈ S, D′ ⊂ D a µ(D\D′) = 0. M·ºeme se tedy omezit na mnoºinu D′. Jelikoº |f+g| ≤ |f |+|g|,
podle p°edchozího kroku a v¥ty 4.8 je f + g také integrovatelná. Na D′ platí

(f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+.

Podle p°edchozího kroku máme∫
D

(f + g)+ dµ+

∫
D

f− dµ+

∫
D

g− dµ =

∫
D

[(f + g)+ + f− + g−] dµ

=

∫
D

[(f + g)− + f+ + g+] dµ

=

∫
D

(f + g)− dµ+

∫
D

f+ dµ+

∫
D

g+ dµ.

Vhodným p°eskupením s£ítanc· dostaneme∫
D

(f + g)+ dµ−
∫
D

(f + g)− dµ =

∫
D

f+ dµ−
∫
D

f− dµ+

∫
D

g+ dµ−
∫
D

g− dµ,

coº je dokazovaný vzorec.
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Obecný p°ípad, kdy pravá strana má smysl, ale funkce f , g nemusí být integrovatelné, je otázkou
snadné, ale zdlouhavé diskuse, kterou ponecháváme £tená°i. �

4.16. D·sledek (Leviho v¥ta pro °ady). Nech´ D ∈ S a gj, j = 1, 2, . . . , jsou nezáporné m¥°itelné funkce
na D. Potom

(13)
∫
D

∑
j

gj =
∑
j

∫
D

gj

D·kaz. Sta£í pouºít Leviho v¥tu 4.13 na £áste£né sou£ty. �

5. Lebesgue·v integrál na p°ímce

Integrál podle Lebesgueovy míry λ budeme nazývat (klasickým) Lebesgueovým integrálem. V této
kapitole dokáºeme, ºe pro kaºdou spojitou funkci f na intervalu [a, b] splývá∫

[a,b]

f dλ

s Newtonovým integrálem funkce f p°es [a, b]. Pro klasický Lebesgue·v integrál funkce f p°es interval
(a, b) budeme téº pouºívat tradi£ní zna£ení ∫ b

a

f(x) dx.

Pouºívání klasického Lebesgueova integrálu je mnohem výhodn¥j²í neº pouºívání Riemannova £i Newto-
nova integrálu, nebo´ vede k �úpln¥j²í� t°íd¥ integrovatelných funkcí.

Lze dokázat, ºe kaºdá Riemannovsky integrovatelná funkce je Lebesgueovsky integrovatelná a Lebes-
gue·v integrál v tomto p°ípad¥ splývá s Riemannovým. Opa£ná inkluze neplatí, lebesgueovsky integro-
vatelných funkcí je víc.

Lebesgue·v integrál nepokrývá tzv. neabsolutn¥ konvergentní integrály, nap°.∫ ∞
0

sinx

x
dx,

které v jednoduchých p°ípadech zachycuje Newton·v integrál. Pro hlub²í studium neabsolutn¥ kon-
vergentních integrál· se hodí pojem Perronova nebo Kurzweilova integrálu. Neabsolutn¥ konvergentní
integrály vyuºívají eukleidovskou strukturu a nemají rozumný prot¥j²ek na obecných prostorech s mírou.

5.1. De�nice (Neur£itý Lebesgue·v integrál). Nech´ f je spojitá funkce na intervalu (a0, b0). Funkci
F : (a0, b0)→ R nazveme neur£itým Lebesgueovým integrálem funkce f , jestliºe∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a)

pro kaºdý interval [a, b] ⊂ (a0, b0).
Poznamenejme, ºe kaºdá spojitá funkce na otev°eném intervalu je m¥°itelná (protoºe otev°ené mnoºiny

jsou borelovské a tudíº m¥°itelné) a má neur£itý Lebesgue·v integrál. Ten se zkonstruuje nap°. jako

F (x) =

{∫ x
c
f(t) dt, x ≥ c,

−
∫ c
x
f(t) dt, x < c

pro pevn¥ zvolený bod c ∈ (a0, b0). Konvergence integrál· plyne z omezenosti integrovatelných funkcí a
integra£ních obor·.

5.2. V¥ta (o neur£itém Lebesgueov¥ integrálu). Nech´ f, F jsou spojité funkce na intervalu (a0, b0).
Potom F je primitivní funkce k f , práv¥ kdyº F je neur£itý Lebesgue·v integrál funkce f .

D·kaz. Nech´ nejprve F je neur£itý Lebesgue·v integrál. Snadno ov¥°íme, ºe

lim
h→0+

F (x+ h)− F (x)

h
= lim
h→0+

1

h

∫ x+h

x

f(t) dt = f(x), x ∈ (a0, b0),

podobn¥ pro limitu zleva. F je tedy primitivní funkce. Nech´ naopak F je primitivní funkce, najdeme
neur£itý Lebesgue·v integrál G. Podle p°edchozí £ásti je G primitivní funkce, tedy G a F se li²í jen o
aditivní konstantu. Jelikoº se F li²í o aditivní konstantu od neur£itého Lebesgueova integrálu, je to také
neur£itý Lebesgue·v integrál. �
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5.3. De�nice (Newton·v integrál). Nech´ f je funkce na intervalu (a, b). P°ipome¬me, ºe °íkáme, ºe
funkce f má Newton·v integrál I p°es (a, b), jestliºe f má na (a, b) primitivní funkci F , ta má limity

F (a+) = lim
x→a+

F (x), F (b−) = lim
x→b−

F (x),

tyto limity jsou vlastní (ve smyslu �kone£né�) a

I = F (b−)− F (a+).

Integrál I zna£íme (N)
∫ b
a
f(x) dx. Kdyº f má Newton·v integrál, °íkáme, ºe Newton·v integrál f kon-

verguje, v opa£ném p°ípad¥ °íkáme, ºe diverguje, Jestliºe Newton·v integrál f konverguje, rozli²ujeme
absolutní konvergenci (tj. téº (N)

∫
|f(x)| dx konverguje) a neabsolutní konvergenci (tj. (N)

∫
|f(x)| dx

diverguje).
Konvergence integrálu |f | sama o sob¥ je²t¥ nezaru£uje absolutní konvergenci integrálu f . Nap°. funkce

f(x) =

{
1, x ≥ 0,

−1, x < 0

nemá primitivní funkci, ale (N)
∫ 1

−1
|f(x)| dx konverguje.

5.4. V¥ta (vztah mezi Newtonovým a Lebesgueovým integrálem). Nech´ f je nezáporná spojitá funkce

na intervalu (a, b). Potom (N)
∫ b
a
f(x) dx konverguje, práv¥ kdyº konverguje Lebesgue·v integrál funkce

f . V tom p°ípad¥ mají oba integrály spole£nou hodnotu.

D·kaz. (a) Zvolme c ∈ (a, b) a najd¥me intervaly [aj , bj ] tak, ºe a < aj < c < bj < b, aj ↘ a, bj ↗ b.
Nech´ F je neur£itý Lebesgue·v integrál funkce f , coº je podle v¥ty 5.2 primitivní funkce k f . Potom F
je neklesající a tudíº má limity F (b−), F (a+). Jelikoº (z monotonie) F (b−) nem·ºe být −∞ a F (a+)
nem·ºe být +∞, rozdíl F (b−)− F (a+) má smysl a platí

(14) F (b−)− F (a+) = lim
k

(F (bk)− F (ak)).

Ozna£me
fk = fχak,bk .

Funkce f má Lebesgue·v integrál p°es (a, b) (je totiº nezáporná a m¥°itelná). Podle Leviho v¥ty 4.13 a
(14) je ∫ b

a

f(x) dx = lim
k

∫ b

a

fk(x) dx = lim
k

∫ bk

ak

f(x) dx = lim
k

(F (bk)− F (ak)) = F (b−)− F (a+),

takºe
∫ b
a
f(x) dx konverguje, práv¥ kdyº F (b−)−F (a+) <∞, ale to je p°esn¥ podmínka pro konvergenci

Newtonova integrálu. �

5.5. D·sledek (Diskuse vztahu mezi Newtonovým a Lebesgueovým integrálem). Nech´ f je spojitá
funkce na intervalu (a, b).

(a) Jestliºe konverguje Lebesgue·v integrál z f od a do b, konverguje i Newton·v a to absolutn¥.
(b) Jestliºe Newton·v integrál z f od a do b konverguje absolutn¥, pak konverguje i Lebesgue·v.
(c) Pokud konverguje jak Lebesgue·v, tak Newton·v integrál z funkce f , pak oba mají stejnou hodnotu.
(d) Jestliºe Newton·v integrál z f od a do b konverguje neabsolutn¥, pak Lebesgue·v integrál nemá

smysl.
Tvrzení (b) a (c) platí i bez p°edpokladu spojitosti, ale d·kaz je sloºit¥j²í. Tvrzení (a) naopak spojitost

vyºaduje. Jinak neplatí ºádná inkluze mezi t°ídou v²ech lebesgueovsky integrovatelných funkcí a t°ídou
v²ech newtonovsky integrovatelných funkcí.

D·kaz je snadné cvi£ení, zaloºené na rozkladu f = f+ − f−. Pokud Newton·v integrál f konverguje
absolutn¥, konvergují i Newtonovy integrály funkcí f+ a f−, protoºe f+ = 1

2 (|f |+ f) a f− = 1
2 (|f |+ f).

5.6. V¥ta (Vztah mezi Riemannovým a Lebesgueovým integrálem). Nech´ f je Riemannovsky integro-
vatelná funkce na [a, b]. Potom Lebesgue·v integrál funkce f od a do b konverguje a je roven integrálu
Riemannovu.

D·kaz. Nech´ R je Riemann·v integrál funkce f od a do b. Z de�nice Riemannova integrálu plyne, ºe
existují po £ástech konstatní funkce gj , hj tak, ºe

gj ≤ f ≤ hj ,
∫ b

a

gj(x) dx↗ R,

∫ b

a

hj(x) dx↘ R.
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Funkce g = supj gj a h = infj hj jsou m¥°itelné podle v¥ty 3.10. Máme

R ≤ sup
j

∫ b

a

gj ≤
∫ b

a

g ≤
∫ b

a

h ≤ inf
j

∫ b

a

hj ≤ R.

Tedy funkce h− g je nezáporná m¥°itelná a
∫

(h− g) =
∫
h−

∫
g = 0. Podle v¥ty 4.8 je h = g s.v., tedy

i h = f s.v. Tím je dokázána m¥°itelnost funkce f . Protoºe f je omezená na [a, b], je Lebesgueovsky
integrovatelná a ∫ b

a

f =

∫ b

a

h = R.

�

6. Zám¥na limity a integrálu

V této kapitole pracujeme v prostoru s mírou (X,S, µ). Symbol pro integraci budeme n¥kdy zjedno-
du²ovat (vynecháním �dµ�). Vzorec ∫

D

lim
j
fj = lim

j

∫
D

fj

platí pro Lebesgue·v integrál za zna£n¥ obecných p°edpoklad·. Na druhé stran¥ je snadné sestrojit
protip°íklady (nap°. pro klasický Lebesgue·v integrál fj(x) = j2e−jx, D = (0,∞)), a tudíº je zapot°ebí
tyto p°edpoklady hlídat.

V dal²ím budeme uvaºovat prostor s mírou (X,S, µ).

6.1. Lemma (Fatouovo). Nech´ D ∈ S a {fj} je posloupnost nezáporných m¥°itelných funkcí na D.
Potom

(15)
∫
D

lim inf
j

fj ≤ lim inf
j

∫
D

fj .

D·kaz. Pro k = 1, 2, . . . máme ∫
D

inf
j≥k

fj ≤ inf
i≥k

∫
D

fi.

Limitní p°echod pro k →∞ s pouºitím Leviho v¥ty na posloupnost {infj≥k fj}k dává (15). �

6.2. V¥ta (Lebesgueova, dominated convergence theorem). Nech´ D ∈ S a f , fj, j = 1, 2, . . . , jsou
m¥°itelné funkce na D. Nech´ posloupnost {fj} konverguje skoro v²ude k f . Nech´ existuje integrovatelná
funkce g (takzvaná majoranta) tak, ºe

(16) |fj(x)| ≤ g(x), j = 1, 2, . . . , x ∈ D.
Potom

(17)
∫
D

f = lim
j

∫
D

fj .

D·kaz. M·ºeme p°edpokládat, ºe uvaºované funkce jsou kone£né a konvergence nastává v²ude, jinak
bychom z D odstranili mnoºinu míry nula. Pouºijeme additivitu integrálu a Fatouovo lemma na funkce
g + fj , g − fj . Dostaneme ∫

D

f ≤ lim inf
j

∫
D

fj ≤ lim sup
j

∫
D

fj ≤
∫
D

f,

coº je (17). �

6.3.D·sledek (Lebesgueova v¥ta pro °ady). Nech´ D ∈ S a gj, j = 1, 2, . . . , jsou m¥°itelné funkce na D.
Nech´ °ada

∑
j gj konverguje skoro v²ude. Nech´ existuje integrovatelná funkce g (takzvaná majoranta)

tak, ºe

(18)
∣∣∣ k∑
j=1

gj(x)
∣∣∣ ≤ g(x), k = 1, 2, . . . , x ∈ D.

Potom

(19)
∫
D

∑
j

gj dµ =
∑
j

∫
D

gj dµ.

D·kaz. Sta£í pouºít additivitu integrálu a Lebesgueovu v¥tu na £áste£né sou£ty. �
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7. Zám¥na °ady a integrálu

N¥které v¥ty o zám¥n¥ °ady a integrálu jsme jiº dostali jako d·sledky v¥t o zám¥n¥ limity a integrálu.
Podle d·sledku 4.16, u °ad s nezápornými £leny zám¥na ne£iní potíºe. Obecný p°ípad je t¥º²í, nebo´
p°edpoklad (18) d·sledku 6.3 se t¥ºko ov¥°uje. Málokdy totiº umíme spo£ítat £áste£né sou£ty °ady.
Výjimku tvo°í geometrické °ady, ale i tam jsou jednodu²²í cesty k cíli. Následující v¥ta obsahuje praktická
kritéria pro zám¥nu °ady a integrálu.

7.1. V¥ta (Zám¥na °ady a integrálu). Nech´ D ∈ S a gj, j = 1, 2, . . . jsou m¥°itelné funkce na D.
P°edpokládejme, ºe je spln¥na aspo¬ jedna z následujících podmínek:

(a) gj = aqj, kde a, q jsou m¥°itelné funkce, |q| < 1, a
∫
D

a
1−q dµ konverguje (geometrická °ada),

(b)
∑
j

∫
D
|gj | dµ <∞,

(c)
∫
D

∑
j |gj | dµ <∞,

(d) gj = (−1)jhj, h1 ≥ h2 ≥ h3 ≥ · · · ≥ 0, hj → 0, h1 je integrovatelná (alternující °ada).

Potom °ada
∑
j gj konverguje skoro v²ude a platí vzorec∫

D

∑
j

gj dµ =
∑
j

∫
D

gj dµ,

D·kaz. (a) odvodíme z formule pro £áste£né sou£ty geometrické °ady. Zám¥nu lze potom provést podle
d·sledku 6.3, majoranta 2a

1−q . Pouºijeme-li Leviho v¥tu (d·sledek 4.16) na |gj |, zjistíme, ºe podmínky
(b) a (c) jsou ekvivalentní. P°edpokládejme tedy (b) nebo (c). Funkce g :=

∑
j |gj | je integrovatelná, a

tudíº podle v¥ty 4.8 kone£ná skoro v²ude. V bodech x, kde je g(x) kone£ná, konverguje °ada
∑
j gj(x),

nebo´ konverguje absolutn¥. M·ºeme tedy pouºít d·sledek 6.3 s majorantou g. V p°ípad¥ (d) °ada
∑
j gj

konverguje podle Leibnizova kritéria a £áste£né sou£ty mají majorantu h1, tudíº m·ºeme provést zám¥nu
podle d·sledku 6.3. �

7.2. P°íklad. Máme∫ 1

0

ln 1
x

1− x2
dx =

∫ 1

0

( ∞∑
n=0

x2n ln 1
x

)
dx =

∞∑
n=0

∫ 1

0

x2n ln 1
x dx =

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
.

Zám¥nu vý²e m·ºeme ov¥°it z d·sledku 4.16, ale na podobnou úlohu∫ 1

0

ln 1
x

1 + x2
dx =

∫ 1

0

( ∞∑
n=0

(−1)nx2n ln 1
x

)
dx =

∞∑
n=0

∫ 1

0

(−1)nx2n ln 1
x dx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2

musíme pouºít n¥které z kritérií v¥ty 7.1.

7.3. Varování. V²imn¥te si dob°e po°adí operátor·
∑
,
∫
, | . . . | v podmínkách (b), (c) v¥ty 7.1! Jen velmi

slabý student se m·ºe radovat, kdyº ov¥°í t°eba∫
D

∣∣∣∑
j

gj dµ
∣∣∣ <∞.

8. Integrál závislý na parametru

V této kapitole uvaºujeme prostor s mírou (X,S, µ) a D ∈ S. Cílem je studovat chování funkce

F (t) :=

∫
D

f(t, x) dµ(x),

kde t je dal²í prom¥nná (�parametr�). Je-li f funkce dvou prom¥nných t a x, zavedeme funkce f(·, x)
prom¥nné t a f(t, ·) prom¥nné x p°edpisem

f(t, ·) : x 7→ f(t, x),

f(·, x) : t 7→ f(t, x).

8.1. V¥ta (Limita integrálu závislého na parametru). Nech´ P je metrický prostor a A ⊂ P . Bu¤

a ∈ A \A. Nech´ funkce f : A×D → R má následující vlastnosti:

(Li-1) Pro skoro v²echna x ∈ D existuje lim
t→a, t∈A

f(t, x).

(Li-2) pro v²echna t ∈ A je funkce f(t, ·) m¥°itelná,
(Li-3) existuje integrovatelná funkce g na D tak, ºe pro v²echna t ∈ A a x ∈ D je |f(t, x)| ≤ g(x).
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Potom

(20)
∫
D

lim
t→a, t∈A

f(t, x) dµ(x) = lim
t→a, t∈A

∫
D

f(t, x) dµ(x).

speciáln¥ výrazy vyskytující se v (20) mají smysl.

D·kaz. P°ipome¬me, ºe v metrických prostorech lze pouºít ekvivalentní tzv. Heineovu de�nici limity:
K d·kazu tvrzení

lim
t→a

∫
D

f(t, ·) dµ =

∫
D

lim
t→a

f(t, ·) dµ

sta£í ov¥°it, ºe pro kaºdou posloupnost tj → a bod· mnoºiny A platí

lim
j

∫
D

f(tj , ·) dµ =

∫
D

lim
j
f(tj , ·) dµ .

To je v²ak z°ejmé z Lebesgueovy v¥ty 6.2. Poznamenejme, ºe aspo¬ jedna taková posloupnost {tj}
existuje, a tudíº funkce

lim
t→a

f(t, ·) = lim
j
f(tj , ·)

je m¥°itelná. �

8.2. Poznámka. Tvrzení v¥ty 8.1 o zám¥n¥ limity a integrálu platí téº v situaci, kdy nap°. A = (0,+∞)
a a = +∞. Substituce t 7→ 1/t p°evádí problém na limitu v nule zprava, která uº z°ejm¥ spadá do
kontextu metrických prostor·.

8.3. V¥ta (Spojitost integrálu závislého na parametru). Nech´ P je metrický prostor. Bu¤ a ∈ P a U
okolí bodu a v P . Nech´ funkce f : U ×D → R má následující vlastnosti:

(Sp-1) Pro skoro v²echna x ∈ D je funkce f(·, x) spojitá v a,
(Sp-2) pro v²echna t ∈ U je funkce f(t, ·) m¥°itelná,
(Sp-3) existuje integrovatelná funkce g na D tak, ºe pro v²echna t ∈ U a x ∈ D je |f(t, x)| ≤ g(x).

Potom pro v²echna t ∈ U je f(t, ·) integrovatelná a funkce

F : t 7→
∫
D

f(t, x) dµ(x)

je spojitá v bod¥ a.

D·kaz. V¥ta je z°ejmým d·sledkem v¥ty 8.1, kterou aplikujeme na A = U \ {a} �

8.4. V¥ta (Derivace integrálu závislého na parametru). Nech´ (X,S, µ) je prostor s mírou a I ⊂ R je
otev°ený interval. Nech´ funkce f : I ×D → R má následující vlastnosti:

(De-1) Pro skoro v²echna x ∈ D je funkce f(·, x) diferencovatelná na I,
(De-2) pro v²echna t ∈ I je funkce f(t, ·) m¥°itelná,
(De-3) existuje integrovatelná funkce g na D tak, ºe pro v²echna t ∈ I a x ∈ D je∣∣∂f

∂t
(t, x)

∣∣ ≤ g(x),

(De-4) existuje t0 ∈ I tak, ºe f(t0, ·) je integrovatelná na D.

Potom pro v²echna t ∈ I je f(t, ·) integrovatelná na D, funkce

F : t 7→
∫
D

f(t, x) dµ(x)

je diferencovatelná na I a platí vzorec

F ′(t) =

∫
D

∂f

∂t
(t, x) dµ(x) .

D·kaz. Nech´ a, b ∈ I, b 6= a. Podle v¥ty o st°ední hodnot¥ pro skoro kaºdé x ∈ D existuje ξ mezi a a b
tak, ºe ∣∣∣f(b, x)− f(a, x)

b− a

∣∣∣ =
∣∣∣∂f
∂t

(ξ, x)
∣∣∣ ≤ g(x).

Odtud plyne, ºe funkce

x 7→ f(b, x)− f(a, x)

b− a
17



je integrovatelná, tudíº, volíme-li a = t0, i funkce f(b, ·) je integrovatelná. Zvolme znovu a ∈ I. Uvaºujme
funkci

h(t, x) =


f(t, x)− f(a, x)

t− a
, t 6= a,

∂f
∂t (a, x), t = a.

Z p°edpoklad· a vý²e dokázaného je jasné, ºe funkce h(t, x) spl¬uje p°edpoklady v¥ty 8.3 pro spojitost
v bod¥ a (s majorantou g), tedy

F ′(a) = lim
t→a

∫
D
f(t, x) dµ(x)−

∫
D
f(a, x) dµ(x)

t− a

= lim
t→a

∫
D

f(t, x)− f(a, x)

t− a
dµ(x) =

∫
D

∂f

∂t
(a, x) dµ(x) .

Tím je v¥ta dokázána. �

8.5. P°íklad. Uvaºujme funkci

F (t) =

∫ ∞
0

1− cosx

x2
e−tx dx.

Potom F je spojitá na [0,∞) (majoranta x−2(1− cosx)) a pro t ∈ (0,∞) je

F ′(t) = −
∫ ∞

0

1− cosx

x
e−tx dx,

F ′′(t) =

∫ ∞
0

(1− cosx) e−tx dx.

Zde jiº nem·ºeme najít majorantu najednou pro t ∈ (0,∞), poslouºí

x 7→ 1− cosx

x
e−ax,

x 7→ (1− cosx) e−ax

pro t ∈ (a,∞). Jelikoº pro p > 0, q ∈ R je∫ ∞
0

e−px cos qx dx = Re

∫ ∞
0

e−px−iqx dx = −Re
[e−px−iqx

p+ iq

]∞
x=0

= Re
1

p+ iq

=
p

p2 + q2
,

máme
F ′′(t) =

t

t2
− t

t2 + 1
=

1

t(t2 + 1)
.

Jelikoº
lim
t→∞

F (t) = lim
t→∞

F ′(t) = 0,

snadno ov¥°íme
F ′(t) = −1

2
ln
(

1 +
1

t2

)
, t ∈ (0,∞),

F (t) =
π

2
− arctg t− 1

2
t ln
(

1 +
1

t2

)
, t ∈ [0,∞).

Speciáln¥ dostáváme

(21)
∫ ∞

0

1− cosx

x2
dx = F (0) =

π

2
.

Bu¤

G(a) =

∫ a

0

sinx

x
dx.

Potom integrováním per partes dostaneme

G(a) =
1− cos a

a
+

∫ a

0

1− cosx

x2
dx.

Limitní p°echod s vyuºitím (21) dává

lim
a→∞

∫ a

0

sinx

x
dx = lim

a→∞
G(a) =

π

2
.
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8.6. P°íklad. Nech´

F (t) =

∫ 1

0

xt

lnx
dx, t > −1.

Mechanickým derivováním za integra£ním znamením (není spln¥n p°edpoklad (D4)) bychom dostali

F ′(t) =

∫ 1

0

xt dx =
1

1 + t
,

a£koli F ≡ −∞. Porovnejte s výpo£tem derivace pro

G(t) =

∫ 1

0

xt − 1

lnx
dx.

8.7. P°íklad. Nech´

F (t) =

∫ ∞
−∞

cos tx

1 + x2
.

Mechanickým derivováním za integra£ním znamením (není spln¥n p°edpoklad (D3)) bychom dostali

F ′(t) = −
∫ ∞
−∞

x sin tx

1 + x2
,

kterýºto integrál konverguje pouze v nule. Nula je ov²em jediný bod, kde F derivaci nemá. Zkuste dokázat
existenci F ′ na R \ {0}! (Per partes vede na integrál, který je vst°ícn¥j²í k derivování za integra£ním
znamením.)

8.8. De�nice (Zavedení Gamma a Beta funkce). Funkci Gamma de�nujeme na intervalu (0,∞) p°ed-
pisem

(22) Γ(s) =

∫ ∞
0

xs−1 e−x dx.

Funkci Beta dvou prom¥nných p > 0, q > 0 de�nujeme p°edpisem

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx.

Ov¥°te samostatn¥ konvergenci integrál· !

8.9. Pozorování (Rekurentní formule). Integrováním per partes zjistíme pro s > 0

(23) Γ(s+ 1) =

∫ ∞
0

xs e−x dx =

∫ ∞
0

s xs−1 e−x dx = sΓ(s).

Obdobn¥ pro p, q > 0

(24) pB(p, q + 1) =

∫ 1

0

pxp−1(1− x)q dx =

∫ 1

0

xp q(1− x)q−1 dx = qB(p+ 1, q).

8.10. Pozorování (Derivování funkce Γ). Formálním derivováním za integra£ním znamením dostaneme
rekurentn¥

Γ(k)(s) =

∫ ∞
0

xs−1(lnx)k e−x dx.

Vzorec lze od·vodnit pouºitím v¥ty o derivování podle parametru pro s ∈ (p, q), kde 0 < p < q < ∞,
s majorantou

g(x) = (xp−1 + xq−1)| lnx|k e−x.
Funkce Gamma je tedy nekone£n¥ diferencovatelná, tím spí² spojitá na (0,∞).

8.11. Pozorování (Pr·b¥h funkce Gamma). Z°ejm¥ Γ(s) > 0 pro s > 0. Druhá derivace je z°ejm¥
kladná, tedy Gamma je striktn¥ konvexní na (0,∞). Z konvexity je zjevné, ºe lims→∞ Γ(s) existuje.
Jelikoº n!→∞, je

lim
s→∞

Γ(s) =∞.

Ze vzorce Γ(s) = Γ(s+ 1)/s dostaneme
lim
s→0+

Γ(s) =∞.
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9. Vn¥j²í míra

V této kapitole uvedeme obecné schéma pouºívané ke konstrukci m¥r. Motivem jsou aplikace na
konstrukce m¥r v analýze, zvlá²t¥ Lebesgueovy míry, a aplikace v teorii pravd¥podobnosti.

Konstrukce popsaná v de�nici 9.2 je stejná, jakou jsme jiº pouºili v speciálním p°ípad¥ na konstrukci
vn¥j²í Lebesgueovy míry v de�nici 2.1.

9.1. De�nice (Vn¥j²í míra). Vn¥j²í mírou na mnoºin¥ X rozumíme mnoºinovou funkci γ : 2X → [0,∞]
(tedy de�novanou na v²ech podmnoºinách X) spl¬ující následující poºadavky:
(VM-1) γ(∅) = 0,
(VM-2) A ⊂ B =⇒ γ(A) ≤ γ(B),
(VM-3) γ(

⋃∞
j=1Aj) ≤

∑∞
j=1 γ(Aj) (σ-subadditivita).

S vn¥j²ími m¥rami se budeme setkávat p°edev²ím jako s mezistupn¥m p°i konstrukci míry.

9.2. De�nice (Z výchozí mnoºinové funkce k vn¥j²í mí°e). Nech´ G ⊂ 2X a τ : G → [0,∞] je mnoºinová
funkce na X spl¬ující

(25) ∅ ∈ G, τ(∅) = 0.

Podmínce (25) budeme °íkat po£áte£ní podmínka. Pro A ⊂ X poloºme

(26) τ∗(A) = inf{
∞∑
j=1

τ(Gj) : Gj ∈ G,
∞⋃
j=1

Gj ⊃ A}

(uv¥domte si, ºe inf ∅ = +∞). Kaºdý sou£et
∞∑
j=1

τ(Gj),

kde

Gj ∈ G,
∞⋃
j=1

Gj ⊃ A,

nazveme horním sou£tem k τ∗(A). Uºite£nost konstrukce dokládá následující v¥ta.

9.3. V¥ta. Nech´ G, τ a τ∗ jsou jako v de�nici 9.2. Potom τ∗ je vn¥j²í míra.

D·kaz. (VM-1) a (VM-2) jsou z°ejmé. (VM-3): Chceme-li dokázat

τ∗(

∞⋃
j=1

Aj) ≤
∞∑
j=1

τ∗(Aj),

z°ejm¥ se sta£í omezit na p°ípad, kdy na pravé stran¥ máme kone£né £íslo. Volme ε > 0 a nalezn¥me
Gij ∈ G, i, j = 1, 2, . . . , tak, aby

∞⋃
i=1

Gij ⊃ Aj a
∞∑
i=1

τ(Gij) < τ∗(Aj) + 2−jε .

Potom
∞⋃

j,i=1

Gij ⊃
∞⋃
j=1

Aj a
∞∑

j,i=1

τ(Gij) ≤
∞∑
j=1

τ∗(Aj) + ε.

Tedy

τ∗(

∞⋃
j=1

Aj) ≤
∞∑
j=1

τ∗(Aj) + ε.

�

9.4. De�nice (γ-m¥°itelné mnoºiny). Nech´ γ je abstraktní vn¥j²í míra na X. MnoºinuM ⊂ X nazveme
γ-m¥°itelnou (podle Carathéodoryho), jestliºe pro kaºdou �testovací� mnoºinu T ⊂ X platí

γ(T ) = γ(T ∩M) + γ(T \M)

Systém v²ech (carathéodoryovsky) m¥°itelných mnoºin zna£íme M(γ) a mnoºinovou funkci γbM(γ)
zna£íme γ◦.
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K d·kazu γ-m¥°itelnosti mnoºiny M sta£í ov¥°it pouze nerovnost

γ(T ) ≥ γ(T ∩M) + γ(T \M) ,

a to je²t¥ samoz°ejm¥ jen v p°ípadech, kdy γ(T ) <∞.

9.5. V¥ta (Carathéodoryova). Nech´ γ je abstraktní vn¥j²í míra na X. Pak systém M(γ) tvo°í σ-algebru
a γ◦ je úplná míra.

D·kaz. Ihned je vid¥t, ºe ∅ , X ∈ M(γ), a jestliºe M ∈ M(γ), potom i X \ M ∈ M(γ). Bu¤te A,
B ∈M(γ), chceme ukázat, ºe i A∪B ∈M(γ). Volme tedy testovací mnoºinu T ⊂ X. Pouºijeme postupn¥
T pro testování m¥°itelnosti A a T ∩ A, T \ A pro testování m¥°itelnosti B. Dostaneme (symbolem M c

budeme zna£it X \M)
γ(T ) = γ(T ∩A) + γ(T ∩Ac),

γ(T ∩A) = γ(T ∩A ∩B) + γ(T ∩A ∩Bc),
γ(T ∩Ac) = γ(T ∩Ac ∩B) + γ(T ∩Ac ∩Bc),

takºe (pouºijeme také subadditivitu γ)

γ(T ) = γ(T ∩A ∩B) + γ(T ∩A ∩Bc) + γ(T ∩Ac ∩B) + γ(T ∩Ac ∩Bc)
≥ γ(T ∩ (A ∪B)) + γ(T ∩ (A ∪B)c).

Dokázali jsme zatím, ºe systém v²ech γ-m¥°itelných mnoºin je algebra. M¥jme nyní posloupnost {Ej} po
dvou disjunktních γ-m¥°itelných mnoºin. Indukcí dostaneme z p°edchozího, ºe pro kaºdé m = 1, 2, . . . a
pro kaºdou testovací mnoºinu T ⊂ X je

(27) γ(T ) =

m∑
j=1

γ(T ∩ Ej) + γ(T \
m⋃
j=1

Ej)

Podrobn¥ji: pro m = 1 je to m¥°itelnost E1. Platí-li (27) pro m, pouºijeme testovací mnoºinu T \
⋃m
j=1Ej

na m¥°itelnost Em+1 a dostaneme

(28) γ(T \
m⋃
j=1

Ej) = γ(T ∩ Em+1) + γ(T \
m+1⋃
j=1

Ej).

Se£tením (27) a (28) dostaneme (27) pro m+ 1. Z (27) máme hned

γ(T ) ≥
m∑
j=1

γ(T ∩ Ej) + γ(T \
∞⋃
j=1

Ej)

a odtud limitním p°echodem pro m→∞

(29) γ(T ) ≥
∞∑
j=1

γ(T ∩ Ej) + γ(T \
∞⋃
j=1

Ej).

Nyní dokáºeme, ºe pro Aj ∈ M(γ) je
⋃
j Aj ∈ M(γ). Vyrobíme po dvou disjunktní Ej z Aj podle v¥-

ti£ky 1.15. Potom Ej ∈M(γ) podle první £ásti d·kazu. Pouºijeme σ-subadditivitu γ na (29) a dostaneme

γ(T ) =

∞∑
j=1

γ(T ∩ Ej) + γ(T \
∞⋃
j=1

Ej)

≥ γ(T ∩
∞⋃
j=1

Ej) + γ(T \
∞⋃
j=1

Ej),

coº dává γ-m¥°itelnost mnoºiny
∞⋃
j=1

Ej =

∞⋃
j=1

Aj .

Zbývá dokázat, ºe γ◦ je míra. Víme, ºe γ(∅) = 0. Bu¤ {Ej} posloupnost po dvou disjunktních γ-
m¥°itelných mnoºin. Potom pouºijeme (29) na

T =

∞⋃
j=1

Ej
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(pro ≥) a σ-subadditivitu γ (pro ≤) a dostaneme

γ(

∞⋃
j=1

Ej) =

∞∑
j=1

γ(Ej).

Úplnost míry γ◦ je snadná. �

9.6. De�nice (Základní konstrukce). Základní schéma konstrukce míry probíhá ve dvou krocích. Vy-
jdeme z nezáporné mnoºinové funkce (G, τ), od které nechceme tém¥° nic � p°edpokládáme jen po£áte£ní
podmínku (25). V prvním kroku vytvo°íme podle de�nice 9.2 a v¥ty 9.3 vn¥j²í míru τ∗, v druhém kroku
pak podle de�nice 9.4 a v¥ty 9.5 (úplnou) míru (M(τ∗), τ∗◦). Pro výslednou míru zavedeme zkrácené
zna£ení

(30) (G′, τ ′) := (M(τ∗), τ∗◦).

Konstrukci obvykle povaºujeme za úsp¥²nou, jestliºe (G′, τ ′) je roz²í°ením (G, τ). Tento p°ípad nastává
p°i konstrukci Lebesgue-Stieltjesovy míry, coº záhy uvidíme.

10. Konstrukce Lebesgueovy míry

10.1. De�nice (Lebesgueova míra). Na elementární objem ` = `n budeme aplikovat základní konstrukci
z de�nice 9.6. V prvním kroku de�nujeme vn¥j²í míru `∗ jako v (26). Vn¥j²í míra `∗ : A 7→ `∗(A), de�no-
vaná na poten£ní mnoºin¥ 2R

n

, se nazývá (Lebesgueova) vn¥j²í míra. Aplikujeme-li základní konstrukci
na (In, `), výsledkem bude míra ((In)′, `′), která se nazývá Lebesgueova míra a zna£í (M, λ). Ve v¥t¥ 10.8
dokáºeme, ºe ((In)′, `′) je roz²í°ením mnoºinové funkce `.

10.2. V¥ta. Nech´ Q ∈ In. Potom `∗(Q) = `(Q).

D·kaz. Z°ejm¥ `(Q) je horní sou£et k `∗(Q) a tudíº `∗(Q) ≤ `(Q). Obrácenou nerovnost dokáºeme
sporem. M¥jme Q,Qj ∈ In, j = 1, 2, . . . , a p°edpokládejme, ºe

Q ⊂
∞⋃
j=1

Qj ,

ale

(31) `(Q) >

∞∑
j=1

`(Qj).

Intervaly Q, Qj si je²t¥ trochu upravíme pomocí spojitosti zprava (Q trochu zmen²íme a Qj trochu
zv¥t²íme) tak, ºe (31) platí stále a co se tý£e inkluze, dokonce

Q ⊂
∞⋃
j=1

Q◦j .

Poloºme I1 = Q. Z°ejm¥

`(I1) >

∞∑
j=1

`(I1 ∩Qj).

Pomocí vhodné nadroviny H ∈ Hn rozd¥líme I1 na I1 ∩H a I1 \H. Potom z aditivity

`(I1) = `(I1 ∩H) + `(I1 \H),

`(I1 ∩Qj) = `(I1 ∩Qj ∩H) + `(I1 ∩Qj \H), j = 1, 2, . . .

takºe najdeme I2 ∈ {I1 ∩H, I1 \H} tak, ºe

`(I2) >

∞∑
j=1

`(I2 ∩Qj).

Pokra£ujeme indukcí a postupným d¥lením nacházíme �stále men²í� intervaly Ik tak, ºe I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ,
diam Ik → 0 a

`(Ik) >

∞∑
j=1

`(Ik ∩Qj), k = 1, 2, . . . .
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Podle Cantorovy v¥ty existuje bod x ∈
⋂
k Ik. Potom x ∈ Q a tudíº existuje j tak, ºe x ∈ Q◦j . Pak ov²em

pro dost velká k je Ik ⊂ Qj , a proto
`(Ik) = `(Ik ∩Qj),

coº je spor. Dostáváme tedy

`(Q) ≤
∞∑
j=1

`(Qj)

pro kaºdý horní sou£et k `∗(Q), a tedy
`(Q) ≤ `∗(Q).

�

10.3. Lemma. Nech´ E ⊂ Rn. Potom E je `∗-m¥°itelná, práv¥ kdyº

(32) `(Q) = `∗(Q ∩ E) + `∗(Q \ E), Q ∈ In.

D·kaz. Podle v¥ty 10.2 je `(Q) = `∗(Q), tedy `∗-m¥°itelnost implikuje (32). Co se tý£e opa£né implikace,
zvolme tedy T ⊂ Rn a uvaºujme horní sou£et

∑
j `(Qj) pro `

∗(T ). Jelikoº `∗ spl¬uje axiomy abstraktní
vn¥j²í míry a mnoºina E spl¬uje (32), máme

`∗(T ∩ E) + `∗(T \ E) ≤
∑
j

`∗(T ∩ E ∩Qj) +
∑
j

`∗(T ∩ Ec ∩Qj)

≤
∑
j

`∗(E ∩Qj) +
∑
j

`∗(Ec ∩Qj)

=
∑
j

`(Qj)

P°echodem k in�mu p°es horní sou£ty dostaneme

`∗(T ∩ E) + `∗(T \ E) ≤ `∗(T )

Opa£ná nerovnost plyne triviáln¥ ze subaditivity `∗. �

10.4. Poznámka. Lemma 10.3 ospravedl¬uje p·vodní de�nici 2.2 lebesgueovsky m¥°itelných mnoºin.

10.5. De�nice. Ozna£me Hn systém v²ech poloprostor· tvaru {x ∈ Rn : xi ≤ c} kde i ∈ {1, . . . , n} a
c ∈ R.

10.6. Lemma. Kaºdý poloprostor H ∈ Hn je `∗-m¥°itelná mnoºina.

D·kaz. Nech´ H ∈ Hn a Q ∈ In. Potom Q ∩H, Q \H ∈ In. S pomocí aditivity a v¥ty 10.2 dostáváme

`(Q) = `(Q ∩H) + `(Q \H) = `∗(Q ∩H) + `∗(Q \H).

Podle lemmatu 10.3 je H `∗-m¥°itelná. �

10.7. Lemma. Systém Hn generuje borelovskou σ-algebru v Rn.

D·kaz. Z°ejm¥ je kaºdý poloprostor borelovský. Jelikoº kaºdý interval Q ∈ In je pr·nik 2n �sou°adnico-
vých� poloprostor·, je In ⊂ σ(Hn). Bu¤ Q systém v²ech n-rozm¥rných kartézských sou£in· jednoroz-
m¥rných interval· s racionálními konci. Potom Q ⊂ In. Je-li G ⊂ Rn otev°ená, snadno ov¥°íme

G =
⋃
{Q ∈ Q : Q ⊂ G},

tedy G je spo£etným sjednocením mnoºin z σ(Hn). Dostáváme

σ(Hn) = σ({G ⊂ Rn : G otev°ená}) = B(Rn)

�

10.8. V¥ta. Systém mnoºin M = M(`∗) je σ-algebra obsahující v²echny borelovské mnoºiny (tím spí²
v²echny intervaly), λ = `′ spl¬uje axiomy míry a `′ = ` na In.

D·kaz. V¥ta je pouze shrnutím jiº dosaºených výsledk·. Ze základní konstrukce (v¥ta 9.5) dostáváme,
ºe systém mnoºin M(`∗) je σ-algebra a `′ spl¬uje axiomy míry. Dokáºeme m¥°itelnost interval·. Podle
lemmatu 10.6, kaºdý poloprostor H ∈ Hn je v M(`∗) a o tomto systému uº te¤ víme, ºe je to σ-algebra.
Tedy podle lemmatu 10.7 je kaºdá borelovská mnoºina `∗-m¥°itelná. P°ipome¬me, ºe podle v¥ty 10.2 je
`∗(Q) = `(Q) pro kaºdý interval Q ∈ In. Vzhledem k m¥°itelnosti interval· m·ºeme tuto rovnost p°epsat
jako `′(Q) = `(Q). �
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11. Hopfova v¥ta: Existence roz²í°ení

Hopfova v¥ta je abstraktním nástrojem ke konstrukcím m¥r roz²i°ováním. Hopfovu v¥tu by bylo moºné
pouºít i ke konstrukcím Lebesgue-Stieltjesových m¥r, ale ov¥°ení p°edpoklad· by bylo pracné.

11.1. De�nice (Pramíra, kone£n¥ aditivní míra). Nech´ X je abstraktní mnoºina a O ⊂ 2X je okruh.
Mnoºinová funkce π : O → [0,∞] se nazývá pramíra, jestliºe spl¬uje
(Pr-1) π(∅) = 0,
(Pr-2) jestliºe A ∈ O, Aj ∈ O, j = 1, 2, . . . , Aj jsou po dvou disjunktní a A =

⋃
j Aj , potom

π(A) =
∑
j

π(Aj).

Poºadavek, ºe hodnoty jsou nezáporné a de�ni£ní obor je okruh, je sou£ástí de�nice pramíry. Pokud
mnoºinová funkce π na okruhu spl¬uje pouze (Pr-1) a obdobu (Pr-2) pro kone£ná disjunktní sjednocení,
nazývá se kone£n¥ aditivní míra. Zd·razn¥me, ºe kone£n¥ aditivní míra nemusí být míra, p°ívlastek je
zobec¬ující.

�ekneme, ºe pramíra π na O je σ-kone£ná, jestliºe existují Xk ∈ O tak, ºe

π(Xk) <∞, k = 1, 2, . . . , a X =

∞⋃
k=1

Xk.

11.2. V¥ta (Hopfova v¥ta). Nech´ O je okruh podmnoºin X a π je pramíra na O. Nech´ S0 je nejmen²í
σ-algebra obsahující O. Potom existuje míra µ0 na S0, která roz²i°uje π. Jestliºe π je σ-kone£ná, pak je
taková míra µ0 na S0 ur£ena jednozna£n¥.

11.3. Poznámka. D·kaz Hopfovy v¥ty vyplyne z obecn¥j²ích tvrzení (v¥ta 11.4, v¥ta 12.5), která doká-
ºeme v této a následující sekci.

11.4. V¥ta (Hopfova o existenci). Nech´ X je abstraktní mnoºina, O je mnoºinový okruh na X a π je
pramíra na O. Potom míra (O′, π′) (výsledek základní konstrukce) roz²i°uje (O, π).

D·kaz. 1. krok. Nech´ Q ∈ O, chceme dokázat, ºe Q ∈ M(π∗). Zvolme testovací mnoºinu T ⊂ X a
spo£etný systém {Gk} mnoºin z O tak, ºe T ⊂

⋃
kGk. Mnoºiny Gk ∩Q, Gk \Q leºí v O, tedy

π(Gk) = π(Gk ∩Q) + π(Gk \Q).

Jelikoº
∑
k π(Gk ∩Q) je horní sou£et k π∗(T ∩Q) a

∑
k π(Gk \Q) je horní sou£et k π∗(T \Q), máme

π∗(T ∩Q) + π∗(T \Q) ≤
∞∑
k=1

π(Gk ∩Q) +

∞∑
k=1

π(Gk \Q) =

∞∑
k=1

π(Gk)

a p°echodem k in�mu p°es v²echny horní sou£ty k π∗(Q) dostaneme

π∗(T ∩Q) + π∗(T \Q) ≤ π∗(T ).

Opa£ná nerovnost platí ze subaditivity, tedy Q ∈M(π∗).
2. krok. Ukáºeme, ºe pro kaºdou Q ∈ O je π∗(Q) = π(Q). Je-li systém {Gk} pokrytí Q mnoºinami z O,
pak pro kaºdé k ∈ N je Gk ∩ Q ∈ O. Pouºijeme trik zdisjunktn¥ní (v¥ti£ku 1.15) a najdeme disjunktní
systém {Ej} mnoºin z O tak, ºe Ej ⊂ Gj ∩ Q a

⋃
j Ej =

⋃
j(Gj ∩ Q) = Q. Tedy podle p°edpokladu

(Pr-2) je
π(Q) =

∑
j

π(Ej) ≤
∑
j

π(Gj).

p°echodem k in�mu p°es v²echny horní sou£ty dostaneme

π(Q) ≤ π∗(Q).

Jelikoº jednoprvkový systém {Q} je pokrytí Q, opa£ná nerovnost π∗(Q) ≤ π(Q) platí triviáln¥. �

11.5. Poznámka (o úplnosti). Míra π′, která vznikne roz²í°ením π za pomoci základní konstrukce, je
automaticky úplná. Klasická formulace Hopfovy v¥ty v²ak o úplnosti nemluví. Pokud chceme pouºít
toto zn¥ní pro konstrukci nap°. Lebesgueovy míry, pouºijeme Hopfovu v¥tu (o roz²í°ení z interval· na
generovanou σ-algebru) v kombinaci s konstrukcí zúpln¥ní, kterou popí²eme v section 13. Paradoxn¥ pak
docházíme k postupu, kdy vytvo°íme tu správnou míru jiº p°i d·kazu Hopfovy v¥ty, pak se je²t¥ b¥hem
tohoto d·kazu neborelovských m¥°itelných mnoºin zbavíme, �abychom� je v dal²ím kroku konstrukce (jiº
mimo Hopfovu v¥tu) jiným zp·sobem získali zp¥t.
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12. Jednozna£nost roz²í°ení

12.1. De�nice (Dynkin·v systém). Nech´ X je abstraktní mnoºina. Systém mnoºin D ⊂ 2X se nazývá
Dynkin·v systém, je-li spln¥no
(D-1) ∅, X ∈ D,
(D-2) A, B ∈ D, B ⊂ A =⇒ A \B ∈ D.
(D-3) Jestliºe Aj ∈ D jsou po dvou disjunktní, pak

∞⋃
j=1

Aj ∈ D.

Kaºdá σ-algebra je Dynkin·v systém.
D·leºitost Dynkinových systém· spo£ívá v tom, ºe jsou li µ, ν dv¥ míry na (X,S), µ(X) = ν(X) <∞,

potom systém mnoºin {A ∈ S : µ(A) = ν(A)} je Dynkin·v systém (obecn¥ ne σ-algebra: uvaºujte nap°.
míry A 7→ λ({x ∈ A : x > 0}) a A 7→ λ({x ∈ A : x < 0}) na intervalu [−1, 1]).

12.2. De�nice (Generování Dynkinových systém·). Je-li F libovolný systém podmnoºin X, potom
existuje nejmen²í Dynkin·v systém obsahující F . Tento Dynkin·v systém dostaneme jako pr·nik v²ech
Dynkinových systém· obsahujících F ; budeme jej zna£it δ(F). P°ipome¬me, ºe σ(F) zna£íme nejmen²í
σ-algebru obsahující F .

12.3. V¥ta (o Dynkinových systémech). Nech´ F je systém podmnoºin X uzav°ený na kone£né pr·niky.
Potom δ(F) = σ(F).

D·kaz. Nech´ A ∈ σ(F). Ozna£me FA = {B ∈ σ(F) : A ∩ B ∈ δ(F)}. Jestliºe A ∈ F , pak FA je
Dynkin·v systém obsahující F , tedy FA ⊃ δ(F). Nech´ nyní A ∈ δ(F), potom podle p°edchozího kroku
je FA Dynkin·v systém a obsahuje F . Pak ale podobn¥ jako v p°edchozím kroku je FA ⊃ δ(F). Dokázali
jsme, ºe systém δ(F) je uzav°ený na pr·niky. Kaºdý Dynkin·v systém uzav°ený na pr·niky je v²ak z°ejm¥
σ-algebra, tedy δ(F) je σ-algebra obsahující F . Z minimality obou systém· plyne, ºe δ(F) = σ(F). �

12.4. V¥ta (o jednozna£nosti). Nech´ F je systém podmnoºin X uzav°ený na kone£né pr·niky. Nech´ µ
a ν jsou míry na σ(F), které se shodují na F . Jestliºe existují Xk ∈ F tak, ºe µ(Xk) <∞ a

⋃
k∈N

Xk = X,

pak µ = ν na σ(F).

D·kaz. Pro kaºdé k ∈ N je systém mnoºin {A ∈ σ(F) : µ(A ∩ Xk) = ν(A ∩ Xk)} Dynkin·v systém
obsahující F a δ(F) = σ(F) (rovnost nastává podle v¥ty 12.3). Kaºdou mnoºinu A ∈ σ(F) m·ºeme
napsat jako (po dvou) disjunktní sjednocení

A =
⋃
j

Aj ,

kde
Aj = Ej ∩Xj ,

E1 = A, E2 = (A \X1), E3 = (A \ (X1 ∪X2)), . . . .

V²imn¥me si, ºe Ej vyrobíme z mnoºin z F okruhovými operacemi, tedy Ej ∈ σ(F), ale tím pádem
Ej ∈ δ(F) a µ(Ej ∩Xj) = ν(Ej ∩Xj), neboli µ(Aj) = ν(Aj) pro v²echna j ∈ N. Jelikoº A je disjunktní
sjednocení mnoºin Aj , dostáváme µ(A) = ν(A). �

12.5. V¥ta (Hopfova o jednozna£nosti). Nech´ X je abstraktní mnoºina, O je mnoºinový okruh na X a
π je σ-kone£ná pramíra na O. Nech´ míra (S, µ) na X roz²i°uje (O, π). Potom σ(O) ⊂ S a µ = π′ na
σ(O).

D·kaz. V¥ta je d·sledkem v¥ty 12.4. �

13. Zúpln¥ní míry

13.1. De�nice (Zúpln¥ní míry). Nech´ (X,S, µ) je prostor s mírou. Poloºme

S := {E ⊂ X : ∃ E∗, E∗ ∈ S : E∗ ⊂ E ⊂ E∗, µ(E∗ \ E∗) = 0},
µ(E) := µ(E∗) = µ(E∗), E ∈ S.

Rovnost µ(E∗) = µ(E∗) na p°edchozím °ádku je triviálním d·sledkem poºadavku µ(E∗ \ E∗) = 0.
Ov¥°me, ºe de�nice µ(E) nezávisí na volb¥ E∗. Totiº, pokud E], E] ∈ S, E] ≤ E ≤ E], potom µ(E∗) =

µ(E∗) ≤ µ(E]) a podobn¥ µ(E]) ≤ µ(E∗). Mnoºinová funkce (S, µ) se nazývá zúpln¥ní míry (S, µ).
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13.2. V¥ta. Nech´ (X,S, µ) je prostor s mírou. Potom S je σ-algebra a µ je úplná míra na S, která
roz²i°uje µ. Navíc, µ je nejuº²í roz²í°ení µ na úplnou míru. Tedy, pokud úplná míra ν na sigma-algeb°e
T roz²i°uje (S, µ), pak T ⊃ S a ν = µ na S.

D·kaz. S je σ-algebra: Z°ejm¥ S obsahuje ∅ a je uzav°eno na dopl¬ky. Uvaºujme Ej ∈ S a E =
⋃
j Ej .

Z de�nice najdeme Lj , Uj ∈ S tak, ºe Lj ⊂ Ej ⊂ Uj a µ(Uj \ Lj) = 0. Poloºme L =
⋃
j Lj , U =

⋃
j Uj .

Z°ejm¥ L ⊂ E ⊂ U . Vlastnost µ(U \ L) = 0 plyne z elementární inkluze(⋃
j

Uj

)
\
(⋃
j

Lj

)
⊂
⋃
j

(Uj \ Lj).

Tedy E ∈ S.
µ je míra: Z°ejm¥ µ(∅) = 0. Nech´ E,Ej , U, Uj , L, Lj jsou jako p°edtím a navíc Ej jsou po dvou

disjunktní. Potom téº Lj jsou po dvou disjunktní a µ(Ej) = µ(Lj) = µ(Uj) a µ(E) = µ(L) = µ(U).
Tedy µ(E) = µ(L) =

∑
j µ(Lj) =

∑
j µ(Ej).

µ je úplná (míra): Nech´ M ∈ S, N ∈ S a µ(M) = 0. Potom existuje M∗ ∈ S tak, ºe N ⊂ M ⊂ M∗

a µ(M∗) = 0. Pro N m·ºeme volit N∗ = ∅, N∗ = M∗ a vidíme, ºe N ∈ S. Tedy µ je úplná.
µ je nejuº²í: Nech´ úplná míra ν na σ-algeb°e T roz²i°uje (S, µ). Nech´ E ∈ S. Najd¥me E∗, E∗ jako

v de�nici. Potom E \ E∗ ⊂ E∗ \ E∗ ∈ S ⊂ T a ν(E∗ \ E∗) = µ(E∗ \ E∗) = 0, tedy z úplnosti ν je
E \ E∗ ∈ T a ν(E \ E∗) = 0. Tedy E = E∗ ∪ (E \ E∗) ∈ T a ν(E) = ν(E∗) = µ(E). �

13.3. Poznámka. Úloha roz²í°it danou míru na úplnou obecn¥ není jednozna£ná. Proto je d·leºité mluvit
o nejuº²ím úplném roz²í°ení. Pokus de�novat Lebesgueovu míru jako �úplné roz²í°ení `� je lákavý, ale
chybný. Lze to spravit, budeme-li mluvit o nejuº²ím roz²í°ení, viz d·sledek 13.6.

13.4. Lemma. Nech´ (F , τ) je mnoºinová funkce na mnoºin¥ X spl¬ující po£áte£ní podmínku (25) a
E ⊂ X. Potom existuje E∗ ∈ σ(F) tak, ºe E∗ ⊃ E a τ∗(E) = τ∗(E∗).

D·kaz. Jestliºe τ∗(E) = ∞, poslouºí E∗ = X. Jinak najdeme horní sou£ty
∑∞
j=1 τ(Amj ) k τ∗(E), kde

m = 1, 2, . . . , tak, ºe
∞∑
j=1

τ(Amj ) ≤ τ∗(E) + 2−m.

Poloºme

Em =

∞⋃
j=1

Amj ,

E∗ =

∞⋂
m=1

Em.

Potom z°ejm¥ E ⊂ Em a

τ∗(E) ≤ τ∗(Em) ≤
∞∑
j=1

τ(Amj ) + 2−m ≤ τ∗(E) + 2−m.

Tudíº E ⊂ E∗ a τ∗(E∗) = τ∗(E). �

Následující v¥ta pojednává mj. o situaci z poznámky 11.5.

13.5. V¥ta (o jednozna£nosti a úplnosti). Nech´ F je systém podmnoºin X uzav°ený na kone£né pr·niky
a S = σ(F). Nech´ τ je mnoºinová funkce na F spl¬ující po£áte£ní podmínku (25) a (F ′, τ ′) je výsledek
základní konstrukce. Nech´ F ⊂ F ′ a τ = τ ′ na F (tj. základní konstrukce je �úsp¥²ná�). Bu¤ µ zúºení
τ ′ na S a (S, µ) zúpln¥ní µ. Jestliºe existují Xk ∈ F tak, ºe τ(Xk) < ∞ a

⋃
k∈N

Xk = X, pak S = F ′ a

µ = τ ′. Tedy τ ′ je nejuº²í roz²í°ení τ na úplnou míru.

D·kaz. Víme, ºe τ ′ je roz²í°ení τ na úplnou míru. Z v¥ty 12.4 dostáváme, ºe µ je nejuº²í roz²í°ení τ na
míru a µ je tedy nejuº²í roz²í°ení τ na úplnou míru. Odtud S ⊂ F ′ a µ = τ ′ na S. Zbývá ukázat, ºe
F ′ ⊂ S. Zvolme E ∈ F ′ a p°edpokládejme nejprve, ºe τ ′(E) <∞. Podle lemmatu 13.4 existuje E∗ ∈ S
tak, ºe E∗ ⊃ E a τ∗(E∗) = τ∗(E), neboli téº µ(E) = τ ′(E∗) = τ ′(E). Pouºijeme lemma 13.4 je²t¥
jednou, a to na mnoºinu N = E∗ \ E. Víme, ºe N ∈ F ′ a τ ′(N) = τ ′(E∗) − τ ′(E) = 0. Existuje tedy
N∗ ∈ S tak, ºe N ⊂ N∗ a µ(N∗) = τ ′(N∗) = τ ′(N) = 0. Poloºme E∗ = E∗ \ N∗. Potom E∗, E

∗ ∈ S,
E∗ ⊂ E ⊂ E∗ a µ(E∗ \ E∗) = µ(E∗ ∩N∗) = 0. Podle de�nice zúpln¥ní, E ∈ S.
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Nyní odstraníme p°edpoklad, ºe τ ′(E) < ∞. M¥jme Xk jako v p°edpokladech, pak E ∩ Xk ∈ F ′
a τ ′(E ∩ Xk) < ∞. Podle p°edchozího kroku odtud plyne, ºe E ∩ Xk ∈ S, a jelikoº S je σ-algebra,
E =

⋃
k(E ∩Xk) ∈ S. �

13.6. D·sledek. Lebesgueova míra λ je nejuº²í roz²í°ení ` na úplnou míru.

14. Sou£in m¥r a Fubiniova v¥ta

14.1. De�nice (Sou£in m¥r). Nech´ (X,S, µ), a (Y, T , ν) jsou prostory s mírou. Nech´ míry µ, ν jsou
σ-kone£né. Uvaºujme systém S × T v²ech podmnoºin X × Y tvaru A×B, kde A ∈ S, B ∈ T . Takovým
mnoºinám budeme °íkat m¥°itelné obdélníky. Na S × T de�nujeme mnoºinovou funkci µ× ν p°edpisem

(µ×ν) (A×B) = µ(A) ν(B).

Systém mnoºin S × T generuje tzv. sou£inovou σ-algebru S ⊗ T := σ(S × T ). V dal²ím (v¥ta 14.5)
uvidíme, ºe existuje práv¥ jedna míra ρ na S ⊗ T tak, ºe

ρ(A×B) = µ(A) ν(B), A ∈ S, B ∈ T .

Tuto míru budeme nazývat sou£in m¥r µ a ν a zna£it µ⊗ν. Její zúpln¥ní budeme nazývat úplný sou£in
m¥r a zna£it (S⊗T , µ⊗ν).

Tedy µ⊗ν je nejuº²í roz²í°ení µ×ν na míru a µ⊗ν je nejuº²í roz²í°ení µ×ν na úplnou míru.
Na²im cílem je tedy roz²í°it mnoºinovou funkci (S × T , µ×ν) na míru a za tímto ú£elem aplikujeme

základní konstrukci.

14.2. Lemma (Vn¥j²í míra m¥°itelného obdélníku). Je-li A ∈ S a B ∈ T , pak

(µ×ν)∗(A×B) = (µ×ν) (A×B).

D·kaz. Nech´
∞∑
j=1

(µ×ν) (Aj ×Bj)

je horní sou£et k (µ× ν)∗(A×B). Potom pro kaºdý bod x ∈ X je

ν(B)χA(x) ≤
∞∑
j=1

ν(Bj)χAj
(x).

Podle d·sledku 4.16 je

(µ×ν)(A×B) =

∫
X

ν(B)χA dµ ≤
∫
X

∞∑
j=1

ν(Bj)χAj
dµ =

∞∑
j=1

∫
X

ν(Bj)χAj
dµ

=

∞∑
j=1

(µ× ν)(Aj ×Bj).

�

14.3. Lemma (Kritérium m¥°itelnosti). Nech´ (X,S, µ), a (Y, T , ν) jsou prostory s mírou a E ⊂ X×Y .
Jestliºe pro kaºdý m¥°itelný obdélník Q platí

(µ×ν)∗(Q ∩ E) + (µ×ν)∗(Q \ E) = (µ×ν)(Q),

potom je E (µ×ν)∗-m¥°itelná.

D·kaz. D·kaz je analogický jako u lemmatu 10.3. (Prove¤te jako cvi£ení!) �

14.4. Lemma (M¥°itelnost m¥°itelných obdélník·). Nech´ (X,S, µ), a (Y, T , ν) jsou prostory s mírou.
Potom kaºdý m¥°itelný obdélník je (µ×ν)∗-m¥°itelný.

D·kaz. Uvaºujme mnoºinu E ∈ S. Chceme dokázat (µ× ν)∗-m¥°itelnost mnoºiny E × Y . Bu¤ A×B ∈
S × T m¥°itelný obdélník. Potom

(A×B) ∩ (E × Y ) = (A ∩ E)×B ∈ S × T , (A×B) \ (E × Y ) = (A \ E)×B ∈ S × T

a
(µ× ν)((A×B) ∩ (E × Y )) + (µ× ν)((A×B) \ (E × Y )) = (µ× ν)(A×B).
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Tedy podle lemmat 14.2 a 14.3 je E×Y (µ× ν)∗-m¥°itelná. Podobn¥ bychom dostali m¥°itelnost X ×F
pro kaºdou F ∈ T . Tedy

E × F = (E × Y ) ∩ (X × F ) ∈M((µ× ν)∗).

�

14.5. V¥ta (Existence sou£inu m¥r). Nech´ (X,S, µ), a (Y, T , ν) jsou prostory s mírou. Nech´ míry µ, ν
jsou σ-kone£né. Potom existuje práv¥ jedna míra ρ na S ⊗ T tak, ºe

ρ(A×B) = µ(A) ν(B), A ∈ S, B ∈ T .

D·kaz. Systém mnoºin S×T je uzav°ený na kone£né pr·niky. Jelikoº míry µ a ν jsou σ-kone£né, m·ºeme
napsat X × Y jako spo£etné sjednocení

X × Y =
⋃
i,j

(Xi × Yj),

kde

Xi ∈ S, Yj ∈ T , µ(Xj) <∞, ν(Yj) <∞,
takºe

(µ× ν)(Xi × Yj) <∞.
Podle v¥ty 12.4 existuje nejvý²e jedno roz²í°ení mnoºinové funkce µ×ν na míru na S ⊗ T . Existenci
aspo¬ jednoho roz²í°ení nám dávají lemmata 14.4 a 14.2, hledaným roz²í°ením je míra

M 7→ (µ× ν)′(M), M ∈ S ⊗ T .

�

14.6. V¥ta. Nech´ (X,S, µ), a (Y, T , ν) jsou prostory s mírou. Nech´ míry µ, ν jsou σ-kone£né. Pak
(S ⊗ T , µ⊗ν) = ((S × T )′, (µ× ν)′).

D·kaz. V¥ta je d·sledkem v¥ty 13.5 o zúpln¥ní a jednozna£nosti. �

14.7. Poznámka. Z d·kaz· lemmat 14.4, 14.2 vidíme, ºe roz²í°ení µ×ν na (úplnou) míru m·ºeme
provést bez omezujících p°edpoklad·, av²ak pokud míry µ a ν nejsou σ-kone£né, mohli bychom ztratit
jednozna£nost roz²í°ení.

14.8. De�nice (Sou£iny kone£n¥ mnoha m¥r). Sou£in kone£n¥ mnoha m¥r se de�nuje zcela analogicky
jako sou£in dvou m¥r. Podrobnosti vypustíme, nebo´ zápis výkladu pro sou£in kone£n¥ mnoho prostor·
s m¥rami (Xi,Si, µi), i = 1, 2, . . . , n by byl nep°ehledný pro velké mnoºství index·. Problém zavedení
sou£inu n¥kolika m¥r lze téº p°evést na p°edchozí p°ípad dvou m¥r rekurentním násobením, nap°.

µ1 ⊗ · · · ⊗ µn =
(
µ1 ⊗ · · · ⊗ µn−1

)
⊗ µn.

14.9. De�nice (�ezy). Nech´ M ⊂ X × Y . Zna£íme

Mx,∗ = {y ∈ Y : (x, y) ∈M}, x ∈ X,
M∗,y = {x ∈ X : (x, y) ∈M}, y ∈ Y.

Tyto mnoºiny se nazývají °ezy.

14.10. Lemma (Výpo£et sou£inové míry mnoºiny). Nech´ (X,S, µ) a (Y, T , ν) jsou prostory s mírou.
Nech´ míry µ a ν jsou σ-kone£né. Bu¤ (R, ρ) sou£in m¥r µ a ν. Nech´ M je ρ-m¥°itelná mnoºina. Potom
pro kaºdé x ∈ X je mnoºina Mx,∗ ν-m¥°itelná, funkce x 7→ ν(Mx,∗) je m¥°itelná a

ρ(M) =

∫
X

ν(Mx,∗) dµ.

D·kaz. D·kaz provedeme pro jednoduchost pro p°ípad, ºe míry µ a ν jsou kone£né. Obecný p°ípad se li²í
v technických detailech. Systém v²ech mnoºin M , pro které tvrzení platí, je Dynkin·v systém obsahující
v²echny m¥°itelné obdélníky, a systém v²ech m¥°itelných obdélník· je uzav°ený na kone£né pr·niky.
Tudíº podle v¥ty 12.3 tvrzení platí pro kaºdou ρ-m¥°itelnou mnoºinu. �
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14.11. V¥ta (Fubiniova). Nech´ (X,S, µ) a (Y, T , ν) jsou prostory s mírou. Nech´ míry µ a ν jsou úplné
a σ-kone£né. Bu¤ (R, ρ) sou£in m¥r µ a ν a (R, ρ) jejich úplný sou£in. Nech´ f je ρ-m¥°itelná funkce
na ρ-m¥°itelné mnoºin¥ M ⊂ X × Y . P°edpokládejme, ºe integrál∫

M

f(x, y) dρ(x, y)

má smysl. Potom pro µ-skoro v²echna x má smysl integrál

g(x) :=

∫
Mx,∗

f(x, y) dν(y),

funkce g má integrál ∫
X

g dµ

a

(33)
∫
M

f(x, y) dρ(x, y) =

∫
X

g dµ =

∫
X

(∫
Mx,∗

f(x, y) dν(y)
)
dµ(x).

D·kaz. 1. krok. Podle lemmatu 14.10 tvrzení platí pro f = χ
A, kde A leºí v σ-algeb°e R.

2. krok. Je-li N (µ × ν)∗-nulová, pak existuje E ∈ R tak, ºe E ⊃ N a ρ(E) = 0. Z platnosti tvrzení
pro χE snadno odvodíme platnost tvrzení pro χN .

3. krok. Obecnou mnoºinu M ∈ R m·ºeme napsat ve tvaru disjunktního sjednocení M = A∪N , kde
A ∈ R a N je (µ× ν)∗-nulová. D·kaz tvrzení pro f = χ

M dostaneme z prvního a druhého kroku.
4. krok. Víme-li, ºe tvrzení platí pro charakteristické funkce mnoºin z R, rutinním postupem p°es

jednoduché funkce a nezáporné m¥°itelné funkce odvodíme obecný p°ípad.
�

14.12. Poznámka. Role prostor· X a Y ve Fubiniov¥ v¥t¥ je symetrická. Proto také platí Fubiniova
v¥ta ve tvaru

(34)
∫
M

f(x, y) dρ(x, y) =

∫
Y

(∫
My,∗

f(x, y) dµ(x)
)
dν(y)

a je-li spln¥n p°edpoklad existence integrálu∫
M

f(x, y) dρ(x, y),

m·ºeme ospravedlnit zám¥nu po°adí integrace

(35)
∫
X

(∫
Mx,∗

f(x, y) dν(y)
)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
My,∗

f(x, y) dµ(x)
)
dν(y)

14.13. V¥ta (Lebesgueova míra a sou£in m¥r). (n+m)-rozm¥rná Lebesgueova míra je úplným sou£inem
n-rozm¥rné a m-rozm¥rné Lebesgueovy míry.

D·kaz. Nech´ A ⊂ Rn a Q ⊂ Rm je omezený interval. Potom z°ejm¥ λ∗n+m(A×Q) = λ∗n(A)λm(Q). Tedy
A×Q je λn+m-m¥°itelná, práv¥ kdyº A je λn-m¥°itelná. Jelikoº Rm lze napsat jako monotonní sjednocení
spo£etn¥ mnoha omezených interval·, je vid¥t, ºe m¥°itelné obdélníky tvaru A× Rm, A ∈M(Rn), jsou
λn+m m¥°itelné. Podobn¥ m¥°itelné obdélníky tvaru Rn×B, B ∈M(Rm), jsou λn+m-m¥°itelné. Pomocí
operace pr·nik dojdeme k poznání, ºe m¥°itelné obdélníky z M(Rn)×M(Rm) jsou λn+m-m¥°itelné.

Podle d·sledku 13.6 je λn+m nejuº²í roz²í°ení `n+m na úplnou míru. Toto nejuº²í roz²í°ení podle první
£ásti d·kazu musí m¥°it i v²echny m¥°itelné obdélníky z M(Rn)×M(Rm), tedy splývá s λn⊗λm. �

14.14. P°íklad. Nech´ N ⊂ R je nem¥°itelná mnoºina. Potom N × {0} je λ2-nulová v R2, tudíº λ2-
m¥°itelná, ale není λ1 ⊗ λ1-m¥°itelná. P°edchozí v¥ta tedy ztratí platnost, nahradíme-li úplný sou£in
oby£ejným sou£inem.

14.15. P°íklad (Ratajovy dlaºdi£ky). Fubiniova v¥ta se £asto pouºívá pro zám¥nu po°adí integrace podle
vzorce (35). Následující p°íklad demonstruje, jak je nebezpe£né neov¥°it p°edpoklad o existenci dvojného
integrálu. Rozd¥lme R2 na £tverce Qij = [i, i + 1) × [j, j + 1). Nech´ funkce f : R2 → R je de�nována
p°edpisem

f(x, y) =


1, x ∈ Qij , 0 < j = i+ 1,

−1, x ∈ Qij , 0 < i = j + 1,

0 jinak.
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Pak ∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

f(x, y) dy
)
dx = 1 6= −1 =

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

f(x, y) dx
)
dy.

14.16. P°íklad. S pomocí p°íkladu 7.2 po£ítejme

π2

4
= [arctg2 x]∞x=0 =

∫ ∞
0

2 arctg x

1 + x2
dx

=

∫ ∞
0

2

1 + x2
[arctg(yx)]1y=0 dx

=

∫ ∞
0

(∫ 1

0

2x

(1 + x2)(1 + y2x2)
dy
)
dx

=

∫ 1

0

(∫ ∞
0

2x

(1 + x2)(1 + y2x2)
dx
)
dy

=

∫ 1

0

1

1− y2

[
ln

1 + x2

1 + x2y2

]∞
x=0

dy

= −2

∫ 1

0

ln y

1− y2
dy = 2

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2

(od·vodn¥te samostatn¥ pouºití Fubiniovy v¥ty). Ozna£me

S =
1

22
+

1

42
+

1

62
+

1

82
+ . . . ,

L =
1

12
+

1

32
+

1

52
+

1

72
+ . . . ,

V =
1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . . .

Potom máme

V = L+ S, V = 22S, L =
π2

8
,

a odtud
∞∑
k=1

1

k2
= V =

4

3
L =

π2

6
.

15. V¥ta o substituci

15.1. De�nice (Jacobiho matice). Nech´ G ⊂ Rn je otev°ená mnoºina a ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) : G → Rm
je zobrazení diferencovatelné v bod¥ t ∈ G. Matice lineárního zobrazení ϕ′(t) se nazývá Jacobiho matice
zobrazení ϕ v bod¥ t. Je to tedy matice (∂ϕi

∂tj
(t)
)
i=1,...,m
j=1,...,n

.

Zobrazení ϕ : G → Rm nazveme regulární, jestliºe má spojitou derivaci (tj. spojité v²echny parciální
derivace) a jeho Jacobiho matice má v²ude v G hodnost n.

15.2. De�nice (Jakobián). V této kapitole se budeme zabývat moºností zám¥ny prom¥nných v integrálu
prost°ednictvím zobrazení ϕ : G → Rn. Budeme tedy vy²et°ovat jen p°ípad m = n. Pak je Jacobiho
matice £tvercová a její determinant nazveme jakobiánem zobrazení ϕ v bod¥ t.

15.3.V¥ta (o substituci). Nech´ G ⊂ Rn je otev°ená mnoºina a ϕ : G→ Rn je prosté regulární zobrazení.
Nech´ u je funkce na M ⊂ ϕ(G). Potom∫

M

u(x) dx =

∫
ϕ−1(M)

u(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt,

pokud alespo¬ jedna strana má smysl. (P°ipome¬me, ºe aby integrál mohl mít smysl, je mj. nutné, aby
integra£ní obor byl m¥°itelná mnoºina a integrovaná funkce byla m¥°itelná)

D·kaz. D·kaz uvedeme ke konci kapitoly. �
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15.4. P°íklad (Polární sou°adnice). Nech´

G =
{(r

α

)
∈ R2 : r > 0, −π < α < π

}
.

Zobrazení ϕ : G→ R2 dané p°edpisem

ϕ(r, α) :=

(
x(r, α)

y(r, α)

)
,

x(r, α) := r cosα,

y(r, α) := r sinα

se nazývá zobrazení polárních sou°adnic.

15.5. V¥ta (o polárních sou°adnicích). Nech´ ϕ : G→ R2 je zobrazení polárních sou°adnic. Potom ϕ je
prosté regulární zobrazení a Jϕ(r, α) = r. Je-li M ⊂ R2 a u funkce na M , potom

(36)
∫
M

u(x, y) dx dy =

∫
G∩ϕ−1(M)

u(r cosα, r sinα) r dr dα,

pokud alespo¬ jedna strana má smysl.

D·kaz. Soustava rovnic
r cosα = x,

r sinα = y

s podmínkou
(
r
α

)
∈ G má práv¥ jedno °e²ení

r =
√
x2 + y2,

α = 2 arctg
( y

x+
√
x2 + y2

)
pokud

(
x
y

)
/∈ N := (−∞, 0] × {0}. Ov¥°ení hladkosti a výpo£et jakobiánu je rutinní záleºitost. Vzorec

(36) dostaneme z v¥ty 15.3 o substituci, uváºíme-li, ºe λ(N) = 0. �

15.6. P°íklad (Sférické sou°adnice). Nech´ tentokrát

G =

{rβ
γ

 ∈ R3 : r > 0, −π < β < π, −π
2
< γ <

π

2
,

}
.

Zobrazení ϕ : G→ R3 dané p°edpisem

ϕ(r, β, γ) :=

x(r, β, γ)
y(r, β, γ)
z(r, β, γ)

 ,

x(r, β, γ) := r cos γ cosβ,

y(r, β, γ) := r cos γ sinβ,

z(r, β, γ) := r sin γ

se nazývá zobrazení sférických sou°adnic.

15.7. V¥ta (o sférických sou°adnicích). Nech´ ϕ : G → R3 je zobrazení sférických sou°adnic. Potom ϕ
je prosté regulární zobrazení a Jϕ(r, β, γ) = r2 cos γ. Je-li M ⊂ R3 a u funkce na M , potom

(37)

∫
M

u(x, y, z) dx dy dz

=

∫
G∩ϕ−1(M)

u(r cos γ cosβ, r cos γ sinβ, r sin γ) r2 cos γ dr dβ dγ,

pokud alespo¬ jedna strana má smysl.
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D·kaz. Soustava rovnic
r cos γ cosβ = x,

r cos γ sinβ = y,

r sin γ = z

s podmínkou

rβ
γ

 ∈ G má práv¥ jedno °e²ení

r =
√
x2 + y2 + z2,

β = 2 arctg
y

x+
√
x2 + y2

,

γ = arcsin
z√

x2 + y2 + z2

pokud

xy
z

 /∈ N := (−∞, 0] × {0} × R. Ov¥°ení hladkosti a výpo£et jakobiánu je rutinní záleºitost.

Vzorec (37) dostaneme z v¥ty 15.3 o substituci, uváºíme-li, ºe λ(N) = 0. �

V dal²ím se budeme zabývat d·kazem v¥ty o substituci.

15.8. Lemma (o mí°e lineárního obrazu). Nech´ L : Rn → Rn je lineární zobrazení. Potom pro kaºdou
m¥°itelnou mnoºinu E ⊂ Rn je L(E) m¥°itelná a platí

λ(L(E)) = |JL|λ(E).

D·kaz. Jestliºe L je singulární, pak L(Rn) je lineární podprostor Rn dimenze < n a tudíº λ(L(E)) = 0 =
|JL|λ(E) pro kaºdou mnoºinu E ⊂ Rn. M·ºeme tedy p°edpokládat, ºe zobrazení L je regulární. Potom
inverzní zobrazení je spojité a obraz L(E) kaºdé borelovské mnoºiny je borelovská mnoºina. Nejprve
dokáºeme, ºe existuje konstanta α > 0 tak, ºe pro kaºdou borelovskou mnoºinu E ⊂ Rn je

(38) λ(L(E)) = αλ(E).

Poloºme
α = λ(L([0, 1)n)) > 0.

De�nujme mnoºinovou funkci µ na B(Rn) p°edpisem

µ(E) = λ(L(E))/α.

P°edev²ím, jelikoº L a L−1 jsou m¥°itelné, mnoºinová funkce µ je míra. P°edpokládejme, ºe q je p°irozené
£íslo a Q je krychle [0, 1/q)n. Potom kaºdá posunutá kopie Q má stejnou míru µ a [0, 1)n lze disjunktn¥
rozloºit na qn takových kopií. Proto

µ(Q) = q−n = λ(Q).

Pomocí aditivity m¥r nahlédneme, ºe
µ(I) = λ(I)

pro kaºdý interval o racionálních mezích. Protoºe systém takových interval· je uzav°ený na kone£né
pr·niky a generuje Dynkin·v systém B(Rn), podle v¥ty 12.4 o jednozna£nosti je µ = λ na borelovských
mnoºinách. Zúpln¥ním dostaneme (38) pro kaºdou λ-m¥°itelnou mnoºinu. Zbývá dokázat, ºe α = JL.

Nejprve dokáºeme tvrzení pro zobrazení

Lx = (d1x
1, . . . , dnx

n), x ∈ Rn,
kde d1, . . . , dn jsou nezáporná reálná £ísla. Potom matice L je diagonální matice, která má diagonální
prvky d1, . . . , dn. Pro kaºdý n-rozm¥rný interval Q je L(Q) také n-rozm¥rný interval a

`(L(Q)) = d1 . . . dn `(Q) = JL `(Q).

Ve stejném pom¥ru dopadají také horní sou£ty k libovolné mnoºin¥, tedy pro m¥°itelné mnoºiny máme

λ(L(E)) = |JL| λ(E).

Je-li L izometrické lineární zobrazení, potom zobrazuje jednotkovou kouli {x : |x| ≤ 1} na sebe a tudíº
α = 1. Kone£n¥, je-li L libovolné lineární zobrazení, pak lineární algebra tvrdí, ºe existují izometrická
lineární zobrazení P , Q (reprezentovaná ortogonálními maticemi) a �diagonální� lineární zobrazení D tak,
ºe L = QDP . (Ozna£me (e1, . . . , en) kanonickou bázi prostoru Rn. Matice zobrazení L∗L je symetrická
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pozitivn¥ de�nitní a tudíº existuje ortonormální báze (f1, . . . ,fn) prostoru Rn sloºená z vlastních vektor·
matice L∗L. Existují tedy λi > 0 tak, ºe

L∗Lf i = λ2
if i, i = 1, . . . , n.

Potom Q, D and P se konstruují jako lineární zobrazení transformující báze na báze: P (f i) = ei,
D(ei) = λiei, Q(λiei) = L(f i). Máme

(Qei) · (Qej) =
Lf i
λi
·
Lf j
λj

=
L∗Lf i
λiλj

· f j

=

{
f i · f j = 1, i = j,
λ2
i

λiλj
f i · f j = 0, i 6= j.

tedy Q je ortogonální.) S vyuºitím v¥ty o sou£inu determinant· dostáváme pro kaºdou m¥°itelnou mno-
ºinu E ⊂ Rn, ºe L(E) je m¥°itelná a

λ(L(E)) = λ(D(P (E))) = detDλ(P (E)) = detDλ(E)

= |detQ detD detP | λ(E) = |det(QDP )|λ(E)

= |detL|λ(E).

�

15.9. Zna£ení. V dal²ím budeme zna£it

B(z, r) = {x ∈ Rn : |x− z| < r}
(tedy B(z, r) je koule o st°edu z a polom¥ru r), a pro dané mnoºiny X, Y ⊂ Rn bude

X + Y = {x+ y : x ∈ X, y ∈ Y }.
Norma lineárního zobrazení L je

‖L‖ := sup{Lx : x ∈ Rn, |x| ≤ 1}.

15.10. Lemma (Odhad st¥ny). Nech´ M ≥ 1 a L : Rn → Rn je lineární zobrazení s normou ‖L‖ ≤ M .
Nech´ 0 < r < ρ a Q = [0, ρ]n. Potom pro kaºdou st¥nu S krychle Q je

λ((L(S) +B(0, r))) ≤ CnMn−1ρn−1r,

kde

Cn = 2nαn−1(n− 1)
n−1
2

a αn−1 je symbol pro míru (n− 1)-rozm¥rné jednotkové koule.

D·kaz. M·ºeme p°edpoklýádat, ºe pro n¥jaký index i ∈ {1, . . . , n} je S = {x ∈ Q : xi = 0}. Kdyby byla
S = {x ∈ Q : xi = ρ}, m¥°ená mnoºina by byla jen posunutá o vektor ρLei. Najd¥me lineární podprostor
V prostoru Rn tak, aby V obsahoval L(S) a jeho dimenze byla n−1. Dále najd¥me lineární isometrii P
prostoru Rn na sebe tak, aby bylo P (V) = {x ∈ Rn : xn = 0}. Pro kaºdý bod x ∈ S je |x| ≤

√
n−1 ρ,

tedy
|Lx| ≤ ‖L‖

√
n−1 ρ ≤M

√
n−1 ρ

Potom
P (L(S)) ⊂ Bn−1(0, M

√
n−1 ρ)× {0},

kde Bn−1(0, δ) zna£í n−1-rozm¥rnou kouli v Rn−1 o polom¥ru δ. Odtud

P (L(S) +B(0, r)) = P (L(S)) +B(0, r) ⊂ Bn−1(0, M
√
n−1 ρ+ r)× (−r, r)

⊂ Bn−1(0, 2M
√
n−1 ρ)× (−r, r)

tedy
λ(L(S) +B(0, r)) = λ(P (L(S) +B(0, r))) ≤ 2rαn−1(2M

√
n−1 ρ)n−1.

�

15.11. Lemma (Klí£ový odhad). Nech´ M ≥ 1 a L : Rn → Rn je lineární zobrazení s normou ‖L‖ ≤M .
Nech´ 0 < r < ρ a Q = [0, ρ]n. Potom

λ((L(Q) +B(0, r)) \ L(Q)) ≤ 2nCnM
n−1ρn−1r,

kde Cn je konstanta z lemmatu 15.10.
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D·kaz. Nech´ x ∈ (L(Q)+B(0, r))\L(Q). Potom existuje z ∈ Q tak, ºe |x−Lz| < r. Na úse£ce spojující
L−1x a z najdeme bod z′, který leºí na hranici Q. M·ºeme p°edpokládat z = z′. Tedy

(L(Q) +B(0, r)) \ L(Q) ⊂
⋃
S

(L(S) +B(z, r)),

kde S probíhá v²echny st¥ny krychle Q, kterých je 2n. Tedy

λ((L(Q) +B(0, r)) \ L(Q)) ≤ 2nCnM
n−1ρn−1r.

�

15.12. V¥ta (o substituci-nerovnost). Nech´ G ⊂ Rn je otev°ená mnoºina a ϕ : G → Rn je spojit¥
diferencovatelné zobrazení. Nech´ E ⊂ G je m¥°itelná mnoºina. Potom

`∗(ϕ(E)) ≤
∫
E

|Jϕ(t)| dt.

D·kaz. M·ºeme p°edpokládat, ºe E je omezená a E ⊂ G, jinak bychom E rozloºili na spo£etný systém
disjunktních mnoºin, pro které by dodate£ný p°edpoklad platil. Zvolme ε > 0. Najdeme omezenou
otev°enou mnoºinu U ⊂ G tak, ºe E ⊂ U ⊂ U ⊂ G a

(39)
∫
U

|Jϕ(t)| dt ≤
∫
E

|Jϕ(t)| dt+ ε.

Funkce Jϕ a ϕ′ jsou stejnom¥rn¥ spojité na U . Najdeme tedy konstantu M a polom¥r δ > 0 tak, aby
pro v²echna s, t ∈ U platilo

(40)

|s− t| < δ =⇒ |Jϕ(s)− Jϕ(t)| < ε,

|s− t| < δ =⇒ ‖ϕ′(s)− ϕ′(t)‖ < ε√
n
,

‖ϕ′(t)‖ ≤M.

Rozd¥líme U na po dvou disjunktní sjednocení krychlí

U =
⋃
j

Qj ,

kde kaºdá krychle Qj má pr·m¥r men²í neº δ. Ozna£me zj vrchol krychle Qj , ρj délku její hrany a
Lj = ϕ′(zj). Nech´ t ∈ Qj . Potom

|ϕ(t)− ϕ(zj)− L(t− zj)| ≤
∣∣∣∫ 1

0

d

dξ

(
ϕ(zj + ξ(t− zj))− ϕ(zj)− Lj(ξ(t− zj))

)
dξ
∣∣∣

=
∣∣∣∫ 1

0

ϕ′(zj + ξ(t− zj))(t− zj)− Lj(t− zj))
)
dξ
∣∣∣

≤
∫ 1

0

‖ϕ′(zj + ξ(t− zj))− Lj‖ |t− zj | dξ

≤ ερj .
Tedy

ϕ(Qj) ⊂ ϕ(zj)− L(zj) + Lj(Qj) +B
(
0, ερj

)
.

Z posunuté verze lemmatu 15.10, z lemmatu 15.8 a odhadu (40) dostaneme

`∗(ϕ(Qj)) ≤ λ(Lj(Qj)) + 2nCn(Mρj)
n−1ερj

=

∫
Qj

(
JLj + 2nCnM

n−1ε
)
dt

≤
∫
Qj

(
Jϕ(t) + (1 + 2nCnM

n−1)ε) dt.

Se£tením p°es j a pouºitím (39) dostaneme

`∗(ϕ(E)) ≤
∑
j

`∗(ϕ(Qj)) ≤
∫
U

(
Jϕ(t)+(1+2nCnM

n−1)ε) dt ≤
∫
E

Jϕ(t) dt+ε+(1+2nCnM
n−1) ε λ(U).

Limitní p°echod ε→ 0 dává poºadovanou nerovnost. �
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15.13. V¥ta (Sardova). Nech´ G ⊂ Rn je otev°ená mnoºina a ϕ : G → Rn je spojit¥ diferencovatelné
zobrazení. Nech´

Z = {t ∈ G : Jϕ(t) = 0}.
Potom λϕ(Z)) = 0.

D·kaz. Tvrzení je z°ejmým d·sledkem p°edchozí v¥ty 15.12. �

D·kaz v¥ty o substituci. M·ºeme p°edpokládat, ºe M = ϕ(G), tedy uvaºujeme m¥°itelnou funkci u na
ϕ(G). Také m·ºeme p°edpokládat, ºe funkce u je nezáporná. Jestliºe zobrazení ϕ je regulární a prosté,
podle v¥ty o inverzním zobrazení je inverzní zobrazení téº regulární a prosté. Nech´ E ⊂ G je borelovská
mnoºina. Potom ϕ(E) je také borelovská mnoºina, nebo´ zobrazení ϕ−1 je spojité. Podle v¥ty 15.12
máme

λ(ϕ(E)) ≤
∫
E

|Jϕ(t)| dt.

Odtud také dostaneme, ºe obraz λ-nulové mnoºiny je λ-nulová mnoºina. Máme-li tedy nezápornou m¥-
°itelnou funkci f : G→ R, pak postupn¥ dostaneme m¥°itelnost funkce f ◦ ϕ−1 a vzorec

(41)
∫
ϕ(G)

f(ϕ−1(x)) dx ≤
∫
G

f(t) |Jϕ(t)| dt.

Tvrzení uº jsme dokázali pro charakteristickou funkci m¥°itelné mnoºiny a odtud obvyklým postupem
p°es jednoduché funkce plyne pro kaºdou nezápornou m¥°itelnou funkci. Vym¥níme-li role ϕ a ϕ−1 a
uvaºujeme-li nezápornou m¥°itelnou funkci v na ϕ(G), dostaneme m¥°itelnost funkce v ◦ ϕ a vzorec

(42)
∫
G

v(ϕ(t)) dt ≤
∫
ϕ(G)

v(x) |J(ϕ−1)(x)| dx

Uváºíme-li, ºe
1

J(ϕ−1)(ϕ(t))
= Jϕ(t),

poloºíme-li f(t) = u(ϕ(t)) v (41) a v(x) = u(x)/ |J(ϕ−1)(x)| v (42), dostaneme∫
ϕ(G)

u(x)) dx =

∫
G

u(ϕ(t)) |Jϕ(t)| dt,

coº jsme m¥li dokázat. �

16. Lebesgueovy prostory

16.1. De�nice (Norma). P°ipome¬me, ºe norma je nezáporná kone£ná funkce ‖ · ‖ : u 7→ ‖u‖ na
lineárním prostoru X , která spl¬uje axiomy

(N-1) ‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = 0, u ∈ X ,
(N-2) ‖λu‖ = |λ| ‖u‖, u ∈ X , λ ∈ R,
(N-3) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ u, v ∈ X (trojúhelníková nerovnost).

(zde se budeme zabývat je reálnými lineárními prostory, v komplexním lineárním prostoru by λ muselo
probíhat C). Kaºd· normovaný prostor (tj. lineární prostor vybavený normou) se povaºuje za metrický
prostor se vzdáleností x, y 7→ ‖x− y‖.

16.2. De�nice (Lp-normy). Nech´ (X,S, µ) je prostor s mírou. Je-li u µ-m¥°itelná funkce na X a
1 ≤ p <∞ je reálný exponent, de�nujeme

‖u‖p :=
(∫

X

|u|p dµ
)1/p

.

Dále de�nujeme

‖u‖∞ := inf
{
C ≥ 0 : |u| ≤ C skoro v²ude

}
.

Uvidíme, ºe funkce ‖ · ‖p, ‖ · ‖∞ spl¬ují vlastnosti normy aº na jednu: ‖u‖ = 0 znamená, ºe u = 0 skoro
v²ude, coº nemusí implikovat u = 0 (tj. úpln¥ v²ude). Nech´ p ∈ [1,+∞]. Zave¤me do£asn¥ prostor
Lp(X) v²ech µ-m¥°itelných funkcí u na X, pro n¥º ‖u‖p <∞. Na Lp(X) uvaºujme ekvivalenci

u ∼ v jestliºe u = v skoro v²ude.
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Abychom vyhov¥li v²em axiom·m normovaného lineárního prostoru, m¥li bychom de�novat prostor
Lp(X) = Lp(X,S, µ) jako �faktorprostor�

Lp(X) = Lp(X)/ ∼

Faktorizace je jedna ze základních operací obecné teorie mnoºin. Znamená to, ºe prvky prostoru Lp(X)
jsou t°ídy navzájem ekvivalentních prvk·. Je-li u ∈ Lp(X), ozna£me

[u] = {v ∈ Lp(X) : v ∼ u},

potom

Lp(X) = {[u] : u ∈ Lp(X)}.

Na prostorech Lp je zapot°ebí zavést algebraické operace, uspo°ádání a normu, neboli nap°.

[u] + [v] := [u+ v], ‖[u]‖p := ‖u‖p

a

[u] ≤ [v], kdyº existují ũ ∈ [u] a ṽ ∈ [v] tak, ºe ũ ≤ ṽ

V matematické literatu°e se tento formalismus nepouºívá a dává se p°ednost mén¥ p°esnému, ale p°e-
hledn¥j²ímu vyjad°ování. Toho se budeme drºet i my. Namísto dvou prostor· Lp a Lp budeme pouºívat
jen jeden prostor zna£ený Lp, jehoº prvky budou funkce. Budeme mluvit o Lp-norm¥ funkcí, i kdyº to
norma není. D·leºité je, ºe �víme, jak to spravit�, pokud bychom se cht¥li odvolávat na obecnou teorii
normovaných prostor·.
Lp-norma spl¬uje v²echny axiomy normy aº na vý²e zmín¥nou konvenci. Ov¥°ení je triviální s výjimkou

trojúhelníkové nerovnosti pro 1 < p < +∞. Tuto dokáºeme níºe pod názvem �Minkowského nerovnost�.

16.3. V¥ta (Youngova nerovnost). Jsou-li a, b ≥ 0, p, q ∈ (1,∞), pq = p+ q, pak

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

D·kaz. Pro a = 0 nebo b = 0 je d·kaz triviální. Jinak z konkavity logaritmu dostáváme, ºe

ln(
ap

p
+
bq

q
) ≥ 1

p
ln(ap) +

1

q
ln(bq) = ln(ab).

�

16.4. V¥ta (Hölderova nerovnost). Jsou-li u, v µ-m¥°itelné funkce na X, p, q ∈ (1,∞), pq = p+ q, pak

‖uv‖1 ≤ ‖u‖p‖v‖q.

Rovnost nastává, práv¥ kdyº existují a, b ∈ [0,∞) (aspo¬ jedno z nich nenulové) tak, ºe a|u|p = b|v|q
skoro v²ude.

D·kaz. Ozna£me

s = ‖u‖p, t = ‖v‖q.

M·ºeme p°edpokládat, ºe funkce u, v jsou nezáporné a ºe 0 < s <∞, 0 < t <∞. Potom pro skoro kaºdé
x ∈ X máme z Youngovy nerovnosti

u(x)

s

v(x)

t
≤ u(x)p

psp
+
v(x)q

qtq
.

Zintegrováním podle x dostaneme
1

st

∫
X

uv dµ ≤ 1

p
+

1

q
= 1.

Tvrzení o rovnosti dostaneme analýzou d·kazu. �

16.5. V¥ta (Minkowského nerovnost). Jsou-li u, v m¥°itelné funkce na X, p ∈ (1,∞), pak

‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p.
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D·kaz. M·ºeme p°edpokládat, ºe 0 < ‖u‖p <∞, 0 < ‖v‖p <∞. Pro skoro kaºdé x ∈ X máme

|u(x)| ≤
(
|u(x)|p + |v(x)|p

)1/p

,

|v(x)| ≤
(
|u(x)|p + |v(x)|p

)1/p

,

tedy po se£tení a umocn¥ní na p

|u(x) + v(x)|p ≤
(
|u(x)|+ |v(x)|

)p ≤ 2p(|u(x)|p + |v(x)|p),
takºe ‖u+ v‖p <∞. S pomocí Hölderovy nerovnosti, kde de�nujeme q = p

p−1 , dostaneme

(43)

∫
X

|u+ v|p dµ ≤
∫
X

|u+ v|p−1|u| dµ+

∫
X

|u+ v|p−1|v| dµ

≤
(∫

X

|u+ v|p dµ
)1/q(∫

X

|u|p dµ
)1/p

+
(∫

X

|u+ v|p dµ
)1/q(∫

X

|v|p dµ
)1/p

.

Jelikoº

0 <
(∫

X

|u+ v|p dµ
)1/q

<∞,

m·ºeme tímto výrazem vyd¥lit ob¥ strany nerovnosti (43) a dostaneme poºadovaný výsledek. �

16.6.V¥ta (Úplnost prostor· Lp). Nech´ {fj} je posloupnost prvk· Lp(X), cauchyovská v norm¥ ‖ . . . ‖p.
Pak existuje f ∈ Lp(X) tak, ºe ‖fj − f‖p → 0. Dále existuje posloupnost {gj} vybraná z {fj} tak, ºe
gj → f µ-skoro v²ude.

D·kaz. D·kaz provedeme pro p < ∞; p°ípad p = ∞ je odli²ný a snadn¥j²í. Jelikoº {fj} je cauchyovská
posloupnost, lze z ní vybrat posloupnost gj tak, ºe pro v²echna j = 1, 2, . . . platí

(44) ‖gj+1 − gj‖ < 2−j .

Poloºme
hk = |g1|+ |g2 − g1|+ · · ·+ |gk − gk−1|,
h = lim

k→∞
hk

Z trojúhelníkové nerovnosti pro Lp-normu a (44) dostaneme

‖hk‖p ≤ ‖g1‖p +

k−1∑
j=1

‖gj+1 − gj‖p ≤ ‖g1‖p + 1.

Podle Leviho v¥ty 4.13 a p°edchozího odhadu je∫
X

hp dµ = lim
k

∫
X

hpk dµ = lim
k
‖hk‖pp ≤ (‖g1‖p + 1)p

Funkce hp je tedy integrovatelná a tím spí² skoro v²ude kone£ná (viz v¥ta 4.8 (c)). Uvaºujme bod x,
v n¥mº h(x) <∞. Potom °ada

g1(x) +

∞∑
j=1

(
gj+1(x)− gj(x)

)
konverguje, nebo´ konverguje °ada absolutních hodnot. Tím jsme dokázali existenci limity

f(x) := lim
j→∞

gj(x)

v kaºdém takovém bod¥ x. Lebesgueova v¥ta 6.2 s majorantou hp dává

lim
j→∞

∫
X

|f − gj |p dµ =

∫
X

lim
j→∞

|f − gj |p dµ = 0.

Znovu pouºijeme, ºe {fj} je cauchyovská posloupnost, a dostáváme

‖f − fj‖p ≤ ‖f − gj‖p + ‖gj − fj‖p → 0.

Tvrzení o konvergenci skoro v²ude jsme dokázali v pr·b¥hu. �

16.7. V¥ta (Hustota jednoduchých funkcí). Jednoduché Lp-funkce jsou husté v Lp(X), 1 ≤ p <∞.
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D·kaz. Nech´ f ∈ Lp(X). Chceme najít posloupnost {fj} jednoduchých funkcí tak, aby ‖fj − f‖p → 0.
M·ºeme p°edpokládat, ºe f ≥ 0. Podle v¥ty 3.12 existují jednoduché funkce fj ≥ 0 tak, ºe fj ↗ f .
Z Lebesgueovy v¥ty 6.2 (majoranta |f |p) dostaneme∫

X

|fj − f |p dx→ 0.

�

17. Derivování a rozklad m¥r

17.1. De�nice (Absolutní spojitost a singulárnost). Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor. Nech´ µ a ν jsou
míry na S. �ekneme, ºe ν je absolutn¥ spojitá vzhledem k µ, zna£ení ν << µ, jestliºe pro kaºdou E ∈ S
platí

(45) µ(E) = 0 =⇒ ν(E) = 0.

�ekneme, ºe ν a µ jsou navzájem singulární, zna£ení µ⊥ν, jestliºe existují Xa, Xs ∈ S tak, ºe

(46) X = Xa ∪Xs, µ(Xs) = ν(Xa) = 0.

17.2. De�nice (Míra s hustotou). Nech´ (X,S, µ) je prostor s mírou a f je nezáporná µ-m¥°itelná funkce
na X. Poloºme

ν(E) =

∫
E

f dµ, E ∈ S.

Potom ν je míra, která se nazývá míra s hustotou f (vzhledem k µ). Naopak f se v této situaci nazývá
hustota nebo Radon-Nikodýmova derivace míry ν (vzhledem k µ) a zna£í dνdµ . Má-li ν hustotu vzhledem
k µ, pak ν je z°ejm¥ absolutn¥ spojitá. Opak platí také, ale není jiº tak snadný, je to tvrzení hlavní v¥ty
kapitoly, v¥ty 17.4.

17.3. V¥ti£ka. Nech´ µ, ν jsou σ-kone£né míry na (X,S) a f = dν
dµ . Potom pro kaºdou µ-m¥°itelnou

funkci g na E ∈ S platí ∫
E

g dν =

∫
E

gf dµ,

pokud integrál aspo¬ na jedné stran¥ má smysl.

D·kaz. Pro charakteristické funkce to platí a p°echod p°es jednoduché a nezáporné m¥°itelné funkce
k obecnému p°ípadu kopíruje konstrukci integrálu. �

17.4. V¥ta (Radon�Nikodýmova). Nech´ (X,S, µ) je prostor se σ-kone£nou mírou a ν je σ-kone£ná
míra na S. Nech´ ν << µ. Potom existuje práv¥ jedna (aº na modi�kace na mnoºinách µ-míry nula)
µ-m¥°itelná funkce f tak, ºe

ν(E) =

∫
E

f dµ

pro kaºdou E ∈ S, neboli f = dν
dµ . Pokud ν je kone£ná, f je µ-integrovatelná.

D·kaz. D·kaz provedeme v p°ípad¥, ºe ob¥ míry jsou kone£né, obecný p°ípad se dostane ze speciálního
rutinními rozd¥lením na podmnoºiny, na nichº jsou ob¥ míry kone£né, de�nováním f na kaºdé z nich a
slepením.

Poloºme σ = µ+ ν a de�nujme funkcionál J na L2(σ) = L2(X,S, σ) p°edpisem

J(v) =

∫
X

v2 dσ − 2

∫
X

v dν.

Hledáme u ∈ L2(σ) tak, aby platilo

J(u) = min{Jv : v ∈ L2(σ)}.

Motiv je následující: Kdyby existovala funkce w = dν
dσ , pak by bylo podle v¥ti£ky 17.3

J(v) =

∫
X

|v − w|2 dσ −
∫
X

w2 dσ ≥ −
∫
X

w2 dσ, v ∈ L2(σ)

a

J(w) = −
∫
X

|w|2 dσ = min{Jv : v ∈ L2(σ)}.
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Poloºme tedy
s = inf{Jv : v ∈ L2(σ)}.

Nejprve ukáºeme, ºe s > −∞. Jelikoº∫
v dν ≤

∫
|v| dν ≤

∫
|v| dσ, v ∈ L2(σ),

je

J(v) ≥
∫
X

(|v|2 − 2|v|) dσ =

∫
X

(
(|v| − 1)2 − 1

)
dσ ≥ −σ(X) > −∞, v ∈ L2(σ).

Uvaºujme tzv. minimizující posloupnost, posloupnost {uj}j funkcí z L2(σ) spl¬ujících

J(uj)→ s.

Nech´ i, j ∈ N, potom

(47) 2

∫
X

∣∣∣uj − ui
2

∣∣∣2 dσ + 2

∫
X

∣∣∣uj + ui
2

∣∣∣2 dσ =

∫
X

|ui|2 dσ +

∫
X

|uj |2 dσ

a

(48) − 4

∫
X

uj + ui
2

dν = −2

∫
X

uj dν − 2

∫
X

ui dν,

se£tením (47) a (48) dostaneme

2

∫
X

∣∣∣uj − ui
2

∣∣∣2 dσ + 2J
(uj + ui

2

)
= J(uj) + J(ui).

Odtud
1

2

∫
X

∣∣uj − ui∣∣2 dσ = −2J
(uj + ui

2

)
+ J(uj) + J(ui) ≤ −2s+ J(uj) + J(ui)→ 0

pro i, j → ∞. Tedy posloupnost {uj}j je cauchyovská v norm¥ L2(σ) a podle v¥ty 16.6 existuje limita
u posloupnosti {uj}j v L2(σ). Podle této v¥ty téº m·ºeme p°edpokládat, ºe uj → u skoro v²ude (jinak
p°ejdeme k podposloupnosti). Potom Fatouovo lemma dává∫

X

|u|2 dσ ≤ lim inf
j

∫
X

|uj |2 dσ

a s pomocí Hölderovy nerovnosti (v¥ta 16.4)∣∣∣∫
X

uj dν −
∫
X

u dν
∣∣∣ ≤ ∫

X

|uj − u| dν ≤
∫
X

|uj − u| dσ ≤
(∫

X

|uj − u|2 dσ
)1/2(

σ(X)
)1/2

→ 0.

Tedy
s ≤ J(u) ≤ lim inf

j
J(uj) = s.

Dokázali jsme, ºe u je minimizér J . Pro kaºdou v ∈ L2(σ) a t > 0 máme

0 ≤ J(u+ tv)− J(u)

t
=

∫
X

|u+ tv|2 − |u|2

t
dσ − 2

∫
X

u+ tv − u
t

dν =

∫
X

(2uv − tv2) dσ −
∫
X

2v dν.

Limitní p°echod t→ 0+ dává ∫
X

uv dσ ≥
∫
X

v dν.

Zvolme E ∈ S a aplikujme p°edchozí odhad v = ±χE , dostaneme∫
E

u dσ = ν(E).

Tedy na²li jsme zatím u = dν
dσ . Nech´ F ∈ S a u ≥ 1 na F . Potom

ν(F ) =

∫
F

u dσ ≥ σ(F ) = ν(F ) + µ(F ),

tedy µ(F ) = 0 a z absolutní spojitosti ν dostáváme téº ν(F ) = 0 a σ(F ) = 0. Tedy u < 1 σ-skoro v²ude.
Je²t¥ jednodu²²í je ukázat, ºe u ≥ 0 σ-s.v., to ponecháme £tená°i. Nyní poloºme

g =
1

1− u
, f =

u

1− u
.
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Potom podle v¥ti£ky 17.3 platí∫
E

f dµ+

∫
E

f dν =

∫
E

f dσ =

∫
E

ug dσ =

∫
E

g dν.

Poloºme Xk = {g ≤ k}, k = 1, 2, . . . . Potom f , g jsou omezené m¥°itelné na Xk a tudíº m·ºeme ode£íst∫
E∩Xk

f dµ =

∫
E∩Xk

(g − f) dν = ν(E ∩Xk).

Limitní p°echod Xk ↗ X dává ∫
E

f dµ = ν(E), E ∈ S,

neboli f = dµ
dσ . Tím jsme dokázali existenci, tvrzení o jednozna£nosti je snadné. �

17.5. V¥ta (Lebesgueova o rozkladu). Nech´ (X,S, µ) je prostor se σ-kone£nou mírou a ν je σ-kone£ná
míra na S. Potom existuje práv¥ jeden rozklad ν = νa + νs, kde νa a νs jsou míry na (X,S), νa << µ a
νs⊥µ.

D·kaz. D·kaz provedeme podrobn¥ op¥t jen v p°ípad¥, kdy µ a ν jsou kone£né.
Existence: Jako v d·kazu v¥ty 17.4 najd¥me u = dν

dσ , kde σ = µ+ ν. Poloºme

Xa = {u < 1}, Xs = {u = 1},

De�nujme míry νa a νs p°edpisem

νa(E) = ν(E ∩Xa), νs(E) = ν(E ∩Xs), E ∈ S.

Potom
νs(Xa) = ν(Xs ∩Xa) = 0,

µ(Xs) = σ(Xs)− ν(Xs) = σ(Xs)−
∫
Xs

u dσ = 0,

tedy µ a νs jsou navzájem singulární. Nech´ nyní E ∈ S, µ(E) = 0. P°edpokládejme, ºe νa(E) > 0.
Potom i σ(E) > 0 a µ(E ∩Xa) = 0 a tudíº

νa(E) = ν(E ∩Xa) =

∫
E∩Xa

u dσ < σ(E ∩Xa) = µ(E ∩Xa) + ν(E ∩Xa) = ν(E ∩Xa) = νa(E).

To je spor, takºe νa(E) = 0 a νa << µ.
Jednozna£nost: Bu¤ u = dν

dσ a bu¤ ν = νa + νs rozklad ν na absolutn¥ spojitou a singulární £ást.
Potom existuje disjunktní rozklad X = Xa∪Xs, kde Xa, Xs ∈ S a νs(Xa) = µ(Xs) = 0. Jelikoº νa << µ,
je νa(Xs) = 0. Rozklad tedy musí být tvaru

νa(E) = ν(E ∩Xa), νs(E) = ν(E ∩Xs), E ∈ S.

Je-li E ∈ S, E ⊂ Xs, pak µ(E) = 0, ν(E) = σ(E), tedy u = 1 σ-s.v. na E. Naopak

σ({u = 1} \Xs) = σ({u = 1} ∩Xa) = ν({u = 1} ∩Xa),

tedy
µ({u = 1} ∩Xa) = 0

a
ν({u = 1} ∩Xa)) = νa({u = 1} ∩Xa) = 0.

Odtud σ({u = 1} \ Xs) = 0, tedy Xs se li²í od {u = 1} nejvý² o mnoºinu σ-míry nula a rozklad tedy
musí být stejný jako rozklad popsaný v existen£ní £ásti. �

17.6. De�nice (Absolutn¥ spojitá a singulární £ást). Mí°e νa z v¥ty 17.5 se °íká absolutn¥ spojitá £ást
míry ν a mí°e νs := ν−νa se °íká singulární £ást míry ν. Rozkladu ν = νa+νs se °íká Lebesgue·v rozklad
míry ν.

17.7. De�nice (Spojité a diskrétní míry). Nech´ (X,S, µ) je prostor s mírou. P°edpokládejme, ºe S
obsahuje v²echny jednobodové mnoºiny. �ekneme, ºe míra µ na S je

• spojitá, jestliºe µ({x}) = 0 pro v²echna x ∈ X,
• diskrétní, jestliºe existuje spo£etná mnoºina S ⊂ X tak, ºe µ(X \ S) = 0.
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17.8. V¥ti£ka (Charakterizace diskrétních m¥r). Míra µ je diskrétní, práv¥ kdyº existuje spo£etná mno-
ºina S ⊂ X tak, ºe

µ(E) =
∑

x∈E∩S
µ({x}), E ∈ S.

D·kaz. D·kaz je z°ejmý. �

17.9. V¥ta (Rozklad míry na spojitou a diskrétní £ást). Nech´ (X,S, µ) je prostor se σ-kone£nou mírou.
P°edpokládejme, ºe S obsahuje v²echny jednobodové mnoºiny. Potom existuje rozklad

µ = µc + µd,

kde µc je spojitá a µd je diskrétní.

D·kaz. Poloºme
S = {x : µ({x}) > 0}.

Jelikoº µ je σ-kone£ná a jednobodové mnoºiny jsou m¥°itelné, mnoºina S je spo£etná a m¥°itelná. De�-
nujme míry µc a µd p°edpisem

µc(E) = µ(E \ S), µd(E) = µ(E ∩ S), E ∈ S.
Z°ejm¥ µc je spojitá a µd je diskrétní. �

18. Znaménkové míry

18.1. De�nice (Znaménková míra, vektorová míra). Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor a V = (V, | · |) je
normovaný lineární prostor (dále jen �NLP�). Mnoºinová funkce ν : S → V se nazývá vektorová míra na
S, jestliºe spl¬uje

(ZVM-1) ν(∅) = 0,

(ZVM-2) jestliºe Aj ∈ S, j = 1, 2, . . . , jsou po dvou disjunktní, A =
∞⋃
j=1

Aj , potom

ν(A) =

∞∑
j=1

ν(Aj).

Sou£et v (ZVM-2) se chápe ve smyslu konvergence £áste£ných sou£t· v norm¥ prostoru V. V dal²ím se
budeme zabývat p°edev²ím znaménkovými m¥rami , tj. �vektorovými� m¥rami s hodnotami v R. Jelikoº
R je také normovaný lineární prostor, m·ºeme znaménkové míry chápat jako zvlá²tní p°ípad práv¥
de�novaného pojmu. N¥kdy se pro znaménkovou míru pouºívá termín náboj, nebo reálná míra. Také se
hojn¥ studují komplexní míry, tj. s hodnotami ve V = C. Oproti mí°e, znaménková míra m·ºe nabývat i
záporných hodnot, ale nesmí nabývat hodnot +∞, −∞.

Snadno nahlédneme, ºe systém v²ech znaménkových (nebo vektorových) m¥r tvo°í vektorový prostor.
Omezení na kone£né hodnoty vylu£uje Lebesgueovu míru nebo n¥které mnoºinové funkce, které lze

získat jako rozdíly nezáporných m¥r. Lze uvaºovat zobecn¥ní znaménkových m¥r, které zahrne i tyto
p°ípady, ale zde se tím nebudeme zabývat.

18.2. P°íklady. (a) Je-li f µ-integrovatelná funkce, pak

E 7→
∫
E

f dµ, E ∈ S

je znaménková míra.
(b) Jsou-li µ, ν kone£né míry, pak µ− ν je znaménková míra.

18.3. De�nice (Variace vektorové míry). Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor a ν je vektorová míra na S.
Pro E ∈ S de�nujme

|ν|(E) = sup
{∑

j

|ν(Ej)| : Ej ∈ S jsou po dvou disjunktní,
⋃
j

Ej ⊂ E
}
.

Mnoºinová funkce |ν| se nazývá variace vektorové míry ν. V de�nici variace není podstatné, zda uvaºu-
jeme kone£né £i nekone£né sou£ty. Také m·ºeme uvaºovat jen takové sou£ty, ºe sjednocení mnoºin Ej je
celé E.

18.4. V¥ta (Variace míry je míra). Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor a V je NLP. Nech´ ν : S → V je
vektorová míra na S. Potom |ν| je míra na S.
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D·kaz. Uvaºujme posloupnost {Ej} po dvou disjunktních m¥°itelných mnoºin a jejich sjednocení E.
Jsou-li ∑

i

|ν(Eij)|

dolní sou£ty k |ν|(Ej), j = 1, 2, . . . , pak ∑
i,j

|ν(Eij)|

je dolní sou£et k |ν|(E). Odtud

(49) |ν|(E) ≥
∞∑
j=1

|ν|(Ej).

Naopak, bu¤ ∑
k

|ν(Ak)|

dolní sou£et k |ν|(E). Potom z (ZVM-2) dostaneme

|ν(Ak)| = |
∑
j

ν(Ak ∩ Ej))| ≤
∑
j

|ν|(Ak ∩ Ej), k = 1, 2, . . .

a z (49) plyne ∑
k

|ν|(Ak ∩ Ej) ≤ |ν|(Ej), j = 1, 2, . . . .

Tedy ∑
k

|ν(Ak)| ≤
∑
k

(∑
j

|ν|(Ak ∩ Ej)
)

=
∑
j

(∑
k

|ν|(Ak ∩ Ej)
)

≤
∑
j

|ν|(Ej).

P°echodem k supremu p°es v²echny dolní sou£ty k |ν|(E) dostáváme

(50) |ν|(E) ≤
∑
j

|ν|(Ej).

Z (49) a (50) plyne, ºe |ν| je míra. �

18.5. Lemma. Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor a ν = (ν1, . . . , νn) : S → Rn je vektorová míra. Nech´
ν je omezená na podmnoºinách A ∈ S. Potom |ν|(A) <∞.

D·kaz. Nech´ C = sup{|ν(B)| : B ∈ S, B ⊂ A}. M¥jme rozklad {Ak}mk=1 mnoºiny A. Ozna£me

M+
i =

{
k : νi(Ak) > 0

}
, M−i =

{
k : νi(Ak) < 0

}
, i = 1, . . . , n.

Potom
m∑
k=1

|ν(Ak)| ≤
m∑
k=1

n∑
i=1

|νi(Ak)| =
n∑
i=1

( ∑
k∈M+

i

νi(Ak)−
∑
k∈M−i

νi(Ak)
)

=

n∑
i=1

(
νi

( ⋃
k∈M+

i

Ak

)
− νi

( ⋃
k∈M−i

Ak

))
≤ 2Cn.

P°echodem k supremu p°es v²echny dolní sou£ty k |ν(A)| dostaneme

|ν|(A) ≤ 2Cn.

�

18.6. Lemma. Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor, ν : S → Rn je vektorová míra a A ∈ S. Jestliºe
|ν|(A) =∞, potom existuje B ∈ S tak, ºe B ⊂ A, |ν(B)| ≥ 1 a |ν|(A \B) =∞.

D·kaz. Z lemmatu 18.5 víme, ºe ν není omezená na podmnoºinách A, tedy existuje E ∈ S tak, ºe E ⊂ A
a |ν(E)| > |ν(A)|+1. Potom ov²em |ν(E)| ≥ 1 a z trojúhelníkové nerovnosti |ν(A\E)| = |ν(A)−ν(E)| ≥
|ν(E)| − |ν(A)| ≥ 1. Aspo¬ jedna z mnoºin E, A \ E musí mít nekone£nou variaci |ν|, ta druhá z nich
spl¬uje poºadavky kladené na B. �
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18.7. V¥ta (o variaci). Nech´ (X,S) je m¥°itelný prostor, V je normovaný lineární prostor kone£né
dimenze a ν je vektorová míra na S. Potom |ν|(X) <∞.

D·kaz. M·ºeme p°edpokládat, ºe V = Rn. Pro spor p°edpokládejme, ºe |ν|(X) =∞. Podle lemmatu 18.6
najdeme B1 ∈ S tak, ºe |ν(B1)| ≥ 1 a |ν|(X \ B1)| = ∞. Podobn¥ v mnoºin¥ X \ B1 najdeme B2 ∈ S
tak, ºe |ν(B2)| ≥ 1 a |ν|((X \ B1) \ B2) = ∞. Takto postupn¥ zkonstruujeme posloupnost po dvou
disjunktních S-m¥°itelných mnoºin {Bk} tak, ºe |ν(Bk)| ≥ 1, k = 1, 2, . . . . Z axiomu (ZVM-2) ale má
být

ν(
⋃
k

Bk) =
∑
k

ν(Bk),

coº není moºné, protoºe ta suma v·bec nekonverguje. �

18.8. De�nice (Jordan·v rozklad znaménkové míry na kladnou a zápornou £ást). Nech´ (X,S) je m¥°i-
telný prostor a ν je znaménková míra. Potom existuje (práv¥ jedna) dvojice (ν+, ν−) (nezáporných) m¥r
na (X,S) tak, ºe

ν(E) = ν+(E)− ν−(E), E ∈ S,
|ν|(E) = ν+(E) + ν−(E), E ∈ S.

Míra ν+ se nazývá kladná £ást ν, míra ν− se nazývá záporná £ást ν a rozklad ν = ν+ − ν− se nazývá
Jordan·v rozklad. Míry ν+ a ν− dostaneme ze vzorc·

ν+(E) =
|ν|(E) + ν(E)

2
, ν−(E) =

|ν|(E)− ν(E)

2
, E ∈ S.

18.9. De�nice (Integrování podle znaménkové míry). Nech´ ν je znaménková míra na (X,S) a f je
S-m¥°itelná funkce na D ∈ S. De�nujeme∫

D

f dν =

∫
D

f dν+ −
∫
D

f dν−

pokud rozdíl vpravo má smysl.

18.10. De�nice (Hahn·v rozklad znaménkové míry). Nech´ ν je znaménková míra na (X,S). Dvojici
(P,N) mnoºin z S nazveme Hahn·v rozklad X podle míry ν, jestliºe P ∪ N = X, P ∩ N = ∅ a pro
kaºdou E ∈ S máme

(51) E ⊂ P =⇒ ν(E) ≥ 0, E ⊂ N =⇒ ν(E) ≤ 0.

18.11. V¥ta (Existence Hahnova rozkladu). Nech´ ν je znaménková míra na (X,S). Potom existuje
Hahn·v rozklad X podle ν.

D·kaz. Nech´ f = dν+

d|ν| , g = dν−

d|ν| a poloºme

P = {f ≥ g}, N = {f < g}.

Pro kaºdou E ∈ S dostaneme

E ⊂ P =⇒ ν(E) = ν+(E)− ν−(E) =

∫
E

(f − g) d|ν| ≥ 0,

a

E ⊂ N =⇒ ν(E) = ν+(E)− ν−(E) =

∫
E

(f − g) d|ν| ≤ 0.

�

19. M¥°itelná zobrazení a obraz míry

19.1. De�nice (M¥°itelné zobrazení). Nech´ (X,S), (Y, T ) jsou m¥°itelné prostory a D ∈ S. �ekneme,
ºe f : D → Y je m¥°itelné zobrazení, p°esn¥ji, m¥°itelné zobrazení (D ⊂ X,S) → (Y, T ), jestliºe pro
kaºdou E ∈ T je f−1(E) ∈ S.

19.2. V¥ti£ka (Skládání m¥°itelných zobrazení). Nech´ (X,S), (Y, T ), (Z,U) jsou m¥°itelné prostory,
f je m¥°itelné zobrazení (X,S) → (Y, T ) a g je m¥°itelné zobrazení (Y, T ) → (Z,U). Potom g ◦ f je
m¥°itelné zobrazení (X,S)→ (Z,U).

D·kaz. D·kaz je z°ejmý. �
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19.3. V¥ti£ka (M¥°itelnost-posta£ující podmínka). Nech´ (X,S), (Y, T ) jsou m¥°itelné prostory, D ∈ S.
Nech´ G ⊂ 2Y , T = σ(G). Potom f : D → Y je m¥°itelné zobrazení, práv¥ kdyº pro kaºdou E ∈ G je
f−1(E) ∈ S.

D·kaz. Systém mnoºin F := {M ⊂ Y : {f ∈ M} ∈ S} je z°ejm¥ σ-algebra obsahující v²echny mnoºiny
z G. Jelikoº T je nejmen²í σ-algebra s takovou vlastností, je nutn¥ T ⊂ F . �

19.4. Poznámka. M¥°itelné funkce jsou zvlá²tní p°ípad m¥°itelných zobrazení. Snadno nahlédneme, ºe
S-m¥°itelné funkce na X jsou práv¥ m¥°itelná zobrazení (X,S) do (R,B(R)) viz. v¥ti£ka 3.7. Speciáln¥,
lebesgueovsky m¥°itelné funkce jsou m¥°itelná zobrazení (R,M)→ (R,B(R). V²imn¥te si a zapamatujte,
ºe pro prom¥nnou a funk£ní hodnoty pouºíváme r·zné σ-algebry. To má za následek, ºe sloºení dvou
m¥°itelných funkcí reálné prom¥nné nemusí být m¥°itelná funkce a inverzní funkce k m¥°itelné funkci
nemusí být m¥°itelná. M¥°itelná zobrazení (R,M)→ (R,M) nemají valný praktický význam.

19.5. P°íklad. Nech´ ϕ je Cantorova funkce a C Cantorovo diskontinuum z p°íkladu 22.12. Funkce
ψ(x) = ϕ(x) + x zobrazuje [0, 1] \ C na mnoºinu míry 1, tedy obraz ψ(C) musí mít míru 1. V kaºdé
mnoºin¥ kladné míry existuje nem¥°itelná mnoºina, bu¤ M nem¥°itelná podmnoºina ψ(C). Mnoºina
N = ψ−1(M) je nulová, tudíº m¥°itelná. Bu¤ g inverzní funkce k ψ a f = χN . Potom f je m¥°itelná, g
je spojitá, ale f ◦ g = χM je nem¥°itelná.

Nyní p°edpokládejme, ºe N má mohutnost kontinua. Nech´ bijekce u intervalu [0, 1] na [0, 2] splývá
s ψ na [0, 1] \ C, ale zobrazuje n¥jakou borelovskou podmnoºinu mnoºiny C na M . Potom u z·stává
m¥°itelné, protoºe se od m¥°itelné ψ li²í jen na mnoºin¥ míry 0, av²ak u−1 není m¥°itelné zobrazení.

19.6. De�nice (Obraz míry). Nech´ (X,S), (Y, T ) jsou m¥°itelné prostory, µ je míra na (X,S) a f je
m¥°itelné zobrazení (X,S) do (Y, T ). Potom mnoºinová funkce

f(µ) : E 7→ µ(f−1(E)), E ∈ T

se nazývá obraz míry µ.
Obraz míry je z°ejm¥ míra.

19.7. P°íklad. Nech´ G ⊂ Rn je otev°ená mnoºina a f : G → Rn je prosté regulární zobrazení, G′ =
f(G). De�nujme míru µ na Rn p°edpisem

µ(E) =

∫
E

Jf(x) dx, E ∈M.

Potom f(µ) splývá s λ na G.

19.8. Poznámka. Nech´ (X,S), (Y, T ) jsou m¥°itelné prostory, ν je míra na (Y, T ) a f je m¥°itelné
zobrazení (X,S) do (Y, T ). Vzorec

µ(A) := ν(f(A))

nemusí de�novat míru na (X,S). P°edev²ím nemáme zaru£eno

(52) A ∈ S =⇒ f(A) ∈ T .

I kdyby (52) bylo spln¥no, µ nemusí být aditivní, kdyº f není prostá. S jistou dávkou opatrnosti se dá
uvaºovat o vzorci

(53) µ(A) =

∫
Y

N (f,A, y) dy,

kde N (f,A, y) je po£et prvk· mnoºiny {x ∈ A : f(x) = y}. Vzorec (53) má ²anci de�novat míru, pokud
nejsou problémy s m¥°itelností.

19.9. V¥ti£ka (o obrazu míry). Nech´ (X,S, µ), (Y, T , ν) jsou prostory s mírou, f je m¥°itelné zobrazení
(X,S) do (Y, T ) a ν = f(µ). Potom pro kaºdou T -m¥°itelnou funkci u na Y je∫

Y

u(y) dν(y) =

∫
X

u(f(x)) dµ(x)

pokud aspo¬ jedna strana má smysl.

D·kaz. D·kaz je rutinní záleºitost (p°es charakteristické funkce, jednoduché funkce, ...). �
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20. Míry na topologických prostorech

20.1. De�nice (Radonovy míry). Nech´ (S, µ) je úplná míra na lokáln¥ kompaktním Hausdor�ov¥ to-
pologickém prostoru X (je moºno si p°edstavit otev°enou nebo uzav°enou podmnoºinu Rn). �ekneme,
ºe µ je Radonova, jestliºe platí:
(R-1) Je-li K ⊂ X kompaktní, pak K ∈ S a µ(K) <∞,
(R-2) Je-li E ∈ S, pak µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E, K kompaktní}.

Nech´ (S, ν) je úplná znaménková míra na lokáln¥ kompaktním Hausdor�ov¥ topologickém prostoru
X. �ekneme, ºe ν je Radonova znaménková míra, jestliºe ν+ a ν− jsou Radonovy míry.

20.2. Poznámky. Místo vnit°ní regularity se v n¥které literatu°e poºaduje �vn¥j²í regularita�, tj. ºe
míra m¥°itelné mnoºiny je in�mum m¥r otev°ených nadmnoºin. V na²í obecnosti to vyjde nastejno, ale
v obecn¥j²ích topologických prostorech tím vzniká nejednozna£nost v chápání pojmu Radonovy míry.

V na²em výkladu poºadujeme úplnost Radonovy míry, ani v tomto není obecn¥ uºívaná terminologie
zajedno.

P°íkladem míry, která není Radonova je tzv. k-rozm¥rná Hausdor�ova míra v Rn pro 0 ≤ k < n. Tato
míra m¥°í homogenn¥ mnoºiny niº²í dimenze, nap°. �plochy� nebo �fraktály�. Kdyº se v²ak omezíme na
podmnoºiny pevné plochy, m·ºeme tak dostat Radonovu míru (nap°íklad �povrchovou míru na sfé°e�) a
aplikovat výsledky této kapitoly.

20.3. De�nice (LS funkce intervalu). P°ipome¬me, ºe I = In je systém v²ech omezených n-rozm¥rných
interval· v Rn a H = Hn je systém v²ech poloprostor· tvaru {x ∈ Rn : xi ≤ c}, kde i ∈ {1, . . . , n} a
c ∈ Rn. Funkci m : I → [0,∞) mazveme LS funkcí intervalu, jestliºe platí
(LS-1) Jestliºe Q ∈ I a H ∈ H, pak m(Q) = m(Q∩H) +m(Q \H) a m(Q) = m(Q∩H◦) +m(Q \H◦)

(aditivita),

(LS-2) Jestliºe Q,Qj ∈ I a Q ⊂
∞⋃
j=1

Qj , potom m(Q) ≤
∑
j→∞

m(Qj) (spo£etná subaditivita).

20.4. Poznámky. Z aditivity plyne následující: Jestliºe Q, Qj ∈ I, j = 1, . . . ,m, intervaly Qj jsou po

dvou disjunktní a Q =
m⋃
j=1

Qj , potom

m(Q) =

m∑
j=1

m(Qj).

Uvaºujme vlastnosti

(LS-2′) Jestliºe Qj ∈ I, Q1 ⊃ Q2 ⊃ . . . a
∞⋂
j=1

Qj = 0, pak lim
j→∞

m(Qj) = 0.

(LS-2′′) Jestliºe Qj ∈ I, Q1 ⊃ Q2 ⊃ . . . a
∞⋂
j=1

Qj = Q, pak lim
j→∞

m(Qj) = m(Q).

(LS-2′′′) Jestliºe Qj ∈ I, Q1 ⊂ Q2 ⊂ . . . a
∞⋃
j=1

Qj = Q ∈ I, pak lim
j→∞

m(Qj) = m(Q).

Potom za p°edpokladu (LS-1) jsou vlastnosti (LS-2), (LS-2′), (LS-2′′), (LS-2′′′) ekvivalentní.
Ekvivalence (LS-2′), (LS-2′′) a (LS-2′′′) je celkem snadné cvi£ení. Z (LS-2) dostaneme (LS-2′′′).

Chceme-li dokázat (LS-2) ze zbylých vlastností, postupujeme jako v d·kazu v¥ty 10.2.
Kaºdá LS funkce intervalu je jednozna£n¥ ur£ena svými hodnotami na polouzav°ených intervalech

tvaru (a1, b1]× · · · × (an, bn].

20.5. P°íklad. De�nujme na R mnoºinovou funkci

m(I) =

{
1, I obsahuje pravé okolí nuly,
0, I neobsahuje pravé okolí nuly,

I ∈ I.

Potom m je kone£n¥ aditivní, ale není spo£etn¥ subaditivní.

20.6. De�nice (Lebesgue-Stieltjesovy míry). Jestliºe µ je míra, která vznikla z LS funkce intervalu
základní konstrukcí, °ekneme, ºe µ je Lebesgue-Stieltjesova míra, nebo krátce LS míra (generovaná
mnoºinovou funkcí m). V této kapitole ukáºeme, ºe LS míry jsou práv¥ Radonovy míry v Rn.

20.7. V¥ta (Úsp¥²nost základní konstrukce). Nech´ m je LS funkce intervalu a (S, µ) je vygenerovaná
LS míra. Potom I ⊂ S a m = µ na I.
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D·kaz. D·kaz se dostane podobn¥ jako v p°ípad¥ Lebesgueovy míry (kapitola 10). �

20.8. Lemma. Nech´ (S, µ) je Lebesgue-Stieljtjesova míra na Rn a E ∈ S. Potom
(a) ke kaºdému ε > 0 existuje otev°ená mnoºina G ⊂ Rn tak, ºe E ⊂ G a µ(G \ E) < ε,
(b)

µ(E) = sup{µ(K) : K kompaktní, K ⊂ E}.

D·kaz. Nech´ µ je generovaná LS funkcí intervalu m. Potom existují kompaktní mnoºiny Xk tak, ºe
µ(Xk) <∞ a

⋃
kXk = Rn, nap°íklad m·ºeme volit Xk = [−k, k]n.

(a) P°edpokládejme nejprve, ºe µ(E) <∞. Zvolme ε > 0 a najd¥me horní sou£et∑
j

m(Qj), j = 1, 2, . . . ,

kde Qj ∈ I, E ⊂
⋃
j Qj a ∑

j

m(Qj) <m∗(E) + ε = µ(E) + ε.

Intervaly Qj trochu zv¥t²íme na otev°ené intervaly Pj ⊃ Qj tak, ºe stále platí∑
j

µ(Pj) < µ(E) + ε.

Poloºme
G =

⋃
j

Pj .

Potom G je otev°ená a

µ(G) <
∑
j

µ(Pj) < µ(E) + ε,

takºe
µ(G \ E) = µ(G)− µ(E) < ε.

V obecném p°ípad¥ najdeme mnoºiny Ek kone£né míry, k = 1, 2, . . . , tak, ºe E =
⋃
k Ek (nap°íklad

Ek = E ∩Xk). Ke kaºdé Ek najdeme otev°enou mnoºinu Gk ⊂ Ek tak, ºe µ(Gk \Ek) < 2−kε a poloºíme

G =
⋃
k

Gk.

Potom
G \ E ⊂

⋃
k

(Gk \ Ek)

a tudíº µ(G \ E) < ε.
(b) Vyjdeme z (a) a p°echodem k dopl¬k·m najdeme posloupnost Fj uzav°ených mnoºin tak, ºe

µ(E \ Fj) < 2−j . Uvaºme, ºe mnoºiny Fj ∩Xk jsou kompaktní podmnoºiny E a ºe

µ(E) = sup
j,k

µ(Fj ∩Xk).

�

20.9. V¥ta (Charakterizace m¥°itelných mnoºin). Nech´ (S, µ) je Lebesgue-Stieljtjesova míra na Rn. Je
ekvivalentní:

(i) E ∈ S,
(ii) pro kaºdé ε > 0 existují otev°ená mnoºina G ⊂ Rn a uzav°ená mnoºina F ⊂ Rn tak, ºe F ⊂ E ⊂ G

a µ(G \ F ) < ε,
(iii) existují borelovské mnoºiny P,Q ⊂ Rn (p°esn¥ji, P typu Fσ a Q typu Gδ) tak, ºe P ⊂ E ⊂ Q a

µ(Q \ P ) = 0,
(iv) existují borelovské mnoºiny M , N tak, ºe µ(N) = 0 a E4M ⊂ N .

D·kaz. (i) =⇒ (ii): Podle lemmatu 20.8(a) najdeme otev°enou mnoºinu G a (p°echodem k dopl¬ku)
uzav°enou mnoºinu F tak, ºe

F ⊂ E ⊂ G, µ(G \ E) < 1
2ε, µ(E \ F ) < 1

2ε.
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(ii) =⇒ (iii): Na základ¥ (ii) najdeme uzav°ené mnoºiny Fj a otev°ené mnoºiny Gj , j = 1, 2, . . . , tak, ºe
Fj ⊂ E ⊂ Gj a µ(Gj \ Fj) < 2−j . Nyní sta£í poloºit

P =

∞⋃
j=1

Fj , Q =

∞⋂
j=1

Gj .

(iii) =⇒ (iv): Poloºme M = P (nebo M = Q), N = Q \ P .
(iv) =⇒ (i): To je d·sledek úplnosti LS m¥r a m¥°itelnosti borelovských mnoºin. �

20.10. V¥ta. Nech´ (S, µ) je úplná míra na Rn. Potom je ekvivalentní

(i) µ je Radonova míra,
(ii) µ je Lebesgueova-Stieltjesova míra (tj. existuje LS funkce intervalu m tak, ºe µ je LS míra genero-

vaná m).

D·kaz. Nech´ µ je LS míra. Podle v¥ty 20.7 je v S kaºdý interval, coº nageneruje v²echny borelovské
mnoºiny, tím spí² kompaktní mnoºiny. Kaºdá kompaktní mnoºina K se vejde do n¥jakého omezeného
intervalu Q, tedy µ(K) ≤ µ(Q) = m(Q) <∞. Podle lemmatu 20.8 je µ Radonova. Naopak, nech´ (S, µ)
je Radonova míra na Rn. Poloºme

m(Q) := µ(Q), Q ∈ I.
Nech´ (T , ν) je LS míra generovaná m. Potom podle v¥ty 10.8 ν = µ na I a podle v¥ty 12.4 je ν = µ
na σ-algeb°e generované intervaly, coº je borelovská σ-algebra. Zbývá ukázat, ºe S = T a ºe µ = ν na
neborelovských podmnoºinách S. Je-li E ∈ T , pak podle v¥ty 20.9 existují borelovské mnoºiny M a N
tak, ºe µ(N) = 0 a E4M ⊂ N . Vzhledem k úplnosti ν je E4M ∈ S a µ(E4M) = µ(N) = 0. Tudíº
E ∈ S a ν(E) = µ(E). Je-li E ∈ S a Q ∈ I, najdeme podle de�nice kompaktní mnoºiny Kj ⊂ Q ∩ E a
Lj ⊂ Q \E tak, ºe µ(Kj)→ µ(Q ∩E) a µ(Lj)→ µ(Q \E). Poloºme P =

⋃
j Kj , R =

⋃
j Lj . Potom P ,

R jsou borelovské mnoºiny, P ⊂ E ∩Q ⊂ Q ∩Rc a ν((Q ∩Rc) \ P ) = µ((Q ∩Rc) \ P ) = 0. Tedy podle
v¥ty 20.9 je E ∩Q ∈ T . Odtud dostaneme ºe E =

⋃
k(E ∩ [−k, k]n) ∈ T . �

20.11. V¥ta (Luzinova v¥ta). Nech´ (S, µ) je Radonova míra na Rn, f : Rn → R je m¥°itelná funkce a
ε > 0. Potom existuje spojitá funkce g : Rn → R a otev°ená mnoºina G tak, ºe µ(G) < ε a f = g na
Rn \G.

D·kaz. D·kaz pouze nazna£íme. Uspo°ádejme v²echny otev°ené jednorozm¥rné intervaly s racionálními
konci do posloupnosti {Ik}k a ozna£me

Ek = {x ∈ Rn : f(x) ∈ Ik}
Podle v¥ty 20.9 existují otev°ené mnoºinyGk a uzav°ené mnoºiny Fk tak, ºe Fk ⊂ Ek ⊂ Gk a µ(Gk\Fk) <
2−kε. Poloºme

G =
⋃
j

(Gk \ Fk).

Potom µ(G) < ε a f je spojitá na Rn \ G. Podle Tietzeovy roz²i°ovací v¥ty existuje spojitá funkce
g : Rn → R tak, ºe g = f na Rn \G, ta má poºadované vlastnosti. �

20.12. Poznámka. V¥ta platí i pro obecn¥j²í lokáln¥ kompaktní prostory, zde se omezujeme na Rn,
abychom nemuseli pro Radonovy míry dokazovat vlastnosti uvedené ve v¥t¥ 20.9. Platí téº obrácené
tvrzení: jestliºe f spl¬uje pro kaºdé ε > 0 vlastnost z tvrzení Luzinovy v¥ty, pak f je m¥°itelná. Vskutku,
jsou-li gj spojité funkce odpovídající εj = 2−j , pak gj → f skoro v²ude a tudíº je f m¥°itelná jakoºto
limita posloupnosti m¥°itelných funkcí.

20.13. De�nice (Prostory spojitých funkcí). Nech´ X je lokáln¥ kompaktní Hausdor�·v prostor. Bu¤
Cb(X) Banach·v prostor v²ech omezených spojitých funkcí na X se supremovou normou. Nosi£em funkce
f se nazývá nejmen²í uzav°ená mnoºina obsahující {x ∈ X : f(x) 6= 0}. Mnoºina v²ech spojitých funkcí
na X s kompaktním nosi£em se zna£í Cc(X), je to lineární podprostor Cb(X). Uzáv¥r Cc(X) v Cb(X) se
zna£í C0(X), to je op¥t Banach·v prostor.

20.14. V¥ta (Rieszova v¥ta o reprezentaci). Nech´ X je separabilní lokáln¥ kompaktní metrický prostor.
Nech´ Φ je lineární funkcionál na mnoºin¥ Cc(X). Nech´ Φ je nezáporný, tj. f ≥ 0 =⇒ Φ(f) ≥ 0.
Potom existuje práv¥ jedna Radonova míra µ na X tak, ºe pro kaºdou funkce f ∈ Cc(X) platí

(54) Φ(f) =

∫
X

f dµ.
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D·kaz. D·kaz vynecháme. T¥º²í £ást je existence, k tomuto ú£elu se de�nuje mnoºinová funkce

m(G) = sup
{

Φ(f) : f ∈ Cc(X), 0 ≤ f ≤ χG
}
,

kde G probíhá v²echny otev°ené podmnoºiny X, a na tuto mnoºinovou funkci m se aplikuje základní
konstrukce. Dokázat, ºe výsledná míra µ spl¬uje (54) ov²em dá dost práce. �

20.15. V¥ta. Nech´ X je separabilní lokáln¥ kompaktní metrický prostor. Nech´ Φ je spojitý lineární
funkcionál na prostoru C0(X). Potom existuje práv¥ jedna znaménková Radonova míra µ na X tak, ºe
pro kaºdou funkci f ∈ C0(X) platí

(55) Φ(f) =

∫
X

f dµ.

D·kaz nebudeme uvád¥t. �

21. Lebesgue-Stieltjes·v integrál

21.1. De�nice (Lebesgue-Stieltjes·v integrál). Nech´ g je neklesající funkce na intervalu [a, b]. Budeme
pouºívat symbol g(x+) pro limitu zprava a g(x−) pro limitu zleva. Potom existuje práv¥ jedna LS míra
µ na R tak, ºe pro kaºdé c ∈ R máme

µ((−∞, c]) =


0, c < a,

g(c+)− g(a), a ≤ c < b,

g(b)− g(a), b ≤ c.

Nech´ f je µ-m¥°itelná funkce na [a, b], kde vztah mezi µ a g je jako vý²e. Pak de�nujeme∫ b

a

f dg =

∫
[a,b]

f dµ.

Tento integrál se nazývá Lebesgue-Stieltjes·v integrál funkce f podle g. Poznamenejme, ºe platí aditivita
vzhledem k interval·m, totiº, je-li c ∈ [a, b], pak∫ b

a

f dg =

∫ c

a

f dg +

∫ b

c

f dg.

Totiº, p°ípadný skok funkce g v bod¥ c se rozd¥lí, g(c)− g(c−) se zapo£ítá do prvého integrálu vpravo a
g(c+)−g(c) do druhého integrálu vpravo. Symbol

∫ b
a
f dg m·ºe mít význam i za obecn¥j²ích p°edpoklad·,

tím se v²ak zde nebudeme zabývat. Zna£ení dg pro �diferenciál g� je tém¥° konzistentní se zna£ením dx
pro integrál podle Lebesgueovy míry, v kterémºto p°ípad¥ je g(x) = x. Naopak, ve zna£ení

∫
I
f dµ je

symbol diferenciálu �d� uºit pon¥kud nelogicky.

21.2. V¥ta (per partes pro LS integrál). Nech´ f, g : [a, b]→ R jsou neklesající funkce, f je zprava spojitá
v bodech nespojitosti g a a g je zleva spojitá v bodech nespojitosti f . Potom

f(b)g(b)− f(a)g(a) =

∫ b

a

f dg +

∫ b

a

g df.

D·kaz. BÚNO m·ºeme p°edpokládat, ºe f(0) = g(0) = 0. Pouºijeme Fubiniovu v¥tu (samostatn¥ ov¥°te
p°edpoklady) a dostaneme

f(b)g(b) = µ⊗ ν([a, b]× [a, b]) = µ⊗ ν({a ≤ x ≤ y ≤ b}) + µ⊗ ν({a ≤ y < x ≤ b})

=

∫
[a,b]

(
µ([a, y])

)
dν(y) +

∫
[a,b]

(
ν([a, x))

)
dµ(x) =

∫
[a,b]

f dν +

∫
[a,b]

g dµ.

Vskutku: µ([a, y]) = f(y+) − f(a) pro y < b a f(b) − f(a) pro y = b. Nerovnost f(y+) 6= f(y) m·ºe
nastat jen na spo£etné mnoºin¥ v bodech spojitosti g, coº je mnoºina ν-míry nula. Podobn¥ se zachází
s druhým integrálem. �
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22. Distribu£ní funkce jedné prom¥nné

22.1. De�nice (Náhodná veli£ina). Nech´ (Ω,A, P ) je pravd¥podobnostní prostor, neboli prostor s prav-
d¥podobnostní mírou. A-m¥°itelná funkce X : Ω→ R se bude nazývat náhodná veli£ina.

22.2. De�nice (Distribu£ní funkce a rozd¥lení náhodné veli£iny). Nech´ (Ω,A, P ) je pravd¥podobnostní
prostor a X je náhodná veli£ina na Ω. Funkce

F (x) = P ({X ≤ x})

se nazývá distribu£ní funkce náhodné veli£iny X a zna£í FX . Míru X(P ) na (R,B(R)) (obraz míry, viz.
v¥ti£ka 19.6) lze zúplnit na pravd¥podobnostní LS míru, která se nazývá rozd¥lení náhodné veli£iny X a
zna£í µX ;

22.3. Pozorování (Vyuºití rozd¥lení náhodné veli£iny). Nech´ (Ω,A, P ) je pravd¥podobnostní prostor,
X je náhodná veli£ina na Ω a µ = µX . Potom pro kaºdou borelovskou mnoºinu E ⊂ R je

P ({X ∈ E}) = µ(E).

Nech´ φ : R→ R je borelovsky m¥°itelná funkce. Potom∫
Ω

φ ◦X dP =

∫ ∞
−∞

φ(x) dµ(x),

pokud má aspo¬ jedna strana smysl.

D·kaz. Plyne z v¥ti£ky 19.9. �

22.4. V¥ti£ka (Vlastnosti distribu£ních funkcí). Nech´ (Ω,A, P ) je pravd¥podobnostní prostor, X je
náhodná veli£ina na Ω a F = FX . Potom

(DF-1) F je neklesající,
(DF-2) F je zprava spojitá a
(DF-3) F (−∞+) = 0, F (+∞−) = 1.

D·kaz. D·kaz je z°ejmý. �

22.5. V¥ta (Neklesající funkce a rozd¥lení). Nech´ F : R → R spl¬uje (DF-1)�(DF-3) z v¥ti£ky 22.4.
Potom existuje práv¥ jedna LS míra (S, µ) na R tak, ºe

(56) µ((a, b]) = F (b)− F (a), (a, b] ∈ I1,

D·kaz. Míru µ zkonstruujeme pomocí v¥ty 10.8 z LS funkce intervalu

(a, b] 7→ F (b)− F (a).

Jednozna£nost plyne z v¥ty 13.5. �

22.6. V¥ti£ka (Charakterizace distribu£ních funkcí). V¥ti£ku 22.4 m·ºeme obrátit. Jestliºe F : R → R
spl¬uje (DF-1)�(DF-3), pak existuje pravd¥podobnostní prostor (Ω,A, P ) a náhodná veli£ina X na Ω tak,
ºe F je distribu£ní funkce X.

D·kaz. Uvaºujme identickou funkci X : x 7→ x na pravd¥podobnostním prostoru (R,S, µ), kde (S, µ) je
jako ve v¥t¥ 22.5. �

22.7. Poznámka. Na základ¥ v¥ti£ek 22.4 a 22.6 m·ºeme termín �distribu£ní funkce� pouºívat pro funkci
F : R → R spl¬ující (DF-1)�(DF-3), aniº bychom m¥li na mysli n¥jakou konkrétní náhodnou veli£inu,
které by byla funkce F p°i°azena.

22.8. V¥ti£ka (Rozklad míry). Nech´ µ je LS míra na R. Potom existuje rozklad µ = µa + µd + µsc,
spo£etná mnoºina S ⊂ R a Lebesgueovsky nulová mnoºina N ⊂ R tak, ºe

(a) λ(E) = 0 =⇒ µa(E) = 0, E ∈M,
(b) µsc({x}) = 0, x ∈ R,
(c) µsc(R \N) = 0,
(d) µd(R \ S) = 0.

D·kaz. D·kaz plyne z v¥t 17.5 a 17.9. �
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22.9. Tvrzení (Skoky a derivace distribu£ní funkce). Nech´ F je distribu£ní funkce, µ je LS míra na R
a platí (56). Nech´ S, N , µa, µsc a µd jsou jako ve v¥t¥ 22.8. Bu¤

Fa(x) = µa((−∞, x]).

Potom
(a) Derivace F ′ a F ′a existují skoro v²ude a F ′ = F ′a s.v.
(b) Fa(x) =

∫ x
∞ F ′(t) dt, x ∈ R,

(c) µ({x}) = µd({x}) = F (x)− F (x−), x ∈ R,
(d) S je mnoºina bod· nespojitosti F .

D·kaz. D·kaz nebudeme uvád¥t. Tvrzení (c), (d) jsou p°íli² snadná a tvrzení (a), (b) p°íli² t¥ºká. �

22.10. De�nice (Distribu£ní funkce absolutn¥ spojité, singulární spojité a funkce skok·). Nech´ F je
distribu£ní funkce, µ je LS míra na R a platí (56). Nech´ S je mnoºina bod· nespojitosti F . �ekneme,
ºe F je absolutn¥ spojitá, jestliºe existuje integrovatelná funkce f na R tak, ºe

(57) F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt, x ∈ R.

�ekneme, ºe F je funkce skok·, jestliºe

F (x) =
∑

t∈S∩(−∞,x]

(F (t)− F (t−)), x ∈ R.

�ekneme, ºe F je singulární spojitá, jestliºe S = ∅ a F ′ = 0 s.v.

22.11. Tvrzení. Nech´ v²e je jak v de�nici 22.10.
(a) Je-li F je absolutn¥ spojitá, pak F ′ = f s.v.
(b) F je absolutn¥ spojitá, práv¥ kdyº µ = µa.
(c) F je singulární spojitá, práv¥ kdyº µ = µsc.
(d) F je funkce skok·, práv¥ kdyº µ = µd.

D·kaz. Nebudeme dokazovat (není v²echno snadné). �

22.12. P°íklady (distribu£ních funkcí). Kaºdá spojit¥ diferencovatelná distribu£ní funkce je p°íkladem
absolutn¥ spojité distribu£ní funkce, t°eba

F (x) = 1/2 +
1

π
arctanx.

Funkce χ[0,∞) je typická funkce skok·. P°íkladem singulární spojité funkce je tzv. Cantorova funkce. Ta
se konstruuje následovn¥: Poloºme ϕ0(x) = x. Pro k = 1, 2, . . . konstruujme rekurentn¥

ϕk(x) =


1
2ϕk−1(3x), x ∈ [0, 1

3 ],
1
2 , x ∈ [ 1

3 ,
2
3 ],

1
2 + 1

2ϕk−1(3x− 2), x ∈ [ 2
3 , 1].

Potom posloupnost {ϕk} je stejnom¥rn¥ konvergentní a její limitou je Cantorova funkce ϕ. Platí

ϕ(1)− ϕ(0) = 1 6= 0 =

∫ 1

0

ϕ′(x) dx

a funkce ϕ je tedy �protip°íklad� na Newton-Leibnizovu formuli.
Poznamenejme, ºe mnoºina bod· x ∈ [0, 1], v nichº není ϕ lokáln¥ konstantní, je známé Cantorovo

diskontinuum.

22.13. V¥ti£ka. Vyuºití distribu£ní funkce náhodné veli£iny Nech´ (Ω,A, P ) je pravd¥podobnostní pro-
stor, X je náhodná veli£ina na Ω a F = FX .

(a) Nech´ F je absolutn¥ spojitá. Potom pro kaºdou borelovskou mnoºinu E ⊂ R je

P ({X ∈ E}) =

∫
E

F ′(x) dx.

Nech´ φ : R→ R je borelovsky m¥°itelná funkce. Potom∫
Ω

φ ◦X dP =

∫ ∞
−∞

φ(x)F ′(x) dx,
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pokud má aspo¬ jedna strana smysl.
(b) Nech´ F je funkce skok· a SF je mnoºina skok· funkce F . Potom pro kaºdou borelovskou mnoºinu

E ⊂ R je

P ({X ∈ E}) =
∑

x∈SF∩E
(F (x)− F (x−)).

Nech´ φ : R→ R je borelovsky m¥°itelná funkce. Potom∫
Ω

φ ◦X dP =
∑
x∈SF

φ(x)(F (x)− F (x−)),

pokud má aspo¬ jedna strana smysl.

D·kaz. Tvrzení je snadným d·sledkem pozorování 22.3 a tvrzení 22.11. �

23. Distribu£ní funkce více prom¥nných

23.1. De�nice (Distribu£ní funkce více prom¥nných). Nech´ (Ω,A, P ) je pravd¥podobnostní prostor a
X1, . . . , Xn jsou náhodné veli£iny na Ω. Funkce

F (x) = P ({X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn})
se nazývá distribu£ní funkce n-rozm¥rné náhodné veli£iny X = (X1, . . . , Xn) a zna£í FX . Míru X(P ) na
(Rn,B(Rn)) (obraz míry, viz. v¥ti£ka 19.6) lze zúplnit na pravd¥podobnostní LS míru, která se nazývá
rozd¥lení náhodné veli£iny X a zna£í µX .

23.2. Poznámka. Obdobn¥ jako v jednorozm¥rném p°ípad¥ bychom cht¥li konstruovat LS míru µX
pouze na základ¥ znalosti rozd¥lení F . K tomuto ú£elu je t°eba funkci F p°i°adit LS funkci intervalu.
Pokud F vznikla jako distribu£ní funkce n-rozm¥rné náhodné veli£iny, musí spl¬ovat
(DFn-1) F je neklesající ve v²ech prom¥nných:

x1 ≤ y1, . . . , xn ≤ yn =⇒ F (x) ≤ F (y), x, y ∈ Rn;

(DFn-2) F je (separátn¥) zprava spojitá ve v²ech prom¥nných;
(DFn-3) lim

t→−∞
F (x+ tei) = 0, x ∈ Rn, i ∈ {1, . . . , n};

(DFn-4) supx∈Rn F (x) = 1.
Nech´ tedy F má tyto vlastnosti. Pro kaºdý interval Q = (a1, b1]× · · · × (an, bn] ∈ In ozna£me V (Q) =
{a1, b1} × · · · × {an, bn} mnoºinu v²ech vrchol· Q. Pro kaºdý vrchol x ∈ V (Q) bu¤ σ(x) po£et prvk·
mnoºiny {i ∈ {1, . . . , n} : xi = ai}. Poloºme

m(Q) =
∑

x∈V (Q)

(−1)σ(x)F (x).

Potom m je LS funkce intervalu a jejím roz²í°ením dostaneme LS míru µ takovou, ºe

µ((−∞, x1]× · · · × (−∞, xn]) = F (x), x ∈ Rn.

24. Dodatky

Bu¤ (X,S, µ) prostor s mírou.

24.1. V¥ti£ka (�eby²evova nerovnost). Nech´ f je m¥°itelná funkce na D ∈ S, p > 0 a a > 0. Potom

µ(D ∩ {f ≥ a}) ≤
∫
D
|f |p dµ
ap

.

D·kaz. Z°ejm¥

µ(D ∩ {|f | ≥ a}) ≤
∫
D∩{|f |≥a}

|f |p

ap
dµ ≤

∫
D
|f |p dµ
ap

.

�

24.2. V¥ta (ε-δ spojitost integrálu). Nech´ f je integrovatelná funkce na X. Potom ke kaºdému ε > 0
existuje δ > 0 tak, ºe pro v²echna E ∈ S platí

µ(E) < δ =⇒
∫
E

|f | dµ < ε.
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D·kaz. Nech´
Ej = {|f | ≥ j}.

Podle Lebesgueovy v¥ty 6.2 (majoranta |f |) je

lim
j→∞

∫
Ej

|f | dµ = lim
j→∞

∫
X

|f |χEj
dµ = 0,

takºe existuje k ∈ N tak, ºe ∫
Ek

|f | dµ < ε

2
.

Nech´ E ∈ S, µ(E) < δ := ε
2k . Potom∫

E

|f | dµ =

∫
E∩Ek

|f | dµ+

∫
E\Ek

|f | dµ

≤
∫
Ek

|f | dµ+ k µ(E)

<
ε

2
+
ε

2
.

�

24.3. De�nice (Limity posloupností mnoºin). Nech´ {Ej} je posloupnost mnoºin. Zna£íme

lim sup
j→∞

Ej =

∞⋂
k=1

∞⋃
j=k

Ej ,

lim inf
j→∞

Ej =

∞⋃
k=1

∞⋂
j=k

Ej ,

24.4. V¥ta (Borel�Cantelliho). Nech´ {Ej} je posloupnost m¥°itelných podmnoºin X. Jestliºe

∞∑
j=1

µ(Ej) <∞,

potom

µ
(

lim sup
j

Ej

)
= 0.

D·kaz. Máme

µ
( ∞⋂
k=1

∞⋃
j=k

Ej

)
≤ inf
k∈N

µ
( ∞⋃
j=k

Ej

)
≤ inf
k∈N

∞∑
j=k

µ(Ej) = 0.

�

24.5. De�nice (Konvergence v mí°e). Nech´ f , fj , j = 1, 2, . . . , jsou m¥°itelné funkce na D ∈ S.
�ekneme, ºe fj → f v mí°e, jestliºe pro kaºdé ε > 0 platí

lim
j→∞

µ
(
{|fj − f | ≥ ε}

)
= 0.

24.6. V¥ta (Jegorovova). Nech´ (X,S, µ) je prostor s mírou, která je kone£ná a f : X → R je S-
m¥°itelná. Nech´ {fj} je posloupnost S-m¥°itelných funkcí na X. P°edpokládejme, ºe fj → f skoro
v²ude. Potom pro kaºdé ε > 0 existuje mnoºina G ∈ S tak, ºe µ(G) < ε a fj → f stejnom¥rn¥ na X \G.

D·kaz. M·ºeme p°edpokládat, ºe f = 0. Zvolme ε > 0. Ozna£me

Ejk =
⋃
i≥j

{|fi| ≥ 1/k}.

Potom
lim
j
µ(Ejk) = µ

(⋂
j

Ejk

)
= 0
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(zde jsme vyuºili, ºe µ(X) <∞, viz v¥ti£ka 1.16(c)), a proto existuje Gk ∈ {Ejk : j ∈ N} tak, ºe

µ(Gk) < 2−kε.

Poloºme

G =
⋃
k

Gk.

Potom µ(G) < ε. Je-li dáno p°irozené k, potom existuje p°irozené j tak, ºe Gk = Ejk. Je-li i ≥ j a x /∈ G,
potom |fi(x)| < 1/k. Tedy fj → 0 stejnom¥rn¥ na X \G. �

24.7. Poznámky (Vztah konvergence v mí°e, konvergence skoro v²ude a konvergence v Lp). Nech´ f , fj
jsou m¥°itelné funkce na X. P°ipome¬me, ºe konvergence fj → f v Lp znamená podle de�nice
‖fj − f‖p → 0.

(a) Nech´ fj → f v Lp(X). Potom fj → f v mí°e.

To je snadný d·sledek �eby²evovy nerovnosti (v¥ti£ka 24.1).
(b) Nech´ fj → f v mí°e. Nech´ existuje �integrovatelná majoranta� g ∈ Lp(X), p <∞, tak, ºe |fj | ≤ g

skoro v²ude, j = 1, 2, . . . . Potom fj → f v Lp(X).
Bez újmy na obecnosti f = 0. Pro kaºdé ε > 0 máme∫

X

|fj |p dµ ≤
∫
{|fj |≤εg}

|fj |p dµ+

∫
{g<ε}

|fj |p dµ+

∫
{|fj |≥ε2}

|fj |p dµ

≤ ε
∫
X

gp dµ+

∫
{g<ε}

gp dµ+

∫
{|fj |≥ε2}

gp dµ.

První integrál jde k nule pro ε→ 0. Druhý také, to plyne z Lebesgueovy v¥ty 6.2 s majorantou gp. T°etí
integrál jde k nule pro j →∞ z v¥ty 24.2 a de�nice konvergence v mí°e.

(c) Nech´ µ(X) <∞. Jestliºe fj → f skoro v²ude, pak fj → f v mí°e.
To je snadný d·sledek Jegorovovy v¥ty 24.6.
(d) Jestliºe fj → f v mí°e, pak existuje vybraná posloupnost, která konverguje skoro v²ude.

Bez újmy na obecnosti f = 0. Poloºme f (0)
j = fj a pro m = 1, 2, . . . najdeme {f (m)

j }j vybranou

z {f (m−1)
j }j tak, ºe ∑

j

µ
(
{|f (m)

j | ≥ 1/m}
)
<∞.

Podle Borel�Cantelliho v¥ty 24.4 je pak i

µ(Em) = 0, kde Em =

∞⋂
k=1

∞⋃
j=k

{|f (m)
j | ≥ 1/m}.

Z°ejm¥

x /∈ Em =⇒ lim sup
j
|f (m)
j (x)| ≤ 1/m.

Poloºme gj = f
(j)
j . Potom pro kaºdé m je {gj}j aº na kone£n¥ mnoho £len· vybraná posloupnost

z {f (m)
j }j , tedy gj → 0 skoro v²ude.

25. Funkce Gamma*

25.1. P°íklad (Vztah funkcí Gamma a Beta). Substitucí x = r2 získáme

(58) Γ(s) = 2

∫ ∞
0

r2s−1 e−r
2

dr.

Substituce x = cos2 α (tedy 1− x = sin2 α) dává

B(p, q) :=

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx = 2

∫ π/2

0

cos2p−1 α sin2q−1 αdα.
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Tedy pouºitím polárních sou°adnic dostaneme

Γ(p)Γ(q) = 4

∫
{x>0, y>0}

x2p−1y2q−1 e−x
2−y2 dx dy

= 4

∫
{r>0, 0<α<π/2}

r2p+2q−1e−r
2

cos2p−1 α sin2q−1 αdα dr

= Γ(p+ q) B(p, q).

25.2. P°íklad (Vyjád°ení funkce Gamma limitou). Ozna£me

fn(x) = xs−1
(

1− x

n

)n
χ

(0,n)(x), x ∈ (0,∞).

Potom
lim
n→∞

fn(x) = xs−1e−x, x ∈ (0,∞).

Z nerovnosti
e−

x
n ≥ 1− x

n
≥ 0, 0 < x < n

dostaneme umocn¥ním na n-tou
0 ≤ fn(x) ≤ xs−1e−x,

coº je integrovatelná funkce prom¥nné x ∈ (0,∞). Lebesgueova v¥ta 6.2 dává

Γ(s) =

∫ ∞
0

xs−1e−x dx =

∫ ∞
0

lim
n→∞

fn(x) dx = lim
n→∞

∫ ∞
0

fn(x) dx = lim
n→∞

∫ n

0

xs−1
(

1− x

n

)n
dx.

Substitucí x = ny dostaneme

Γ(s) = lim
n→∞

∫ 1

0

nsys−1(1− y)n dy = lim
n→∞

nsB(s, n+ 1).

S pomocí (24) máme

nsB(s, n+ 1) = ns
n

s
B(s+ 1, n) = ns

n(n− 1)

s(s+ 1)
B(s+ 2, n− 1)

= . . . = ns
n!

s(s+ 1) . . . (s+ n− 1)
B(s+ n, 1) =

ns n!

s(s+ 1) . . . (s+ n− 1)

∫ 1

0

xs+n−1 dx

=
ns n!

s(s+ 1) . . . (s+ n)
.

Tedy

(59) Γ(s) = lim
n→∞

ns n!

s(s+ 1) . . . (s+ n)
.

25.3. De�nice (Roz²í°ení de�ni£ního oboru funkce Γ). Funkci Γ m·ºeme de�novat vzorcem (22) i pro
komplexní hodnoty prom¥nné s, pokud Re(s) > 0. Beze zm¥n v d·kazu dostaneme formule (24) i (59).
Limita na pravé stran¥ formule (59) v²ak existuje pro �v¥t²inu� komplexních £ísel s bez ohledu na zna-
ménko Re(s). P°esn¥ji, existuje pro kaºdé komplexní £íslo s s výjimkou nuly a záporných celých £ísel.
Vskutku, dokáºeme indukcí podle k následující tvrzení:

Pro kaºdé komplexní £íslo s ∈ {z : Re z > 1− k} \ {0,−1,−2, . . . } existuje

lim
n→∞

ns n!

s(s+ 1) . . . (s+ n)
.

Pro k = 1 pouºijeme odvození pomocí integrálního po£tu jako v p°íkladu 25.2. Nech´ k > 1, tvrzení
platí pro k − 1 a s je komplexní £íslo, jehoº reálná £ást je v¥t²í neº 1 − k. Potom Re(s + 1) > 2 − k a
podle induk£ního p°edpokladu existuje

lim
n→∞

ns+1 n!

(s+ 1) . . . (s+ 1 + n)
.

Tedy existuje také

lim
n→∞

ns n!

s(s+ 1) . . . (s+ n)
= lim
n→∞

ns+1 n!

(s+ 1) . . . (s+ 1 + n)
lim
n→∞

s+ 1 + n

sn
=

1

s
lim
n→∞

ns+1 n!

(s+ 1) . . . (s+ 1 + n)
.
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Záv¥r je následující: de�nujeme-li funkci Γ limitou (59), její de�ni£ní obor je celá mnoºina komplexních
£ísel s výjimkou nuly a záporných celých £ísel. Pouze pro kladnou reálnou £ást v²ak dostáváme integrální
reprezentaci (22).

25.4. P°íklad (Objem koule v Rn). Nech´ αnrn je objem n-rozm¥rné koule o polom¥ru r v Rn a

I :=

∫
R
e−x

2

dx.

Konstantu αn ur£íme z výpo£tu

In =
(∫

R
e−x

2

dx
)n

=

∫
R

(∫
R

(
. . .
(∫

R
e−x

2
1e−x

2
2 . . . e−x

2
n dxn

)
. . .
)
dx2

)
dx1

=

∫
Rn

e−x
2
1−x

2
2−...−x

2
n dx1 dx2 . . . dxn =

∫
Rn

e−|x|
2

dx

=

∫
Rn

(∫ e−|x|
2

0

dt
)
dx =

∫ 1

0

(∫
{x: 0<t<e−|x|2}

dx
)
dt

=

∫ 1

0

(∫
{|x|<

√
ln

1
t }
dx
)
dt =

∫ 1

0

λn(B(0,
√

ln 1
t )) dt

=

∫ 1

0

αn

(
ln 1

t

)n/2
dt = αn

∫ ∞
0

yn/2e−y dy

= αnΓ
(

1 +
n

2

)
.

Pouºili jsme Fubiniovu v¥tu a substituci

y = ln 1
t , neboli t = e−y.

Jelikoº

I2 =

∫
R2

e−x
2
1−x

2
2 dx1 dx2 =

∫ ∞
0

(∫ 2π

0

re−r
2

dα
)
dr

= 2π

∫ ∞
0

re−r
2

dr = 2π[ 1
2e
−r2 ]∞r=0 = π

(z polárních sou°adnic), máme I =
√
π,

αn =
πn/2

Γ(1 + n/2)
.

Gamma funkci v 1 + n/2 spo£teme rekurentn¥. Z (58) plyne

Γ(1/2) = 2

∫ ∞
0

e−r
2

dr = I =
√
π,

tedy podle (23)

Γ( 3
2 ) = 1

2Γ( 1
2 ) =

√
π

2 ,

Γ( 5
2 ) = 3

2Γ( 3
2 ) = 3

2

√
π

2 ,

. . .

25.5. P°íklad (Stirlingova formule). Dokáºeme

L := lim
s→∞

1√
s

(e
s

)s
Γ(s+ 1) =

√
2π.

Máme

L = lim
s→∞

∫ ∞
0

1√
s

exp (s− x+ s lnx− s ln s) dx

= lim
s→∞

∫ ∞
0

1√
s

exp
(
−s(xs − 1− ln x

s )
)
dx

= lim
a→0+

∫ ∞
0

a exp

(
−a

2x− 1− ln(a2x)

a2

)
dx.

55



(V posledním °ádku jsme zam¥nili s = a−2). Substituce t = ln a2x
a dává

(60) L = lim
a→0+

∫ ∞
−∞

exp

(
−
(eat − 1− at

a2
− at

))
dx.

Jelikoº

lim
a→0+

(eat − 1− at
a2

− at
)

=
t2

2
,

je

L =

∫ ∞
−∞

e−
t2

2 dt =
√

2π,

pokud m·ºeme zam¥nit limitu a integrál. Zám¥nu provedeme podle Lebesgueovy v¥ty. Nalezení majoranty
není tak úpln¥ triviální. Ozna£me

f(t) =

{
t2

2 − t, t ≥ 0,

et − t− 1, t < 0

a pro pevné a ∈ (0, 1) bu¤

g(t) =
eat − at− 1

a2
− at− f(t).

Pro t > 0 je

g′(t) =
eat − 1

a
− a− t+ 1,

g′′(t) = eat − 1 ≥ 0.

Pro t < 0 máme

g′(t) =
eat − 1

a
− a− et + 1,

g′′(t) = eat − et ≥ 0.

Funkce g(t) je tedy spojitá, konvexní na intervalech (−∞, 0) a (0,∞) a limitním p°echodem v derivaci
snadno zjístíme

g′(0+) = 1− a > 0, g′(0−) = −a < 0.

Odtud je z°ejmé, ºe g(t) > 0 pro t 6= 0, tedy

eat − at− 1

a2
− at ≥ f(t).

Majoranta integrandu v (60) vzhledem k a ∈ (0, 1) je

e−f(t) =

{
e−

t2

2 +t, t > 0,

e1+t−et , t < 0,

coº je z°ejm¥ integrovatelná funkce. Tím je d·kaz zavr²en.

25.6. P°íklad (Výpo£et jistého ur£itého integrálu). Budeme po£ítat

I =

∫ ∞
−∞

x2p

1 + x2q
dx,

kde p < q jsou p°irozená £ísla. Vytvo°me indexové mnoºiny

A+ = {1, 3, . . . , 2q − 1}, A− = {−1,−3, . . . ,−2q + 1},
A = A+ ∪A−.

Potom v komplexním oboru máme rozklad

z2q + 1 =
∏
k∈A

(z − zk),

kde
zk = eikα, α =

π

2q
.

Ozna£me
Pk(z) =

∏
j∈A\{k}

(z − zj)
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Potom zderivováním rovnosti
z2q + 1 = (z − zk)Pk(z)

dostaneme
2q z2q−1 = Pk(z) + (z − zk)P ′k(z)

Dosazením z = zk odvodíme

(61) 2q z2q−1
k = Pk(zk).

Uvaºujme rozklad racionální funkce na £áste£né zlomky

z2p

z2q + 1
=
∑
j∈A

aj
z − zj

,

kde aj jsou komplexní £ísla, která zatím neznáme. Ob¥ strany vynásobíme výrazem z − zk a dostaneme

z2p

Pk(z)
=
∑
j∈A

aj(z − zk)

z − zj

Limitní p°echod pro z → zk dává
z2p
k

Pk(zk)
= ak

a dosazením z (61) máme
ak = 1

2q z
2p−2q+1
k = − 1

2q z
2p+1
k ,

nebo´ zk °e²í rovnici z2q
k = −1. Nyní se budeme zabývat integrálem

Ik(R) = q

∫ R

−R

( ak
x− zk

+
a−k

x− z−k

)
dx, k ∈ A+.

Ozna£me
β = (2p+ 1)α, takºe q ak = − 1

2 e
ikβ .

Máme

q
( ak
x− zk

+
a−k

x− z−k

)
= −1

2

( eikβ

x− eikα
+

e−ikβ

x− e−ikα

)
=

cos(kβ − kα)− x cos kβ

x2 − 2x cos kα+ 1
.

Substituce x = y + cosα dává

(62)
Ik(R) =

∫ R

−R

cos(kβ − kα)− x cos kβ

x2 − 2x cos kα+ 1
dx =

∫ R−cos kα

−R−cos kα

sin kβ sin kα− y cos kβ

y2 + sin2 kα
dy

=

∫ R−cos kα

−R−cos kα

sin kβ sin kα

y2 + sin2 kα
dy −

∫ R−cos kα

−R−cos kα

y cos kβ

y2 + sin2 kα
dy.

V druhém integrálu pravé strany rovnosti (62) vyuºijeme lichost integrandu. Pokud cos kα > 0, dosta-
neme ∣∣∣∣∫ R−cos kα

−R−cos kα

y cos kβ

y2 + sin2 kα
dy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ −R+cos kα

−R−cos kα

y cos kβ

y2 + sin2 kα
dy +

∫ R−cos kα

−R+cos kα

y cos kβ

y2 + sin2 kα
dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ −R+cos kα

−R−cos kα

y cos kβ

y2 + sin2 kα
dy

∣∣∣∣ ≤ ∫ −R+1

−R−1

R+ 1

(R− 1)2
dy

=
2R+ 2

(R− 1)2
→ 0.

Ke stejnému záv¥ru dojdeme analogicky i v p°ípad¥ cos kα < 0. Tedy

lim
R→∞

Ik(R) = lim
R→∞

∫ R−cos kα

−R−cos kα

sin kβ sin kα

y2 + sin2 kα
dy =

∫ ∞
−∞

sin kβ sin kα

y2 + sin2 kα
dy = π sin kβ,

nebo´ integrál p°es R konverguje. Jelikoº integrál I konverguje, máme

q I = q lim
R→∞

∫ R

−R

x2p

x2q + 1
dx = lim

R→∞

∑
k∈A+

Ik(R) =
∑
k∈A+

lim
R→∞

Ik(R) = π
∑
k∈A+

sin kβ
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Po£ítejme

q I

π
= Im

∑
k∈A+

eikβ = Im

q−1∑
j=0

ei(2j+1)β = Im
eiβ(1− e2iqβ)

1− e2iβ
= Im

2 eiβ

1− e2iβ
= Im

2

e−iβ − eiβ

= Im
2i2

eiβ − e−iβ
= Im

i

sinβ
=

1

sinβ
.

Zde jsme vyuºili, ºe 2qβ je lichý násobek π, takºe e2iqβ = −1. Tedy

I =
π

q sin
(
π 2p+1

2q

) .
25.7. P°íklad (Výpo£et dal²ích ur£itých integrál·). Nyní budeme po£ítat

J(s) =

∫ ∞
0

ts−1

1 + t
dt, s ∈ (0, 1).

Nejprve uvaºujme

s =
2p+ 1

2q
,

kde p, q jsou jako v p°íkladu 25.6. Substituce t = x2q vede na

J(s) = 2q

∫ ∞
0

x2p

1 + x2q
dx = q

∫ ∞
−∞

x2p

1 + x2q
dx.

Podle p°edchozího p°íkladu 25.6 je

(63) J(s) =
π

sinπs
.

Vzorec (63) platí pro s z husté podmnoºiny intervalu (0, 1). Ze spojitosti obou stran (ov¥°te samostatn¥
p°edpoklady v¥ty o spojitosti integrálu závislého na parametru) dostáváme (63) pro v²echna s ∈ (0, 1).

Nyní budeme po£ítat hodnotu Beta funkce B(1−s, s), s ∈ (0, 1). Máme

B(1−s, s) =

∫ 1

0

x−s(1− x)s−1 dx =

∫ 1

0

(1− x
x

)s−1 dx

x
.

Substituce t = (1− x)/x dává

B(1−s, s) =

∫ ∞
0

ts−1

1 + t
dt =

π

sinπs
, s ∈ (0, 1).

Kone£n¥ aplikací na Gamma funkci dostáváme

Γ(s) Γ(1− s) =
π

sinπs
, s ∈ (0, 1).
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