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se nazyva mmnozinovd funkce. Mnozinové funkce se vétSinou pouzivaji k “méfeni” mnozin. Nékdy budeme
pouZivat pro mnozinovou funkeci znaceni (G, 7), abychom soucasné uvedli i znak pro jeji defini¢ni obor.

1.2. Priklad. G muze byt systém vSech obdélnikii a 7 mize pfifadit kazdému z nich
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Utzitec¢nost téchto piikladi pro dalsi rozvoj teorie je rozdilna.
1.3. Definice (Délka intervalu). Necht a,b € R, a < b. Mnozinu
Ic {[a,b], [a,b), (a,b], (a,b)}

nazveme (jednorozmérnym) intervalem. MnoZinovy systém vSech omezenych jednorozmérnych intervali
v R znaime Z;. Na Z; definujeme mnoZinovou funkci délka intervalu predpisem

(1) LI)=b—a, I€ {[a,b], [a,b), (a,b], (a,b)}

1.4. Definice (Elementérni objem vicerozmérného intervalu). Mnozinu @ C R™ nazveme n-rozmérnijm
intervalem, jestlize existuji jednorozmérné intervaly I1,..., I, C R tak, ze

Q=1 x---x1I,.

Mnozinu v8ech omezenych n-rozmérnych intervalit budeme znacit Z,,. Kazdému n-rozmérnému intervalu
Q) prifadime jeho objem piedpisem
(Q) = bi(1) .. b (1n),

kde ¢1(I) je jako v definici 1.3. Jednim z prvnich cila teorie miry je najit vhodné rozsifeni t&chto mno-
Zinovych funkci.

1.5. Plan. Zatim “neumime” ani ¥ici, co je obsah kruhu. Chtéli bychom zavést Sirokou tfidu mnozin, tzv.
méfitelné mnoziny, a na nich mnozinovou funkci, tzv. Lebesgueovu miru (pro popis pojmi obsah, objem),
tak, aby vSechny intervaly byly méfitelné a jejich mira byla jejich elementarni objem, ale také aby byly
i jiné predstavitelné mnoziny méfitelné (geometrické obrazce a télesa), a aby se s tfidou méFitelnych
mnozin a mirou dobfe zachéazelo. Pfirozené pozadavky:

e Napf. sjednoceni (spoCetné mnoha) méfitelnych mnozin je méfitelné

e Pokud jsou mnoziny disjunktni, mira jejich sjednoceni je soucet jejich mér
Pozadované vlastnosti shrneme do axiomi. Vybér axiomi je vysledek prace matematiki, ktefi zjistili, co
v8e mohou pozadovat a vzdali se naopak nesplnitelnych pozadavka (nap¥. na méfitelnost kazdé mnoziny).

Konstrukce Lebesgueovy miry neni jedind aplikace teorie, naopak, na pojmech, které nyni budeme

budovat, je postavena napf. celd teorie pravdépodobnosti.

1.6. Definice (Jordan-Peanuv objem). Z historického a didaktického hlediska je duleZité rozsiteni ele-
mentarniho objemu na tzv. Jordan-Peaniv objem (téZ zvan Jordantv ¢i Peano-Jordantv). Varianty této
mnozinové funkce jsou pouzivany ke stiedoskolskym definicim objemu. Definice je zaloZena na néasledujici
my$lence, kterou zde pouze naznac¢ime. Kone¢né disjunktni sjednoceni omezenych n-rozmérnych inter-
vali nazveme figurou. Objem figury definujeme jako soucet objemi intervalii, z nichz se sklada. Horni
Jordan-Peaniiv objem mnoziny je infimum objemu figur, které ji obsahuji. Dolni Jordan-Peantv objem
mnoziny je supremum objemu figur, které jsou v ni obsazeny. Pokud horni a dolni Jordan-Peantiv objem
mnoziny se rovnaji a jsou konecné, fekneme, ze méfend mnozina je Jordan-Peanovovsky méfitelnd a
spole¢nou hodnotu nazveme jejim Jordan-Peanovym (J.P.) objemem. Timto zpusobem lze méfit objem
téles a obsah obrazcti zndmych z geometrie. Neni tézké zkonstruovat mnoziny, které nejsou J.P. méfitelné.
Kazda J.P. méfitelnd mnozina musi byt omezené. Pokud z krychle o objemu 1 vezmeme mnozinu E vSech
jejich bodi o racionélnich soufadnicich, vnéjsi J.P. objem mnoziny E je 1 a vnitini 0. Navic, konecné
sjednoceni J.P.-méfitelnych mnozin je J.P.-méFitelné, ale spocetné sjednoceni uz nemusi. J.P.-objem tedy
neni nase cilovd meta, budeme smérovat k lepsimu rozsifeni elementarniho objemu.

1.7. Definice (Rozgifeni a ziZeni mnozinové funkce). Necht X je abstraktni mnozina, U, V C 2%, p
je mnozinova funkce na U a v je mnozinova funkce na V. Rikame, 7e v je roz§iieni u, jestlize d C V a
w(A) = v(A) pro kazdou A € Y.

Naopak, mnozinovou funkci g v tomto piipadé nazyvame ziZenim mnozinové funkce v z V na U a
znafime ji v|U.

Relace “byti rozsifeni” je uspofadéani na tf¥idé viech mnozinovych funkci na X.

1.8. Definice (Okruh, o-algebra,...). Necht X je abstraktni mnozina. Systém O podmnoZin X se nazyva
okruh, jestlize

(0-1) heoO,

(0-2) A, BeO = A\BeO.

(0-3) A, BeO = AUBe€O.



7 axiomu snadno dostaneme téz
A, Be0O = ANBeO.

Indukci dostaneme, ze kazdy okruh je tedy uzavien na kone¢né sjednoceni a konecné pruniky
Ay, A e 0 = AU UA,€0, Ain---NA, 0.

Pozadujeme-li uzavienost na spocetna sjednoceni (a v disledku na spocetné pruniky), dostaneme axiomy
o-okruhu.. Tedy o-okruh je mnozinovy systém, ktery spliuje

(c-0-1) 0 € O,

(0-0-2) A, Be O = A\BeO.

(0—0—3) A17A2, e = U;)il Aj € 0.

Algebra je definovana jako okruh obsahujici cely prostor X. o-algebra je definovana jako o-okruh obsa-
systém S je o-algebra stadi tyto axiomy:

(S1-1) e S,

(52-2) AeS = X\AcS,

(83-3) A; €S8, 5=1,2,... = UjAj €s.

Je-li § o-algebra na X, dvojice (X,S) se nazyva mévitelng prostor. Mnoziny A € S se nazyvaji S-
méfitelné mnoziny. Nehrozi-li nedorozuméni, budeme mluvit kratce o méritelngych mnozZindch.

1.9. Priklady. (Neéktera z uvedenych tvrzeni jsou netrividlni a dulezité, jejich dikaz uvedeme pozdéji

v sekei 11)

(a) {0, X} je o-algebra.

(b) Systém 2% viech podmnozin mnoziny X je o-algebra.

) Borelovské mnoziny na topologickém prostoru tvoii o-algebru.

) Lebesgueovsky méfitelné mnoziny tvoii o-algebru.

) J.-P.-mé&Fitelné mnoziny tvoii okruh, ne o-okruh, ne algebru

) Systém v8ech kone¢nych (disjunktnich) sjednoceni intervalt tvoii algebru, ne o-algebru

) Systém vSech konetnych (disjunktnich) sjednoceni omezenych intervala tvofi okruh, ne o-okruh, ne

algebru

(h) Systém vsech kone¢nych (disjunktnich) sjednoceni omezenych intervali tvaru (a,b] tvoii okruh, ne
o-okruh, ne algebru.

(i) Systém vSech spocetnych (disjunktnich) sjednoceni omezenych intervalti netvoii ani okruh.

(j) Systém vSech uzavienych (resp. otevienych) podmnozZin topologického prostoru netvoii ani okruh
(protoze neni uzavien na mnozinovy rozdil).

1.10. Definice (Generovani mnoZinovych systému). Je-li F libovolny systém podmnozin X, potom exis-
tuje nejmensi o-algebra obsahujici F. Tuto o-algebru dostaneme jako prunik viech o-algeber obsahujicich
F aznacime ji o(F). Podobné miizeme generovat jiné mnoZinové systémy, napi. okruhy. Okruh z ptikladu
(g) je generovany systémem 7.

1.11. Definice (Borelovské mnoziny). Necht X je topologicky prostor a G je systém vSech jeho otevienych
podmnozin. Potom definujeme B(X) jako nejmensi o-algebru obsahujici G (viz definice 1.10). o-algebra
B(X) obsahuje kromé otevienych mnozin téZ vSechny uzaviené mnoziny. B(X) se nazyva borelovskd
o-algebra a jejim prvkam se fika borelovské mnozZiny.

V R jsou borelovské vSechny intervaly, mnozina vSech racionalnich ¢isel, atd. Piiklady neborelovskych
mnozin se konstruuji velmi tézko.

Nékdy je vyhodné generovat B(X) jinak nez systémem vech otevienych mnozin. Na R je pfirozena
topologie generovand intervaly (a, b), (a, 0] a [—00,b). Tudiz B(R) je o-algebra na R generovana intervaly.
Podobné B(R) je generovana intervaly. Dikazy t&chto tvrzeni (totiz, Ze generovani otevienymi mnoZinami
a intervaly vyjde v téchto pfipadech nastejno) prenechavame ¢tenaii.

1.12. Definice (Mira). Necht (X,S) je méfitelny prostor. Mnozinova funkce p : & — [0, 00] se nazyva
mira, jestlize splhuje

(M1-1) u(0) =0,

(M2-2) (o-additivita) jestlize A; € S, j =1,2,..., jsou po dvou disjunktni, potom

u(U Aj) = ZM(AJ')~
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Trojice (X, S, 1) se nazyva prostor s mirou.
Zduraznéme, ze definice miry zahrnuje, Ze hodnoty jsou nezdporné a defini¢éni obor je o-algebra.

1.13. Priklady.
(a) Diracova mira d,: X je libovolnd mnozina, a € X, § = 2%,

1, a€A,
6a(A):{O a¢A

(b) Pocitaci mira X je libovolna mnozina, S = 2%. Poéitaci mira pfifadi kazdé mnoziné A C X
pocet jejich prvka. Nekoneénym mnozinam ptifadi prosté oo, nerozlisuje nekone¢né mohutnosti.
(c) Lebesgueova mira zobeciiuje pojem délky intervalu, obsahu “obrazce” ¢ objemu “télesa”.
(d) Hausdorffova mira je druh n-rozmérné miry v RY. Zobeciiuje pojem délky kiivky (n = 1), a
povrchu zakiivené plochy (n =2, d = 3).
1.14. Definice (Terminologie teorie miry). Mira u na méfitelném prostoru (X, S) se nazyva
a) konecnd, jestlize p(X) < oo,
b) o-konecnd, jestlize existuji X1, Xo,--- € S tak, ze pu(X;) <ooca X = Uj X,
c) pravdépodobnostni, jestlize u(X) = 1,
d) dplnd, jestlize kazda podmnozina mnoziny miry nula je méfitelna (a tudiz také miry nula).

Fraze skoro vsude nebo p-skoro vsude se pouziva ve spojeni s vlastnosti bodi mnoziny X. Rekneme—li,
Ze takova vlastnost plati skoro v§ude (nebo ve skoro v8ech bodech), znamena to, Ze je splnéna aZz na
mnozinu miry nula, neboli, Ze existuje mnozina N € S miry nula tak, Ze vlastnost je splnéna ve vSech
bodech mnoziny X \ N. PouZiva se zejména pro rovnost a nerovnosti mezi funkcemi a pro bodovou
konvergenci posloupnosti funkei.

1.15. Véti¢ka (Trik zdisjunktnéni). Necht Ay, As,--- € S. Potom existuji po dvou disjunktni mnoZiny
El, EQ,‘ eS8 tak, zZe
AlU---UA,=FEU---UE,, k=1,2,....
Tuto vlastnost maji
E1:A1, EQZAQ\Al, E3:A3\(A1UA2)
1.16. Véti¢ka (Vlastnosti miry). Necht A; € S.
(a) A1 C Ay = pu(Ar) < p(A2).
(b) Jestlize A; €S, j=1,2,..., Ay C Ay C ..., potom
wlJA4)) = lim ps(A;).
J
(c) Jestlize A; €S8,5=1,2,..., 41 D As D ..., a jestlize u(A;) < oo, potom
w()A) = lim pu(A;).
J
Diikaz. (a) je snadné. K dikazu (b) pouzijeme trik zdisjunktnéni (véticku 1.15). (c): Pouzijeme (b) na
A\ Aj. O
1.17. Priklad. Necht p je pocitaci mirana Na A; = {j,j+1,... }. Potom A; \, (), a pfesto pu(A;) — co.
Je to tim, Ze ve véti¢ce 1.16 (c) neni splnén predpoklad o konetnosti p(Ay).

2. LEBESGUEOVA MIRA: NASTIN

2.1. Definice (Lebesgueova vnéjsi mira). Necht A C R™ je libovolnd mnoZina. Definujme
2) 0(A) = inf{Ze(Qj) L Qe |J@,0 A}.
j=1 j=1

Mnozinova funkce £*: A s ¢*(A), definovana na potenéni mnozing 28" se nazyva Lebesgueova vnéjsi
mira. Soucty, vyskytujici se na pravé strané (2) se nazyvaji horni soucty k £*(A).
Mnozinova funkce £* umi méfit v8echny mnoziny, ale neni aditivni. Proto v dals§im se budeme snaZzit
z ni vytvorit aditivni funkci (dokonce miru, viz definice 1.12), za coZ zaplatime ziuzenim defini¢niho oboru.
Vysledny obor vSech méfitelnych mnozin vSak jiz bude dostateéné bohaty pro vSechny aplikace.
4



2.2. Méfitelné mnoZiny a Lebesgueova mira. Rekneme, 7e mnozina A C R" je (Lebesgueovsky)
méFitelnd, jestlize pro kazdy interval @ € Z,, plati
(3) Q)= (QNA) +(Q\ A).
Mnozinu vsech Lebesgueovsky méfitelnych mnozin budeme znacit 9t = M(R™) a mnozinova funkce
A A 0F(A), AedMm
bude Lebesgueova mira.
2.3. Oznameni v&ty. Necht Q € T,,. Potom Q € 9 a A\(Q) = £*(Q) = ¢(Q).
Diikaz. Vyplyne z véty 10.8. |
2.4. Oznameni véty. 9N je o-algebra obsahujici vSechny borelovské podmnoZiny R™ a A je mira na .

Diikaz. Vyplyne z vét 9.5 a 10.2. ]

2.5. Poznamka (Lebesgueovsky neméfitelné mnoziny). V dalsim se budeme nékolikrat vracet k tématu
méfitelnych mnozin. Pfirozenou otazkou je, které mnoziny méritelné nejsou a zda vibec néjaké takové
existuji. Pravda je, Ze sice existuji, ale dukaz jejich existence neni konstruktivni. Filosoficky vzato, z hle-
diska vypoc¢tu v aplikacich nemuze mit vliv na vysledek, zda neméfitelné mnoziny existuji nebo ne.
Vynechat dikaz méfitelnosti mnoziny, je-li jeji méfitelnost pozadovana, je vSak hrubou matematickou
chybou.

3. MERITELNE FUNKCE

3.1. Znaceni. Je-li X abstraktni mnozina a A C X, zna¢ime X, charakteristickou funkci mnoziny A,

neboli
X, () 1, z€A,
€T =
4 0, =z¢A.

Symbol co miZe byt uzit pro +oc.
Je-li f: D — R funkee, definujeme f* = max{f,0}, f~ = max{—f,0}. (Maximum ¢ minimum dvou
funkeci se definuje bod po bodu.) Tedy
f=r=f, fl=r"+rf.
Je-li f funkce na D a M C R, znacime
{feM}={zeD:f(z)e M},

podobné zavadime znadeni jako {f > a}, {f = a}.
Symbolem ¢ o f znaéime slozenou funkci z +— (f(z)). Znaceni f~! pouZivame pro inverzni funkci

k f.
3.2. Umluva. Na R zavadime algebraické operace a nerovnosti pfirozenym zpiisobem. Soucet a + b ma
smysl pokud a € R nebo b € R nebo a a b jsou nekoneéna stejného znaménka. Soucet oo + (—o0) smysl
nemd. Soufin ab mé smysl vzdy (dialezité !!), ve “sporném pripadé”’ zavadime
(4) 0400 =0.
Podil a/b mé smysl s vyjimkou pfipada a/0 a a £oo/ + co.

V celé kapitole budeme uvazovat méfitelny prostor (X, S).

3.3. Definice (M¢fitelné Emkce). Necht D € S. Rekneme, 7e funkce f: D — R je S-méFitelnd, jestlize
pro kazdy interval I C R je f~1(I) € S. Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme mluvit krétce o
meéritelnijch funkcich.
3.4. Pozorovani. Necht D,D; € S.

(a) Je-li f méritelnd na D a D1 C D, pak f je méFitelnd na D;.

(b) Je-li funkce f: D — R S-méfitelnd na D;j, j =1,2,... a D = U;‘;l D;, pak f je méfitelnd na

D.

3.5. Véticka (Ovéfovani métitelnosti). Uvazujme D € S a funkci f : D — R. Necht S C R je hustd
mnoZina. Predpoklddejme, Ze

(¥) Pro vSechna q € Q je {f >q} €S.



Potom funkce f je mévitelnd na D.

Diikaz. 1. Necht a < oo, najdéme raciondlni ¢isla g; \, a. Pak
{f >a} = J{f > ¢}
J

2. Necht a > —o0, najdéme raciondlni ¢isla r; 7 a. Pak

{f>a}= m{f >y}

3. Necht b € R, pak
{f<b}=D\{f >0}, {f<b}=D\{f=0b}
4. Necht a, b € R, a < b. Potom
{felabt]} ={fza}n{f <t}

a podobné pro ostatni typy intervala. O
3.6. Poznamka. Misto nerovnosti f > g v () lze uzit f > ¢q, f < g nebo f <gq.

3.7. Vé&ticka (Meritelnost vzoru). Necht f je méFitelnd funkce na D € S a A C R je borelovskd mnoZina.
Potom {f € A} € S.

Diikaz. Systém mnozin {E C R: {f € E} je méfitelna} tvoii o-algebru a obsahuje vSechny intervaly.
Tudiz obsahuje vSechny borelovské mnoziny. O

3.8. Véticka (Mefitelnost slozené funkce). Necht f je méfitelnd funkce na D € S a ¢ je spojitd funkce
na oteviené nebo uzaviené mnoziné M C R. Potom mnoZina D' := {f € M} je méFitelnd a sloZend
funkce v o f je méFitelnd na D’.

Diikaz. Zvolme ¢ € R, potom P := {y € M: ¢(y) > c} je borelovska, tudiz

{pof>ch={fep}
je méfitelna podle véticky 3.7. O
3.9. Varovani. Budeme-li skladat spojitou a méfitelnou funkci v opa¢ném pofadi, vysledek nemusi byt

méfitelny. Také neni obecné pravda, Ze inverzni funkce k méfitelné funkci by byla méfitelna funkce. Viz
priklad 19.5

3.10. Vé&ta (Operace s méfitelnymi funkcemi). Necht funkce f, f; jsou méritelné funkce na D € S. Pak
plati ndsledugjici:

(a) Funkce |f|, f+, f=, f? jsou mé¥itelné na D, 1/f je méritelnd na {f # 0}.

(b) Funkce f1+ fo, f1 — fo, fife, f1/[e jsou méFitelné vidy na mnoZing, kde ucinénd operace ddvd

smysl podle imluvy 3.2.

(¢) Funkce sup; f;, inf; f;, limsup; f;, liminf; f; jsou méfitelné na D.

(d) Mnozina D' vsech bodi, kde existuje lim; f; je méfitelnd o lim; f; je méfitelnd na D’.
Diikaz. (a) je dusledek véticky 3.8.

(b): Je vyhodné “odpreparovat” diskusi mnoziny, kde jedna z funkci nebo obé& nabyvaji nevlastnich

hodnot a zamé¥it se na mnozinu {f; € R} N {f2 € R}. Mame

{hi+f>a}= |J {th>ptn{f>aq}

p,q€Q
p+qg>a

Dale 1
fife =7 ((h+ £ = (i = %)

Ostatni je snadné.

(c): Je
fsup f; > a} = Ui > a}

a odtud odvodime i zbytek.



(d) Mame
{lim f; existuje} = {limsup f; = liminf f;}
j J

=D\ (U {1imjinffj <p< limsupfj}).
peQ /
O

3.11. Jednoduché funkce. Funkci f na D € S nazveme S-jednoduchou, jestlize f je linedrni kombinace
charakteristickych funkci mnozin z S, tj. existuji-li mnoziny A; € Saa; € R, j=1,...,m, tak, ze

m
f = ZanA]"
j=1

Pokud bude jasné, jakou o-algebru mame na mysli, budeme mluvit prosté o jednoduchych funkcich.

3.12. Aproximace jednoduchymi funkcemi. Necht (X,S) je méfitelny prostor. Necht f je nezdpornd
méritelnd funkce na D € S. Potom existuji nezdporné jednoduché funkce fi, / f. Navic, f lze vyjdadrit
ve tvaru

(5) f: Z 27jXEjv

j=—o0

kde E; € S.

Diikaz. PoloZzme
Py =\J{li27, i+ 1)277) : i je liche celé }.

)

Potom
f= 277,
j=—o00
kde

Jelikoz P; jsou borelovskeé, {f € P;} jsou méfitelné podle véticky 3.7. Jedn& se vlastné o dyadickou
expanzi hodnoty f(z); totiz x € E;, pravé kdyz f(z) ma na j-tém misté v dyadickém rozvoji jednicku.
Jednoduché funkce fr muzeme definovat vzorcem

k
fo="Y 277Xy .

j=—k

4. ABSTRAKTNI LEBESGUEUV INTEGRAL

Necht (X,S,u) je prostor s mirou. V této kapitole zavedeme abstrakini Lebesgueiv integrdl z p-
méfitelné funkce.

Lebesgueovo pojeti nabizi alternativni cestu k definici integralu pfes interval, takto vybudovany inte-
gral dava pouzitelnéjsi teorii nez integral Newtoniiv nebo Riemanniiv. Znacné §iroka tfida integrovatel-
nych funkci je jen jednou z mnoha vyhod. V moderni matematické literatuie se integralem bez piivlastku
rozumi vzdy integral Lebesguetv. Vyznam Newtonova a Riemannova integralu zistava ve sféfe didaktiky.

Pii lebesguovském integrovéni se v8ak nemusime omezovat na funkce realné proménné. Obecné pojeti
abstraktniho Lebesgueova integrélu na libovolném prostoru s mirou ma mnoho aplikaci v analyze, teorii
pravdépodobnosti a v matematice vibec, v této obecnosti Riemannova i Newtonova metoda nenabizeji
ani Castecné feSeni problému.

4.1. Definice (Rozklad). Kone¢ny soubor mnozin {Ay,..., Ay} C S nazveme rozkladem nebo Lebesgu-
eovskym délenim mnoziny D € S, jestlize mnoziny A; jsou po dvou disjunktni a

m

UJA4,=n.

j=1
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4.2. Terminologickad poznamka. Rozdil mezi obyéejnym “riemannovskym” délenim a lebesgueovskym
spo¢iva hlavné v tom, Ze riemannovské déleni je pouze na intervaly, u lebesgueovského se déli na libovolné
méfitelné mnoziny. Tento rozdil podstatné pfispivd k bohatstvi tiidy lebesgueovsky integrovatelnych
funkeci.

4.3. Véti¢ka (Charakteristika jednoduchych funkci). Necht f je nezdpornd méritelnd funkce na D. Pak
je ekvivalentni

(i) f je jednoduchd,

(ii) f nabyvd jen konecné mnoha hodnot,

(iii) ezistuje rozklad {A;}, mnoZiny D a nezdpornd ¢isla oy, j =1,...,m tak, Ze
f= Z XjXyg,-
J
Diikaz. Implikace (i) = (ii) a (iii) = (i) jsou zfejmé. Pro (ii) == (iii), necht oy, ..., oy, jsou hodnoty,
kterych nabyva funkce f a polozme A; = {f = «;}. O

4.4. Definice (Konstrukce integralu). Necht D, D’ € Sa f: D' — R je méfitelna funkce. Integrél fD fdu
vybudujeme ve tiech krocich. V prvnich dvou krocich pifedpokladame D’ = D.
1. Je-li f nezaporna méfitelna funkce, definujeme

m
/ fdu = sup{z ai(Aj) - {A;} je rozklad D,
(6) b i=1
0<a; < fnad,, j:l,...,m}.
Soutty vyskytujici se v (6) nazyvame dolnimi soucty k funkci f. Integral z nezaporné méfitelné funkce

je definovan vZdy, muze ovSem nabyvat nekone¢né hodnoty.
2. V obecném piipadé, kdy f je méfitelna funkce na D, definujeme

) [ rau= [ rran- [ 1 dn,
D D D
pokud rozdil v (7) ma smysl. Pokud
/ f*du:/ f~dy = oo,
D D
zustava integral funkce f nedefinovan.
3. Je-li f méfitelna (pfesné: S-méfitelna) funkce na D' #£ D a u(D \ D’) = 0, je ucelné definovat

Smysl takového integralu a vysledek samoziejmé v tom p¥ipadé nezavisi na volbé D’.
V nékterych piipadech je icelné pouzivat podrobné&jsi zapis

[ t@aute) wro [ sa

Pro integrél podle Lebesgueovy miry v R™ pouzivame zpravidla znaceni

-/D f(z)dzx.
/ab f(x)dx.

Je-li integral [, p fdp definovén, fikadme téz, Ze md smysl, nebo ze funkce f md integrdl. Je-li navic
tento integral kone¢né &islo, Fikame, Ze [ p fdp konverguje nebo Ze f je integrovatelnd.

Je-lin=1a D = (a,b), pouzivime

4.5. Poznamka. Na rozdil od definice Riemannova integralu, u Lebesguova integralu nekonfrontujeme
supremum dolni sou¢tu s infimem néjakych “hornich souc¢ti”. To je umoznéno tim, Zze se v samotném
zaCatku definice omezujeme pouze na méfitelné funkce a u téch miZeme supremu dolnich souctu duve-
fovat.



Podobna situace by nastala u Riemannova integralu, kdybychom se omezili na spojité funkce a v prvém

kroku bychom definovali integral pro spojitou a nezipornou funkci na uzavieném intervalu, také bychom
mohli véfit dolnimu Riemannovu integralu.
4.6. Definice (pu-méfitelné funkce). Necht D C X. Rekneme, Ze funkce f : D' — R je u-meétitelnd
na D € S, existuje-li D" € S tak, ze u(D\ D”) = 0 a f je S-mé&fitelna na D”. To odpovida situaci,
kterd se naskytla v tfetim kroku definice integralu. V dalsim budeme slovo “méfitelnd” pouzivat ve
vyznamu “p-méritelnd” v kontextu prostoru s mirou a ve vyznamu A-méfitelnd v kontextu integrace
podle Lebesgueovy miry.

4.7. Oznameni véty (Lebesguetv integral a Newtoniv integral). Necht funkce f : (a,b) — R ma na
intervalu (a,b) primitivni funkci F.
(a) Je-li f A-integrovatelna na (a,b), potom existuji vlastni jednostranné limity F(b—) a F'(a+) a plati

/ f(z)de = F(b—) — F(a+).

(b) Jestlize f > 0 a existuji vlastni jednostranné limity F'(b—) a F(a+), pak f je A-integrovatelna na
(a,b).
Diikaz. Vétu v této obecnosti dokazovat nebudeme. ééwte(znjrm piipadem se budeme zabyvat ve vété 5.4.
O
4.8. Véta (Ruzné vlastnosti Lebesgueova integralu). Necht D € S a f, g jsou méFitelné funkce na D.
(a) Je-li f >0, D1, Dy €S a Dy C Dy C D, pak

/ledu</szdu~

(b) Jestlize D1, Do € S, D1 N Dy =0 a D1 U D> = D, pak
[rau=[ fans [ pan
D D, D»

(c) Je-li [, |f|dp < oo, pak |f| < oo skoro viude.
(d) Je-li [,y |fldp=0, pak f =0 skoro viude.
(e) (monotonie) Jestlize f, g maji integrdl a f < g skoro viude, pak

/Dfduﬁ/ng/L

(f) Je-li [, gdp < oo a|f| < g skoro vsude, pak f je integrovatelnd.

Diikaz. (a), (b), (c) jsou snadné. (d): Jestlize mnoziny E; := {|f| > 277} maji miru nula, pak f = 0
skoro viude. Pokud jedna z nich ma kladnou miru, pak 277 u(E;) je dolnf soucet k |f| a tudiz integral
|f| je kladny. (e): Tvrzeni je snadné, pokud 0 < f < g na D. V obecném piipadé se dikaz provede
rozdélenim na mnoziny {f < 0 < g}, {f < g <0}, {0 < f < g}, {9 < f} a diskusi. (f) plyne z (e) a
definice integralu. |

4.9. Poznamka. Konvergence Newtonova integralu nestaci k ovéreni konvergence Lebesgueova integralu
(jako priklad slouzi funkce sin /2 na intervalu (0, 00)). Pokud f > 0 na (a,b), miZeme pouZit vétu 4.7.
Jestlize f st¥ida znaménka, zdkladnim kritériem je (f) z pfedchozi vty 4.8. Bud napi.

sinx
f(z)—mv € (0, 00).
Polozme
g(x) = T 22 € (0,00).

Potom g je integrovatelna na (0, 00) podle véty 4.7 a f je integrovatelna na (0, c0), protoze |f| < g.
4.10. Lemma (O monotonii). Necht D € S. Necht {A;}7_y, {Bi}j%; jsou rozklady D a

A1y .y O, 51)"'7ﬂm

jsou nezdpornd redlnd cisla. JestliZe

m n
ZBiXBi < ZanAj7
i=1 j=1
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potom
(8) D B Bi) <Y aju(4y).
i=1 j=1
Diikaz. Je-li A; N B; # (), potom z predpokladu plyne 3; < a; a tudiz

9) Bin(A; N B;) < ajpu(A; N By).

Pokud A; N B; = 0, pak p(A; N B;) = 0 a zase dostavame (9). SeCtenim pfes ¢, j a zdménou pofadi
sumace dostavame

(10) ZZBW(AJ‘ NB;) < ZZ%’M(AJ' N B;).
i=1 j=1 j=1i=1
Jelikoz
Y wA; N B =u(Bi), Y ulA; N B) = p(Ay),
j=1 i=1
z (10) dostavame (9). O

4.11. Lemma (Integrdl jednoduché funkce). Necht D € S. Necht {A;}7_; je rozklad D a oy, ..., oy jsou
nezapornd redlnd ¢isla. Potom

/ (Z anAj) dp = Zaju(Aj).
D=1 j=1
Diikaz. Oznatme
f= Z OéjXA]_.
j=1
Je-li
> Bin(By)
i=1
dolni soucet k f, podle lemmatu 4.10 dostavame
Y Bin(Bi) <Y aju(Ay)
i=1 j=1

a prechod k supremu pies vSechny dolni soucty dava

[ rdusY aua).
D =

Jelikoz
n
> ajn(4y)
j=1
je téz dolni soucet k f, mame i obracenou nerovnost. O

4.12. Disledek. Je-li f nezdpornd méfitelnd funkce na D € S, potom
/ fdu= sup{/ sdp: 0<s<f, s je jednoduché} .
D D

4.13. Véta (Levi, Lebesgue, monotone convergence theorem). Necht {f;} je posloupnost méritelngch
funkcina D € S,0< f1 < fo <..., a f=1mf;. Potom

(11) /Dfdu:hjr_n/ijdu.
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Dikaz. Necht .
> aju(Ay)
j=1

je “ostry” dolni soucet k f, tj. pro kazdé j je o; = 0 nebo «o; < f na A;. Oznacme

n
s=) 05X,y
=1

a polozme
Ep ={fr = s}.
Snadno ovéfime, ze |J,, Er = D. Podle véticky 1.16 (b),

p(4;) = lim pu(A; 0 Ey),
tedy (zdména limity a konetné sumy neni zadny problém)
n n
(12) z;()é],u(A]) = 11]5[120(]/,[,(14] ﬂEk)
]:

j=1
Kazdy soucet

n
> au(A; N Ey)
j=1
je dolni soucet k fi, tedy limitu na pravé strané (12) muzeme shora odhadnout limitou

hm/ frdu.

Tedy (vytknuti konstanty pied integral neni problém, srov. vétu 4.15(b))

Zajp <hm/ frdp.

Pfechodem k supremu pfes vSechny ostré dolni sou¢ty k f (zfejmé supremum ostrych dolnich souétu je
stejné jako supremum vSech dolnich souc¢tit) dostavame

/fdu<hm/ fr dp.

Opacna nerovnost je ziejmaé. O

4.14. Dasledek (Spojita zavislost na integra¢nim oboru). Necht D, E, € S, By C E; C ..., U, Ex = D.
Necht | je nezdpornd méritelnd funkce na D. Potom

/fdu—hm fdpu.

Diikaz. Sta&i aplikovat Leviho vétu na fj, = fXEk. O
4.15. Véta (Linearita integralu). (a) Necht f, g jsou méritelné funkce na D € S. Potom

/D(f+g)du=/Dfdu+/ngu,

md-li pravd strana smysl. (b) Necht [ je méFitelnd funkce na D € S a v € R. Pokud f md integrdl, pak

/vadu=v/Dfdu~
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Diikaz. Tvrzeni (b) je ziejmé.
(a): Nejprve predpokladejme, Ze funkce f a g jsou nezéporné a jednoduché. Podle véticky 4.3 najdeme

vyjadieni
n m
f:ZanA].7 g:ZﬁiXBi7
j=1 i=1

kde {A;}}_q, {Bi}%, jsou rozklady D a a,...,an, B1,..., Bm jsou nezédpornd redlné ¢isla. Potom také
{AjNnB;: i=1,...,m,j=1,...,n} jerozklad D a

Fa= 30 e+ B0y

i=1 j=1
/ fdp ="y a;u(4;)
D =
/ gdp =" BiuB
D i=1
[ (+adu= ZzapLﬁz B).

Podle lemmatu 4.11

Mame

[+ 0= 33+ Bt 0B

’Lljl

— Z Z ajp(A;NB) + Y Y Bip(A; N B;)

j=11i=1 i=1 j=1

= au(Ay) + > BB
j=1 i=1

Tim je dukaz proveden pro jednoduché funkce.
Necht f a g jsou nezdporné méfitelné funkce. Podle véty 3.12 existuji nezaporné jednoduché funkce
i /2 f, 95 /g Pak také (f; +g;) /' (f + g)- Podle piedchozi ¢asti dikazu

[t +apdu= [ fau [ oyan

a na obou stranach rovnosti pouzijeme Leviho vétu k limitnimu pfechodu. To nam da diukaz pro nezaporné
méfitelné funkce.
Necht f a g jsou integrovatelné funkce na D. Bud

D" = {|f| +lg| < oo}
Potom D' € S, D’ C D a u(D\D’) = 0. Muzeme se tedy omezit na mnozinu D’. Jelikoz | f+g| < |f|+]g],
podle predchoziho kroku a véty 4.8 je f + g také integrovatelna. Na D’ plati

f+9 T+ +9g =(+9 +/+g".

Podle pfedchoziho kroku mame
+ - -7, _ + - -
/D(f+g) du+/Df du+/Dg du—/D[(fﬂLg) + /7 +g ldu
:/D[(f+g)’+f++g+]du

= [ o aus [ prans [ ot an

Vhodnym preskupenim séitancti dostaneme

/[)(erg)*du—/D(erg)’du:Lf*du—/[)f*dqu/Dg*du—/Dg*du,

coz je dokazovany vzorec.
12



Obecny piipad, kdy pravi strana mé smysl, ale funkce f, g nemusi byt integrovatelné, je otazkou
snadné, ale zdlouhavé diskuse, kterou ponechavame ¢tenéfi. O

4.16. Dusledek (Leviho véta pro fady). Necht D € S a g;, j =1,2,..., jsou nezdporné méritelné funkce
na D. Potom

(13) /ngj:Z/ng

Diikaz. Sta&i pouzit Leviho vétu 4.13 na ¢asteéné soucty. O

5. LEBESGUEUV INTEGRAL NA PRIMCE

Integral podle Lebesgueovy miry A budeme nazyvat (klasickym) Lebesgueovym integrdilem. V této
kapitole dokdZeme, Ze pro kazdou spojitou funkci f na intervalu [a, b] splyva

fdx
[a,b]
s Newtonovym integralem funkce f pies [a,b]. Pro klasicky Lebesgueiv integral funkce f pfes interval
(a,b) budeme téZ pouzivat tradi¢ni znaceni
b

Pouzivani klasického Lebesgueova integralu je mnohem vyhodnéjsi nez pouzivani Riemannova ¢i Newto-
nova integralu, nebot vede k “aplngjsi” tfidé integrovatelnych funkci.

Lze dokazat, ze kazda Riemannovsky integrovatelna funkce je Lebesgueovsky integrovatelnd a Lebes-
gueuv integral v tomto piipadé splyva s Riemannovym. Opa¢na inkluze neplati, lebesgueovsky integro-
vatelnych funkei je vic.

Lebesgueuv integral nepokryva tzv. neabsolutné konvergentni integraly, napf.

0o -
sSin T
dx,
0 X

které v jednoduchych piipadech zachycuje Newtonuv integral. Pro hlub$i studium neabsolutné kon-
vergentnich integréli se hodi pojem Perronova nebo Kurzweilova integralu. Neabsolutné konvergentni
integraly vyuzivaji eukleidovskou strukturu a nemaji rozumny protéjsek na obecnych prostorech s mirou.

5.1. Definice (Neurcity Lebesguetv integral). Necht f je spojita funkce na intervalu (ag, bp). Funkci
F : (ag,bp) — R nazveme neurcitym Lebesgueovym integrdlem funkce f, jestlize

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a)

pro kazdy interval [a,b] C (ag, bo).
Poznamenejme, Ze kazda spojita funkce na otevieném intervalu je méfitelna (protoze oteviené mnoziny
jsou borelovské a tudiz méfitelné) a ma neurcity Lebesguetv integral. Ten se zkonstruuje napf. jako

JIFrwdt, x>,
Fla)= {—f:f(t)dt7 T <c

pro pevné zvoleny bod ¢ € (ag, bg). Konvergence integrala plyne z omezenosti integrovatelnych funkei a
integrac¢nich obord.

5.2. Véta (o neurcitém Lebesgueové integralu). Necht f, F' jsou spojité funkce na intervalu (ag,bo).
Potom F je primitivni funkce k f, pravé kdyz F je neurcity Lebesguetiv integrdl funkce f.

Diikaz. Necht nejprve F je neurcity Lebesgueuv integral. Snadno ovéfime, Ze

. Fx+h)-F(z) . 1 eth B
i ) = lim / [t dt = f@), € (ao,bo),

podobné pro limitu zleva. F' je tedy primitivni funkce. Necht naopak F' je primitivni funkce, najdeme

neurcity Lebesgueuv integral G. Podle piedchozi ¢asti je G primitivni funkce, tedy G a F' se 1i§i jen o

aditivni konstantu. Jelikoz se F' lifi o aditivni konstantu od neurcitého Lebesgueova integralu, je to také

neurcity Lebesguetv integral. ]
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5.3. Definice (Newtonuv integral). Necht f je funkce na intervalu (a,b). P¥ipomeinime, 7e fikime, Ze
funkce f ma Newtonuav integral I pies (a,b), jestlize f méa na (a,b) primitivni funkci F, ta mé limity

Fla+) = lm F(z),  F(b-)= lim Fz),

tyto limity jsou vlastni (ve smyslu “konecné”) a
[ =F(b-)— F(a+).

Integral I znacime (N) f; f(x)dz. KdyZz f ma Newtoniv integral, fikdme, ze Newtontv integral f kon-
verguje, v opacném piipadé rikadme, ze diverguje, Jestlize Newtontv integral f konverguje, rozlisujeme
absolutni konvergenci (tj. téz (N) [|f(z)| dx konverguje) a neabsoluini konvergenci (tj. (N) [ |f(x)|dx
diverguje).

Konvergence integrélu | f| sama o sobg jesté nezarucuje absolutni konvergenci integralu f. Napf. funkce

fla) = {1’ e

-1, <0
nem4 primitivni funkci, ale (N) fil |f(z)| dz konverguje.

5.4. Véta (vztah mezi Newtonovym a Lebesgueovym integralem). Necht f je nezdpornd spojitd funkce
na intervalu (a,b). Potom (N) f; f(x) dz konverguje, prdvé kdyz konverguje Lebesguetv integrdl funkce
f. V tom pfipadé maji oba integrdly spolecnou hodnotu.

Dikaz. (a) Zvolme ¢ € (a,b) a najdéme intervaly [a;,b;] tak, ze a < a; < ¢ < b; < b, a; \ya, b; /b
Necht F' je neurcity Lebesgueuv integral funkce f, coz je podle véty 5.2 primitivni funkce k f. Potom F
je neklesajici a tudiz méa limity F'(b—), F(a+). JelikoZ (z monotonie) F(b—) nemize byt —oco a F(a+)
nemize byt +oo, rozdil F(b—) — F(a+) ma smysl a plati

(14) F(b—=) = F(a+) = lim(F(by) = F(ax))-

Ozname

fk = fXa,mbk .
Funkce f ma Lebesguetv integral p¥es (a,b) (je totiz nezdpornd a méfitelnd). Podle Leviho véty 4.13 a
(14) je

b b br
[ H@yde=tim [ fuleydo =tim [ f()de = Hm(P(b) - F(ew) = Fb-) - Flat),

a a ag
takze f: f(z) dx konverguje, pravé kdyz F(b—) — F(a+) < oo, ale to je pfesné podminka pro konvergenci
Newtonova integrélu. O

5.5. Diisledek (Diskuse vztahu mezi Newtonovym a Lebesgueovym integralem). Necht f je spojita
funkce na intervalu (a, b).

(a) Jestlize konverguje Lebesquetiv integrdl z f od a do b, konverguje i Newtoniv a to absolutné.

(b) Jestlize Newtoniv integrdl z f od a do b konverguje absolutné, pak konverguje i Lebesquetiv.

(¢) Pokud konverguje jak Lebesguetiv, tak Newtoniiv integrdl z funkce f, pak oba maji stejnou hodnotu.

(d) Jestlize Newtoniiv integrdl z f od a do b konverguje neabsolutné, pak Lebesguetiv integrdl nemd
smysl.
vyzaduje. Jinak neplati Zzaddn4 inkluze mezi t¥idou v8ech lebesgueovsky integrovatelnych funkci a tf¥idou
vSech newtonovsky integrovatelnych funkci.

Diikaz je snadné cvifeni, zalozené na rozkladu f = f+ — f~. Pokud Newtontv integral f konverguje
absolutng, konverguji i Newtonovy integraly funkei f* a f~, protoze f* = 1(|f|+ f) a f~ = 3(|f| + f).

5.6. Véta (Vztah mezi Riemannovym a Lebesgueovym integralem). Necht f je Riemannovsky integro-
vatelnd funkce na [a,b]. Potom Lebesquetiv integrdl funkce f od a do b konverguje a je roven integrdlu
Riemannovu.

Diikaz. Necht R je Riemannuv integréal funkce f od a do b. Z definice Riemannova integralu plyne, ze

existuji po ¢astech konstatni funkce g;, h; tak, ze

b b
9; < f < hy, / gj(z)dx /' R, / hj(x)de ~\, R.
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Funkce g = sup; g; a h = inf; h; jsou méfitelné podle véty 3.10. Mame

b b b b
RSsuP/ng/gﬁ/hSinf/ h; <R.
j a a a J a

Tedy funkce h — g je nezdporna méfitelnd a [(h—g) = [h— [ g = 0. Podle véty 4.8 je h = g s.v., tedy
ih = fs.v. Tim je dokdzana mé&fitelnost funkce f. Protoze f je omezena na [a,b], je Lebesgueovsky

integrovatelné a
b b
[ 1= [n=nr

6. ZAMENA LIMITY A INTEGRALU

V této kapitole pracujeme v prostoru s mirou (X, S, p). Symbol pro integraci budeme ngkdy zjedno-

dusovat (vynechanim “du”). Vzorec
/ lim f; = lim/ fi
D 7 7 JD

plati pro Lebesguetv integral za znac¢né obecnych piedpokladi. Na druhé strané je snadné sestrojit
protipiiklady (napf. pro klasicky Lebesgueiv integral f;(z) = j%e~7%, D = (0,0)), a tudiz je zapotiebi
tyto predpoklady hlidat.

V dalsim budeme uvazovat prostor s mirou (X, S, u).

6.1. Lemma (Fatouovo). Necht D € S a {f;} je posloupnost nezdporngch méritelngch funkci na D.
Potom

(15) / liminf f; < lim‘inf/ fi-
D D

J J
Diikaz. Pro k=1,2,... méame
inf f; < i ;.
Jomit<it [ s
Limitni pfechod pro k — oo s pouzitim Leviho véty na posloupnost {inf;> f;}x dava (15). |
6.2. Véta (Lebesgueova, dominated convergence theorem). Necht D € S a f, f;, j = 1,2,..., jsou

méfitelné funkce na D. Necht posloupnost { f;} konverguje skoro vsude k f. Necht existuje integrovatelnd
funkce g (takzvand majoranta) tak, Ze

(16) [fi@) <g(@), j=12,..., zeD.

Potom

(17) /szli]r_n/ij.

Diikaz. Muzeme piedpokléddat, Ze uvazované funkce jsou konecné a konvergence nastava vSude, jinak
bychom z D odstranili mnozinu miry nula. PouZijeme additivitu integralu a Fatouovo lemma na funkce

g+ fj, g — f;. Dostaneme
/ fSlimlinf/ fi Slimsup/ i S/ f,
D J D j D D

coz je (17). O

6.3. Dusledek (Lebesgueova véta pro fady). Necht D € S a g;, j =1,2,..., jsou méitelné funkce na D.
Necht tada Zj g; konverguje skoro vsude. Necht existuje integrovatelnd funkce g (takzvand majoranta)
tak, Ze

k
(18) ‘Zgj(m)‘gg(x), k=1,2..., z€D.
j=1
Potom
(19) / > gidu= Z/ g5 d.
D= —~JD
J J
Diikaz. Stali pouzit additivitu integrélu a Lebesgueovu vétu na ¢astecné soucty. ]
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7. ZAMENA RADY A INTEGRALU

Nékteré véty o zaméne fady a integralu jsme jiz dostali jako disledky vét o zd&méné limity a integralu.
Podle dusledku 4.16, u fad s nezdpornymi ¢leny zaména necini potize. Obecny piipad je t&78i, nebot
pfedpoklad (18) dusledku 6.3 se tézko ovéfuje. Malokdy totiz umime spocitat ¢astecné soulty rady.
Vyjimku tvori geometrické fady, ale i tam jsou jednodussi cesty k cili. Nasledujici véta obsahuje prakticka
kritéria pro zdménu fady a integralu.

7.1. Véta (Zaména fady a integralu). Necht D € S a g;, j = 1,2,... jsou méfitelné funkce na D.
Predpoklidejme, Ze je splnéna aspoti jedna z ndsledujicich podminek:
(a) gj = aq’, kde a, q jsou mévitelné funkee, |q| < 1, a In 1%(1 du konverguje (geometrickd fada),
b) Zj Jplajldp < o0,
¢) Jp22; gl dp < oo,
(d) gj = (=1)7hj, hy > ha > hg > --- >0, hj = 0, hy je integrovatelnd (alternujici rada).
Potom tada Zj g; konverguje skoro vdude a plati vzorec

Cdy = d
/Dzj:g]'u zj:/ng s

Diikaz. (a) odvodime z formule pro ¢astecné soucty geometrické fady. Zaménu lze potom provést podle
disledku 6.3, majoranta 5 Tq Pouzijeme-li Leviho vétu (disledek 4.16) na |g;|, zjistime, Ze podminky
(b) a (c) jsou ekvivalentni. Pfedpokléddejme tedy (b) nebo (c). Funkce g := 3. |g;| je integrovatelnd, a
tudiz podle véty 4.8 kone¢na skoro vSude. V bodech z, kde je g(z) konetn4, konverguje fada > g;(z),
nebot konverguje absolutné. Muzeme tedy pouzit disledek 6.3 s majorantou g. V piipadé (d) fada > ;95
konverguje podle Leibnizova kritéria a ¢aste¢né souc¢ty maji majorantu hq, tudiz miazeme provést zaménu
podle dusledku 6.3. ]

7.2. Priklad. Mame

! 11’1% 2n1 d 2n1 d _ 1
Al—:v /(;gj n x—Z/ he = Z(2n+1)

Zaménu vyse muzeme ovérit z dusledku 4.16, ale na podobnou tlohu

lln%di e 1n2n11d7°° ! 1n2n1 1d7°° (71)n
/0 1+ 22 I/O(;()x H;) znzo/o (=1)"z™In xi;(2n+1)2

musime pouzit nékteré z kritérii véty 7.1.

7.3. Varovani. Vsimnéte si dobfe pofadi operatori >, [,|...| v podminkach (b), (c) véty 7.1! Jen velmi
slaby student se miiZze radovat, kdyz ovéfi tfeba

/D‘zj:gjd,u‘ < 00.

8. INTEGRAL ZAVISLY NA PARAMETRU

V této kapitole uvazujeme prostor s mirou (X, S, ) a D € S. Cilem je studovat chovani funkce

/ftxd,u

kde ¢ je dalsi proménna (“parametr”). Je-li f funkce dvou proménnych ¢ a z, zavedeme funkce f(-,x)
proménné ¢ a f(t,-) proménné x predpisem
ft,): z— f(t ),
fz): t— f(t o).
8.1. Véta (Limita integrdlu zévislého na parametru). Necht P je metricky prostor a A C P. Bud
a € A\ A. Necht funkce f: A x D — R md ndsledujici vlastnosti:
(Li-1) Pro skoro vSechna x € D existuje lim  f(t,x).
t—a,teA
(Li-2) pro vsechna t € A je funkce f(t,-) mé¥itelnd,
(Li-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vSechnat € A a x € D je |f(t,z)| < g(x).
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Potom

(20) /D lim f(t,z)dp(zr) = lim /ft x) dp(x

t—a,te€A t—a,teA
specidlné vjrazy vyskytugici se v (20) magji smysl.

Diikaz. Piipomenme, Ze v metrickych prostorech lze pouZit ekvivalentni tzv. Heineovu definici limity:

K dukazu tvrzeni
hm/ f(t,-)du = / lim f(t,-) dp
Dt—m

staci ovéfit, ze pro kazdou posloupnost ¢; — a bodii mnoziny A plati

i [ 5.0 dn = [ () d

To je viak ziejmé z Lebesgueovy véty 6.2. Poznamenejme, Ze aspon jedna takova posloupnost {¢;}
existuje, a tudiz funkce

tlLr)I;, f(t,-) = hjr.n f(tj,°)
je méftitelna. O
8.2. Poznamka. Tvrzeni véty 8.1 o zameéné limity a integralu plati téz v situaci, kdy napi. A = (0, +00)
a a = +oo. Substituce ¢ — 1/t pfevadi problém na limitu v nule zprava, kterd uz zfejmé spada do
kontextu metrickych prostort.
8.3. V&ta (Spojitost integralu zavislého na parametru). Necht P je metricky prostor. Bud'a € P a U
okoli bodu a v P. Necht funkce f: U x D — R md ndsledujici vlastnosti:
(Sp-1) Pro skoro vSechna x € D je funkce f(-,x) spojitd v a,
(Sp-2) pro viechna t € U je funkce f(t,-) méFitelnd,
(Sp-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vSechnat € U a x € D je |f(t,z)| < g(z).
Potom pro vSechna t € U je f(t,-) integrovatelnd a funkce

FﬁH/j@@@@

D

je spojitd v bodé a.

Diikaz. Véta je ziejmym dusledkem véty 8.1, kterou aplikujeme na A = U \ {a} O

8.4. V&ta (Derivace integralu zéavislého na parametru). Necht (X, S, u) je prostor s mirou a I C R je
otevreny interval. Necht funkce f : I x D — R md ndsledujici vlastnosti:

(De-1) Pro skoro vsechna x € D je funkce f(-,x) diferencovatelnd na I,

(De-2) pro vsechna t € I je funkce f(t,-) méFitelnd,

(De-3) ezistuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vdechna t € I a x € D je
} 8t )| < g(),

(De-4) existuje tg € I tak, Ze f(to,-) je integrovatelnd na D.

Potom pro vSechna t € I je f(t,-) integrovatelnd na D, funkce

FﬁHAj@@w@

je diferencovatelnd na I a plati vzorec

F(0) = [ Gt duto).

Diikaz. Necht a,b € I, b # a. Podle véty o stfedni hodnoté pro skoro kazdé x € D existuje £ mezi a a b

tak, 7e
b — a 0

Odtud plyne, Ze funkce
f(b,l‘) — f(a,x)

b—a
17
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je integrovatelna, tudiz, volime-li a = tg, i funkce f(b,-) je integrovatelna. Zvolme znovu a € I. UvaZzujme

funkci ft2) — flano)
,x) — f(a,x

Meo)={ t—a P

%{ (a,z), t=a.

Z predpokladi a vyse dokazaného je jasné, ze funkce h(t,z) spliiuje pfedpoklady véty 8.3 pro spojitost
v bodé a (s majorantou g), tedy

F(a) = lim Jp [t x)du(z) — [, fla,z) du(z)
t—a t—a
L f (t,x) (a, ) f
_tlgx(ll/ t—a (a,x)dp(x) .
Tim je véta dokdzéna. O

8.5. Priklad. Uvazujme funkci
o0
1-— .
F(t) = / 1T OBT —te gy,
0

)
Potom F je spojita na [0,00) (majoranta x=2(1 — cosz)) a pro t € (0,00) je
Fl(t) = — /Oo 12C08T i gy,
0

T
F'(t) = -/0 (1 —cosz)e " dux.

Zde jiz nemuZeme najit majorantu najednou pro t € (0, 00), poslouzi
1 —cosz
= ——e
T

x> (1 —cosz)e

pro t € (a,0). JelikoZ pro p > 0, ¢ € R je

o oo . e~ PT—igT 1 0o 1
/ e P¥ cosqr dr = Re/ e PP dr = —Re [7} = Re -
0 0 p+1qg Ja=0 p+1iq
o p
PPt
mame . ; )
F” t = —= — = .
®) 2 24+1  t(t2+1)
Jelikoz

lim F(t) = lim F'(t) =0,

t—o0 t—o0
snadno ovérime

1 1

F'(t) = —§ln<1 + ﬁ) t € (0, 00),
1 1

F(t) = g —arctgt — §t ln(l + ﬁ)’ te [0700).

Specidlné dostavame

1 —cosz T
Bud .
sin
Gla) = /0 nT

Potom integrovanim per partes dostaneme
1—cosa “1—cosz
Gla) = ——+ / ————dz
a 0
Limitni pfechod s vyuzitim (21) dava

% sinx

lim dxr = lim G(a) = =

a—oo J xT a— oo
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8.6. Priklad. Necht

Inx

1 a:t
F(t):/ —dz, t>-1.
0

Mechanickym derivovanim za integradnim znamenim (neni splnén predpoklad (D4)) bychom dostali

1
1

F'(t) :/ vhdr = ——,

; 1+1

ackoli F' = —oo. Porovnejte s vypoctem derivace pro
1t
—1
Gt) = / * =1
o Inz
8.7. Ptiklad. Necht
> costx
F(t) = —
0= =5

Mechanickym derivovanim za integratnim znamenim (neni splnén predpoklad (D3)) bychom dostali
> rsintx
Fty=—[ ==—
m--[ 5

kteryzto integréal konverguje pouze v nule. Nula je ovSem jediny bod, kde F' derivaci nema. Zkuste dokazat
existenci F’ na R\ {0}! (Per partes vede na integrél, ktery je vstficn&jsi k derivovani za integracnim
znamenim.)

8.8. Definice (Zavedeni Gamma a Beta funkce). Funkci Gamma definujeme na intervalu (0, co) pied-

pisem

(22) I(s) = /000 w5l e ™" da.

Funkci Beta dvou proménnych p > 0, ¢ > 0 definujeme piedpisem

1
Blpa) = [ @71 -2
0
Ovéfte samostatné konvergenci integrala !

8.9. Pozorovani (Rekurentni formule). Integrovanim per partes zjistime pro s > 0

(23) I'(s+1)= / z¥e Tdxr = / sz le " dr = sT(s).
0 0

Obdobné pro p,q >0
1 1

(24) pBva+1) = [ per - aydo = [ a1 ) de = aB(p+ 1,0).
0 0

8.10. Pozorovani (Derivovani funkce I'). Formalnim derivovanim za integra¢nim znamenim dostaneme
rekurentné

F(k)(s):/ ¥ H(Inz)* e " da.
0

Vzorec 1ze oduvodnit pouzitim véty o derivovani podle parametru pro s € (p,q), kde 0 < p < ¢ < o0,
S majorantou

g(xz) = (P L+ 297 Y| InzFe .
Funkce Gamma je tedy nekone¢né diferencovatelna, tim spis spojita na (0, c0).

8.11. Pozorovani (Prubéh funkce Gamma). Ziejmé I'(s) > 0 pro s > 0. Druh4 derivace je ziejmeé
kladna, tedy Gamma je striktné konvexni na (0,00). Z konvexity je zjevné, Ze lims_, o, ['(s) existuje.
Jelikoz n! — oo, je

lim T'(s) = co.

5— 00
Ze vzorce I'(s) = T'(s 4+ 1)/s dostaneme
lim T'(s) = co.

s—04
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9. VNEJSI MIRA
V této kapitole uvedeme obecné schéma pouzivané ke konstrukci mér. Motivem jsou aplikace na
konstrukce mér v analyze, zvlasté Lebesgueovy miry, a aplikace v teorii pravdépodobnosti.
Konstrukce popsané v definici 9.2 je stejné, jakou jsme jiz pouzili v specialnim piipadé na konstrukci
vnéjsi Lebesgueovy miry v definici 2.1.

9.1. Definice (Vn&jsi mira). Vnéj§ mirou na mnoziné X rozumime mnozinovou funkci v : 2% — [0, o0]
(tedy definovanou na v8ech podmnoziniach X) spliujici nasledujici pozadavky:

(VM-1) ~(0) =0,

(VM-2) AC B = ~(4) <+(B),

(VM-3) v(Uj2, 45) < 3272, 7(4;) (o-subadditivita).

S vnéjsimi mérami se budeme setkavat piredeviim jako s mezistupném pii konstrukei miry.

9.2. Definice (Z vychozi mnozinové funkce k vnéjsi mite). Necht G C 2% a 7: G — [0, 0] je mnozinova
funkce na X spliujici

(25) heg, (0 =0.
Podmince (25) budeme ¥ikat pocdtecni podminka. Pro A C X polozme

(26) IMQ: GGQLJGDA}

Jj=1
(uvédomte si, Ze inf ) = +00). Kazdy soucet

kde
Gj €gq, UGj DA,

j=1
nazveme hornim souctem k 7*(A). UZzitetnost konstrukce dokladé nésledujici véta.

9.3. Véta. Necht G, 7 a 7" jsou jako v definici 9.2. Potom 7" je vnéjsi mira.
Diikaz. (VM-1) a (VM-2) jsou ziejmé. (VM-3): Chceme-li dokazat

Uz

ziejmé se staci omezit na piipad, kdy na pravé strané mame konec¢né ¢islo. Volme £ > 0 a naleznéme
G:eg, i,7=12,..., tak, aby

U G:DAja ZT(G;) < TH(Aj) +27 6.

Potom - -
U G13UA a » T(GH<> T
J,i=1 =1 j=1
Tedy

T(JA) <D T4 +e
j=1 j=1
O

9.4. Definice (y-méfitelné mnoziny). Necht v je abstraktni vngjsi mira na X. Mnozinu M C X nazveme
~v-méfitelnou (podle Carathéodoryho), jestlize pro kazdou “testovaci” mnozinu T' C X plati

VT) = (TN M) +~(T\ M)
Systém vsech (carathéodoryovsky) méfitelnych mnozin znacime 9%(y) a mnozinovou funkei ~|9%(7y)
znacime ~°.
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K ditkazu ~-méfitelnosti mnoziny M staci ovérit pouze nerovnost
YT) ZA(T M) +~(T\ M),
a to jeSté samoziejmeé jen v piipadech, kdy (7)) < oo.
9.5. V&ta (Carathéodoryova). Necht~y je abstrakini vnéjsi mira na X . Pak systém IMM(~y) tvori o-algebru
a ~° je uplnd mira.

Diikaz. Thned je vidét, ze 00, X € M(y), a jestlize M € M(y), potom i X \ M € M(y). Budte A,
B € M(y), chceme ukazat, 7e i AUB € M(7). Volme tedy testovaci mnozinu T' C X. PouZijeme postupné
T pro testovani mé¥itelnosti A a TN A, T\ A pro testovani méFitelnosti B. Dostaneme (symbolem M®
budeme znacit X \ M)

AT) = AT 1 A4) + (T 1 4%,
YT NA) =~v(TNANB)+~v(TNANB°,
YT NAY) =~(TNA°NB)+~(T N A°N B°),
takze (pouzijeme také subadditivitu -)
YT)=v(TNANB)+~v(TNANBY) +~v(TNA°NB)+~(T'NA°N B°)
>y(TN(AUB))+~(T N (AU B)°).
Dokézali jsme zatim, ze systém vSech y-méFitelnych mnozin je algebra. Mé&me nyni posloupnost {E;} po

dvou disjunktnich ~v-méfitelnych mnozin. Indukci dostaneme z piedchoziho, ze pro kazdé m =1,2,... a
pro kazdou testovaci mnozinu T' C X je

(27) V(T):ZW(TﬂEj)+V(T\ UEJ>

Podrobngji: pro m = 1 je to méfitelnost F;. Plati-li (27) pro m, pouZijeme testovaci mnoZinu T\U;":1 E
na meéfitelnost F,, 1 a dostaneme
m—+1

(28) T\UE —v(TmEmH)MT\UE

Se¢tenim (27) a (28) dostaneme (27) pro m + 1. Z (27) mame hned

f: (TN Ej) +7T\UE

j=1
a odtud limitnim pfechodem pro m — oo

(29) i (TN E;) +7T\UE

Nyni dokdzeme, ze pro A; € M(v) je Uj A; € M(y). Vyrobime po dvou disjunktni F; z A; podle vé-
ticky 1.15. Potom E; € 9M(~y) podle prvni ¢asti dikazu. Pouzijeme o-subadditivitu v na (29) a dostaneme

T)= ZW(TQEJH-W(T\ U Ej)

(oo} oo
>y(Tn | E)+vT\ | E),
j=1 j=1
coz davéa ~-méfitelnost mnoziny
(oo} oo
j=1 Jj=1
Zbyva dokazat, ze ~° je mira. Vime, Ze v(0) = 0. Bud {E;} posloupnost po dvou disjunktnich ~-
méfitelnych mnozin. Potom pouZijeme (29) na



(pro >) a o-subadditivitu v (pro <) a dostaneme

v J E) =D E)).
j=1

j=1
Uplnost miry 7° je snadna. O

9.6. Definice (Zakladni konstrukce). Zéakladni schéma konstrukce miry probihd ve dvou krocich. Vy-
jdeme z nezaporné mnozinové funkce (G, 7), od které nechceme témét nic — predpokladame jen poc¢atecéni
podminku (25). V prvnim kroku vytvofime podle definice 9.2 a véty 9.3 vnéjsi miru 7*, v druhém kroku
pak podle definice 9.4 a véty 9.5 (aplnou) miru (9(7*), 7*°). Pro vyslednou miru zavedeme zkrécené
znaceni

(30) (G, 7)== (M(r*), 7%°).

Konstrukci obvykle povaZzujeme za uspé&snou, jestlize (G’,7’) je rozsitenim (G, 7). Tento pFipad nastava
pii konstrukei Lebesgue-Stieltjesovy miry, coz zahy uvidime.

10. KONSTRUKCE LEBESGUEOVY MIRY

10.1. Definice (Lebesgueova mira). Na elementarni objem ¢ = ¢,, budeme aplikovat zakladni konstrukei
z definice 9.6. V prvnim kroku definujeme vné&jsi miru ¢* jako v (26). Vn&jsi mira £*: A — £*(A), defino-
vana na poten¢ni mnoziné 28", se nazyva (Lebesgueova) vnéjsi mira. Aplikujeme-li zakladni konstrukci
na (Z,,{), vysledkem bude mira ((Z,,)’, ¢'), ktera se nazyva Lebesgueova mira a znaci (9, A). Ve vété 10.8
dokazeme, ze ((Z,,)',¢') je rozsifenim mnozinové funkce /.

10.2. V&ta. Necht Q) € Z,,. Potom ¢*(Q) = £(Q).

Diikaz. Ziejmé £(Q) je horni soucet k ¢*(Q) a tudiz £*(Q) < £(Q). Obracenou nerovnost dokizeme
sporem. Méjme Q,Q; € Z,, j = 1,2,..., a pfedpokladejme, Ze

QCU%7
ale
(31) a@>2y@ﬂ

Intervaly @, Q; si jesté trochu upravime pomoci spojitosti zprava (@ trochu zmensime a @; trochu
zvétsime) tak, ze (31) plati stéle a co se tyce inkluze, dokonce

QclJes

j=1
Polozme I, = Q. Ziejmé
(1) > > U NQy).
j=1
Pomoci vhodné nadroviny H € H,, rozdélime I; na Iy N H a I; \ H. Potom z aditivity
é([l) = é([l n H) +€(Il \H),
ULNQ)=0LNnQ;NH)+4LNQ;\ H), i=1,2,...

takze najdeme Ir € {Iy N H, I; \ H} tak, Ze

Z(IQ) > ig(lg N QJ)

j=1

Pokrac¢ujeme indukci a postupnym délenim nachazime “stale mensi” intervaly Iy tak, ze I; D I D ...,
diamI; — 0 a

Z(Ik:)>ig([kﬁQj)7 k=1,2,....

Jj=1
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Podle Cantorovy véty existuje bod z € (N, I;.. Potom z € Q a tudiz existuje j tak, Ze = € Q7. Pak ovSem
pro dost velkd k je I, C ();, a proto

U(I) = LIk N Qy),
coz je spor. Dostavame tedy

0Q) < Zé(@ﬂ

pro kazdy horni soucet k £*(Q), a tedy
Q) < °(Q).

10.3. Lemma. Necht £ C R". Potom E je {*-méfitelna, pravé kdyz
(32) HQ)=(QNE)+(Q\E), QeI

Diikaz. Podle véty 10.2 je £(Q) = £*(Q), tedy £*-mé&Fitelnost implikuje (32). Co se tyce opacné implikace,
zvolme tedy T' C R™ a uvazujme horni soucet > j £(Qj) pro £*(T). Jelikoz £* splituje axiomy abstraktni
vnéjsi miry a mnozina E spliiuje (32), mame
C(TAE)+(T\E) <> ({(TNENQ;)+ Y (TNENQ,)
J J

<Y (ENQ)+ Y H(ENQ))
ZZf(Qa‘)

Piechodem k infimu pifes horni souc¢ty dostaneme

C(TNE)+(T\E) <(T)
Opacna nerovnost plyne trividlné ze subaditivity £*. O
10.4. Poznamka. Lemma 10.3 ospravedliiuje pivodni definici 2.2 lebesgueovsky méfitelnych mnozin.

10.5. Definice. Oznafme H,, systém vSech poloprostori tvaru {z € R": z; < ¢} kde i € {1,...,n} a
ceR.

10.6. Lemma. KaZdy poloprostor H € H,, je {*-méfitelnd mnoZina.

Diikaz. Necht H € H,, a Q € Z,,. Potom QN H, Q\ H € Z,,. S pomoci aditivity a véty 10.2 dostavame
HQ)=UQNH)+L(Q\ H) = (QNH)+(Q\ H).

Podle lemmatu 10.3 je H £*-méfitelna. O

10.7. Lemma. Systém H,, generuje borelovskou o-algebru v R™.

Diikaz. Ziejmé je kazdy poloprostor borelovsky. Jelikoz kazdy interval @) € Z,, je prunik 2n “soufadnico-
vych” poloprostort, je Z,, C o(H,). Bud Q systém vSech n-rozmérnych kartézskych souéinti jednoroz-
mérnych intervali s raciondlnimi konci. Potom Q C Z,. Je-li G C R" oteviend, snadno ovéfime

G=J{ee2:Qcal,
tedy G je spocetnym sjednocenim mnozin z o(H,,). Dostavame
o(H,) = c({G C R": G oteviena}) = B(R")
O

10.8. Véta. Systém mnozin M = M(L*) je o-algebra obsahugici viechny borelovské mnoZiny (tim spis
vsechny intervaly), A = ¢’ spliiuje axiomy miry a £ = ¢ na I,.

Diikaz. Véta je pouze shrnutim jiz dosazenych vysledki. Ze zdkladni konstrukce (véta 9.5) dostavéame,
Ze systém mnoZin 9M(L*) je o-algebra a ¢ spliiuje axiomy miry. DokdZeme méFitelnost intervali. Podle
lemmatu 10.6, kazdy poloprostor H € H,, je v IMM(£*) a o tomto systému uz ted vime, Ze je to o-algebra.
Tedy podle lemmatu 10.7 je kazda borelovskd mnozina £*-méfitelnd. P¥ipomeiime, Ze podle véty 10.2 je
£*(Q) = £(Q) pro kazdy interval Q € Z,,. Vzhledem k mé&Fitelnosti intervalii miZzeme tuto rovnost piepsat
jako £(Q) = ((Q). 0
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11. HOPFOVA VETA: EXISTENCE ROZSIRENI

Hopfova véta je abstraktnim néstrojem ke konstrukcim meér rozsifovanim. Hopfovu vétu by bylo mozné
pouzit i ke konstrukcim Lebesgue-Stieltjesovych mér, ale ovéreni piredpokladia by bylo pracné.

11.1. Definice (Pramira, kone¢né aditivni mira). Necht X je abstraktni mnozina a O C 2% je okruh.
Mnozinova funkce 7 : O — [0, 0] se nazyva pramira, jestlize spliiuje

(Pr-1) m(0) =0,

(Pr-2) jestlize Ac O, A; € O, j=1,2,..., Aj jsou po dvou disjunktni a A = Uj A;, potom

m(A) = m(A;).
J
Pozadavek, Zze hodnoty jsou nezdporné a defini¢ni obor je okruh, je soucasti definice pramiry. Pokud
mnozinova funkce 7 na okruhu spliiuje pouze (Pr-1) a obdobu (Pr-2) pro koneénd disjunktni sjednoceni,
nazyvé se konecéné aditivni mira. Zduraznéme, 7e konecné aditivni mira nemusi byt mira, pfivlastek je
zobechujici.
Rekneme, ze pramira 7 na O je o-konecnd, jestlize existuji X € O tak, ze

o0
m(Xg)<oo, k=1,2,..., a X= UXk'
k=1
11.2. Vé&ta (Hopfova véta). Necht O je okruh podmnoZin X a 7 je pramira na O. Necht Sy je nejmensi
o-algebra obsahujici O. Potom existuje mira po na So, kterd rozsituje w. JestliZe w je o-konecnd, pak je
takovd mira po na Sy urcena jednoznacneé.

11.3. Poznamka. Dikaz Hopfovy véty vyplyne z obecngjSich tvrzeni (véta 11.4, véta 12.5), ktera doké-
Zeme v této a nasledujici sekci.

11.4. Véta (Hopfova o existenci). Necht X je abstraktni mnoZina, O je mnoZinovy okruh na X a m je
pramira na O. Potom mira (O', ") (vysledek zdkladni konstrukce) rozsiruje (O, 7).

Diikaz. 1. krok. Necht @ € O, chceme dokazat, ze @ € M(7*). Zvolme testovaci mnozinu 7' C X a
spoCetny systém {G}} mnozin z O tak, ze T C |J, Gi. Mnoziny G, N Q, G \ Q lezi v O, tedy

W(Gk) :W(GkﬁQ) +7T(Gk- \Q)
Jelikoz ), (G N Q) je horni soucet k 7*(T'N Q) a Y, (G \ Q) je horni soucet k 7*(T"\ Q), mame

T(TNQ) +m (T\Q) <> m(GrNQ)+ > 7(Gr \ Q) =Y 7(Gr)

k=1 k=1 k=1

a pfechodem k infimu pfes v8echny horni soucty k 7*(Q) dostaneme

(TN Q)+ (T\ Q) < n*(T).
Opacna nerovnost plati ze subaditivity, tedy @ € 9 (7*).
2. krok. Ukazeme, ze pro kazdou @ € O je 7*(Q) = 7(Q). Je-li systém {G}} pokryti ) mnoZinami z O,
pak pro kazdé k € N je G, N Q € O. PouzZijeme trik zdisjunktnéni (véticku 1.15) a najdeme disjunktni
systém {E;} mnozin z O tak, ze E; C G;NQ a lJ; E; = U;(G; N Q) = Q. Tedy podle predpokladu
(Pr-2) je

m(Q) =Y w(E;) <> w(Gy).

J J

prechodem k infimu pfes v8echny horni souc¢ty dostaneme

m(Q) < 7(Q).
Jelikoz jednoprvkovy systém {Q} je pokryti Q, opaéna nerovnost 7*(Q) < m(Q) plati trivialné. a

11.5. Poznamka (o uplnosti). Mira 7', kterd vznikne roz§ifenim 7 za pomoci zdkladni konstrukce, je
automaticky uplna. Klasickd formulace Hopfovy véty vSak o dplnosti nemluvi. Pokud chceme pouzit
toto znéni pro konstrukei napf. Lebesgueovy miry, pouZijeme Hopfovu vétu (o rozsifeni z intervala na
generovanou o-algebru) v kombinaci s konstrukei zuplnéni, kterou popiSeme v section 13. Paradoxné& pak
dochéazime k postupu, kdy vytvofime tu spravnou miru jiz pfi dikazu Hopfovy véty, pak se jesté béhem
tohoto dikazu neborelovskych méfitelnych mnozin zbavime, “abychom” je v dalsim kroku konstrukee (jiz
mimo Hopfovu vétu) jinym zpisobem ziskali zpé&t.
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12. JEDNOZNACNOST ROZSIRENI

12.1. Definice (Dynkiniv systém). Necht X je abstraktni mnozina. Systém mnozin D C 2% se nazyva
Dynkintv systém, je-li splnéno

(D-1) 0,X €D,

(D-2) A, BeD, BCA = A\BeD.

(oo}
(D-3) Jestlize A; € D jsou po dvou disjunktni, pak |J A; € D.
j=1

Kazda o-algebra je Dynkintiv systém.

Dulezitost Dynkinovych systému spo¢iva v tom, Ze jsou li p, v dvé miry na (X, S), u(X) = v(X) < oo,
potom systém mnozin {A € S : u(A) = v(A)} je Dynkintav systém (obecné ne o-algebra: uvazujte napf.
miry A —» A{z € A:x>0}) a A— A{z € A: z < 0}) na intervalu [—1, 1]).

12.2. Definice (Generovani Dynkinovych systémi). Je-li F libovolny systém podmnozin X, potom
existuje nejmensi Dynkinav systém obsahujici F. Tento Dynkiniv systém dostaneme jako prunik vSech
Dynkinovych systému obsahujicich F; budeme jej znacit §(F). Pfipomenme, Ze o(F) znatime nejmensi
o-algebru obsahujici F.

12.3. Vé&ta (o Dynkinovych systémech). Necht F je systém podmnoZin X uzavieny na konecéné priniky.
Potom §(F) = o(F).

Diikaz. Necht A € o(F). Oznatme F4 = {B € o(F) : ANB € §(F)}. Jestlize A € F, pak Fa je
Dynkinav systém obsahujici F, tedy Fa D §(F). Necht nyni A € 6(F), potom podle pfedchoziho kroku
je Fa Dynkinav systém a obsahuje F. Pak ale podobné jako v predchozim kroku je F4 D 6(F). Dokazali
jsme, Ze systém O(F) je uzavieny na pruniky. Kazdy Dynkinav systém uzavieny na pruniky je v8ak zfejmé
o-algebra, tedy 6(F) je o-algebra obsahujici F. Z minimality obou systémi plyne, 7e §(F) = o(F). O

12.4. Vé&ta (o jednoznac¢nosti). Necht F je systém podmnoZin X uzavieny na konecné priniky. Necht u
a v jsou miry na o(F), které se shoduji na F. Jestlize existuji X}, € F tak, Ze p(Xy) < oo a |J X =X,
kEN

pak p=v na o(F).

Diikaz. Pro kazdé k € N je systém mnozin {A € o(F) : p(AN Xx) = v(AN Xy)} Dynkiniv systém
obsahujici F a 6(F) = o(F) (rovnost nastava podle véty 12.3). Kazdou mnozinu A € o(F) mizeme
napsat jako (po dvou) disjunktni sjednoceni

A=]J4,,
J

kde

Ey=A, E,=(A\Xy), E3=(A\(X1UXy)),....

Vsimnéme si, Ze E; vyrobime z mnozin z F okruhovymi operacemi, tedy E; € o(F), ale tim padem
E; € 6(F)ap(E;NX;)=v(E; NX;), neboli u(A;) =v(A4;) pro viechna j € N. Jelikoz A je disjunktni
sjednoceni mnozin A;, dostavame p(A) = v(A). O

12.5. V&ta (Hopfova o jednoznacnosti). Necht X je abstrakini mnoZina, O je mnoZinovy okruh na X a
7 je o-koneénd pramira na O. Necht mira (S, ) na X rozsifuje (O, ). Potom 0(O) C S a p = 7' na

c(0).
Diikaz. Véta je disledkem véty 12.4. O

13. ZUPLNENI MIRY
13.1. Definice (Zuplnéni miry). Necht (X, S, u) je prostor s mirou. Polozme
S={FECX:3E,E*€S: E.CECE" uE*\E,) =0},
f(E) = u(B.) = u(E*), E€S.

Rovnost p(E.) = p(E*) na piedchozim fadku je trividlnim disledkem pozadavku p(E* \ E,) = 0.
Ovéime, 7e definice i E) nezavisi na volbé E*. Totiz, pokud Ey, E* € S, Ey < E < E*, potom p(E*) =
w(E,) < u(E*) a podobné p(E*) < u(E*). Mnozinova funkee (S, i) se nazyva ziplnéni miry (S, ).
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13.2. Vé&ta. Necht (X,S,u) je prostor s mirou. Potom S je o-algebra a Ti je tiplnd mira na S, kterd
rozsituje . Navic, i je nejuZsi rozsiteni u na uplnou miru. Tedy, pokud uplnd mira v na stgma-algebre
T rozsituje (S, ), pak T DS av =7 naS.

Dikaz. S je o-algebra: Ziejmé S obsahuje 0 a je uzavieno na dopliiky. Uvazujme F; € S a E = J;
Z definice najdeme L;,U; € S tak, ze L; C Ej C Uj a u(U; \ Lj) = 0. Polozme L =J,; L;, U = J;
Ziejmé L C E C U. Vlastnost u(U \ L) = 0 plyne z elementarni inkluze

(U Uj) \ (ULj) c Jwi\Ly).

<.

E
U;.

J
Tedy E € S.

It je mira: Ziejmé fi(0)) = 0. Necht E,E;,U,U;, L, L; jsou jako pfedtim a navic E; jsou po dvou
disjunktni. Potom téz L; jsou po dvou disjunktni a fi(E;) = pu(L;) = p(U;) a @(E) = w(L) = w(U).
Tedy fu(E) = p(L) = 325 w(L;) = 32, i(Ej).

71 je uplna (mira): Necht M € S, N € S a fi(M) = 0. Potom existuje M* € S tak, ze N C M C M*
a u(M*) = 0. Pro N miizeme volit N, = (), N* = M* a vidime, Ze N € S. Tedy 7 je tplna.

71 je nejuzsi: Necht tiplna mira v na o-algebte T rozsifuje (S, ). Necht E € S. Najdéme E,, E* jako
v definici. Potom E\ E, C E*\ E, € S C T av(E*\ E,) = u(E*\ E,) = 0, tedy z tplnosti v je
E\E, €T av(E\E,) =0.Tedy E=E, U(E\ E,) € T av(E) = v(E,) = i(E). O

13.3. Poznamka. Uloha rozsitit danou miru na iplnou obecné neni jednoznac¢né. Proto je dulezité mluvit
0 nejuzsim uplném roz§iteni. Pokus definovat Lebesgueovu miru jako “Gplné rozsiteni ¢’ je lakavy, ale
chybny. Lze to spravit, budeme-li mluvit o nejuz8im rozsifeni, viz disledek 13.6.

13.4. Lemma. Necht (F,7) je mnoZinova funkce na mnoziné X spliiujici po¢atetni podminku (25) a
E C X. Potom existuje E* € o(F) tak, ze E* D E a 7*(E) = 7*(E™*).
Diikaz. Jestlize 7*(E) = oo, poslouzi E* = X. Jinak najdeme hornf soucty 372, 7(A7") k 7*(E), kde

m=1,2,..., tak, ze

> T(AT) < THE) 27

—

<

PoloZzme -
Enz = U A;na
j=1
E*= () Em
m=1
Potom ziejmé F C E,, a
o0
THE) <7 (Em) <Y T(AT)+ 27 < 7H(E) + 27
j=1
Tudiz E C E* a 7*(E*) = 7*(E). O

Nésledujici véta pojednava mj. o situaci z poznamky 11.5.

13.5. Véta (o jednoznacnosti a uplnosti). Necht F je systém podmnozin X uzavieny na konecné priniky
a S = o(F). Necht T je mnoZinovd funkce na F splitujici pocdtecni podminku (25) a (F',7') je vysledek
zdkladni konstrukce. Necht F C F' a7 = 7' na F (tj. zdikladni konstrukce je “ispésnd”). Bud p ziZeni
' na S a (S,7) ziplneni . Jestlize evistuji X;, € F tak, Ze 7(Xi) < 00 a Xy =X,pak S=F a
keN

=1 Tedy 7' je nejuzsi roz§iveni T na uplnou miru.

Diikaz. Vime, ze 7' je rozsifeni T na tplnou miru. Z véty 12.4 dostdvame, Ze u je nejuzsi rozsifeni T na
miru a 7 je tedy nejuzsi rozdifeni 7 na tplnou miru. Odtud S C F’ a i = 7’ na S. Zbyva ukézat, 7e
F' C S. Zvolme E € F' a predpokladejme nejprve, ze 7/(E) < co. Podle lemmatu 13.4 existuje E* € S
tak, ze E* D E a 7*(E*) = 7*(F), neboli téz u(E) = 7/(E*) = 7/(FE). Pouzijeme lemma 13.4 jesté
jednou, a to na mnozinu N = E*\ E. Vime, ze N € F' a 7/(N) = 7/(E*) — 7/(E) = 0. Existuje tedy
N* € S tak, 7e N C N* a u(N*) = 7/(N*) = 7/(N) = 0. Polo7me E, = E*\ N*. Potom E,,E* € S,
E.CECE*au(E*\ E,) = p(E*NN*) = 0. Podle definice ziplnéni, E € S.
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Nyni odstranime pfedpoklad, ze 7/(E) < oo. Mé&me X} jako v predpokladech, pak E'N X € F'
a 7'(E N Xg) < oco. Podle pfedchoziho kroku odtud plyne, Ze E N X € S, a jelikoz S je o-algebra,
E=U,(ENX;) €. O

13.6. Dusledek. Lebesgueova mira A je nejuzsi rozsiteni £ na uplnow miru.

14. SOUCIN MER A FUBINIOVA VETA

14.1. Definice (Sou¢in mér). Necht (X,S,u), a (Y,7T,v) jsou prostory s mirou. Necht miry p, v jsou
o-kone¢né. Uvazujme systém S x T v8ech podmnozin X x Y tvaru A x B, kde A € S, B € T. Takovym
mnozindm budeme fikat méritelné obdélniky. Na S x T definujeme mnozinovou funkci p X v predpisem

(uxv) (A x B) = u(A) v(B).
Systém mnoZin S X T generuje tzv. soudinovou o-algebru S ® T := o(S x T). V dalsim (véta 14.5)
uvidime, Ze existuje prave jedna mira p na S ® T tak, Ze
p(A x B) = u(A)v(B), AeS, BeT.

Tuto miru budeme nazyvat soucin mér p a v a znacit u®v. Jeji ziplnéni budeme nazyvat iplng soucin
meér a znalit (ST, uv).

Tedy p®v je nejuzsi rozgiteni uxv na miru a u®v je nejuzsi rozsiteni uxv na tplnou miru.

Nagim cilem je tedy rozsi¥it mnoZinovou funkei (S x T, pxv) na miru a za timto ucelem aplikujeme
zékladni konstrukci.

14.2. Lemma (Vngjsi mira méfitelného obdélniku). Je-li A€ S a B € T, pak
(uxv)*(AxB) = (uxv) (AxB).
Diikaz. Necht

oo
(uxv) (A; x Bj)
j=1
je horni soucet k (u x v)*(A x B). Potom pro kazdy bod z € X je

v(B)X,(x) <Y v(B))X, (v)
j=1
Podle dusledku 4.16 je
(uxv)(AxB) = | v(B)X,du < /X V(Bj)X,, dp = Z/ v(Bj)X,, dp
j=1 j=1

O

14.3. Lemma (Kritérium méfitelnosti). Necht (X, S, ), a (Y, T,v) jsou prostory s mirou a E C X X Y.
Jestlize pro kazdyj méritelny obdélnik Q plati

(pxv)(Q N E) + (uxv)"(Q\ E) = (uxv)(Q),
potom je E (uxv)*-méritelnd.
Diikaz. Dikaz je analogicky jako u lemmatu 10.3. (Provedte jako cviceni!) |

14.4. Lemma (Méfitelnost méFitelnych obdélnika). Necht (X, S, ), a (Y, T,v) jsou prostory s mirou.
Potom kazdy méritelny obdélnik je (uxv)*-méfitelny.

Diikaz. Uvazujme mnozinu E € S. Chceme dokézat (1 x v)*-méfitelnost mnoziny F x Y. Bud A x B €
S x T méfitelny obdélnik. Potom

(AXB)N(EXY)=(ANE)xBeSxT, (AxB)\(ExY)=(A\E)xBeSxT

(1% V)((Ax BYN (B x Y))+ (1 x )((Ax B)\ (E x V) = (u x )(A x B).
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Tedy podle lemmat 14.2 a 14.3 je E x Y (u X v)*-méfitelna. Podobné bychom dostali méfitelnost X x F'
pro kazdou F' € T. Tedy

ExF=(ExY)N(X xF)eM((uxv)).
g

14.5. Vé&ta (Existence soufinu mér). Necht (X,S, ), a (Y, T,v) jsou prostory s mirow. Necht miry u, v
jsou o-koneéné. Potom existuje pravé jedna mira p na S ® T tak, Ze

p(A x B) = u(A)v(B), AeS, BeT.

Diikaz. Systém mnozin S X7 je uzavieny na kone¢né pruniky. Jelikoz miry g a v jsou o-koneéné, mizeme
napsat X x Y jako spocetné sjednoceni

X xY = J&Xixyy),

0,J
kde
X, €8, Y ¢ T, ,LL(XJ) < 00, l/(Y}) < 00,

takze

(e x v)(X; xY;) < oo,

Podle véty 12.4 existuje nejvySe jedno rozsifeni mnozinové funkce puxr na miru na S ® 7. Existenci
aspon jednoho rozsifeni nam davaji lemmata 14.4 a 14.2, hledanym roz§ifenim je mira

M (pxv) (M), MeS®T.
O
14.6. Vé&ta. Necht (X,S,pu), a (Y, T,v) jsou prostory s mirou. Necht miry u, v jsou o-konecné. Pak
(ST, pev) = (ExT), (uxv)).
Diikaz. Véta je dasledkem véty 13.5 o zaplnéni a jednoznacnosti. O
14.7. Poznamka. Z dikazi lemmat 14.4, 14.2 vidime, Z%e rozSifeni puxv na (aplnou) miru miZzeme

provést bez omezujicich pfedpokladi, avSak pokud miry p a v nejsou o-konec¢né, mohli bychom ztratit
jednoznac¢nost rozsireni.

14.8. Definice (Souciny kone¢né mnoha mér). Soucin konetné mnoha mér se definuje zcela analogicky
jako souc¢in dvou mér. Podrobnosti vypustime, nebot zapis vykladu pro sou¢in kone¢né mnoho prostort
s mérami (X;,S;, i), ¢ = 1,2,...,n by byl nepfehledny pro velké mnozstvi indexii. Problém zavedeni
sou¢inu nékolika mér lze téz prevést na piedchozi pfipad dvou mér rekurentnim nasobenim, napft.

@ @ pn = (1 @ fin—1) ® fin.
14.9. Definice (Rezy). Nechf M C X x Y. Znacime

M ={yeY: (z,y) € M}, e X,

MY ={zeX:(z,y) € M}, yey.
Tyto mnoZiny se nazyvaji rezy.

14.10. Lemma (Vypocet sou¢inové miry mnoziny). Necht (X,S,u) a (Y,T,v) jsou prostory s mirou.
Necht miry p a v jsou o-koneéné. Bud (R, p) soucin mér yu a v. Necht M je p-méfitelnd mnoZina. Potom
pro kazdé x € X je mnoZina M** v-méfitelnd, funkce x — v(M**) je méfitelnd a

o) = [ o) d

Drikaz. Dukaz provedeme pro jednoduchost pro pfipad, ze miry u a v jsou konecné. Obecny piipad se 1isi

v technickych detailech. Systém v8ech mnozin M, pro které tvrzeni plati, je Dynkintv systém obsahujici

vSechny méritelné obdélniky, a systém vSech meéritelnych obdélniki je uzavieny na konec¢né priniky.

Tudiz podle véty 12.3 tvrzeni plati pro kazdou p-méfitelnou mnozinu. (|
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14.11. Véta (Fubiniova). Necht (X,S,p) a (Y, T,v) jsou prostory s mirou. Necht miry y a v jsou iplné
a o-koneéné. Bud (R, p) soucin mér u a v a (R,p) jejich uplnyg soucin. Necht [ je p-mé¥itelnd funkce
na p-meritelné mnoziné M C X x Y. Predpoklddejme, Ze integrdl

/ f(y) dp(z. )
M

md smysl. Potom pro p-skoro vsechna x md smysl integrdl

o@) = [ vy,

/gdu
X
a

(33) | t@aisea = [ gau= [ ([ s i) dute)

Diikaz. 1. krok. Podle lemmatu 14.10 tvrzeni plati pro f = X,, kde A leZi v o-algebie R.

2. krok. Je-li N (p x v)*-nulové, pak existuje E € R tak, 7e E D N a p(E) = 0. Z platnosti tvrzeni
pro X snadno odvodime platnost tvrzeni pro X, .

3. krok. Obecnou mnozinu M € R miZzeme napsat ve tvaru disjunktniho sjednoceni M = AU N, kde
A€ R aN je (puxv)-nulova. Dikaz tvrzeni pro f = X,, dostaneme z prvniho a druhého kroku.

4. krok. Vime-li, Ze tvrzeni plati pro charakteristické funkce mnozin z R, rutinnim postupem pies
jednoduché funkce a nezaporné méfitelné funkce odvodime obecny piipad.

funkce g md integrdl

O

14.12. Poznamka. Role prostori X a Y ve Fubiniové vété je symetrickd. Proto také plati Fubiniova
véta ve tvaru

(34) [ ta@dsan) = [ ([t dn) dvt)

a je-li splnén pfedpoklad existence integralu

/ f(@) dp(z, y),
M

muzeme ospravedlnit zdménu potadi integrace

(35) J ([ sepaw)dw = [ ([ swsa)aw

14.13. Véta (Lebesgueova mira a sou¢in mér). (n+m)-rozmérnd Lebesqueova mira je uplngm soucinem
n-rozmérné a m-rozmérné Lebesgueovy miry.

Diikaz. Necht A C R™ a @Q C R™ je omezeny interval. Potom ziejmé A}, (A x Q) = Ay (A)A,(Q). Tedy
AXQ je Aprm-méfitelnd, pravé kdyz A je A,-méfitelna. Jelikoz R™ lze napsat jako monotonni sjednoceni
spoetné mnoha omezenych intervali, je vidét, Ze méfitelné obdélniky tvaru A x R™, A € 9M(R™), jsou
An-tm méFitelné. Podobné méfitelné obdélniky tvaru R™ x B, B € 9(R™), jsou Ay, n,-méfitelné. Pomoci
operace prunik dojdeme k poznani, 7e méfitelné obdélniky z MM(R™) x M(R™) jsou A, 4m,-méFitelné.
Podle disledku 13.6 je Ay, 4, nejuzsi rozsitent ¢, 1., na tplnou miru. Toto nejuzsi rozsiteni podle prvni
Casti dikazu musi méFit i v8echny méfitelné obdélniky z DM (R™) x IMM(R™), tedy splyva s A, Q. |

14.14. Pi¥iklad. Nechf N C R je neméfitelnd mnoZina. Potom N x {0} je Ap-nulova v R? tudiz -
méfitelnd, ale neni Ay ® Aj-méfitelna. Predchozi véta tedy ztrati platnost, nahradime-li aplny soucin
obycéejnym soucinem.
14.15. Priklad (Ratajovy dlazdicky). Fubiniova véta se Casto pouZziva pro zaménu pofadi integrace podle
vzorce (35). Nasledujici piiklad demonstruje, jak je nebezpeéné neovéfit predpoklad o existenci dvojného
integralu. Rozdélme R? na é&tverce Q;; = [i,i + 1) x [j,j + 1). Necht funkce f : R> — R je definovana
predpisem
]., ngijv 0<j:Z+].,
f(:z:,y): -1, .TEQij7 0<t=75+41,
0 jinak.
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Pak

/Z(/Zf(x,y)dy)dx—1#—1—/Z</if(x,y)dm)dy.

14.16. Piiklad. S pomoci piikladu 7.2 pocitejme

2 0
s 2 100 2arctgx

_ t P > d
T [arctg ;v]x_o—/o T .2 x

= /OOO Hiac? [arctg(ym)];zo dx
[e’e) 1 2SC

- | crmasmm )
! o 2x

(] e )

1 2
1 1 00
0 1-— Yy 1+ x2y2 =0

S==S+—S+—5+=+...,
1 1 1 1
L=+ —o+=+o+...,
Vst stmtst

Potom méame

7.‘.2

V=L+S5, V:2QS, L:§,
a odtud
=1 4 7
—_— = = —L = —,
2 z=V=3L=75
k=1
15. VETA O SUBSTITUCI

15.1. Definice (Jacobiho matice). Necht G C R™ je oteviend mnozina a ¢ = (p1,...,¢m) : G = R™
je zobrazeni diferencovatelné v bodé t € G. Matice linearniho zobrazeni ¢'(t) se nazyva Jacobiho matice
zobrazeni ¢ v bodé ¢. Je to tedy matice
0
(20)

Zobrazeni ¢ : G — R™ nazveme reguldrni, jestlize ma spojitou derivaci (tj. spojité v8echny parcialni
derivace) a jeho Jacobiho matice ma v8ude v G hodnost n.

15.2. Definice (Jakobidn). V této kapitole se budeme zabyvat moZnosti zamény proménnych v integréalu
prostiednictvim zobrazeni ¢ : G — R™. Budeme tedy vySetfovat jen piipad m = n. Pak je Jacobiho
matice ¢tvercova a jeji determinant nazveme jakobidnem zobrazeni ¢ v bodé t.

15.3. Vé&ta (o substituci). Necht G C R" je oteviend mnoZina a ¢ : G — R™ je prosté requldrni zobrazend.
Necht u je funkce na M C ¢(G). Potom

/ u(z) di = / u( ()| o(t)] dt,
M =1 (M)

pokud alespofi jedna strana md smysl. (PFripomefime, Ze aby integrdl mohl mit smysl, je mj. nuiné, aby
integracni obor byl méFitelnd mnoZina a integrovand funkce byla méFitelnd)

Diikaz. Diikaz uvedeme ke konci kapitoly. (|
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15.4. P¥iklad (Polarni soufadnice). Necht

G{(T)GIRQ: r >0, —w<a<7r}.

o

Zobrazeni ¢ : G — R? dané piedpisem

olr, ) = (x(’”’“)),

y(r, a)
x(r,a) :=r cosa,

y(r,a) :=r sina
se nazyva zobrazeni poldarnich soufadnic.

15.5. V&ta (o polarnich soutadnicich). Necht ¢ : G — R? je zobrazeni poldrnich souradnic. Potom ¢ je
prosté requldarni zobrazeni a Jo(r,a) = r. Je-li M C R? a u funkce na M, potom

(36) / u(z,y)dedy = / u(r cosa, r sina) rdrda,
M Gnep—1(M)
pokud alespofni jedna strana md smysl.

Diikaz. Soustava rovnic
rcosa =,

rsina =y

s podminkou (!) € G ma préavé jedno Fefent

r= a2+,

a = 2arctg($)
T+ /2 +y?

pokud (Z) ¢ N := (—00,0] x {0}. Ové&feni hladkosti a vypocet jakobianu je rutinni zalezitost. Vzorec
(36) dostaneme z véty 15.3 o substituci, uvazime-li, ze A(INV) = 0. O

15.6. Priklad (Sférické soutadnice). Necht tentokrat

r
G:{ Bl eR3: r>0, —r<f<m, —g<7<g, }
0

Zobrazeni ¢ : G — R? dané piedpisem

z(r, 3,7)
o(r,B,7) == | y(r, 8,7) | ,
2(r, B,7)

z(r, B,7) := 1 cos~y cosf3,
y(r,B,7) =1 cosy sinf,
z(r, B,7) :=r siny

se nazyva zobrazeni sférickijch souiadnic.

15.7. Véta (o sférickych soufadnicich). Necht ¢ : G — R? je zobrazeni sférickijch souvadnic. Potom ¢
je prosté reguldarni zobrazeni a Jo(r, B,v) = r?cos~y. Je-li M C R® a u funkce na M, potom

/ u(z,y, z)dedydz
(37) Y
= / u(r cosycos B, rcosysin 3, rsin-y) r? cosy drdf dv,
GNp=1(M)
pokud alesponi jedna strana md smysl.
31



Dikaz. Soustava rovnic
rcosycosf = x,

rcosysinfg =y,

rsiny =z
T
s podminkou | 5| € G ma pravé jedno feSeni
Y
r = v/x2+y2+22,
8 = 2arctg $7
T+ /2?4 y?
. z
~ = arcsin ——————
VaZ +y? 4 22
x
pokud [y | ¢ N := (—00,0] x {0} x R. Ovéfeni hladkosti a vypocet jakobiadnu je rutinni zaleZitost.
z
Vzorec (37) dostaneme z véty 15.3 o substituci, uvazime-li, ze A(N) = 0. O

V dal§im se budeme zabyvat dikazem véty o substituci.

15.8. Lemma (o mife linearniho obrazu). Necht L : R™ — R" je linedrni zobrazeni. Potom pro kaZdou
meéritelnou mnoZinu E C R™ je L(E) méfitelnd a plati

ML(E)) = |JLIX(E).
Diikaz. Jestlize L je singularni, pak L(R™) je linearni podprostor R™ dimenze < n a tudiz \(L(F)) =0 =
|JL|A(E) pro kazdou mnoZinu E C R"™. Muzeme tedy pfedpokladat, Ze zobrazeni L je regularni. Potom
inverzni zobrazeni je spojité a obraz L(E) kazdé borelovské mnoZiny je borelovskd mnozina. Nejprve
dokazeme, 7Ze existuje konstanta o > 0 tak, Ze pro kazdou borelovskou mnozinu £ C R" je
(38) AML(E)) = aA(E).
Polozme

a = AL(0,1)™)) > 0.
Definujme mnoZinovou funkei 4 na B(R™) predpisem

1(E) = AL(E)) /.
Ptedeviim, jelikoz L a L~! jsou méfitelné, mnozinova funkce u je mira. Pedpokladejme, Ze ¢ je piirozené
¢islo a @ je krychle [0,1/¢)™. Potom kazda posunuté kopie Q ma stejnou miru p a [0,1)™ lze disjunktné
rozlozit na ¢™ takovych kopii. Proto

Pomoci aditivity mér nahlédneme, ze
u(I) = A1)
pro kazdy interval o racionélnich mezich. Protoze systém takovych intervalu je uzavieny na konecéné
priniky a generuje Dynkintv systém B(R™), podle véty 12.4 o jednoznacnosti je 4 = A na borelovskych
mnoZinach. Zaplnénim dostaneme (38) pro kazdou A-méfitelnou mnozinu. Zbyva dokazat, ze o = JL.
Nejprve dokadzeme tvrzeni pro zobrazeni

Lz = (diz',. .., d,z"), x eR™

kde dy,...,d, jsou neziporna reilna ¢isla. Potom matice L je diagondlni matice, kterda ma diagon&lni
prvky di,...,d,. Pro kazdy n-rozmérny interval @Q je L(Q) také n-rozmérny interval a

UL(Q) = di ... dy Q) = JL £(Q).

Ve stejném poméru dopadaji také horni soucty k libovolné mnozing, tedy pro méfitelné mnoziny mame
ML(E)) = |JL] M(E).

Je-li L izometrické linedrni zobrazeni, potom zobrazuje jednotkovou kouli {z : |z| < 1} na sebe a tudiz

a = 1. Konec¢né, je-li L libovolné lineadrni zobrazeni, pak linedrni algebra tvrdi, Ze existuji izometricka

linedrni zobrazeni P, @) (reprezentované ortogonalnimi maticemi) a “diagonalni” linearni zobrazeni D tak,

ze L = QDP. (Oznatme (ey,...,e,) kanonickou bazi prostoru R™. Matice zobrazeni L*L je symetricka
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pozitivné definitni a tudiz existuje ortonormalni baze (f, ..., f,,) prostoru R" sloZena z vlastnich vektort
matice L* L. Existuji tedy A; > 0 tak, ze
L*Lf, = \2f,, i=1,...,n.
Potom @, D and P se konstruuji jako linedrni zobrazeni transformujici baze na baze: P(f,) = e,
D(e;) = M\iei, Q(\ie;) = L(f;). Mame
Lf, Lf; L*Lf,
(Qei)'(er):TJ: : )\]J:Ap\f - f;
:{fi2~fj=1, i=J,
o fi £i=0, i#).
tedy @ je ortogonalni.) S vyuzitim véty o sou¢inu determinantii dostavame pro kazdou méFitelnou mno-
zinu E C R", 7e L(E) je mé&Fitelna a
ML(E)) = MD(P(E))) =det DA(P(E)) = det D A\(E)
= |det @ det D det P| A(E) = |det(QDP)| A\(E)
= |det L| \(E).

15.9. Znaceni. V dalsim budeme znacit
B(z,r)={x €eR": |z —z| <r}
(tedy B(z,r) je koule o stiedu z a poloméru r), a pro dané mnoziny X, Y C R™ bude
X+Y={z+y: zeX,yeY}
Norma lineadrniho zobrazeni L je
|IL|| :=sup{Lz : =z € R", |z| <1}.
15.10. Lemma (Odhad stény). Necht M >1 a L : R™ — R" je linedrni zobrazeni s normou | L|| < M.
Necht 0 <r < p a@=10,p]". Potom pro kaZdou sténu S krychle Q je
A(L(S) + B0, 1)) < Co™1pn 1y,
kde

n—1

Cpn=2"ap_1(n—1)"2

a a—1 je symbol pro miru (n — 1)-rozmérné jednotkové koule.

Diikaz. MuZzeme predpoklyadat, Ze pro né&jaky index i € {1,...,n} je S = {z € Q: z; = 0}. Kdyby byla
S ={z € Q: x; = p}, méFend mnozina by byla jen posunuté o vektor pLe;. Najdéme linearni podprostor
V prostoru R™ tak, aby V obsahoval L(S) a jeho dimenze byla n—1. Déle najdéme linearni isometrii P
prostoru R™ na sebe tak, aby bylo P(V) = {z € R" : z,, = 0}. Pro kazdy bod = € S je |z| < v/n—1 p,

ted
' |Lz| < ||L]| vn=1p < MVn—1p

Potom

P(L(S)) C B,_1(0, Mv/n—1 p) x {0},
kde B,,_1(0,8) zna¢i n—1-rozmérnou kouli v R"~! o poloméru §. Odtud

P(L(S) + B(0,7)) = P(L(S)) + B(0,7) C B,_1(0, M\/n—1 p+71) x (—r,7)

C By_1(0, 2M~/n—1 p) x (—r,7)

tedy
ML(S) + B(0,7)) = M(P(L(S) + B(0,7))) < 2ray,_1(2M~+/n—1 p)"~*.
O
15.11. Lemma (Klicovy odhad). Necht M > 1 a L : R™ — R" je linedrni zobrazeni s normou || L] < M.
Necht 0 <r < p a@=10,p|". Potom
M(L(Q) + B(0,7)) \ L(Q)) < 2nCpM"~p" 11,
kde C,, je konstanta z lemmatu 15.10.
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Diikaz. Necht z € (L(Q)+ B(0,7))\ L(Q). Potom existuje z € @ tak, ze |x — Lz| < r. Na usetce spojujici
L~ 'z a z najdeme bod 2/, ktery lezi na hranici Q. Mizeme predpokladat z = 2. Tedy

(L(Q) + B(0,r)) \ L(Q) € [ JL(S) + B(z,7)),
S

kde S probiha vSechny stény krychle @, kterych je 2n. Tedy
A(L(Q) + B(0,7) \ L(Q)) < 2nCp M™ ™ p" "ty
O

15.12. Véta (o substituci-nerovnost). Necht G C R™ je oteviend mnozina a ¢ : G — R™ je spojité
diferencovatelné zobrazeni. Necht E C G je mé¥itelnd mnozina. Potom

(o)) < /E T(t) dt.

Diikaz. Muzeme piedpokladat, ze E je omezend a E C G, jinak bychom E rozlozili na spocetny systém
disjunktnich mnozin, pro které by dodatecny predpoklad platil. Zvolme ¢ > 0. Najdeme omezenou
otevienou mnozinu U C G tak,ze ECU CU C G a

(39) /U|J<p(t)|dt§/E|Jgo(t)|dt+E.

Funkce Jy a ¢’ jsou stejnomérné spojité na U. Najdeme tedy konstantu M a polomér § > 0 tak, aby
pro vSechna s,t € U platilo

s —t] <6 = [Tp(s) — Jo(t)| <&,
(40) s —t] <6 = [l¥'(s) — ' ()] < %
e’ (8)]| < M.

Rozdélime U na po dvou disjunktni sjednoceni krychli
U=]Ja,
J

kde kazda krychle @; ma prumér mensi nez 6. Ozna¢me z; vrchol krychle @);, p; délku jeji hrany a
Lj = ¢'(2j). Necht t € Q;. Potom

() = olz5) = L(t = 2))| < | / 1 d%(@(zj €= 29) = 0(25) = Ly(g(t — 24))) de|
-1/ ey € )t~ 2) — Lyt~ 2) ]

1
< [ 16+t =)~ Lyl -l
< €pj-
Tedy
0(Qj) C () — Lz;) + L;j(Q)) + B(0, ep;).-
Z posunuté verze lemmatu 15.10, z lemmatu 15.8 a odhadu (40) dostaneme

C(0(Q))) < MLj(Qy)) + 2nCr(Mpj)"'ep;

:/ (JLj +2nC, M" ') dt

J

< / (Joo(t) + (1 + 2nC, M™ 1)e) dt.
Q

J

Settenim pies j a pouZitim (39) dostaneme
C(p(E)) < ZE*(@(Qj)) < / (Jo(t)+(142nC, M™ 1)e) dt g/ Jo(t) dt+e+(14+2nC, M"Y e MN(U).
; U E

Limitni pfechod € — 0 dava pozadovanou nerovnost. O
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15.13. Véta (Sardova). Necht G C R™ je oteviend mnoZina a ¢ : G — R™ je spojité diferencovatelné
zobrazeni. Necht

Z={teG: Jy(t) =0}
Potom \p(Z)) = 0.

Diikaz. Tvrzeni je ziejmym dusledkem piedchozi véty 15.12. |

Diikaz véty o substituci. MuZzeme piedpokladat, ze M = ¢(G), tedy uvazujeme méfitelnou funkci u na
©(G). Také muzeme predpokladat, Ze funkce u je nezaporna. Jestlize zobrazeni ¢ je regularni a prosté,
podle véty o inverznim zobrazeni je inverzni zobrazeni téz regularni a prosté. Necht E C G je borelovska
mnozina. Potom ¢(E) je také borelovskd mnoZina, nebot zobrazeni ¢! je spojité. Podle véty 15.12
méme

AMp(E)) < /E | Jo(t)| dt.

Odtud také dostaneme, ze obraz A-nulové mnoziny je A-nulovd mnozina. Mame-li tedy nezédpornou mé-
fitelnou funkci f : G — R, pak postupné dostaneme méfitelnost funkce f o p~! a vzorec

(41) / o [N /G £(t) 1 7(t)] dt.

Tvrzeni uz jsme dokézali pro charakteristickou funkci méfitelné mnoziny a odtud obvyklym postupem

pfes jednoduché funkce plyne pro kazdou nezapornou méfitelnou funkeci. Vyménime-li role ¢ a ¢! a

uvazujeme-li nezdpornou méfitelnou funkei v na ¢(G), dostaneme méfitelnost funkce v o ¢ a vzorec
(42) [ etenars [ @)t @)ds
G »(G)

Uvazime-li, ze

T nGem) T
(x)/|J (™) (x)| v (42), dostaneme

polozime-li f(t) = u(p(t)) v (41) a v(zx)
) G

=u
/ (@) de = [ u(p(®) [Te()] de,
(G
coz jsme méli dokazat. |

16. LEBESGUEOVY PROSTORY

16.1. Definice (Norma). Pfipomefime, Ze norma je nezédpornd kone¢né funkce || - || : w — |ul na
lineArnim prostoru X, ktera spliiuje axiomy

(N-1) |lu]| =0 <= u=0, u€eX,

(N-2) [[Aul| = [A[[Jul|, — weX, XeR,

(N-3) JJlu—+v| <|ul + vl u,v € X (trojuhelnikova nerovnost).
(zde se budeme zabyvat je redlnymi linedrnimi prostory, v komplexnim linedrnim prostoru by A muselo
probihat C). Kazdu normovanyg prostor (tj. linearni prostor vybaveny normou) se povazuje za metricky
prostor se vzdalenosti x,y — ||z — y||.

16.2. Definice (LP-normy). Nechf (X,S,p) je prostor s mirou. Je-li u p-méfitelnd funkce na X a
1 < p < o0 je redlny exponent, definujeme

fuly = ([ 1ulan) ™

lu|loo := inf{C’ >0:|u|] < C skoro véude}.

Dale definujeme

Uvidime, ze funkce || - ||, || - [0 spliuji vlastnosti normy az na jednu: |ju|| = 0 znamen4, ze u = 0 skoro
viude, coz nemusi implikovat u = 0 (tj. aplné v8ude). Necht p € [1,+o0]. Zavedme docasné prostor
LP(X) viech p-métitelnych funkei u na X, pro néz |ju|l, < co. Na LP(X) uvazujme ekvivalenci

u ~ v jestlize u = v skoro v§ude.
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Abychom vyhovéli vem axiomim normovaného linearniho prostoru, méli bychom definovat prostor
LP(X) = LP(X,S, u) jako “faktorprostor”
LP(X) = LP(X)/ ~

Faktorizace je jedna ze zékladnich operaci obecné teorie mnoZin. Znamena to, Ze prvky prostoru LP(X)
jsou t¥idy navzajem ekvivalentnich prvka. Je-li u € £P(X), ozna¢me

[u] ={velP(X): v~ u},
potom
LP(X) =A{[u] : vwe LP(X)}.
Na prostorech LP je zapotiebi zavést algebraické operace, usporddani a normu, neboli napft.

[u] + [v] == fu+o], u]llp = [lullp

[u] < [v], kdyz existuji @ € [u] a © € [v] tak, ze & <

V matematické literatuie se tento formalismus nepouZziva a dava se prednost méné presnému, ale pie-
hledng&jsimu vyjadfovani. Toho se budeme drzet i my. Namisto dvou prostori £P a LP budeme pouzivat
jen jeden prostor znaceny LP, jehoZ prvky budou funkce. Budeme mluvit o LP-normé funkci, i kdyz to
norma neni. Dilezité je, zZe “vime, jak to spravit”’, pokud bychom se chtéli odvoldvat na obecnou teorii
normovanych prostort.

LP-norma spliuje vSechny axiomy normy az na vyse zminénou konvenci. Ovéfeni je trividlni s vyjimkou
trojihelnikové nerovnosti pro 1 < p < 4+o00. Tuto dokidzeme nize pod nazvem “Minkowského nerovnost”.

16.3. Vé&ta (Youngova nerovnost). Jsou-li a,b >0, p,q € (1,00), pg = p + q, pak

a? bl
ab < — + —.
p q
Diikaz. Pro a = 0 nebo b = 0 je dukaz trividlni. Jinak z konkavity logaritmu dostavame, ze
aP  b? 1 1
In(— + —) > —In(a?) + = In(b?) = In(abd).
( i ) ’ (a”) . (b) = In(ab)

O

16.4. V&ta (Holderova nerovnost). Jsou-li u,v pu-méritelné funkce na X, p,q € (1,00), pg = p+ q, pak
[uvlly < flullpllvllg-

Rovnost nastdvd, prdvé kdyz ezistuji a,b € [0,00) (aspori jedno z nich nenulové) tak, Ze alulP = b|v|?
skoro vSude.
Diikaz. Oznacme

s = llullp, t=lvlg

Miuzeme piedpokladat, ze funkce u, v jsou nezédporné a ze 0 < s < 00, 0 < t < co. Potom pro skoro kazdé
x € X mame z Youngovy nerovnosti

Zintegrovanim podle = dostaneme

1 1 1
— wdp < — 4+ —=1.
st Jx P q

Tvrzeni o rovnosti dostaneme analyzou dukazu. O

16.5. V&ta (Minkowského nerovnost). Jsou-li u,v mévitelné funkce na X, p € (1,00), pak

le +0llp < flullp + [[o]l,p-
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Dikaz. Muzeme piedpokladat, ze 0 < ||ul|, < oo, 0 < ||v||, < co. Pro skoro kazdé z € X mame
» 2\ P
[u(@)] < (lu@)? + o@)")
» 2\ P
o(@)] < (Ju@)P + @)

tedy po seCteni a umocnéni na p

u(@) + v(@)” < (Ju(@)] + o))" < 2°(Ju(@) ] + o)),

takze |lu+ v/, < co. S pomoci Holderovy nerovnosti, kde definujeme g = ]%, dostaneme

/|u—|—v|pd,u§/ |u—|—v\p71|u|du+/ lu + v|P~ o] dp
p's p's X

(43) < ([ o) ([ e an)”
N (/X |u+v|pd,u)1/q(/X |v|pdu)1/p.

Jelikoz
1/q
0<(/ |u—|—v|pdu) < 00,
b's
miZzeme timto vyrazem vydélit ob& strany nerovnosti (43) a dostaneme pozadovany vysledek. O
16.6. V&ta (Uplnost prostorit LP). Necht {f;} je posloupnost proki LP(X), cauchyovskd v normé || ... |,.

Pak existuje f € LP(X) tak, Ze ||f; — fll, — 0. Ddle existuje posloupnost {g;} vybrand z {f;} tak, Ze
g; — f p-skoro vsude.

Diikaz. Dikaz provedeme pro p < oo; piipad p = oo je odlisny a snadné&jsi. Jelikoz {f;} je cauchyovska

posloupnost, lze z ni vybrat posloupnost g; tak, Ze pro viechna j = 1,2,... plati
(44) g1 — g5l <277
Polozme
hi = |g1l + g2 — g1l + - + gk — gr—1l,
h = lim hy
k—o0

Z trojuhelnikové nerovnosti pro LP-normu a (44) dostaneme
k-1

Illy < llgilly + > llgi+1 — gillp < lgallp + 1.
j=1

Podle Leviho véty 4.13 a predchoziho odhadu je
[ dn =g [ w2 =l < (ol + 17
X ko Jx k

Funkce hP je tedy integrovatelnd a tim spi§ skoro vSude konecna (viz véta 4.8 (c)). Uvazujme bod =z,
v némz h(z) < oo. Potom fada

g1(z) + Z(gjﬂ(ﬂc) — gj(x))
j=1
konverguje, nebot konverguje fada absolutnich hodnot. Tim jsme dokézali existenci limity
f(2) = lim g;(x)
j—o0
v kazdém takovém bodé x. Lebesgueova véta 6.2 s majorantou h? dava
tim [ 17 =g du= [ Jim |7 - g du=0.
j—oo Jx x J—oo
Znovu pouzijeme, ze {f;} je cauchyovskd posloupnost, a dostavame
1f = Fille < I = g5llp + llg; = Fillp = 0.
Tvrzeni o konvergenci skoro v§ude jsme dokézali v priitbéhu. O
16.7. V&ta (Hustota jednoduchych funkei). Jednoduché LP-funkce jsou husté v LP(X), 1 < p < co.
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Dikaz. Necht f € LP(X). Chceme najit posloupnost {f;} jednoduchych funkei tak, aby || f; — f|l, — O.
Mizeme piedpokladat, ze f > 0. Podle véty 3.12 existuji jednoduché funkce f; > 0 tak, ze f; 7~ f.
Z Lebesgueovy véty 6.2 (majoranta |f|P) dostaneme

/ |fj — fIP dz — 0.
X

17. DERIVOVANI A ROZKLAD MER

17.1. Definice (Absolutni spojitost a singularnost). Necht (X, S) je méfitelny prostor. Necht u a v jsou
miry na S. Rekneme, 7e v je absolutné spojitd vzhledem k i, 7naceni v << p, jestlize pro kazdou F € S
plati

(45) wE)=0 = v(E)=0.
Rekneme, 7e v a 1 jsou navzajem singuldrni, znafeni ulv, jestlize existuji X,, X5 € S tak, ze
(46) X =X,UX;, w(Xs) =v(X,) =0.

17.2. Definice (Mira s hustotou). Necht (X, S, 1) je prostor s mirou a f je nezaporné p-méfitelna funkce
na X. Polozme

IJ(E):/Efdu7 EeS.

Potom v je mira, ktera se nazyva mira s hustotou f (vzhledem k p). Naopak f se v této situaci nazyva

hustota nebo Radon-Nikodgmova derivace miry v (vzhledem k p1) a znadi Z—Z. Ma4-li v hustotu vzhledem

k u, pak v je zfejmé absolutné spojita. Opak plati také, ale neni jiz tak snadny, je to tvrzeni hlavni véty
kapitoly, véty 17.4.

17.3. V&ticka. Necht p, v jsou o-konetné miry na (X,S) a f = j—l’:. Potom pro kazdou p-méfitelnou

funkci g na E € S plati
/ gdv = / gf dp,
E E

pokud integral aspoil na jedné strané ma smysl.

Diikaz. Pro charakteristické funkce to plati a piechod pres jednoduché a nezaporné méfitelné funkce
k obecnému piipadu kopiruje konstrukci integralu. O

17.4. Véta (Radon—Nikodymova). Necht (X,S,u) je prostor se o-konecnou mirou a v je o-koneénd
mira na S. Necht v << p. Potom existuje privé jedna (aZ na modifikace na mnoZindch p-miry nula)
u-meritelnd funkce f tak, Ze

W) = [ fdu
E
pro kaZdou E € S, neboli f = g—;. Pokud v je konecénd, f je u-integrovatelnd.

Diikaz. Dukaz provedeme v piipadé, Ze obé miry jsou kone¢né, obecny piipad se dostane ze specidlniho
rutinnimi rozdélenim na podmnoZiny, na nichZ jsou obé& miry kone¢né, definovanim f na kazdé z nich a
slepenim.

Polozme o = i + v a definujme funkcionél J na L?(o) = L?(X, S, o) pfedpisem

J(v):/ v2d0—2/ vdv.
e X

J(u) = min{Jv: v € L*(0)}.
Motiv je nasledujici: Kdyby existovala funkce w = g—(’;, pak by bylo podle véticky 17.3

J(v):/ |v—w\2d0—/ wszZ—/wzda, v e L*(o)
X X X

J(w) =— /X |w|*do = min{Jv: v e L*(o)}.
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Polozme tedy
s=inf{Jv: v € L*(o)}.
Nejprve ukazeme, ze s > —oo. Jelikoz

/vdu < /|v\d1/ S/\U\dd, ve L (o),

J(v) > /X(|v|2 9] do = /X (o) =1 ~1) do > —0(X) > —00,  ve L*(o).

Uvazujme tzv. minimizujici posloupnost, posloupnost {u;}; funkei z L?(o) spliiujicich

je

Necht i,j € N, potom

J(uj) — s.
2 2
(47) 2/ da+2/ daz/ |ui|2da+/ luj|? do
p's X p's X
a

(48) —4/ uj+uidu:—2/ ujdy—2/ u; dv,
x 2 X X

seCtenim (47) a (48) dostaneme

Uj — Us Uj + U;

a2 . .
2/ e A} d0+2J(M) = J(uj) + J(u;).
X 2
Odtud
5/ |u; — ;| do = —2J(#) () 4 J(u) < —25 + J(ug) + J(u;) = 0
X

pro 4,7 — oo. Tedy posloupnost {u;}; je cauchyovskd v normé L?(c) a podle véty 16.6 existuje limita
u posloupnosti {u;}; v L?(c). Podle této véty téZ miZzeme piedpokladat, ze u; — u skoro viude (jinak
pfejdeme k podposloupnosti). Potom Fatouovo lemma dava

/|u|2d0§hmlinf/ luj|? do
p's iJx

a s pomoci Holderovy nerovnosti (véta 16.4)

1/2 1/2
‘/ ujdz/—/udy‘g/ |uj—u\dl/§/ \uj—u|d0§</ |uj—u|2do> (O’(X)) — 0.
X X b'e X X

Tedy
s < J(u) < liminf J(u;) = s.
j

Dokéazali jsme, Ze u je minimizér J. Pro kazdou v € L?(0) a t > 0 mame

J(u+tv) —J to]* — |ul? tv —
0< (utt) O :/ wda—?/ wdl/:/(mw—t?ﬂ)da—/ 2vdv.
t X t X t X X

Limitni pfechod ¢ — 04 dava
/ uv do > / vdv.
X X

Zvolme E € § a aplikujme piedchozi odhad v = X, dostaneme

/Euda =v(E).

Tedy nasli jsme zatim v = g—;. Necht F' € S a v > 1 na F. Potom

WF) = [ wdo > o(F) = v(F)+ (P,

tedy u(F) = 0 a z absolutni spojitosti v dostavame téz v(F) = 0 a o(F) = 0. Tedy u < 1 o-skoro vSude.

Jesté jednodussi je ukazat, ze u > 0 o-s.v., to ponechame ¢tenafi. Nyni polozme

1 U

1—w’ = 1—u
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Potom podle véticky 17.3 plati

/Efdu—i-/Efdl/:/Ede:/Eugdcf:/Egdz/.

Polozme X, = {g <k}, k=1,2,.... Potom f, g jsou omezené méfitelné na Xy, a tudiz miaZeme ode&ist

/ fdu=/ (9= f)dv=v(ENXg).
ENXy ENXy
Limitni pfechod X " X déava

/fdu:V(E), Eecs,
E

neboli f = %' Tim jsme dokéazali existenci, tvrzeni o jednoznacnosti je snadné. O

17.5. Véta (Lebesgueova o rozkladu). Necht (X,S, ) je prostor se o-konecnou mirou a v je o-koneénd
mira na S. Potom existuje prdve jeden rozklad v = v, + vs, kde v, a vs jsou miry na (X,S), v, << u a
vs L.
Diikaz. Dukaz provedeme podrobné opét jen v piipadé, kdy p a v jsou konecéné.

Existence: Jako v diukazu véty 17.4 najdéme u = g—(’;, kde 0 = pu + v. Polozme

Xo={u<1}, Xs ={u=1},
Definujme miry v, a v, predpisem
vo(E) =v(ENX,), vs(E)=v(ENXj), EeS.

Potom
vs(Xe) =v(XsNX,) =0,

W(Xy) = o(Xs) — v(Xs) = o(X,) — /X udo =0,

tedy p a vg jsou navzajem singularni. Necht nyni F € S, u(E) = 0. Pfedpokladejme, 7e v,(F) > 0.
Potom i o(E) > 0 a u(ENX,) =0 a tudiz
vo(E)=v(ENX,) = / udo <o(ENX,) =wENX,) +v(ENX,) =v(ENX,) =v,(E).
ENX,
To je spor, takze v,(E) =0 a v, << p.

Jednoznacénost: Bud u = g—g a bud v = v, + v, rozklad v na absolutné spojitou a singularni ¢ast.

Potom existuje disjunktni rozklad X = X,UX, kde X,, X € S avs(X,) = p(Xs) = 0. Jelikoz v, << p,
je v4(Xs) = 0. Rozklad tedy musi byt tvaru
vo(E)=v(ENX,), vs(E)=v(ENX,), EE€S.
Jei E€S, EC X, pak u(F) =0, v(E) =0(E), tedy u =1 o-s.v. na E. Naopak
o({u=1}\ X;) =o({u =1} NXa) = v({u =1} N X,),

tedy
p{fu=1}NnX,)=0

V({u = 1} mXa)) = Va({u = 1} mXa) =0.

Odtud o({u = 1} \ X;) = 0, tedy X, se li&i od {u = 1} nejvy§ o mnoZinu o-miry nula a rozklad tedy
musi byt stejny jako rozklad popsany v existenéni Casti. |

17.6. Definice (Absolutné spojita a singularni ¢ast). Mife v, z véty 17.5 se fika absolutné spojitd cdst
miry v a mife v, := v — v, se fika singuldrni éast miry v. Rozkladu v = v, + v, se fikd Lebesguetiv rozklad
miry v.

17.7. Definice (Spojité a diskrétni miry). Necht (X,S,u) je prostor s mirou. Pfedpokladejme, ze S

obsahuje v8echny jednobodové mnoziny. Rekneme, Ze mira u na S je
e spojitd, jestlize p({x}) = 0 pro vSechna = € X,
o diskrétni, jestlize existuje spoCetnd mnozina S C X tak, ze u(X \ S) = 0.
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17.8. V&ti¢ka (Charakterizace diskrétnich mér). Mira u je diskrétni, pravé kdyZ existuje spocetnd mno-
Zina S C X tak, Ze
wE)= Y u({z}), Ees.
zeENS

Diikaz. Dikaz je ziejmy. (|

17.9. Véta (Rozklad miry na spojitou a diskrétni ¢ast). Necht (X, S, 1) je prostor se o-konecnou mirou.
Predpoklidejme, Ze S obsahuje vSechny jednobodové mnoziny. Potom existuje rozklad

= fhe t pds
kde p. je spojitda a g je diskrétni.

Diikaz. Polozme

S = {w: u({x}) > 0}.
Jelikoz p je o-konecné a jednobodové mnoziny jsou méfitelné, mnozina S je spoCetna a méfitelné. Defi-
nujme miry p. a pug predpisem

pe(E) = w(E\S), pa(E)=p(ENS), EeS.
Ziejmé . je spojitd a pg je diskrétni. O
18. ZNAMENKOVE MIRY

18.1. Definice (Znaménkova mira, vektorova mira). Necht (X,S) je méfitelny prostor a V.= (V,|-]) je
normovany linedrni prostor (dale jen “NLP”). Mnozinova funkce v : § — V se nazyva vektorovd mira na
S, jestlize spliwuje

(ZVM-1) v(0) =0,

oo
(ZVM-2) jestlize A; € S, j =1,2,..., jsou po dvou disjunktni, A = |J A;, potom
j=1

o0
v(A) =" v(4)).
j=1

SouCet v (ZVM-2) se chape ve smyslu konvergence ¢aste¢nych sou¢ti v normé prostoru V. V dalsim se
budeme zabyvat pfedeviim znaménkovymi mérami, tj. “vektorovymi” mérami s hodnotami v R. Jelikoz
R je také normovany linedrni prostor, mtizeme znaménkové miry chapat jako zvlastni pfipad pravé
definovaného pojmu. Nékdy se pro znaménkovou miru pouZiva termin ndboj, nebo redlnd mira. Také se
hojné studuji komplexni miry, tj. s hodnotami ve V = C. Oproti mife, znaménkova mira muze nabyvat i
zapornych hodnot, ale nesmi nabyvat hodnot 400, —oco.

Snadno nahlédneme, Ze systém v8ech znaménkovych (nebo vektorovych) mér tvoii vektorovy prostor.

Omezeni na kone¢né hodnoty vylu¢uje Lebesgueovu miru nebo nékteré mnozinové funkce, které lze
ziskat jako rozdily nezdpornych mér. Lze uvaZovat zobecnéni znaménkovych mér, které zahrne i tyto
pripady, ale zde se tim nebudeme zabyvat.

18.2. Priklady. (a) Je-li f p-integrovatelna funkce, pak

E— / fdu, Ees
E
je znaménkova mira.
(b) Jsou-li i, v kone¢né miry, pak u — v je znaménkova mira.

18.3. Definice (Variace vektorové miry). Necht (X, S) je méfitelny prostor a v je vektorovd mira na S.
Pro F € S definujme

V|(E) = Sup{z |v(E;)|: E; € S jsou po dvou disjunktni, UEj C E}
J J

Mnozinova funkce |v| se nazyva variace vektorové miry v. V definici variace neni podstatné, zda uvazu-
jeme konecné ¢i nekonecné soucty. Také mizeme uvazovat jen takové soucty, Ze sjednoceni mnozin F; je
celé F.

18.4. Véta (Variace miry je mira). Necht (X,S) je méritelny prostor a V je NLP. Necht v : S — V je
vektorovd mira na S. Potom |v| je mira na S.
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Dikaz. Uvazujme posloupnost {E;} po dvou disjunktnich méfitelnych mnozin a jejich sjednoceni E.

Jsou-li ‘
> u(E))

dolni soucty k |v|(E;), j =1,2,..., pak

/L’J
je dolni soucet k |v|(E). Odtud
(49) VI(E) =) [VI(E)).
j=1
Naopak, bud
> (A
k

dolni soucet k |v|(E). Potom z (ZVM-2) dostaneme

(A = 1) (AN E)) <Y Wl(ANE)), k=12,
J J
z (49) plyne
S OWIARNE) < V[(B)),  j=1,2....
k

Tedy

Z|uAk|<Z(Z|V| AN E)) =3 (X Iwlaen £)
SZM

Pfechodem k supremu pies v8echny dolni soucty k |v|(E) dostavame

(50) VI(B) < D IvI(E;)

J
Z (49) a (50) plyne, Ze |v| je mira. O
18.5. Lemma. Necht (X,S) je méfitelny prostor a v = (v1,...,1,) : S — R™ je vektorova mira. Necht

v je omezena na podmnozinach A € S. Potom |v|(A) < oco.
Diikaz. Necht C = sup{|v(B)|: B € S, B C A}. Mé&jme rozklad {Ax}}’, mnoziny A. Ozna¢me
={k:v;i(Ag) >0}, M; ={k:vi(A;) <0}, i=1,...,n

Potom
IDIZERED B HIZIEN N=3( 2 wlan— 3 n(4w)
k=1 k=1i=1 =1 kem; keM,
= Z(yz( U Ak) —I/z( U Ak>) S 2Cn.
i=1 keM; keM;

Pfechodem k supremu pies v8echny dolni soucty k |v(A)| dostaneme
lv|(A) < 2Cn.
O

18.6. Lemma. Necht (X,S) je méfitelny prostor, v : S — R™ je vektorovd mira a A € S. Jestlize

|v|(A) = oo, potom existuje B € S tak, ze BC A, [v(B)|>1a |v|(A\ B) =

Diikaz. 7 lemmatu 18.5 vime, Ze v neni omezend na podmnozinich A, tedy existuje £ € S tak, ze £ C A

a|v(E)| > |v(A)|+1. Potom oviem |v(E)| > 1 a z trojuhelnikové nerovnosti |[v(A\ E)| = |[v(A) —v(E)| >

[v(E)| — [v(A)| > 1. Aspoii jedna z mnoZin E, A\ E musi mit nekone¢nou variaci |v|, ta druhé z nich

spliuje pozadavky kladené na B. 0
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18.7. Véta (o variaci). Necht (X,S) je mé¥itelny prostor, V je mormovany linedrni prostor konecné
dimenze a v je vektorovd mira na S. Potom |v|(X) < oo.

Diikaz. MuZeme predpokladat, ze V = R™. Pro spor pfedpokladejme, Ze |v|(X) = oc. Podle lemmatu 18.6
najdeme By € S tak, ze [v(B1)| > 1 a |[v|(X \ By)| = co. Podobné v mnozing X \ B; najdeme By € S
tak, ze |v(Bs2)| > 1 a |[v|((X \ B1) \ B2) = oo. Takto postupné zkonstruujeme posloupnost po dvou
disjunktnich S-méFitelnych mnozin {By} tak, ze |v(By)| > 1, k = 1,2,.... Z axiomu (ZVM-2) ale ma

byt
v({JBr) =) v(Bu),
k k
coz neni mozné, protoze ta suma vibec nekonverguje. O

18.8. Definice (Jordanuiv rozklad znaménkové miry na kladnou a zapornou ¢ast). Necht (X, S) je méfi-
telny prostor a v je znaménkova mira. Potom existuje (pravé jedna) dvojice (v™, ™) (nezédpornych) mér
na (X,S) tak, ze
v(E)=vt(E)—-v (E), EE€S,
V|(E)=vT(E)+v (E), EE€S.
Mira vT se nazyva kladnd ¢dst v, mira v~ se nazyva zdpornd ¢dst v a rozklad v = v
Jordantiv rozklad. Miry v* a v~ dostaneme ze vzorcti
_ Yl(E) + (B _ YI(B) — u(B)
2 ’ 2 ’
18.9. Definice (Integrovani podle znaménkové miry). Necht v je znaménkova mira na (X,S) a f je
S-méfitelnd funkce na D € S. Definujeme

/Dfdu:/Dfdy*—/Dfdzf

18.10. Definice (Hahnuv rozklad znaménkové miry). Necht v je znaménkova mira na (X,S). Dvojici
(P, N) mnozin z S nazveme Hahniv rozklad X podle miry v, jestlize PUN = X, PNN = { a pro
kazdou E € § mame

(51) ECcP = v(F)>0, ECN = v(E)<O0.

T — v~ se nazyva

v (E) v (E) E € S.

pokud rozdil vpravo mé smysl.

18.11. Véta (Existence Hahnova rozkladu). Necht v je znaménkovd mira na (X,S). Potom ezistuje
Hahniiv rozklad X podle v.

Diikaz. Necht f = dLﬁ, g= flill’—y_l a polozme

d|lv
P={f>g}, N={f<yg}
Pro kazdou E € S dostaneme

ECcP = V(E):VJF(E)fV*(E):/E(f—g)d|1/|ZO,

ECN = V(E):1/+(E)—V7(E):/E(ffg)d|u\SO.

19. MERITELNA ZOBRAZENI A OBRAZ MIRY

19.1. Definice (Mgfitelné zobrazeni). Necht (X,S), (Y, T) jsou méfitelné prostory a D € S. Rekneme,
7e f: D — Y je méritelné zobrazeni, presndji, méfitelné zobrazeni (D C X,S) — (Y, T), jestlize pro
kazdou F € T je f~1(E) € S.

19.2. Véticka (Skladani méfitelnych zobrazeni). Necht (X,S), (Y, T), (Z,U) jsou méFitelné prostory,

f je méritelné zobrazeni (X,S) — (Y, T) a g je mé¥itelné zobrazeni (Y, T) — (Z,U). Potom go [ je

méritelné zobrazeni (X,S) — (Z,U).

Diikaz. Dikaz je ziejmy. (|
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19.3. Véticka (Méfitelnost-postacujici podminka). Necht (X, S), (Y, T) jsou méfitelné prostory, D € S.
Necht G C 2Y, T = o(G). Potom f : D — Y je méFitelné zobrazeni, privé kdyz pro kazdou E € G je
fYE)€S.

Diikaz. Systém mnozin F := {M CY : {f € M} € S} je zfejmé o-algebra obsahujici vechny mnoZiny
z G. JelikoZ T je nejmensi o-algebra s takovou vlastnosti, je nutné 7 C F. ]

19.4. Poznamka. Meéfitelné funkce jsou zvlastni pripad méfitelnych zobrazeni. Snadno nahlédneme, ze
S-méfitelné funkce na X jsou pravé méFitelnd zobrazeni (X, S) do (R, B(R)) viz. véticka 3.7. Specialné,
lebesgueovsky méfitelné funkce jsou méfitelna zobrazeni (R, M) — (R, B(R). V§imnéte si a zapamatujte,
ze pro proménnou a funkéni hodnoty pouzivame rizné o-algebry. To ma za nésledek, Ze slozeni dvou
mé&fitelnych funkei redlné proménné nemusi byt meéfitelna funkce a inverzni funkce k meéfritelné funkci
nemusi byt méfitelna. Méfitelna zobrazeni (R, ) — (R, 9) nemaji valny prakticky vyznam.

19.5. Pf#iklad. Necht ¢ je Cantorova funkce a C Cantorovo diskontinuum z piikladu 22.12. Funkce
Y(x) = p(x) + x zobrazuje [0,1] \ C' na mnoZinu miry 1, tedy obraz ¥ (C) musi mit miru 1. V kazdé
mnoziné kladné miry existuje neméfitelnd mnozina, bud M neméfitelnd podmnozina ¢ (C). MnoZina
N =~ Y(M) je nulov4, tudiz méfitelna. Bud g inverzni funkce k ¢ a f = xn. Potom f je méfitelna, g
je spojita, ale f o g = xas je neméfitelnéa.

Nyni predpokladejme, 7e N ma mohutnost kontinua. Necht bijekce u intervalu [0, 1] na [0, 2] splyva
s ¢ na [0,1] \ C, ale zobrazuje n&jakou borelovskou podmnozinu mnoziny C na M. Potom u zstava
méfitelné, protoze se od méfitelné ¢ li¥i jen na mnoziné miry 0, aviak «~! neni méfitelné zobrazeni.

19.6. Definice (Obraz miry). Necht (X,S), (Y, 7T) jsou méfitelné prostory, 4 je mira na (X,S) a f je
mé&Fitelné zobrazeni (X, S) do (Y, T). Potom mnozinova funkce

f): B p(fH(E), E€eT

se nazyva obraz miry L.
Obraz miry je zfejmé mira.

19.7. P¥iklad. Necht G C R" je oteviend mnozina a f : G — R" je prosté regularni zobrazeni, G' =
f(G). Definujme miru p na R™ predpisem
w(E) = / Jf(x)dx, Een.
E
Potom f(u) splyva s A na G.

19.8. Poznamka. Necht (X,S), (Y,T) jsou méfitelné prostory, v je mira na (Y,7) a f je méfitelné
zobrazeni (X,S) do (Y, T). Vzorec

p(A) = v(f(A4))
nemusi definovat miru na (X, S). Pfedev$im nemame zaruceno

(52) AeS = f(A)eT.

I kdyby (52) bylo splnéno, p nemusi byt aditivni, kdyZ f neni prosté. S jistou davkou opatrnosti se déa
uvazovat o vzorci

(53) MM=ANMAww

kde N(f, A,y) je poCet prvki mnoziny {x € A: f(z) = y}. Vzorec (53) ma Sanci definovat miru, pokud
nejsou problémy s méfitelnosti.

19.9. Vé&ticka (o obrazu miry). Necht (X,S,un), (Y, T,v) jsou prostory s mirou, f je mé¥itelné zobrazeni
(X,8) do (Y,T) av= f(n). Potom pro kaZdou T-méFitelnou funkci u na'Y je

[ i) = [ aria) duto)

X

pokud asponi jedna strana md smysl.

Diikaz. Dikaz je rutinni zaleZitost (pfes charakteristické funkce, jednoduché funkee, ...). |
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20. MIRY NA TOPOLOGICKYCH PROSTORECH

20.1. Definice (Radonovy miry). Necht (S, u) je Gplnd mira na lokilné kompaktnim Hausdorffové to-
pologickém prostoru X (je moZzno si predstavit otevienou nebo uzavienou podmnozinu R™). Rekneme,
ze u je Radonowva, jestlize plati:
(R-1) Je-li K C X kompaktni, pak K € S a pu(K) < oo,
(R-2) Je-li E € S, pak p(E) = sup{u(K): K C E, K kompaktni}.

Necht (S,v) je tplnd znaménkova mira na lokalné kompaktnim Hausdorffové topologickém prostoru
X. Rekneme, 7e v je Radonova znaménkovd mira, jestlize v+ a v~ jsou Radonovy miry.

20.2. Poznamky. Misto vnitfni regularity se v nékteré literatuie pozaduje “vnéjsi regularita”; tj. ze
mira meéfitelné mnoziny je infimum mér otevienych nadmnozin. V nasi obecnosti to vyjde nastejno, ale
v obecnéjsich topologickych prostorech tim vznikd nejednoznacnost v chapani pojmu Radonovy miry.

V naSem vykladu pozadujeme tplnost Radonovy miry, ani v tomto neni obecné uzivana terminologie
zajedno.

Prikladem miry, kterd neni Radonova je tzv. k-rozmérna Hausdorffova mira v R"™ pro 0 < k < n. Tato
mira méfi homogenné mnoziny nizsi dimenze, napf. “plochy” nebo “fraktaly”. Kdyz se vSak omezime na
podmnoZiny pevné plochy, muZeme tak dostat Radonovu miru (napfiiklad “povrchovou miru na sfée”) a
aplikovat vysledky této kapitoly.

20.3. Definice (LS funkce intervalu). Ptipomenme, ze Z = Z, je systém vSech omezenych n-rozmérnych
intervala v R™ a H = H,, je systém vSech poloprostort tvaru {x € R™: x; < ¢}, kde i € {1,...,n} a
¢ € R™. Funkci m: Z — [0, 00) mazveme LS funkci intervalu, jestlize plati
(LS-1) Jestlize Q € Ta H € H,pak m(Q) =m(QNH)+m(Q\ H) am(Q) =m(QNH°)+m(Q\ H°)
(aditivita),
o0
(LS-2) Jestlize Q,Q; € Za Q C |J Qj, potom m(Q) < > m(Q;) (spotetna subaditivita).
j=1 j—oo
20.4. Poznamky. 7 aditivity plyne nasledujici: Jestlize Q, @; € Z, j = 1,...,m, intervaly @, jsou po
m
dvou disjunktni a Q@ = |J @Q;, potom

J=1
m
m(Q) =) m(Q;).
j=1
Uvazujme vlastnosti
(LS-2') Jestlize @; € Z, Q1 D Q2D ... a Q@; =0, pak lim m(Q,) =0.
j=1 j—o0

(LS-2") Jestlize Q; €Z,Q1 D Q2D ... a ﬁ Q; = Q, pak lim m(Q;) = m(Q).
j=1 j—o0

(LS—Z”’) Jestlize Qj €L, Q1 CQ2C... a -U1 Qj =(Q €I, pak gli{{olo m(QJ) = l’l’l(Q)
j=

Potom za pfedpokladu (LS-1) jsou vlastnosti (LS-2), (LS-2), (LS-2"), (LS-2"") ekvivalentni.
Ekvivalence (LS-2’), (LS-2") a (LS-2"”') je celkem snadné cvifeni. Z (LS-2) dostaneme (LS-2").
Chceme-li dokazat (LS-2) ze zbylych vlastnosti, postupujeme jako v dikazu véty 10.2.
Kazda LS funkce intervalu je jednoznacné ur€ena svymi hodnotami na polouzavienych intervalech
tvaru (ag,b1] X -+ X (ay, by].

20.5. Piiklad. Definujme na R mnozinovou funkci

m(7) = {1, I obsahuje pravé okoli nuly, et

0, I neobsahuje pravé okoli nuly,

Potom m je konec¢né aditivni, ale neni spoc¢etné subaditivni.

20.6. Definice (Lebesgue-Stieltjesovy miry). Jestlize p je mira, kterd vznikla z LS funkce intervalu
zakladni konstrukei, fekneme, Ze p je Lebesgue-Stieltjesova mira, nebo kratce LS mira (generované
mnozinovou funkeci m). V této kapitole ukdzeme, ze LS miry jsou pravé Radonovy miry v R™.

20.7. Véta (Uspésnost zakladni konstrukce). Necht m je LS funkce intervalu a (S, p) je vygenerovand
LS mira. PotomZ CS am=p naZ.
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Diikaz. Dikaz se dostane podobné jako v piipadé Lebesgueovy miry (kapitola 10). g

20.8. Lemma. Necht (S, p) je Lebesque-Stieljtjesova mira na R™ a E € S. Potom
(a) ke kazdému € > 0 existuje oteviend mnoZina G C R™ tak, Ze E C G a p(G\ E) < ¢,

(b)
w(E) =sup{u(K): K kompakini, K C E}.

Diikaz. Necht p je generovana LS funkci intervalu m. Potom existuji kompaktni mnoZiny X tak, ze
u(Xy) < oo alJ, Xp =R", napiiklad mizeme volit X = [k, k]™.
(a) Pfedpokladejme nejprve, ze u(E) < co. Zvolme € > 0 a najdéme horni soucet

Zm(Q_})’ j:1a2a"'a
J

kde Qj el EC Uij a
Zm(Qj) <m*(E)+¢e=u(E)+e.
J

Intervaly @; trochu zvétSime na oteviené intervaly P; D @Q; tak, Ze stéale plati

S u(Py) < u(E) +e.

Polozme
¢=p.
J
Potom G je oteviend a
w(G) <> u(Py) < p(E) +e,
J

takze

WG\ E) = pu(G) — p(E) <e.
V obecném piipadé najdeme mnoziny Ej konecné miry, k = 1,2,..., tak, ze E = |J, E) (napiiklad
E, = ENX}). Ke kazdé Ej, najdeme otevienou mnozinu Gy, C Ej, tak, ze u(Gy \ Ex) < 27F¢ a polozime

G =JGx
k

Potom

G\E c | J(Gk\ Er)
k

atudiz u(G\ E) < e.
(b) Vyjdeme z (a) a ptechodem k doplikim najdeme posloupnost F; uzavienych mnozin tak, Ze
w(E\ Fj) < 279, Uvazme, ze mnoziny F; N X}, jsou kompaktni podmnoziny E a ze
wE) = Sup u(Fy N Xp).
Js

O

20.9. Véta (Charakterizace méfitelnych mnozin). Necht (S, ) je Lebesgue-Stieljtjesova mira na R™. Je
ekvivalentni:

(i) E €S,
(ii) pro kazdé e > O existuji otevi‘end mnoZina G C R™ a uzaviend mnoZina F C R™ tak, 26 F C E C G
ap(G\F)<e,
(iil) ezistuji borelovské mnoziny P,Q C R"™ (pfesnéji, P typu F, a Q typu Gs) tak, 2¢ P C E C Q a
W@\ P)=0,

(iv) existuji borelovské mnoziny M, N tak, Ze u(N) =0 a EAM C N.
Diikaz. (i) = (ii): Podle lemmatu 20.8(a) najdeme otevienou mnozinu G a (pfechodem k dopliiku)

uzavienou mnozinu F' tak, ze

FCECG, pG\E)<ie, wE\F)<ie
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(ii) == (iil): Na zakladg (ii) najdeme uzaviené mnoziny F; a oteviené mnoziny G,, j = 1,2, ..., tak, ze
Fj CFEC Gj a M(Gj \F]) <277, Nyni staci polozit

r=JF, Q=[G
j=1 j=1

(iil) = (iv): Polozme M = P (nebo M =Q), N =Q\ P.
(iv) = (i): To je disledek uplnosti LS mér a méfitelnosti borelovskych mnozin. O

20.10. Véta. Necht (S,p) je iplnd mira na R™. Potom je ekvivalentni

(i) p je Radonova mira,
(ii) w je Lebesgueova-Stieltjesova mira (tj. existuje LS funkce intervalu m tak, Ze u je LS mira genero-
vand m).

Diikaz. Necht p je LS mira. Podle véty 20.7 je v S kaZdy interval, coZ nageneruje viechny borelovské
mnoziny, tim spi§ kompaktni mnoziny. Kazda kompaktni mnozina K se vejde do né&jakého omezeného
intervalu @, tedy p(K) < p(Q) = m(Q) < oo. Podle lemmatu 20.8 je 4 Radonova. Naopak, necht (S, p)
je Radonova mira na R™. Polozme

m(Q) :=pu(@), QeI

Necht (7,v) je LS mira generovan&d m. Potom podle véty 10.8 v = pu na Z a podle véty 124 je v = pu
na o-algebie generované intervaly, coZ je borelovska o-algebra. Zbyva ukizat, ze S =T a ze u = v na
neborelovskych podmnozinidch S. Je-li E € T, pak podle véty 20.9 existuji borelovské mnoziny M a N
tak, ze p(N) =0 a EAM C N. Vzhledem k tplnosti v je EAM € S a p(EAM) = p(N) = 0. Tudiz
EecSav(E)=u(E). Jeli E €S a @ €Z, najdeme podle definice kompaktni mnoziny K; C QN E a
Ly C Q\ E tak, ze u(K;) — n(@N E) a p(L;) — p(Q \ E). Polozme P =J; K;, R = J; L;. Potom P,
R jsou borelovské mnoziny, PC ENQ C QNR° av((QNR)\ P)=pu((QNR)\ P)=0. Tedy podle
véty 20.9 je ENQ € T. Odtud dostaneme ze E = | J, (E N [—k,k]") € T. O

20.11. Véta (Luzinova véta). Necht (S, u) je Radonova mira na R™, f: R™ — R je méfitelnd funkce a
e > 0. Potom existuje spojitd funkce g : R™ — R a oteviend mnozina G tak, e u(G) < e a f = g na
R™\ G.

Diikaz. Dukaz pouze naznacime. Usporadejme vSechny oteviené jednorozmérné intervaly s racionalnimi
konci do posloupnosti {Ij}; a ozna¢me

Ep = {.’L‘ eR": f(m) S Ik}
Podle véty 20.9 existuji oteviené mnoziny Gy, a uzaviené mnoziny Fy, tak, Ze Fj, C Ex C Gy a u(Gp\Fy) <

2= ¢, Polozme
G =G\ Fy).
J
Potom u(G) < € a f je spojitd na R™ \ G. Podle Tietzeovy rozsifovaci véty existuje spojita funkce
g:R"™ — R tak, ze g = f na R™ \ G, ta mé pozadované vlastnosti. O

20.12. Poznamka. Véta plati i pro obecné&jsi lokalné kompaktni prostory, zde se omezujeme na R",
abychom nemuseli pro Radonovy miry dokazovat vlastnosti uvedené ve vété 20.9. Plati téz obracené
tvrzeni: jestlize f spliiuje pro kazdé € > 0 vlastnost z tvrzeni Luzinovy véty, pak f je méfitelné. Vskutku,
jsou-li g; spojité funkce odpovidajici e; = 277, pak g; — f skoro viude a tudiz je f méFitelna jakozto
limita posloupnosti méfitelnych funkei.

20.13. Definice (Prostory spojitych funkci). Necht X je lokalné kompaktni Hausdorffuv prostor. Bud
Cy(X) Banachiiv prostor viech omezenych spojitych funkei na X se supremovou normou. Nosicem funkce
f se nazyva nejmensi uzaviena mnozina obsahujici {z € X: f(z) # 0}. Mnozina vsech spojitych funkei
na X s kompaktnim nosi¢em se znac¢i C.(X), je to linearni podprostor Cy(X). Uzaver C.(X) v Cp(X) se
znadi Cy(X), to je opét Banachiv prostor.

20.14. Véta (Rieszova véta o reprezentaci). Necht X je separabilni lokdlné kompaktni metricky prostor.
Necht @ je linedrni funkciondl na mnoZiné C.(X). Necht ® je nezdiporny, tj. f > 0 = &(f) > 0.
Potom ezistuje prdvé jedna Radonova mira i na X tak, Ze pro kaZdou funkce f € C.(X) plati

(54) w(f) = [ fau
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Diikaz. Dukaz vynechame. T&78i ¢ast je existence, k tomuto ucelu se definuje mnozinova funkce

m(G) = sup{®(f) : f € Ce(X), 0< f <},

kde G probiha vSechny oteviené podmnoziny X, a na tuto mnozinovou funkci m se aplikuje zékladni
konstrukce. Dokézat, Ze vyslednd mira u spliwje (54) oviem da dost préace. |

20.15. Véta. Necht X je separabilni lokdlné kompakini metricky prostor. Necht ® je spojity linedrni
funkciondl na prostoru Co(X). Potom ezistuje prdvé jedna znaménkovd Radonova mira p na X tak, Ze
pro kazdou funkci f € Co(X) plati

(55) B(f) = /X fdu.

D1iikaz nebudeme uvadét. O

21. LEBESGUE-STIELTJESUV INTEGRAL

21.1. Definice (Lebesgue-Stieltjesiiv integral). Necht g je neklesajici funkce na intervalu [a, b]. Budeme
pouZivat symbol g(x+) pro limitu zprava a g(z—) pro limitu zleva. Potom existuje pravé jedna LS mira
1 na R tak, ze pro kazdé ¢ € R méme

0, c<a,
p((—o0,c]) = § glet+) —gla), a<c<b,
g(b) —g(a), b<e

Necht f je p-méfitelna funkce na [a, b], kde vztah mezi p a g je jako vySe. Pak definujeme

/abfdg:/[a’b}fdu-

Tento integral se nazyva Lebesgue-Stieltjesiiv integrdl funkce f podle g. Poznamenejme, Ze plati aditivita
vzhledem k intervalim, totiz, je-li ¢ € [a, b], pak

/abfdgz/acfdwr/cbfdg-

Totiz, pFipadny skok funkce g v bodé ¢ se rozdéli, g(c¢) — g(c—) se zapo¢€ita do prvého integrélu vpravo a
g(c+)—g(c) do druhého integréalu vpravo. Symbol fab f dg muze mit vyznam i za obecnéjsich predpokladi,
tim se vSak zde nebudeme zabyvat. Znaceni dg pro “diferencial ¢” je témér konzistentni se znacenim dx
pro integral podle Lebesgueovy miry, v kterémzto piipadé je g(z) = x. Naopak, ve znaceni f] fdu je
symbol diferencialu “d” uzit ponékud nelogicky.

21.2. V&ta (per partes pro LS integral). Nech? f, g: [a,b] = R jsou neklesajici funkce, f je zprava spojitd
v bodech mespojitosti g a a g je zleva spojitd v bodech nespojitosti f. Potom

b

F(B)a(b) — f(a)g(a) = /

a

b
f@+/g#
Diikaz. BUNO mizeme piedpokladat, ze f(0) = g(0) = 0. Pouzijeme Fubiniovu vétu (samostatné ovéite
pfedpoklady) a dostaneme

F®)9() = p@ v([ab] x [a,b) =p@v({a<e <y <b) +pov(fa<y <z <b))

- /M (1. u))) dv(w) + /H (vtlo. o) ) = | s /[a’b] gdp.

Vskutku: p([a,y]) = f(y+) — f(a) pro y < b a f(b) — f(a) pro y = b. Nerovnost f(y+) # f(y) mize
nastat jen na spocetné mnoziné v bodech spojitosti g, coz je mnoZzina v-miry nula. Podobné se zachézi

s druhym integralem. ]
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22. DISTRIBUCNI FUNKCE JEDNE PROMENNE

22.1. Definice (Nahodna veli¢ina). Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, neboli prostor s prav-
dépodobnostni mirou. A-méfitelnd funkce X :  — R se bude nazyvat ndhodnd velicina.

22.2. Definice (Distribu¢ni funkce a rozdéleni ndhodné veli¢iny). Necht (9, A, P) je pravdépodobnostni
prostor a X je ndhodné veli¢ina na 2. Funkce

F(z) = P({X < z})

se nazyva distribucni funkce ndhodné veli¢iny X a zna¢i Fx. Miru X (P) na (R, B(R)) (obraz miry, viz.
véticka 19.6) lze zuplnit na pravd&podobnostni LS miru, kterd se nazyva rozdéleni ndhodné veliciny X a
znali px;

22.3. Pozorovani (Vyuziti rozdéleni ndhodné veliciny). Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor,
X je ndhodnd velicina na Q a p = px. Potom pro kaZdou borelovskou mnozZinu E C R je

P{X € E}) = p(E).
Necht ¢ : R — R je borelovsky méFitelnd funkce. Potom

[ooxar= [ o) duto)
Q —00
pokud md asponi jedna strana smysl.

Diikaz. Plyne z véticky 19.9. |

22.4. Vé&titka (Vlastnosti distribu¢nich funkci). Necht (Q,.A, P) je pravdépodobnostni prostor, X je
ndhodnd velicina na Q a ' = Fx. Potom

(DF-1) F je neklesajici,

(DF-2) F je zprava spojitd a

(DF-3) F(—oo+) =0, F(+oo—)=1.

Diikaz. Dikaz je ziejmy. O

22.5. Vé&ta (Neklesajici funkce a rozdéleni). Necht F: R — R spliuje (DF-1)-(DF-3) z véticky 22.4.
Potom existuje prdvé jedna LS mira (S, p) na R tak, Ze

(56) n((a,b]) = F(b) = F(a),  (a,b] € I,
Diikaz. Miru pu zkonstruujeme pomoci véty 10.8 z LS funkce intervalu
(a,b] — F(b) — F(a).
Jednoznacnost plyne z véty 13.5. O

22.6. Véticka (Charakterizace distribuc¢nich funkei). Véticku 22.4 muzeme obratit. Jestlize F : R — R
splituje (DF-1)—(DF-3), pak ezxistuje pravdépodobnostni prostor (Q, A, P) a ndhodnd velicina X na Q tak,
ze F je distribucni funkce X.

Diikaz. Uvazujme identickou funkci X : z — 2 na pravdépodobnostnim prostoru (R, S, ), kde (S, u) je
jako ve vété 22.5. g

22.7. Poznamka. Na zakladé véticek 22.4 a 22.6 muzeme termin “distribu¢ni funkce” pouzivat pro funkci
F : R — R spliwjici (DF-1)-(DF-3), aniz bychom méli na mysli n&jakou konkrétni ndhodnou veli¢inu,
které by byla funkce F' pfifazena.

22.8. Véticka (Rozklad miry). Necht p je LS mira na R. Potom existuje rozklad u = pg + pa + tse,

spocCetnd mnozina S C R a Lebesgueovsky nulovd mnozina N C R tak, Ze

(a) A(F)=0 = u.(E) =0, E em,

(b) Msc({x}) =0, Tz € R,

(¢) pse(R\N) =0,

(d) a(® )\ S) =0.

Diikaz. Dtkaz plyne z vét 17.5 a 17.9. |
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22.9. Tvrzeni (Skoky a derivace distribuéni funkce). Necht F je distribuéni funkce, p je LS mira na R
a plati (56). Necht S, N, pq4, pisc @ pq jsou jako ve vété 22.8. Bud

Fa(m> = ua((—oo,x]).
Potom

(a) Derivace F' a F! existuji skoro v§ude a F' = F) s.v.
(b) Fu(z) = [ F'(t)dt, z € R,

() p({z}) = pa({z}) = F(z) - F(z—), xR,
(d) S je mnozina bodu nespojitosti F.

Diikaz. Dikaz nebudeme uvadét. Tvrzeni (c), (d) jsou pfili§ snadné a tvrzeni (a), (b) pfilis tézka. O

22.10. Definice (Distribu¢ni funkce absolutné spojité, singularni spojité a funkce skoki). Necht F je
distribu¢ni funkce, p je LS mira na R a plati (56). Necht S je mnozina bodi nespojitosti F'. Rekneme,
ze F je absolutné spojitd, jestlize existuje integrovatelna funkce f na R tak, ze

(57) Plz) = /_ " fya,  zer

Rekneme, Ze F je funkce skoki, jestlize

Fz)= Y (F(t)-F(t-), z€R
teSN(—oo,xz]
f{ekneme, 7e I je singuldrni spojitd, jestlize S = () a F' = 0 s.v.
22.11. Tvrzeni. Necht v8e je jak v definici 22.10.
(a) Je-li F' je absolutné spojité, pak F' = f s.v.
(b) F je absolutné spojita, pravé kdyz u = pq-
(c) F je singularni spojita, pravé kdyz p = pise.
(d) F je funkce skoku, pravé kdyz pu = pg.

Diikaz. Nebudeme dokazovat (neni vSechno snadné). O

22.12. P¥iklady (distribu¢nich funkei). Kazd4 spojité diferencovatelna distribucni funkce je piikladem
absolutné spojité distribuc¢ni funkce, tieba

1
Fz)=1/2+ - arctan x.

Funkce X0,00) je typické funkce skoku. Pfikladem singularni spojité funkce je tzv. Cantorova funkce. Ta

se konstruuje nasledovné: Polozme ¢g(z) = . Pro k = 1,2, ... konstruujme rekurentné
%@k*l(?’x% T e [07 %]7
or(z) = 4 3, € (3,3,
%+%<pk_1(3x—2), T € [%,1].

Potom posloupnost {p} je stejnomérné konvergentni a jeji limitou je Cantorova funkce . Plati

o(1) —p(0) =1 £0 = / o/ (z) dx

a funkce ¢ je tedy “protipfiklad” na Newton-Leibnizovu formuli.
Poznamenejme, 7e mnozina boda x € [0,1], v nichZ neni ¢ lokaln& konstantni, je zndmé Cantorovo
diskontinuum.

22.13. Véticka. Vyuziti distribuni funkce ndhodné veli¢iny Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni pro-
stor, X je ndhodnd veli¢ina na Q o F = Fx.
(a) Necht F je absolutné spojitd. Potom pro kaZdou borelovskou mnoZinu E C R je

P({X € E}) = [EF'(:C) da.

Necht ¢ : R — R je borelovsky méFitelnd funkce. Potom

/Q¢ o X dP = /0; é(z) F'(2) da,
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pokud md aspon jedna strana smysl.
(b) Necht F je funkce skoki a Sp je mnoZina skoki funkce F'. Potom pro kaZdou borelovskou mnoZinu
E CR je

PU{X€E}) = ) (F()-F(x-)).
rzeSFNE
Necht ¢ : R — R je borelovsky mévitelnd funkce. Potom

/Q poXdP =Y 6(@)(F(x) - F(a-)),

T€ESE

pokud md asponi jedna strana smysl.

Drikaz. Tvrzeni je snadnym disledkem pozorovani 22.3 a tvrzeni 22.11. ]

23. DISTRIBUCNI FUNKCE VICE PROMENNYCH

23.1. Definice (Distribu¢ni funkce vice proménnych). Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a
X1,...,X, jsou ndhodné veli¢iny na 2. Funkce

F(z)=P{X1 <x1,..., X, <ap})

se nazyva distribucni funkce n-rozmérné ndhodné veli¢iny X = (Xy,...,X,,) a znadi Fx. Miru X(P) na
(R™, B(R™)) (obraz miry, viz. véticka 19.6) 1ze ziplnit na pravdépodobnostni LS miru, kterd se nazyva
rozdeéleni ndhodné veli¢iny X a znaéi pux.

23.2. Poznamka. Obdobné jako v jednorozmérném piipadé bychom chtéli konstruovat LS miru px
pouze na zékladé znalosti rozdéleni F'. K tomuto ucelu je tfeba funkci F' pfifadit LS funkeci intervalu.
Pokud F' vznikla jako distribu¢ni funkce n-rozmérné ndhodné veli¢iny, musi spliiovat

(DFn-1) F je neklesajici ve vech proménnych:
21 <Y1yt <y = F(z) < F(y), z,y € R™;

(DFn-2) F je (separatné) zprava spojita ve v8ech proménnych;
(DFn-3) tlim F(z +te;) =0, zeR™ ie{l,...,n}k
——o00
(DFn-4) sup,cpn F(z) = 1.
Necht tedy F' méa tyto vlastnosti. Pro kazdy interval @ = (a1,b1] X -+ X (an, b,] € Z,, ozna¢me V(Q) =

{a1,b1} x --+ x {an, by} mnozinu vsech vrcholi Q. Pro kazdy vrchol z € V(Q) bud o(z) pocet prvka
mnoziny {i € {1,...,n}: z; = a;}. Polozme

mQ) = Y (-1)7WF(x).
zeV(Q)
Potom m je LS funkce intervalu a jejim rozgitenim dostaneme LS miru p takovou, Ze

w((—oo, 1] X -+ X (=00, z,]) = F(z), x € R™.
24. DODATKY
Bud (X, S, p) prostor s mirou.

24.1. Véticka (éebyéevova nerovnost). Necht f je méFitelnd funkce na D € S, p >0 a a > 0. Potom

WD > ap < 22

Diikaz. Ziejmé
p pd
”(D”{WZ@})S/ ﬂdugm_
DAflf|za} @° ap

O

24.2. Véta (e-0 spojitost integralu). Necht f je integrovatelnd funkce na X. Potom ke kaZdému € > 0
existuje d > 0 tak, Ze pro vsechna E € S plati

wE) < = /E|f|du<6.
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Diikaz. Necht
E; ={lfl = j}-
Podle Lebesgueovy véty 6.2 (majoranta |f]) je

tin [ \fldn =t [ 171, du=o.
Jj—o0 E; Jj—o0 Jx J

€
|fldp < 5.
\/E'k 2
Necht £ € S, u(E) < 6 := 5. Potom

.émw=LmJWMﬁ@&mw

<A%UMu+kME)

takze existuje k € N tak, ze

P
2 2
O
24.3. Definice (Limity posloupnosti mnozin). Necht {E;} je posloupnost mnozin. Znac¢ime
limsupEj = ﬂ U L,
J—roo k=1j=k
(oo} (oo}
lim i o ‘
1]H_1><1>Iolf E; U m K,
k=1 j=k
24.4. Vé&ta (Borel-Cantelliho). Necht {E;} je posloupnost méfitelngch podmnozin X. Jestlize
Z:U‘(EJ) < o0,
j=1
potom
u(lim sup E]—) =0.
J
Drikaz. Mame
(A 05) <0 5)
k=1j=k =k
< jnf > n(E;) =0
j=k
0
24.5. Definice (Konvergence v mire). Necht f, f;, j = 1,2,..., jsou méfitelné funkce na D € S.

Rekneme, ze f; = f v mife, jestliZze pro kazdé ¢ > 0 plati
lim u({lf; — f| = <)) =0.
Jj—o0

24.6. Véta (Jegorovova). Necht (X,S,pn) je prostor s mirou, kterd je koneénd a f : X — R je S-
méritelnd. Necht {f;} je posloupnost S-méfitelngch funkci na X. Predpokladejme, Ze f; — f skoro
vSude. Potom pro kazdé € > 0 existuje mnozina G € S tak, Ze (G) < e a f; — f stejnomérné na X \ G.

Diikaz. Muzeme piedpokladat, ze f = 0. Zvolme £ > 0. Ozna¢me
B = |J{Ifil = 1/k).
(2]
Potom ‘ ‘
lim (Ef) = u(() Bf) =0
! i
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(zde jsme vyuzili, Ze u(X) < oo, viz véticka 1.16(c)), a proto existuje Gy, € {Ei : j € N} tak, ze
w(Gr) < 27"

Polozme

G =|]JGx
k

Potom u(G) < e. Je-li dano pfirozené k, potom existuje pfirozené j tak, ze Gy = Ei Jelii>jax ¢ G,
potom |f;(x)| < 1/k. Tedy f; — 0 stejnomérné na X \ G. O

24.7. Poznamky (Vztah konvergence v mife, konvergence skoro viude a konvergence v L?). Necht f, f;
jsou méfitelné funkce na X. Pfipomefime, Ze konvergence f; — f v LP znamend podle definice

1 = Fllp — 0.

(a) Necht f; — f v LP(X). Potom f; — f v mife.

To je snadny disledek CebySevovy nerovnosti (véticka 24.1).

(b) Necht f; — f v mire. Necht existuje “integrovatelnd majoranta” g € LP(X), p < oo, tak, Ze |f;| < g
skoro vsude, j =1,2,.... Potom f; — f v LP(X).

Bez Gjmy na obecnosti f = 0. Pro kazdé € > 0 mame

t/ILVduf{/ IﬂPdu+l/ IﬁVdu+:/ £ du
X {1fj|<eg} {g<e} {If;1>2e2}

Ss/ gpd/Hr/ g”du+/ 9" dp.
X {g<e} {1£112?}

Prvni integrél jde k nule pro € — 0. Druhy také, to plyne z Lebesgueovy véty 6.2 s majorantou gP. Treti
integral jde k nule pro j — oo z véty 24.2 a definice konvergence v mife.

(c) Necht u(X) < oo. Jestlize f; — f skoro vSude, pak f; — f v miTe.

To je snadny dusledek Jegorovovy véty 24.6.

(d) Jestlize f; — f v miTe, pak existuje vybrand posloupnost, kterd konverguje skoro viude.

Bez Gjmy na obecnosti f = 0. PoloZzme f;o) = f; apro m = 1,2,... najdeme {f;m)}j vybranou
z {f;m_l)}j tak, ze

S u({lf™) = 1/m}) < co.

Podle Borel-Cantelliho véty 24.4 je pak i

W(Em) =0, kde By, = () | J{A™] > 1/m}.

k=1j=k
Ziejmé
z ¢ E, = limsup|f;m)(x)| <1/m.
J
Polozme g; = f](j). Potom pro kazdé m je {g;}, az na konetné mnoho ¢lent vybrand posloupnost

z {f;m)}j, tedy g; — 0 skoro vsude.

25. FUNKCE GAMMA*

25.1. P¥iklad (Vztah funkci Gamma a Beta). Substituci x = 72 ziskime
(58) T'(s) = 2/ P25 e g,

0
Substituce = = cos? a (tedy 1 — z = sin® o) dava

1 /2
B(p,q) := / P 1 —2)  de = 2/ cos?? ™ a sin?? " ada.
0 0
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Tedy pouzitim polarnich sourfadnic dostaneme

L(p)L'(q) = 4/ L Tt e dg dy
{z>0,y>0}

— — 2 — . —
:4/ p2PH2a=1e=" 6627~ o sin297 ! avda dr
{r>0,0<a<m/2}

=T(p+q) B(p, 9.

25.2. Priklad (Vyjadieni funkce Gamma limitou). Ozna¢me

fl@) =2 (1= 2) X (@), 7€ (0,00)

Potom
lim f,(z) =z te™®, x € (0,00).
n— oo
Z nerovnosti i .
6_521—520, O<xr<n

dostaneme umocnénim na n-tou
0< fn(z) < z*le ™,
coZ je integrovatelna funkce proménné x € (0, 00). Lebesgueova véta 6.2 dava
o0 oo o0 n n
I'(s) = / e ™ dr = / lim f,(z)dz = lim fn(x)dr = lim it (1 - f) dz.
0 g N n—oo [q n—oo Jq n

Substituci = ny dostaneme

1
I'(s) = lim n*y 1 —y)"dy = 1i_>m n® B(s,n+1).

S pomoci (24) mame

nsB(s,nJrl)—nSZB(erl,n)—nszgll_i_l))B(s+2,n1)
n! n®n! !
=...=n° B 1) = s+n—1d
" s(s+1)...(s+n—1) (s+n,1) s(s+1)...(s+nfl)/0ng .
n® n!

s(s+1)...(s+n)
Tedy

S

59 T(s) = 1i nin!
(59) (S)_nl—>ngos(s+1)...(s+n)'
25.3. Definice (Rozsifeni defini¢niho oboru funkce I'). Funkci I' mazeme definovat vzorcem (22) i pro
komplexni hodnoty proménné s, pokud Re(s) > 0. Beze zmén v dikazu dostaneme formule (24) i (59).
Limita na pravé strané formule (59) v8ak existuje pro “vét§inu” komplexnich ¢isel s bez ohledu na zna-
ménko Re(s). Presndji, existuje pro kazdé komplexni &islo s s vyjimkou nuly a zapornych celych ¢isel.
Vskutku, dokdzeme indukci podle k£ néasledujici tvrzeni:
Pro kazdé komplexni ¢islo s € {z:Rez>1—-k}\{0,—1,-2,...} existuje
. n®n!
oo s(s+1)...(s+n)

Pro k = 1 pouzijeme odvozeni pomoci integralniho po¢tu jako v piikladu 25.2. Necht k& > 1, tvrzeni
plati pro k — 1 a s je komplexni &islo, jehoz redlna ¢ast je vétsi nez 1 — k. Potom Re(s+1) >2—k a
podle indukéniho predpokladu existuje

nstlnl
lim .

Tedy existuje také

. n®n! ) nstin! . s+14+n 1 nst1n!
lim = lim im = - lim .
n—oo s(s+1)...(s+n) nooo(s+1)...(s+14+n) noc  sn s nooo (s+1)...(s+1+mn)
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Zaveér je nasledujici: definujeme-li funkei I" limitou (59), jeji defini¢ni obor je celd mnoZzina komplexnich
¢isel s vyjimkou nuly a zadpornych celych ¢isel. Pouze pro kladnou realnou ¢ast vSak dostavame integralni
reprezentaci (22).

25.4. Ptiklad (Objem koule v R™). Necht a,,r" je objem n-rozmérné koule o poloméru r v R™ a

I:= / e da.
R
Konstantu a,, uréime z vypoctu

" = (/ e dac)n = / (/ ( (/ i B dx,
: —12—12—..4—#]1% ) ) —|z|?
:/]Rne 17 %2 ndry dxs ... dx, /ne dx

o—lzl? 1
- n</o dt) dm:/o (/{:c o<t<el=?}
:/01(/{| o 1}d:c)dt:/01)\n(B(O,\/E))dt
x ng
/1 Qn (ln%)n/2 dt = ay, /OO Yy 2e Y dy
0

0
n
- nr(1 7).
« -|-2

Pouzili jsme Fubiniovu vétu a substituci

)...)d:rg)dxl

d:n) dt

y= ln%, neboli t = e Y.
Jelikoz
o) 27
2 —x?—22 _ —r?
I —/e 1 zdl'ldl'g—/ (/ re da)dr
R2 0 0
= 27r/ re™" dr = 27r[%e_r2]7?°:0 =
0

(z polarnich soutradnic), mame I = /7,
,/Tn/2

 T(1+n/2)

Gamma funkei v 1+ n/2 spocteme rekurentné. Z (58) plyne

Qp

I(1/2) = 2/ e dr =1=1/r,
0
tedy podle (23)
I(3) = 40(3) =%,
I(3) =303 = 3%,

25.5. P¥iklad (Stirlingova formule). Dokazeme

1 s
L:= lim — (f) T(s+1) = Vor.
s—o00 4/S \'§
Méame
L:JHEO ; Eexp(s—x—i—slnx—slns) dx
<1
:Slirgo ; ﬁexp (-s(£—-1-In%)) dx

lim
a—0+

/ a exp (
0
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(V poslednim fadku jsme zaménili s = a~2). Substituce t = % dava

. 0 e —1—at
(60) L= a1l>HOl+ - exp (— (T - at)> dx.
Jelikoz
i (e“t —1—at t) t2
im (——— —at) = —
a—0t a? 2 ’
je

o0 t2
L:/ e 2 dt =V2m,

pokud muzeme zaménit limitu a integral. Zdménu provedeme podle Lebesgueovy véty. Nalezeni majoranty
neni tak aplné trividlni. Ozna¢me
t2
Loy, t>0,
ft) = { :

el—t—1, t<0
a pro pevné a € (0,1) bud
e —at—1

g(t) = — Q2 - f(@).
Prot >0 je

Pro t < 0 méame
e —1

g'(t) = —a—e +1,
g'(t) =e™ —e' > 0.
Funkce g(t) je tedy spojita, konvexni na intervalech (—oo,0) a (0,00) a limitnim pfechodem v derivaci
snadno zjistime
g (0+)=1—a>0, g (0-) =—-a<0.
Odtud je zfejmé, Ze g(t) > 0 pro ¢ # 0, tedy

e —at—1
T—ath(t)-

Majoranta integrandu v (60) vzhledem k a € (0,1) je
+2
—L 4t
e_f(t) _ e 2 K t >0,
eltt=¢  t <0,
coZ je ziejmé integrovatelna funkce. Tim je dikaz zavrSen.

25.6. Priklad (Vypocet jistého urcitého integralu). Budeme pocitat

o] pr
I:/_Domdl',

kde p < q jsou pfirozené ¢isla. Vytvoime indexové mnoziny
AT =1{1,3,...,2¢ — 1}, A™ ={-1,-3,...,-2q¢ + 1},
A=ATUA".
Potom v komplexnim oboru méme rozklad

2241 = H(zfzk),

keA
kde N -
e = el 047 a = E
Ozname
P = [ -2
JEA\{k}
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Potom zderivovanim rovnosti
221 41 = (2 — ) Pu(2)
dostaneme
2q 2297 = Pr(2) 4 (2 — 2k) P(2)
Dosazenim z = z; odvodime

(61) 2q 2297 = Pi(z).
Uvazujme rozklad racionalni funkce na ¢aste¢né zlomky

2P aj
2q - Z .
2?4+ 1 z—z
jEA J

kde a; jsou komplexni ¢isla, kterd zatim nezndme. Obé strany vynasobime vyrazem z — zj; a dostaneme

2%P a;(z — zg)
Pu(z) Z zZ— 2z
k?( ) jEA J
Limitni pfechod pro z — z; dava
zzp
= a’k
Pk (Zk)
a dosazenim z (61) mame
_ 1 2p—2q+1 1 2p+1
ak = 5 % 7%k
nebot zj fesi rovnici zzq = —1. Nyni se budeme zabyvat 1ntegralem

Tr — 2 r — Z_k

R
Ik(R):q/ (-2 e, keat
_R

Oznacme
B=02p+1)a, takie qai= f%elkﬁ.

ay a_rp 1 eikB e~ ik
q( + ) - _7< ha T —ik )
T—2z, T—Z_g 2\x —elf® g — 7k

cos(kB — ka) — z coskf
22 — 2z coska +1

Mame

Substituce z = y + cos o dava
Lu(R) = /R cos(kB — ka) — x coskf de — /RCOS ko sin kB sin ka — y cos kzﬂ
_rp 22 —2zcoska+1 — R—cos ko y? + sin® ka

/R_COSI‘“" sin kf3 sinkad /R_Cosm y cos kf3
Yy —

) 2
—R—cos ka y2 + sin” ka —R—cos ka y2 + sin” ka

(62)

dy.

V druhém integralu pravé strany rovnosti (62) vyuZijeme lichost integrandu. Pokud cos ka > 0, dosta-
neme

R—coska yCOS kﬂ —R+cos ka yCOS :ZCIB R—coska Yy cos kﬂ
—R—cos ka y + Sln kOZ —R—coska y + SIH kOZ —R+coska y2 —+ sin kOZ
—R+cos ka yCOS ]fﬁ —R+1 R+1
~ dy| < Ty
—R—cos ka y +SIH ko —R—1 (R* 1)
_ 2R+2 50
C(R-1)2 T
Ke stejnému zavéru dojdeme analogicky i v piipadé cos ka < 0. Tedy
R—coska - . 0o - .
k k k k
lim I;(R) = lim Smﬁ# dy = / Smﬂ# dy = wsin kB,
R—00 R—00 J_p_coska Y2 +sin® ka oo Y2 +sin® ka
nebot integral pres R konverguje. Jelikoz integral I konverguje, méame
R 2p
qI—qB}Lr)noo 7Rx2q7+1dz:ngnoo In(R) = Z ngr(l)oIk(R):W Z sin k3
k€cA+ kcA+ keA+



Pocitejme

q—1 . . i
q?l =Im Y & =Im} 7 =Im elﬁil:ezi;qﬁ) =Imy %eeiw =Im e—iﬁQ, oif
keA+ Jj=0
242 m i1
elf — e—18 sinf  sinf’
Zde jsme vyuzili, ze 2¢f je lichy nasobek r, takze €29 = —1. Tedy

7 T
B qsin(w%) '

=Im

25.7. P¥iklad (Vypocet dalsich urcitych integrali). Nyni budeme pocitat

o0 ys—1
J(s):/ T g, se()
0

1+1¢
Nejprve uvazujme
2p+1
S= o
kde p, q jsou jako v piikladu 25.6. Substituce ¢t = 227 vede na

(oo} pr d oo x2p d
:2 - — - .
J(s) q/o T 20 ™ q/oo1+x2q x

Podle predchoziho piikladu 25.6 je
(63) J(s) =

™

sinms’

Vzorec (63) plati pro s z husté podmnoziny intervalu (0, 1). Ze spojitosti obou stran (ovéfte samostatné

predpoklady véty o spojitosti integralu zavislého na parametru) dostavame (63) pro vSechna s € (0,1).
Nyni budeme poéitat hodnotu Beta funkce B(1—s,s), s € (0,1). Mame

1 1
1—2z\5-1dzx
B(l-s,s) = (l—x) tde = —.
(1—s,s) /Ox ( x) T /0( - ) -

Substituce t = (1 — z)/x dava

es} ts_l T
B(l—s,s) = dt=——, se(0,1).
o 141 sinms
Konec¢né aplikaci na Gamma funkci dostavame
71'
I'(s)T(1—s) = , € (0,1).
(T =5) =  5€(0,1)
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