9. Komplexni ¢isla

Ziwot je komplexni. Ma redlnou a imagindrni slozku.
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Ciselné obory
Ciselny obor
- ¢iselnd mnozina, na které jsou definovany bez omezeni pocetni operace s¢itani a nasobeni (Ciselny
obor je vuéi témto operacim uzaviens)

N ...obor prirozenych ¢isel
7. . ..obor celych c¢isel

Q ...obor raciondlnich cisel
R ...obor realnych cisel

Redlna éisla

Kazdé redlné cislo je na ¢iselné ose znazornéno pravé jednim bodem a kazdy bod ¢iselné osy je
obrazem pravé jednoho redlného cisla.
Absolutni hodnota redlného ¢isla a (|a|) je rovna vzdélenosti obrazu tohoto ¢isla na ¢iselné ose od

pocatku.

Obor realnych cisel je uzavieny také vzhledem k operacim odéitani a déleni nenulovym cislem.



Zavedeni komplexnich ¢isel

?+1=0

- v R nem4 reSeni

- predpokladejme, ze existuje prvek (ozna¢me jej i) dosud nezndmého ¢iselného oboru, pro ktery plati
i?=-1

— 1 je kofenem vyse uvedené rovnice (stejné tak —i)

- predpoklad existence takového ¢isla umoznuje tesit i jiné kvadratické rovnice, napf.:

24+9=0
2 —4r+13=0

- feSenim vzdy vyrazy tvaru a + bi



Komplexni ¢isla

Komplexnim ¢islem nazveme vyraz tvaru a+ bi, kde a, b jsou redlna éisla a i je ¢islo, pro néz i2 = —1.

a ...realnd cast
b ...imaginarni cast
i...imaginarni jednotka

Zapis komplexniho ¢isla z ve tvaru a + bi se nazyva algebraicky tvar komplexniho cisla z.

b=0 — realna cisla

a =0 — ryze imaginarni ¢isla

Rovnost komplexnich ¢éisel
Komplexni ¢isla se rovnaji, pravé kdyz se rovnaji jejich redlné ¢asti i jejich imaginarni ¢asti.

at+bi=c+di <& (a=cAb=d)



Scitani, odéitani a nasobeni komplexnich cisel
Komplexni ¢isla scitame, odéitame a nasobime jako dvojcleny:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

(a+bi)— (c+di)=(a—c)+ (b—d)i

(a+ bi)(c+ di) = ac + bdi® + adi + bci = (ac — bd) + (ad + be)i
Cisla komplexné sdruzena
Cisla komplexné sdruzend se lis{ znaménkem imagindrni ¢ésti:
2z =a+ bi, Z=a—bi

Souc¢in komplexné sdruzenych ¢isel je nezaporné realné cislo.
Déleni komplexnich éisel

Podil dvou komplexnich ¢isel uréime tak, ze cely zlomek rozsiiime ¢islem komplexné sdruzenym s

komplexnim ¢islem v jeho jmenovateli.



Absolutni hodnota komplexniho cisla

2| =Vz-Z

Pro z =a+bi je

|z| = Va2 + b?

Plati:
= @ pro zo #0
|22

21

|le2’ = |Zl||Z2|=

Komplexni jednotka je ¢islo z, jehoz absolutni hodnota je rovna jedné:

|2 =1

imaginarni jednotka x komplexni jednotka

a® + b = (a + bi)(a — bi)



Priklad. Pro dana komplexni ¢isla zq, 2o urcete: soucet, rozdil, soucin, komplexné sdruzena cisla,
podil, absolutni hodnotu.

21:1+21, 22:2—1



Geometrické znazornéni komplexnich ¢isel

Rovina komplexnich c¢isel (Gaussova rovina) je rovina, jejiz body povazujeme za obrazy komplexnich
¢isel.

Im

z=a-+ b

Re




Absolutni hodnota komplexniho ¢isla je rovna vzdalenosti jeho obrazu v Gaussové roviné od pocatku.

Absolutni hodnota rozdilu komplexnich ¢isel urcuje jejich vzdalenost v Gaussové roviné.

Goniometricky tvar komplexniho ¢&isla

- vyjadreni ve tvaru
z = |z| (cos p + isin @)

¢ ...argument komplexniho ¢isla z

b

2|

. a
sinp = —, coswzm

Nasobeni a déleni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru

2129 = |21]|22] [cos(p1 + @2) +isin(pr + 2)]

2 A

= —[cos(p1 — p2) +isin(p; — p2)]
2 |Z2|



Priklad.
1. V Gaussové roviné znazornéte vSechna komplexni ¢isla z, pro ktera plati:
1—1i] > z| >1
|z —i| > |z + 1 —2i
2. Zapiste v goniometrickém, resp. algebraickém tvaru cisla:
2 =—-1+1V3

T .. T
22:4<cos€+1smg)



Moivreova véta
Pro kazdé ptirozené ¢islo n a libovolné realné ¢islo ¢ plati
(cos +isinp)" = cosng + isinny
Pro kazdé prirozené ¢islo n a kazdé komplexni ¢islo z = |z| (cos ¢ + isin ¢) plati

[|2] (cosp +isin)]" = |z[" (cosny + isinny)

62
v T
Priklad. Vypocitejte: (cos 3 + isin §>

Exponencialni tvar komplexniho éisla
Euleruv vzorec:

e =cosp +1isiny

z = |z| (cos p +isinp) = |z[e"”



ResSeni rovnic v oboru komplexnich ¢isel

Kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty

Kvadratickd rovnice axz? + bx + ¢ = 0 s redlnymi koeficienty a zdpornym diskriminantem D mé v
oboru komplexnich ¢isel pravé dva koteny, a to komplexné sdruzena cisla

 b+iVD _ —b-iy=D

X =—" To
2a ’ 2a

Kazdy kvadraticky trojclen az?+bx+c s redlnymi koeficienty lze vyjadiit jako soucin a(x—z1)(z—xs),

kde z1, x5 jsou koieny rovnice az? 4 bx + ¢ = 0.

Piiklad. Rozlozte v soucin linedrnich ¢initelil trojélen 42 — 12z + 25.



Binomické rovnice

Binomickou rovnici nazyvame rovnici tvaru
' —a=0,

kde a je dané komplexni ¢islo, x je nezndma an > 1,n € N.
Jeji kofeny pro a = |a|(cos a + isin a) jsou ¢isla:

n

Ty —

( a+2kr | a+2krw
a| { cos ——— +sin ———
n

) , k=0,1,...,.n—1
n

Jejich obrazy lezi pro n > 2 ve vrcholech pravidelného n-tthelniku vepsaného do kruznice se stredem

v pocatku a s polomérem {/|al.

Priklad. V mnoziné C feSte rovnice:
2 4+27=0

2 +2-21=0



Zakladni véta algebry

Kazda algebraicka rovnice n-tého stupné s komplexnimi koeficienty ma aspon jeden komplexni koten
(pravé n komplexnich kotenu, pocitame-li kofeny i s jejich ndsobnostmi).

Kazda algebraickd rovnice n-tého stupné s komplexnimi koeficienty ma nejvyse n realnych kofenu.

Pokud je cislo z = a + bi, b # 0, kofenem algebraické rovnice n-tého stupné s redlnymi koeficienty,

potom i ¢islo komplexné sdruzené x = a — bi je kofenem této algebraické rovnice.



