
7. Goniometrické funkce



Oblouková mı́ra

jednotkový úhel obloukové mı́ry . . . 1 radián

1 radián = velikost úhlu, který na jednotkové kružnici se středem ve vrcholu úhlu vyt́ıná oblouk

jednotkové délky (na kružnici o poloměru r vyt́ıná oblouk délky r)

→ vztah pro výpočet délky oblouku: s = ϕr

plný úhel . . . 2π

základńı velikost úhlu ϕ . . . z intervalu 〈0, 2π)



Goniometrické funkce

Sinus a kosinus

82 Elementárnı́ funkce

4.3 Funkce goniometrické a cyklometrické

Funkce goniometrické
Goniometrickými funkcemi nazýváme funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens. Stejně
jako u funkce exponenciálnı́, tak i u funkcı́ goniometrických existuje několik možnostı́
jejich zavedenı́. Jednı́m z nejčastějšı́ch způsobů je definovat funkce sinus a kosinus po-
mocı́ součtu nekonečné řady. Jinou možnostı́ je využitı́ funkcionálnı́ch rovnic. Bohužel,
vzhledem k našim znalostem, nemůžeme žádnou z těchto možnostı́ využı́t. Vyjdeme proto
ze středoškolských poznatků a pouze připomeneme zavedenı́ těchto funkcı́ pomocı́ jednot-
kové kružnice. Budeme přitom předpokládat znalost pojmu orientovaný úhel. Podrobně
je tento přı́stup uveden napřı́klad v [15]. Úhly budeme nadále měřit v mı́ře obloukové,
nikoliv stupňové. Připomeňme, že úhel 1◦ v mı́ře stupňové je roven úhlu π/180 v mı́ře
obloukové. Obecně úhel n stupňů má obloukovou mı́ru n π

180 .

Sinus a kosinus

u
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O cos x

sin x x
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A = (m, n)

Necht’A = (m, n) je průsečı́k jednotkové kruž-
nice s koncovým ramenem orientovaného úhlu
o velikosti x v soustavě pravoúhlých souřadnic
u, v. (Vrchol úhlu je v počátku soustavy sou-
řadnicO a počátečnı́ rameno orientovaného úhlu
splývá s kladnou částı́ osy u.)

Funkce f , jejı́ž hodnota je v každém bodě
x ∈ R rovna souřadnici n bodu A, se nazývá
sinus a funkce f , jejı́ž hodnota je v každém bodě
x ∈ R rovna souřadnici m bodu A, se nazývá
kosinus.

Sinus

Označenı́: f : y = sin x, x ∈ R.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,∞).

• Obor hodnot: 〈−1, 1〉.

• Funkce je lichá, tj. sin (−x) = − sin x.

• Funkce je periodická se základnı́ periodou 2π, tj. sin (x + 2kπ) = sin x, k ∈ Z.

• Funkce je rostoucı́ na intervalech
〈
−

π
2 + 2kπ, π

2 + 2kπ
〉
, k ∈ Z a klesajı́cı́ na

intervalech
〈

π
2 + 2kπ, 3π

2 + 2kπ
〉
, k ∈ Z.
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Tabulka hodnot funkce sinus ve význačných bodech:
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Kosinus

Označenı́: f : y = cos x, x ∈ R.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,∞).

• Obor hodnot: 〈−1, 1〉.

• Funkce je sudá, tj. cos (−x) = cos x.

• Funkce je periodická se základnı́ periodou 2π, tj. cos (x + 2kπ) = cos x, k ∈ Z.

• Funkce je rostoucı́ na intervalech 〈−π + 2kπ, 0 + 2kπ〉, k ∈ Z a klesajı́cı́ na
intervalech 〈0 + 2kπ,π + 2kπ〉, k ∈ Z.
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Tabulka hodnot funkce kosinus ve význačných bodech:
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Vlastnosti:

D(f) = R, H(f) = 〈−1; 1〉
funkce je lichá → sin(−x) = − sinx

základńı perioda: 2π → sin(x+ 2kπ) = sin x, k ∈ Z



Funkce kosinus
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Graf:

x

y

y = sin x1

−1

0 2π−π π−π/2 π/2 3π/2

Tabulka hodnot funkce sinus ve význačných bodech:
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Kosinus

Označenı́: f : y = cos x, x ∈ R.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,∞).

• Obor hodnot: 〈−1, 1〉.

• Funkce je sudá, tj. cos (−x) = cos x.

• Funkce je periodická se základnı́ periodou 2π, tj. cos (x + 2kπ) = cos x, k ∈ Z.

• Funkce je rostoucı́ na intervalech 〈−π + 2kπ, 0 + 2kπ〉, k ∈ Z a klesajı́cı́ na
intervalech 〈0 + 2kπ,π + 2kπ〉, k ∈ Z.
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Tabulka hodnot funkce kosinus ve význačných bodech:
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Vlastnosti:

D(f) = R, H(f) = 〈−1; 1〉
funkce je sudá → cos(−x) = cos x

základńı perioda: 2π → cos(x+ 2kπ) = cos x, k ∈ Z



Funkce tangens

f : y =
sinx

cosx

Vlastnosti:

D(f) = R \ {π
2

+ kπ, k ∈ Z}, H(f) = R
funkce je lichá → tg (−x) = tg x

základńı perioda: π → tg (x+ kπ) = tg x, k ∈ Z

Funkce kotangens

f : y =
cosx

sinx

Vlastnosti:

D(f) = R \ {kπ, k ∈ Z}, H(f) = R
funkce je lichá → cotg (−x) = cotg x

základńı perioda: π → cotg (x+ kπ) = cotg x, k ∈ Z
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Tangens

Funkci f : y =
sin x
cos x

nazýváme tangens a značı́me f : y = tg x. Platı́ tedy

tg x =
sin x
cos x

.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: R r
{

π
2 + kπ, k ∈ Z

}
.

• Obor hodnot: (−∞,∞).

• Funkce je lichá, tj. tg (−x) = − tg x.

• Funkce je periodická se základnı́ periodou π, tj. tg (x + kπ) = tg x, k ∈ Z.

• Funkce je rostoucı́ na intervalech
(
−

π
2 + kπ, π

2 + kπ
)
, k ∈ Z.
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Tabulka hodnot funkce tangens ve význačných bodech:
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Kotangens

Funkci f : y =
cos x
sin x

nazýváme kotangens a značı́me f : y = cotg x. Platı́ tedy

cotg x =
cos x
sin x

.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: R r {kπ, k ∈ Z}.

• Obor hodnot: (−∞,∞).

• Funkce je lichá, tj. cotg (−x) = − cotg x.

• Funkce je periodická se základnı́ periodou π, tj. cotg (x + kπ) = cotg x, k ∈ Z.

• Funkce je klesajı́cı́ na intervalech (0 + kπ,π + kπ), k ∈ Z.
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Tabulka hodnot funkce kotangens ve význačných bodech:
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Hodnoty goniometrických funkćı ve význačných bodech
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
3
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0 − 0

Př́ıklad.

Vypoč́ıtejte (bez použit́ı kalkulačky):

a) sin
5

6
π , b) cos 240◦

Určete základńı velikost úhlu v radiánech, v́ıte-li, že plat́ı:

a) sinx1 = −1

2
∧ cosx1 > 0 , b) cosx2 =

√
2

2



Grafy goniometrických funkćı

Načrtněte grafy následuj́ıćıch funkćı:

f1 : y = sin 2x

f2 : y = sin(−2x)

f3 : y = sin(x+ 2)

f4 : y = cosx− π

4

f5 : y = sin 2πx

f6 : y = −3 + 2 cos
(x

2
+
π

2

)



Základńı vztahy a vzorce

Následuj́ıćı vztahy plat́ı všude, kde je současně definována levá i pravá strana rovnosti

sin2 x+ cos2 x = 1 , tg xcotg x = 1 ,

sinx = cos
(π

2
− x
)
, cosx = sin

(π
2
− x
)
,

sin(x± y) = sin x cos y ± cosx sin y ,

cos(x± y) = cos x cos y ∓ sinx sin y ,

sin 2x = 2 sin x cosx ,

cos 2x = cos2 x− sin2 x ,∣∣∣sin x
2

∣∣∣ =

√
1− cosx

2
,

∣∣∣cos
x

2

∣∣∣ =

√
1 + cos x

2
,

sinx± sin y = 2 sin
x± y

2
cos

x∓ y
2

cosx+ cos y = 2 cos
x+ y

2
cos

x− y
2

cosx− cos y = −2 sin
x+ y

2
sin

x− y
2



Př́ıklad:

Ani urč́ıte hodnotu x, určete hodnoty zbývaj́ıćıch gioniometrických funkćı v bodě x, v́ıte-li, že plat́ı:

tg x =
15

8
, x ∈

(
0,
π

2

)
Př́ıklady:

Načrtněte grafy následuj́ıćıch funkćı:

f1 : y = sinx cosx

f2 : y = sin2 x− cos2 x

f3 : y = sin2 x+ cos2 x


