3. Funkce a jejich vlastnosti



Pojem funkce

Definice: Necht A, B jsou mnoziny. Kartézskym souéinem mnozin A a B nazyvame mnoZinu
viech uspotrddanych dvojic (z,y) takovych, ze z € A a y € B. Znacime jej A x B. Tedy

Ax B={(z,y):x€ ANy € B}.

Definice: Zobrazenim f mmnozZiny A do mnoziny B nazyvame takovou podmnozinu kartézského
souc¢inu A x B(f C A x B), ze plati: ke kazdému prvku x mnoziny A existuje pravé jeden prvek
y z mnoziny B takovy, ze (x,y) € f, tj.

Vee A3lye B:(x,y) € f.

Definice: Necht A C R, A # (). Zobrazeni f mnoziny A do mnoziny R (f : A — R) nazyvdme
redlnou funkct jedné redlné proménné (dale jen funkct). Mnozina A se nazyva definiéni obor funkce
f a znaci se D(f).




x ...proménna, argument funkce f

y ...funkéni hodnota, hodnota funkce f v bodé x
y = f(z) ...funkce f pritazuje prvku z prvek y / y je hodnotou funkce f v bodé x
obor hodnot funkce f:

H(f)={y eR: 3z e D(f) takové, ze y = f(z)}

Zadani funkce
1. defini¢éni obor funkce D(f)
2. funkéni predpis (pravidlo)

Pozn.: defini¢ni obor nemusi byt vyslovné uveden — mnozina vsech takovych z € R, pro ktera ma

dany predpis smysl
Priklad.

o fiy=322—-1, x€(0,+00)




Graf funkce

— grafické znazornéni funkce

= mnozina bodu (v roviné R?), jejichz prvni soufadnice je x € D(f) a pro druhou soutadnici plati
rovnost y = f(x)

Jak pozname, ze je néjakd mnozina bodu grafem funkce?
definice funkce — mnozina nesmi obsahovat body, které lezi nad sebou

Priklad. Nakreslete graf funkce

a)

-1, r <0,
fry=49 0, z=0,
1, x>0

Foy= —, x <0,
Y= x, x>0



Vlastnosti funkci

Omezena funkce

Definice: Rekneme, 7e funkce f je
(i) shora omezend na mnoziné M C D(f) < existuje K € R takové, ze f(x) < K Vre M,
(ii) zdola omezend na mnoziné M C D(f) < existuje L € R takové, ze f(z) > L Vze M,

(iii) omezend na mnoziné M C D(f) < f je na M omezena shora i zdola.

Rekneme, 7e funkce f je shora, resp. zdola omezend, jestlize je omezend na D(f).

Priklad.
a) f:y=3—12?
2 —1
b Dy =
) [y x?2+1

— graf funkce ohranic¢ené shora lezi cely pod ptimkou y = K
— graf funkce ohranicené zdola lezi cely nad ptimkou y = L

— graf ohranic¢ené funkce lezi mezi dvéma rovnobézkami ve vyskach L a K



Prosta funkce

Definice: Rekneme, ze funkce f je prostd na mnoziné M C D(f), jestlize Va,, 20 € M, 1 # o,

plati f(x1) # f(x2).

Priklad. Rozhodnéte, zda-li je funkce f : y = 2x + 5 prosta na svém definicnim oboru.
libovolnd rovnobézka s osou x protne graf prosté funkce nejvyse jednou

Monoténni funkce

Definice: Rekneme, ze funkce f je
(i) rostouci na mnoziné M C D(f), jestlize Va1, 29 € M, x1 < x4, plati f(x1) < f(z2),
(i) klesajici na mnozine M C D(f), jestlize V1,29 € M, 21 < 9, plati f(x1) > f(z2),
(iii) nerostouci na mnoziné M C D(f), jestlize Va1, z0 € M, x1 < xo, plati f(x1) > f(x2),

(iv) neklesajici na mnoziné M C D(f), jestlize Va1, 29 € M, x1 < x4, plati f(x1) < f(z2).

Priklad. Dokazte, ze funkce f : y = —3x + 6 je klesajici v R.



Suda, licha funkce

Definice: Rekneme, ze funkce f je sudd, resp. lichd, jestlize
(i) je-li = € D(f), pak —z € D(f),

(i) f(—=z) = f(x), resp. f(—x) = —f(x) pro kazdé = € D(f).

Piiklad. Rozhodnéte, které z nédsledujicich funkei jsou sudé (liché) ve svém definiénim oboru.

a) f:yzxi3
b) f:y=23
c) f:y:$2\:c_|4

graf sudé funkce . ..soumérny podle osy y

graf liché funkce ...soumérny podle pocatku



Operace s funkcemi

Soucet, rozdil, souc¢in a podil funkci

Definice: Necht f a g jsou funkce. Souctem f + g, rozdilem f — g, soucinem f - g a podilem f/g
funkci f a g nazveme funkce definované néasledujicimi predpisy

(f +9)(x) = f(x) +g(x) proxe D(f)ND(g),
(f —g)(x) = f(z) —g(x) proxe D(f)N D(g),
(

-g() pro x € D(f) N D(g),

(z)
g)(w):m proxz € D(f)ND(g)\{z €R : g(z) =0}.




Skladani funkci

Definice: Necht f a g jsou funkce. SloZenou funkci f o g nazyvdme funkci definovanou predpisem

(fog)(x) = f(g(x)) prox € D(g)Ag(x) € D(f)

Funkci g nazyvame vnitrni slozka, funkci f vnéjsi slozka slozené funkce f o g.

vicendsobné slozend funkce — slozky jsou samy o sobé slozenymi funkcemi

D(f o g) - obecné vzdy soucédsti D(g); musime vzdy zvazit, kterd = je mozno vzit, abychom mohli
g(x) dosadit do predpisu pro funkci f

Piiklad. Jsou ddny funkce f(x) = —2x + 3 a g(x) = /z. Napisté predpisy pro nésledujici slozené

funkce a urcete jejich defini¢ni obory:

a) fog b) gof
Priklad. U danych slozenych funkei urcéete vnitini a vnéjsi slozku:

a) y =log’x — 4logx b) y = V/5®



Inverzni funkce

Definice: Necht f je funkce. Funkce f~! se nazyva funkce inverzni k funkci f, jestlize

(i) pro kazdé y € D(f) plati  fl(y) =z & f(x)=y

nezavisle proménnou obvykle zna¢ime pismenem z (kresleni grafu - vodorovna osa)
(1) Inverzni funkce f~! existuje pravé tehdy, kdyz f je prosta.

Plati:
(f~'o f)(z) = = pro kazdé = € D(f)
(fof™1)(z) =z pro kazdé x € D(f™)

1+
Priklad. Ovéite, ze k funkci f:y = ]

existuje inverzni funkce, a najdéte ji.



