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1 Úvod

1.0.1 Co budete po absolvováńı přednášky umět

• Co jsou matice a jaké jsou jejich vlastnosti. Poč́ıtáńı s maticemi.

• Co je aritmetický vektorový prostor.

• Hodnost matice. Báze vektorového prostoru.

• Soustavy lineárńıch rovnic. Gaussova eliminačńı metoda.

• Determinanty a jejich vlastnosti. Aplikace determinant̊u.

• Inverzńı matice.

• Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice.

Literatura:
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Zlatoš, P.: Lineárna algebra a geometria. Bratislava 2011.

Hefferon, J.: Linear Algebra. http://joshua.smcvt.edu/linearalgebra/

Starořecká moudrost: Žák neńı nádoba, jež se má naplnit, ale pochodeň, která se má zapálit.
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2 Základńı pojmy

2.0.2 Matice

Budeme mluvit o reálných, př́ıpadně komplexńıch matićıch, tj. prvky matic budou realná nebo kom-

plexńı č́ısla.

Definice: Matice typu m × n (m řádk̊u × n sloupc̊u) je obdélńıkové schéma

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...

am1 am2 . . . amn




Značeńı: A = (aij), i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n.

Je to vlastně tabulka č́ısel a index nám ř́ıká pozici prvku v tabulce.

Př́ıklad:

A =

(
1 2 −1

3 4 −2

)

je matice typu 2 × 3, prvek na 1. řádku a druhém sloupci je a12 = 2.

Obecněji: aij je prvek matice A, který je na i-tém řádku a j-tém sloupci.

Definice: Matice typu 1 × n tvaru (ai1, ai2, . . . , ain) nazýváme i-tý řádek matice.

Matice typu m × 1 tvaru 


a1j

a2j

...

amj




nazýváme j-tý sloupec matice,

Př́ıklad:

A =

(
1 2 −1

3 4 −2

)

i = 2, druhý řádek je (a21, a22, . . . , a23) = (3, 4,−2)

j = 1, prvńı sloupec je

(
1

3

)

tak jak to je vidět v tabulce, jen to muśıme nějak matematicky zapsat.

Definice: Je-li m = n, pak hovoř́ıme o čtvercové matici a č́ıslo m(= n) nazýváme řád matice.

Př́ıklad:

B =

(
1 2

3 4

)

řád = 2.
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Hlavńı diagonála (čtvercové) matice (a11, a22, . . . , ann)

Př́ıklad:

C =




1 2 3

3 4 6

7 8 9




Hlavńı diagonála matice C je (1, 4, 9)

Horńı trojúhelńıková matice je matice, která má pod hlavńı diagonálou samé nuly.

Př́ıklad: C neńı trojúhelńıková matice

D =




1 4 0

0 3 2

0 0 7


 je horńı trojúhelńıková matice

Analogicky, dolńı trojúhelńıková matice má nad diagonálou samé nuly.

Nulová matice

O =




0 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

0 0 . . . 0




libovolného typu

Jednotková matice

E =




1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

0 0 . . . 1




čtvercová (na diagonále 1, jinde 0)

Dvě matice jsou si rovny, jestliže jsou stejného typu a maj́ı na stejných pozićıch stejné prvky.

Př́ıklad: (
1 2

3 4

)
6=
(

1 4

0 3

)
,

(
1 0

0 sin2 x + cos2 x

)
=

(
sin2 x + cos2 x 0

0 1

)

Definice: Čtvercovou matici (aij), řádu n, pro kterou plat́ı aij = aji pro všechna i, j = 1, . . . , n,

nazýváme symetrickou matićı.

Př́ıklad: 


1 2 5

2 4 6

5 6 7
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Definice: Čtvercovou matici (aij), řádu n, pro kterou plat́ı aij = −aji pro všechna i, j = 1, . . . , n,

nazýváme antisymetrickou matićı.

Př́ıklad: 


0 2 1

−2 0 −6

−1 6 0




2.1 Operace s maticemi

2.1.1 Vynásobeńı matice č́ıslem

Umı́me pro každou matici, definuje se po složkách.

Mějme č́ıslo c a matici A = (aij). Potom cA = (caij).

Př́ıklad:

5 ·
(

1 2 5

3 4 6

)
=

(
5 10 25

15 20 30

)

2.1.2 Součet matic

Sč́ıtat můžeme pouze matice stejného typu, definuje se po složkách.

Mějme matice A = (aij), B = (bij). Potom A + B = (aij + bij).

Př́ıklad: (
1 2

3 4

)
+

(
0 −4

3 −1

)
=

(
1 −2

6 3

)

NELZE

(
1 2

3 4

)
+

(
0 2 0

4 −1 −2

)
, posledńı sloupec levé matice

(
0

−2

)
neńı s č́ım seč́ıst.

Plat́ı: (komutativńı zákon) A + B = B + A

Jistě plat́ı (
0 −4

3 −1

)
+

(
1 2

3 4

)
=

(
1 −2

6 3

)

2.1.3 Rozd́ıl matic

Pouze pro matice stejného typu, definujeme A − B := A + (−1)B.

2.1.4 Transponovaná matice

Necht’ A je matice typu m × n, pak transponovanou matici AT źıskáme tak, že matici A překloṕıme

podle (hlavńı) diagonály. Výsledkem je matice typu n × m
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A =




1 2

3 4

5 6


 AT =

(
1 3 5

2 4 6

)

Prohod́ıme řádky za sloupce a sloupce za řádky.

Poznámka: Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Potom A je symetrická právě když A = AT .

Mějme č́ısla c, d a matice A, B, C. Potom (pokud maj́ı výrazy smysl) plat́ı:

A + B = B + A (c + d)A = cA + dA

A + (B + C) = (A + B) + C c(A + B) = cA + cB

A + O = O + A = A c(dA) = (cd)A

A − A = O (A + B)T = AT + BT

(
AT
)T

= A (cA)T = cAT

lze udělat přestávku

Př́ıklad:

Mějme A =

(
1 2

3 4

)
, B =

(
−1 0

−2 3

)
. Vypoč́ıtejte AT − B + A.

Řešeńı: −B = −
(

−1 0

−2 3

)
=

(
1 0

2 −3

)
,

−B + A =

(
1 0

2 −3

)
+

(
1 2

3 4

)
=

(
2 2

5 1

)
,

AT =

(
1 3

2 4

)
,

AT − B + A =

(
1 3

2 4

)
+

(
2 2

5 1

)
=

(
3 5

7 5

)
.

2.1.5 Násobeńı matic

Formálńı definice:

Necht’ A = (aij) je matice typu m × n, B = (bkℓ) je matice typu n × p. Položme

ciℓ :=

n∑

k=1

aikbkℓ

pro i = 1, . . . , m a ℓ = 1, . . . , p.

Matice C = (ciℓ) typu m × p se nazývá součinem matice A s matićı B, tj. C = AB.

Co to znamená lidsky?
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Násobit umı́me jen takové dvě matice, pro které plat́ı, že prvńı matice má tolik sloupc̊u jako druhá

matice řádk̊u.

(i, j)-tý prvek součinu źıskáme tak, že “vynásob́ıme” i-tý řádek prvńı matice j-tým sloupcem druhé

matice.

Př́ıklad:

Vypoč́ıtejte AB a BA pro A =

(
0 1

2 3

)
, B =

(
4 5 6

7 8 9

)
.

Řešeńı: AB =

(
0 1

2 3

)(
4 5 6

7 8 9

)
=

(
0 · 4 + 1 · 7 0 · 5 + 1 · 8 0 · 6 + 1 · 9
2 · 4 + 3 · 7 2 · 5 + 3 · 8 2 · 6 + 3 · 9

)
=

(
7 8 9

29 34 39

)
,

BA NELZE, B je typu 2 × 3, A je typu 2 × 2, 3 6= 2.

Př́ıklad:

Vypoč́ıtejte AB a BA pro A =

(
0 1

2 3

)
, B =

(
2 3

−1 2

)
.

Pozorováńı: Čtvercové matice stejného typu lze bez problémů násobit, dostaneme zase matici stejného

typu.

V našem př́ıpadě budou oba součiny typu 2 × 2.

Řešeńı:

AB =

(
0 1

2 3

)(
2 3

−1 2

)
=

(
−1 2

1 12

)
,

BA =

(
2 3

−1 2

)(
0 1

2 3

)
=

(
6 11

4 5

)
.

Pozorováńı: AB 6= BA, násobeńı nekomutuje.

Př́ıklad:

Vypoč́ıtejte AB a BA pro A =
(

−1 1 2
)

(typu 1 × 3), B =




2

0

3


 (typu 3 × 1).

Pozorováńı: AB bude typu 1 × 1, čili vlastně “č́ıslo”

BA bude typu 3 × 3.

Řešeńı:

AB =
(

−1 1 2
)



2

0

3


 = −1 · 2 + 1 · 0 + 2 · 3 =

(
4
)

BA =




2

0

3



(

−1 1 2
)

=




−2 2 4

0 0 0

−3 3 6




Obecně neplat́ı AB = BA.

Viděli jsme, že jeden ze součin̊u může existovat a druhý nemuśı a i když oba součiny (obě strany

rovnosti) existuj́ı, rovnost nastane sṕı̌se vyj́ımečně.

6



Př́ıklad:
(

1 2

0 4

)(
0 1

1 2

)
=

(
2 5

4 8

)

(
0 1

1 2

)(
1 2

0 4

)
=

(
0 4

1 10

)

Nerovnaj́ı se.

Násobeńı je ještě podivněǰśı, existuj́ı nenulové matice, jejichž součin je nulová matice

(
0 1

0 0

)(
1 0

0 0

)
=

(
0 0

0 0

)

V obráceném pořad́ı: (
1 0

0 0

)(
0 1

0 0

)
=

(
0 1

0 0

)

Definice: (Čtvercové) matice A, B se nazývaj́ı zaměnitelné, jestliže plat́ı AB = BA.

Mějme č́ısla c, d a matice A, B, C. Potom (pokud maj́ı výrazy smysl) plat́ı:

A(BC) = (AB)C (A + B)C = AC + BC

AE = EA = A C(A + B) = CA + CB

AO = OA = O (dA)B = A(dB) = d(AB) (č́ıslo můžeme vytknout)

(AB)T = BT AT A je čtvercová, potom A + AT je symetrická.

Speciálńı př́ıpad:

A budiž čtvercová matice

A2 = AA (maticově, nikoliv každý prvek),

A3 = AAA
...

Plat́ı: Každou čtvercovou matici A lze rozložit na součet symetrické As a antisymetrické Aas matice

A = As + Aas,

kde

As =
1

2

(
A + AT

)
, Aas =

1

2

(
A − AT

)
.
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3 Aritmetické vektorové prostory

Budeme uvažovat reálné vektory, tj. budeme se pohybovat v R
n.

Vektorem budeme rozumět uspořádanou n-tici reálných č́ısel v = (a1, a2, . . . , an).

Pevně zvolené č́ıslo n budeme nazývat dimenźı (=rozměrem).

Př́ıklad: n = 2; vektory v R
2 jsou uspořádané dvojice č́ısel v = (a1, a2). To odpov́ıdá představě vektor̊u

v rovině ze středńı školy.

Př́ıklad: v1 = (1, 3), v2 = (−2, 1)

[obrazek]

Na vektorech definujeme operace sč́ıtáńı a vynásobeńım skalárem (=č́ıslem) po složkách. Tedy pro

vektory u = (a1, a2 . . . , an), v = (b1, b2 . . . , bn) máme operace:

u + v = (a1, a2 . . . , an) + (b1, b2 . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2 . . . , an + bn)

ru = r · (a1, a2 . . . , an) = (ra1, ra2 . . . , ran) pro reálné č́ıslo r.

Plat́ı:

Operace sč́ıtáńı splňuje následuj́ıćı vlastnosti:

(1) (u + v) + w = u + (v + w) pro libovolné vektory u, v, w ∈ R
n,

(2) u + v = v + u pro libovolné vektory u, v ∈ R
n,

(3) Existuje prvek o takový, že u + o = u pro všechny vektory u.

Ř́ıkáme mu nulový vektor o = (0, 0, . . . , 0).

(4) Pro všechny vektory v existuje vektor −v takový, že v + (−v) = o.

Jedná se o vektor opačný k vektoru v = (a1, a2, . . . , an), který je tvaru −v = (−a1,−a2, . . . ,−an)

Zřejmě plat́ı:

v + o = (v1, v2, . . . , vn) + (0, 0, . . . , 0) = (v1 + 0, v2 + 0, . . . , vn + 0) = (v1, v2, . . . , vn) = v

v + (−v) = (v1, v2, . . . , vn) + (−v1,−v2, . . . ,−vn) = (v1 − v1, v2 − v2, . . . , vn − vn) = (0, 0 . . . , 0) = o

Operace sč́ıtáńı a vynásobeńı skalárem splňuj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

(5) r(u + v) = ru + rv pro všechny vektory u, v a skalár r,

(6) (r + s)u = ru + su pro všechny vektory u a skaláry r, s,

(7) r · (s · u) = (rs) · u pro všechny vektory u a skaláry r, s,

(8) 1 · v = v pro libovolný vektor v.

Kterýkoliv daľśı fakt o vektorech už lze odvodit z těchto 8 axiomů.

Př́ıklad:

Operace s vektory v R
2 a jejich vlastnosti:

v1 = (1, 3), v2 = (−2, 1)

Opačné vektory −v1 = (−1,−3), −v2 = (2,−1),

v1 + v2 = (1, 3) + (−2, 1) = (−1, 4),

2v2 = 2(−2, 1) = (−4, 2)
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[obrazek]

Definice: Množinu všech vektor̊u v R
n spolu s operacemi sč́ıtáńı a vynásobeńı (reálným) skalárem, které

splňuj́ı vlastnosti (1)–(8), budeme nazývat (reálným) n-rozměrným aritmetickým vektorovým prostorem

Vn.

Č́ıslo n je tzv. dimenze prostoru.

Př́ıklad:

R
2 s “grafickými operacemi” je dvojrozměrný aritmetický vektorový prostor.

Odted’ pro nás slovo “vektor” bude znamenat “prvek aritmetického vektorového prostoru”.

Definice: Vektor v = r1v1 +r2v2 + . . .+rkvk ∈ Vn se nazývá lineárńı kombinace vektor̊u v1, . . . , vk ∈ Vn

s koeficienty r1, . . . , rk ∈ R.

Př́ıklad: v R
2 mějme v1 = (1, 3), v2 = (3,−1), v3 = (0, 7).

v = (−2, 18) je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, v2, v3, nebot’

1 · (1, 3) + (−1) · (3,−1) + 2 · (0, 7) = (1, 3) − (3,−1) + (0, 14) = (−2, 18),

koeficienty přitom jsou 1,−1, 2.

Definice: Vektory v1, . . . , vk (konečně mnoho) se nazývaj́ı lineárně závislé, jestliže existuj́ı koeficienty

r1, . . . , rk, z nichž alespoň jeden je nenulový, tak, že

r1v1 + r2v2 + . . . + rkvk = o (nulový vektor)

V opačném př́ıpadě nazýváme vektory lineárně nezávislé.

Poznámka: To znamená, že vektory jsou lineárně nezávislé, jestliže výše uvedená rovnost plat́ı pouze

pro r1 = r2 = . . . = rk = 0 (nulový vektor z nich nakombinujeme pouze triviálńı (=nulovou) kombinaćı).

Př́ıklad: (v R
4): Rozhodněte, zda vektory u, v, w jsou lineárně závislé nebo nezávislé.

u = (2, 1, 0, 3), v = (−1, 1, 1, 2), w = (1, 0,−4, 1).

Zkoumáme lineárńı kombinaci:

a(2, 1, 0, 3) + b(−1, 1, 1, 2) + c(1, 0,−4, 1) = (0, 0, 0, 0).

Operace sč́ıtáńı funguje po složkách, dostáváme soustavu rovnic

2a −b +c = 0

a +b = 0

b −4c = 0

3a +2b +c = 0

Zaj́ımá nás, jaká jsou řešeńı této soustavy—zda je jen nulové řešeńı nebo zda existuj́ı i nenulová řešeńı.

Soustavu vyřeš́ıme např́ıklad dosazováńım
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a = −b ⇒
−2b −b +c = 0

b −4c = 0

−3b +2b +c = 0

⇒
−3b +c = 0

b −4c = 0

−b +c = 0

⇒ a = b = c = 0.

Soustava má pouze nulové řešeńı ⇒ jediné možné hledané koeficienty jsou samé nuly ⇒
zadané vektory jsou lineárně nezávislé.

Př́ıklad: (v R
3): Rozhodněte, zda vektory u, v, w jsou lineárně závislé nebo nezávislé.

u = (1, 1, 0), v = (0, 1, 2), w = (2, 3, 2).

Zkoumáme lineárńı kombinaci:

a(1, 1, 0) + b(0, 1, 2) + c(2, 3, 2) = (0, 0, 0),

která vede na soustavu rovnic
a +2c = 0

a +b +3c = 0

2b +2c = 0

⇒
a = −2c

−2c +b +3c = 0

2b +2c = 0

⇒
a = −2c

b +c = 0

b +c = 0

⇒ a = −2c

b = −c

Soustava má nekonečně mnoho řešeńı řešeńı tvaru (−2t,−t, t) pro libovolné reálné č́ıslo t.

Vezměme např́ıklad t = 1, tedy řešeńı (−2,−1, 1) naš́ı soustavy. Dostáváme

−2(1, 1, 0) − 1(0, 1, 2) + 1(2, 3, 2) = (−2,−2, 0) + (0,−1,−2) + (2, 3, 2) = (0, 0, 0),

zadané vektory jsou lineárně závislé.

Poznámky:

1. Všimněte si, že k vyřešeńı problému lineárńı (ne)závislosti vektor̊u muśıme vyřešit soustavu rovnic

a zat́ım k tomu nemáme efektivńı metody; v budoucnu se k tomu vrát́ıme, až budeme efektivńı

metody znát.

2. Ve druhém př́ıpadě jsme měli lineárně závislé vektory u = (1, 1, 0), v = (0, 1, 2), w = (2, 3, 2).

Všimněte si, že v tomto př́ıpadě umı́me napsat jeden z nich jako lineárńı kombinaci ostatńıch.

Máme

2(1, 1, 0) + 1(0, 1, 2) = (2, 3, 2).

V př́ıpadě lineárně nezávislých vektor̊u toto neuděláme (zkuste si to pro náš prvńı př́ıklad).

Věta:

1. Pro k ≥ 2 (tj. máme alespoň dva vektory) jsou vektory v1, . . . , vk lineárně závislé přávě tehdy,

když existuje index i tak, že vektor vi je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vk.

2. Pro k = 1 je vektor v1 lineárně závislý, právě když v1 = o.

Důkaz: [jen pro pokročilé]

Důsledek:

1. Je-li některý z vektor̊u v1, . . . , vk nulový vektor, pak jsou vektory lineárně závislé.
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2. Existuj́ı-li r̊uzná přirozená č́ısla i, j tak, že vi = vj , pak jsou vektory lineárně závislé.
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4 Báze VP

Definice: Soustava vektor̊u (u, v, . . . , w) z aritmetického vektorového prostoru se nazývá báze, jestliže

1. je lineárně nezávislá

2. každý vektor z aritmetického vektorového prostoru lze napsat jako jejich lineárńı kombinace.

Př́ıklad: V R
2 rozhodněte, zda se jedná o bázi:

((1, 0), (0, 1)).

[obrazek]

Ověř́ıme podmı́nky v definici.

1. Jsou lineárně nezávislé, protože máme

a(1, 0) + b(0, 1) = (0, 0) a tedy

1 · a + 0 · b = 0

0 · a + 1 · b = 0
⇒ a = b = 0.

2. Každý vektor (p, q) naṕı̌seme jako (p, q) = p(1, 0) + q(0, 1).

Je to tedy báze.

Př́ıklad: V R
2 rozhodněte, zda se jedná o bázi: ((1, 1), (1,−1)).

Ověř́ıme podmı́nky v definici.

• Jsou lineárně nezávislé, protože máme

a(1, 1) + b(1,−1) = (0, 0) a tedy

a + b = 0

a − b = 0
⇒ a = b = 0.

• Chceme vektor (p, q) napsat jako kombinaci vektor̊u (1, 1), (1,−1).

Hledejme koeficienty této lineárńı kombinace.

a(1, 1) + b(1,−1) = (p, q) a tedy

a + b = p

a − b = q

}
Zde řeśıme soustavu 2 rovnic se dvěma neznámými a, b

a dvěma parametry p, q (p a q zde vystupuj́ı jako dvě libovolná reálná č́ısla).

Z druhé rovnice dostaneme a = q + b a dosad́ıme do prvńı rovnice:

q + b + b = p

2b = p − q

b = p−q

2
.
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Po dosazeńı do a = q + b a dostaneme a = q +
p − q

2
=

2q + p − q

2
=

p + q

2
.

Toto funguje pro libovolná p, q, tj. pro libovolný vektor (p, q) najdeme vhodné koefienty.

Např́ıklad vektor (p, q) = (3, 7) má koeficienty

a =
p + q

2
=

3 + 7

2
= 5, b =

p − q

2
=

3 − 7

2
= −2

a plat́ı 5(1, 1) − 2(1,−1) = (3, 7) . [obrazek]

Celkově (p, q) =
p + q

2
(1, 1) +

p − q

2
(1,−1).

Je to tedy báze.

Př́ıklad: V R
2 rozhodněte, zda se jedná o bázi: ((1, 0), (0, 1), (1, 1)).

[obrazek]

Ověř́ıme podmı́nky v definici.

• Jsou lineárně závislé, protože např́ıklad vektor (1, 1) lze napsat jako kombinaci vektor̊u (1, 0) a

(0, 1). Zřejmě

(1, 1) = 1 · (1, 0) + 1 · (0, 1)

Neńı to báze.

Př́ıklad: V R
2 rozhodněte, zda se jedná o bázi: ((1, 1)).

Ověř́ıme podmı́nky v definici.

• Je lineárně nezávislý, protože je to jeden vektor a je nenulový.

• Existuj́ı vektory, které nelze napsat jako lineárńı kombinaci (v tomto př́ıpadě násobek) tohoto

vektoru. Např́ıklad neexistuje a takové, aby a(1, 1) = (2, 3)

Neńı to báze.

Postřehy:

• Báze vektorového prostoru (V.P.) je co možná nejmenš́ı množina vektor̊u taková, že každý prvek

V.P. pomoćı ńı poṕı̌seme (vyrob́ıme, nakombinujeme).

V teorii V.P. to znamená, že mı́sto práce s celým V.P. stač́ı pracovat jen s touto malou množinou.

• Báze prostoru R
2 měly stejný počet prvk̊u, a to 2. Jeden vektor bylo málo, tři bylo zbytečně moc.

• Báźı může být několik (viz prvńı dva př́ıklady). Najdete ještě nějakou?

Plat́ı:
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• Každý n-rozměrný aritmetický V.P. má nějakou bázi. Vezměme např́ıklad tzv. standardńı bázi

(kanonickou bázi):

e1 = (1, 0, . . . , 0)

e2 = (0, 1, . . . , 0)
...

en = (0, . . . , 0, 1)





n vektor̊u, každý obsahuje právě jednu 1 a všude jinde nulu.

Systém (e1, e2, . . . , en) je zřejmě lineárně nezávislý a každý vektor je vhodnou lineárńı kombinaćı

těchto vektor̊u.

• Každá báze n-dimenzionálńıho aritmetického V.P. má právě n prvk̊u.

POZOR, to neznamená, že každá n-tice vektor̊u je báze !

I tak existuje “hodně” báźı jednoho V.P.

Poznámka: Dimenze V.P. se v obecné teorii definuje jako počet prvk̊u báze.

Věta: (Shrnut́ı)

1. Každé dvě báze jednoho V.P. maj́ı stejný počet prvk̊u.

2. Každou lineárně nezávislou množinu vektor̊u lze doplnit do báze.

3. Báze jsou právě maximálńı lineárně nezávislé množiny vektor̊u.

4. [pro pokročilé] Báze jsou právě minimálńı množiny generátor̊u.

Plat́ı:

Z každé “dostatečně velké množiny vektor̊u” lze vybrat bázi. “Dostatečně velká množina vektor̊u” =

každý vektor aritmetického V.P. lze napsat jako lineárńı kombinaci vektor̊u z této množiny (množina

generuj́ıćı).

Věta: (pro pokročilé) Systém vektor̊u tvoř́ı bázi n-dimenzionálńıho aritmetického V.P. právě tehdy,

když každý vektor V.P. lze napsat jako lineárńı kombinaci jednoznačně.

Př́ıklad: V R
2 máme bázi ((1, 0), (0, 1)) a např́ıklad vektor (3, 7) lze zapsat jako 3(1, 0)+7(0, 1), nejde

to s jinými koeficienty.

Př́ıklad: Vezměme v R
2 systém ((1, 0), (0, 1), (1, 1)), který neńı báźı. Vektor (3, 7) umı́me napsat jako

kombinaci 3(1, 0) + 7(0, 1) + 0(1, 1) ale také jako (3, 7) = 2(1, 0) + 6(0, 1) + 1(1, 1) a takových možnost́ı

je hodně.

Př́ıklady budou později. Až budeme umět lépe poč́ıtat s maticemi, ukážeme si algoritmy na řešeńı výše

zmı́něných otázek.
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5 Hodnost matice

Bud’ A = (aij) reálná matice typu m × n. Pak řádky matice jsou vlastně vektory a nás zaj́ımá, jak je

to s jejich lineárńı závislost́ı a nezávislost́ı.

Definice: Hodnost matice h(A) je maximálńı počet jej́ıch lineárně nezávislých řádk̊u.

Poznámka: Hodnost matice je nulová, právě když matice je nulová.

Hodnost nenulové matice je přirozené (nenulové) č́ıslo.

Plat́ı: Pro matice A typu m × n je h(A) ≤ min{m, n}.

Věta:

• Hodnost matice je rovna maximálńımu počtu jej́ıch lineárně nezávislých sloupc̊u.

• Pro matici A plat́ı h(A) = h(AT ).

Při samotném hledáńı hodnosti matice si můžeme vybrat, co je snažš́ı zkoumat (řádky nebo sloupce).

Věta: Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Pak je ekvivalentńı:

• h(A) = n

• řádky matice A jsou lineárně nezávislé

• sloupce matice A jsou lineárně nezávislé.

Všimněte si, že už jsme začali řešit, jak rozhodovat o nezávislosti vektor̊u efektivněǰśım zp̊usobem.

Věta: Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Pak je ekvivalentńı:

• h(A) < n

• řádky matice A jsou lineárně závislé

• sloupce matice A jsou lineárně závislé.

5.1 Výpočet hodnosti matice

Definice: Necht’ A je (reálná) matice typu m×n. Pak každá z následuj́ıćıch úprav se nazývá elementárńı

řádková úprava matice A:

1. prohozeńı libovolných dvou řádk̊u (⇒ libovolná záměna pořad́ı řádk̊u)

2. vynásobeńı libovolného řádku nenulovým reálným č́ıslem

3. přičteńı násobku jednoho řádku k jinému řádku.

15



Plat́ı: Provedeńı libovolné elementárńı řádkové úpravy nezměńı hodnost matice.

Hodnost matice budeme poč́ıtat tak, že pomoćı elementárńıch řádkových úprav matici převedeme do

tvaru, ze kterého už hodnost bude vidět.

Definice: Necht’ A je (reálná) matice typu m × n. Řekneme, že matice A je ve schodovitém tvaru,

jestliže

• každý nenulový řádek je nad každým nulovým

• prvńı nenulové č́ıslo ve vyšš́ım řádku je na pozici v́ıce vlevo.

Př́ıklad:


1 2 3 4

0 5 3 −4

0 0 0 7

0 0 0 0




je ve schodovitém tvaru




0 1 1

0 0 3

0 0 3


,




1 2 0 3

0 3 4 7

3 9 −5 8


 nejsou ve schodovitém tvaru.

Muśıme mı́t schody, kterými odř́ızneme nuly od nenulových č́ısel.

V každém nenulovém řádku je jeden schod.

Jak poč́ıtat hodnost matice?

Věta: Každou matici lze konečným počtem elementárńıch řádkových úprav převézt na schodovitý tvar.

Věta: Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna počtu jej́ıch nenulových řádk̊u.

Př́ıklad: Určete hodnost matice A =




0 1 1 0 1 1

1 2 0 0 −1 −2

−1 1 3 0 0 −4

2 1 −3 0 −1 2




.

chceme nenulové č́ıslo na pozici (1, 1) a nuly do zbytku prvńıho sloupce


1 2 0 0 −1 −2

0 1 1 0 1 1

−1 1 3 0 0 −4

2 1 −3 0 −1 2




∼
∣∣∣∣∣

3. řádek +1. řádek

4. řádek +(−2)∗ 1. řádek

∣∣∣∣∣ ∼




1 2 0 0 −1 −2

0 1 1 0 1 1

0 3 3 0 −1 −6

0 −3 −3 0 1 6




∼
∣∣∣∣∣

3. řádek +(−3)∗ 2. řádek

4. řádek +3∗ 2. řádek

∣∣∣∣∣ ∼




1 2 0 0 −1 −2

0 1 1 0 1 1

0 0 0 0 −4 −9

0 0 0 0 −4 −9




∼




1 2 0 0 −1 −2

0 |1 1 0 1 1

0 0 0 0 | − 4 −9

0 0 0 0 0 0
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která už je ve schodovitém tvaru. Máme 3 nenulové řádky a h(A) = 3.

Jak toto použ́ıt k zjǐst’ováńı lineárńı závislosti a nezávislosti vektor̊u?

Plat́ı: V n-dimenzionálńım aritmetickém V.P. je každý systém (n + 1) či v́ıce vektor̊u lineárně závislý.

Dostaneme-li n nebo méně vektor̊u, utvoř́ıme z nich matici a urč́ıme jej́ı hodnost.

Je-li hodnost matice rovna počtu vektor̊u, pak jsou tyto lineárně nezávislé, je-li ostře menš́ı, pak jsou

lineárně závislé.

Máme-li nav́ıc rozhodnout, zda se jedná o bázi, muśıme dostat právě n vektor̊u a ověřit jejich nezávislost.

V principu je jedno, jestli vektory ṕı̌seme do řádk̊u nebo do sloupc̊u. V budoucnu budou nekteré

algoritmy vyžadovat zapis do sloupc̊u.

Př́ıklad: Rozhodněte, zda následuj́ıćı vektory jsou lineárně závislé či nezávislé, př́ıpadně zda tvoř́ı bázi

daného prostoru.

R
3, (1, 1,−1), (1, 3, 1), (1, 0,−2).

Řešeńı:


1 1 1

1 3 0

−1 1 −2


 ∼




1 1 1

0 2 −1

0 2 −1


 ∼




1 1 1

0 |2 −1

0 0 0


, h = 2.

Př́ıklad: Rozhodněte, zda následuj́ıćı vektory jsou lineárně závislé či nezávislé, př́ıpadně zda tvoř́ı bázi

daného prostoru.

R
4, (1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 1).

Řešeńı:


1 1 1 1

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1




∼




1 1 1 1

0 −1 −1 0

0 1 0 1

0 0 1 1




∼




1 1 1 1

0 −1 −1 0

0 0 −1 1

0 0 1 1




∼




1 1 1 1

0 | − 1 −1 0

0 0 | − 1 1

0 0 0 |2




,

h = 4, jsou lineárně nezávislé a (protože jsou 4) tvoř́ı bázi v R
4.

Př́ıklad: Rozhodněte, zda následuj́ıćı vektory jsou lineárně závislé či nezávislé, př́ıpadně zda tvoř́ı bázi

daného prostoru.

R
4, (1, 1, 0, 1), (1, 1,−1, 0), (0, 0, 1,−1).

Řešeńı:

matici




1 1 0

1 1 0

0 −1 1

1 0 −1




nejprve transponujeme, abychom ušetřili několik krok̊u výpočtu




1 1 0 1

1 1 −1 0

0 0 1 −1


 ∼




1 1 0 1

0 0 −1 −1

0 0 1 −1


 ∼




1 1 0 1

0 0 | − 1 −1

0 0 0 | − 2


, h = 3
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Vektory jsou lineárně nezávislé, ale netvoř́ı bázi (je jich na to málo, báze R
4 maj́ı 4 prvky).

5.2 Algoritmus na výběr báze z množiny vektor̊u

Zadáńı: Z množiny vektor̊u vyberte bázi n-dimenzionálńıho aritmetického V.P., jde-li to.

Je zřejmé, že na začátku muśıme dostat (od nepř́ıtele) n nebo v́ıce vektor̊u.

1. Zaṕı̌seme vektory sloupcově do matice.

2. Převedeme matici do schodovitého tvaru.

3. Sloupce, ve kterých je schod, určuj́ı pozici bázových prvk̊u

4. Vybereme ty vektory ze zadáńı na př́ıslušných pozićıch (nikoli ty z upravené matice). Je-li jich n,

máme bázi. Je-li jich méně než n, bázi nelze vybrat.

Př́ıklad: Z následuj́ıćı množiny vektor̊u vyberte bázi R
3: {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (2, 4, 2), (1, 0, 1), (2, 1, 1)}.

Řešeńı:


1 0 2 1 2

1 1 4 0 1

0 1 2 1 1


 ∼




1 0 2 1 2

0 1 2 −1 −1

0 1 2 1 1


 ∼




1 0 2 1 2

0 |1 2 −1 −1

0 0 0 |2 2




Schody na pozićıch 1, 2, 4.

Bázi tvoř́ı prvky {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)}.
Př́ıklad: Z následuj́ıćı množiny vektor̊u vyberte bázi R

3: {(1, 1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 1), (2, 1, 1)}.
Řešeńı:


1 1 0 2

1 0 1 1

1 0 1 1


 ∼




1 1 0 2

0 −1 1 −1

0 −1 1 −1


 ∼




1 1 0 2

0 | − 1 1 −1

0 0 0 0




Nelze vybrat bázi.

5.3 Algoritmus na doplněńı lineárně nezávislé množiny do báze

Zadáńı: Doplňte množinu lineárně nezávislých vektor̊u do báze n-dimenzionálńıho aritmetického V.P.

1. Zaṕı̌seme vektory sloupcově do matice.

2. Přiṕı̌seme standardńı (kanonickou) bázi do sloupc̊u.

3. Převedeme matici do schodovitého tvaru.

4. Sloupce, ve kterých je schod, určuj́ı bázové prvky.
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Poznámka: Schod muśı být na každé pozici, kde je vektor z p̊uvodńı množiny, jinak je množina lineárně

závislá a nejde doplnit do báze.

Př́ıklad: Doplňte do báze množinu vektor̊u {(1, 1, 1), (2, 1, 1)}.
Řešeńı:


1 2 1 0 0

1 1 0 1 0

1 1 0 0 1


 ∼




1 2 1 0 0

0 −1 −1 1 0

0 −1 −1 0 1


 ∼




1 2 1 0 0

0 | − 1 −1 1 0

0 0 0 | − 1 1




Schody na pozićıch 1, 2, 4.

Bázi tvoř́ı prvky {(1, 1, 1), (2, 1, 1), (0, 1, 0)}.
Př́ıklad: Doplňte do báze množinu vektor̊u {(1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1), (1, 2, 2, 1)}.
Řešeńı:


1 0 1 1 0 0 0

1 1 2 0 1 0 0

1 1 2 0 0 1 0

0 1 1 0 0 0 1




∼




1 0 1 1 0 0 0

0 1 1 −1 1 0 0

0 1 1 −1 0 1 0

0 1 1 0 0 0 1




∼




1 0 1 1 0 0 0

0 |1 1 −1 1 0 0

0 0 0 0 −1 1 0

0 0 0 1 −1 0 1




Levá polovina výsledné schodovité matice neobsahuje 3 schody (pouze 2), je lineárně závislá, tud́ıž

zadaná množina nelze doplnit do báze.
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6 Soustavy lineárńıch rovnic

Soustava rovnic tvaru
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

se nazývá soustava m lineárńıch rovnic o n neznamých. Zde aij , bi jsou reálná č́ısla.

Řešeńım soustavy je n-tice (t1, . . . , tn) reálných č́ısel taková, že po dosazeńı ti za xi (i = 1, . . . , n)

všechny rovnice přejdou na identity.

Poznámka: (terminologie): Č́ıslo aij se nazývá koeficient (v i-té rovnici u j-té neznámé) a č́ıslo bi se

nazývá absolutńı člen i-té rovnice.

Matice A =




a11 . . . a1n

...

am1 . . . amn


 se nazývá matice soustavy.

Matice A =




a11 . . . a1n b1

...

am1 . . . amn bm


 se nazývá rozš́ıřená matice soustavy.

Označ́ıme-li b =




b1

...

bm


 a x =




x1

...

xm


 vektor absolutńıch člen̊u a vektor řešeńı, lze soustavu zapsat

pomoćı maticového násobeńı zkráceně jako Ax = b. (Zkuste si to vynásobit.)

Definice: Soustava je řešitelná (neřešitelná), pokud existuje aspoň jedno (neexistuje žádné) jej́ı řešeńı.

Soustava se nazývá určená (nedourčená), je-li řešitelná a má jedno (v́ıce než jedno) řešeńı.

Dvě soustavy se nazývaj́ı ekvivalentńı, jestliže maj́ı stejné množiny řešeńı.

Uvědomme si, že řešit soustavu lineárńıch rovnic znamená bud’ naj́ıt všechna jej́ı řešeńı nebo zjistit, že

je neřešitelná.

Pokud jde o počet řešeńı, nastane vždy právě jedna z možnost́ı:

• soustava nemá žádné řešeńı

• soustava má jediné řešeńı

• soustava má nekonečně mnoho řešeńı

Plat́ı: Každá elementárńı řádková úprava rozš́ı̌rené matice soustavy vede k ekvivalentńı soustavě, tj.

následuj́ıćı úpravy neměńı řešeńı soustavy:
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• prohozeńı dvou rovnic (záměna rovnic),

• vynásobeńı rovnice nenulovým č́ıslem,

• přičteńı lineárńı kombinace ostatńıch rovnic k dané rovnici,

• vypuštěńı rovnice, která je lineárńı kombinaćı ostańıch rovnic.

Elementárńı sloupcové úpravy k ekvivalentńım soustavám nevedou, protože se mı́chaj́ı proměnné mezi

sebou (např́ıklad prohozeńı dvou sloupc̊u má za následek přejmenováńı proměnných).
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7 Gaussova eliminačńı metoda

1. Ekvivalentńımi řádkovými úpravami převedeme rozš́ı̌renou matici soustavy A do schodovitého tvaru.

2. Źıskáme ekvivalentńı soustavu, kterou snadno dořeš́ıme postupným dosazováńım zdola.

(V podstatě je to vlastně sč́ıtaćı metoda, kterou jste se učili řešit soustavy 2 lineárńıch rovnic o 2

neznámých ale systematická a pro obecné soustavy. T.j. neńı to dosazovaćı metoda, která byla na

středńı škole možná častěǰśı.)

Přitom mohou nastat 3 rozd́ılné př́ıpady:

1. V źıskaném schodovitém tvaru je v posledńım nenulovém řádku jediný nenulový prvek a to v

posledńım sloupci rozš́ı̌rené matice (absolutńı členy). Soustava potom nemá řešeńı.

Posledńı nenulový řádek má tvar 0x1 + 0x2 + . . . + 0xn = ‡ 6= 0.



∗ ∗ . . . . . . ∗ ∗
0 ∗ . . . . . . ∗ ∗
...

0 0 . . . . . . ∗ ∗
0 0 . . . . . . 0 ‡
0 0 . . . . . . 0 0




2. Ve fázi zpětného dosazováńı je v právě diskutovaném řádku právě jedna dosud nevypočtená hod-

nota proměnné. Výpočet pokračuje jej́ım vypočteńım.



. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 ♣ ‡ . . . ‡ ‡
. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .




prvky ‡ známe a odpov́ıdaj́ıćı neznámou ♣ dopoč́ıtáme

3. Ve fázi zpětného dosazováńı je v právě diskutovaném řádku v́ıce než jedna dosud nevypočtená hod-

nota proměnné. Prvńı (nenulovou) z nich zvoĺıme jako “neznámou” a ostatńı prohláśıme za volné

proměnné. Ty chápeme jako parametry a zbývaj́ıćı vypočteme v závislosti na těchto parametrech.



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 ♣ ♦ ‡ . . . ‡ ‡
. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .




prvky ‡ známe,

odpov́ıdaj́ıćı neznámé ♦ zvoĺıme jako parametry,

prvek ♣ 6= 0, odpov́ıdaj́ıćı neznámou dopoč́ıtáme
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Př́ıklad: Řešte soustavu pomoćı GEM.

2x2 + 2x3 + 2x4 − 4x5 = 5

x1 + x2 + x3 + x4 − 2x5 = 3

−x1 − x2 − x3 + x4 + 2x5 = 0

−2x1 + 3x2 + 3x3 − 6x5 = 2

Řešeńı: GEM: pomoćı elementárńıch transformaćı převedeme matici soustavy do schodovitého tvaru.


0 2 2 2 −4 5

1 1 1 1 −2 3

−1 −1 −1 1 2 0

−2 3 3 0 −6 2




∼
∣∣∣prohod́ıme řádky 1 a 2

∣∣∣ ∼

∼




1 1 1 1 −2 3

0 2 2 2 −4 5

−1 −1 −1 1 2 0

−2 3 3 0 −6 2




∼

∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.̌r.)+ (1.̌r.)

(4.̌r.)+ 2*(1.̌r.)

vynuluj́ı 1.podsloupec

∣∣∣∣∣∣∣∣
∼

∼




1 1 1 1 −2 3

0 2 2 2 −4 5

0 0 0 2 0 3

0 5 5 2 −10 8




∼
∣∣∣ 1/2*(2.̌r.)

∣∣∣ ∼

∼




1 1 1 1 −2 3

0 1 1 1 −2 5
2

0 0 0 2 0 3

0 5 5 2 −10 8




∼
∣∣∣∣∣

(4.̌r.)+ (-5)*(2.̌r.)

vynuluj́ı 2. a 3. podsloupce

∣∣∣∣∣ ∼

∼




1 1 1 1 −2 3

0 1 1 1 −2 5
2

0 0 0 2 0 3

0 0 0 −3 0 −9
2




∼
∣∣∣∣∣

(4.̌r.)+ (3/2)*(3.̌r.)

vynuluj́ı 4. podsloupec

∣∣∣∣∣ ∼

∼




1 1 1 1 −2 3

0 |1 1 1 −2 5
2

0 0 0 |2 0 3

0 0 0 0 0 0




Dostali jsme soustavu (za schodovitým maticovým zápisem vid́ıme tuto soustavu)

x1 + x2 + x3 + x4 − 2x5 = 3

x2 + x3 + x4 − 2x5 = 5
2

2x4 = 3

která má stejné řešeńı jako soustava p̊uvodńı.
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1 1 1 1 −2 3

0 |1 1 1 −2 5
2

0 0 0 |2 0 3

0 0 0 0 0 0




x1 + x2 + x3 + x4 − 2x5 = 3

x2 + x3 + x4 − 2x5 = 5
2

2x4 = 3

Kde neńı pivot (vedoućı prvek), tam je parametr (v tomto př́ıpadě sloupec 3 a 5).

Jdeme od konce

x5 = t,

2x4 = 3 ⇒ x4 = 3
2

x3 = s,

x2 + s + 3
2
− 2t = 5

2
⇒ x2 = 1 − s + 2t,

x1 + 1 − s + 2t + s + 3
2
− 2t = 3 ⇒ x1 = 1

2
.

Řešeńı:








1
2

1 − s + 2t

s

3
2

t




, s, t ∈ R





=








1
2

1

0
3
2

0




+ s




0

−1

1

0

0




+ t




0

2

0

0

1




, s, t ∈ R





Věta: (Frobeniova)

Soustava lineárńıch rovnic má řešeńı právě když je hodnost matice soustavy rovna hodnosti rozš́ı̌rené

matice soustavy.

Věta: Soustava Ax = b, kde A je matice typu m × n, je nedourčená právě když je řešitelná a počet

neznámých je větš́ı než h(A) a je určená právě když je řešitelná a počet neznámých je roven h(A).

7.1 Homogenńı soustavy

Definice: Soustava lineárńıch rovnic se nazývá homogenńı, jestliže b = 0, tj. vektor absolutńıch člen̊u

je nulový.

Jestliže b 6= 0, pak se soustava nazývá nehomogenńı.

Plat́ı: Každá homogenńı soustava Ax = 0 má vždy nulové řešeńı x = 0.

Zřejmě pro homogenńı rovnici stač́ı pracovat s matićı soustavy (mı́sto rozš́ı̌rené matice soustavy), protože

pravý sloupec rozš́ı̌rené matice z̊ustane vždy nulový.

Věta: Mějme homogenńı soustavu Ax = 0, A typu m × n. Pak:

1. Soustava má pouze nulové řešeńı ⇐⇒ h(A) = n.

2. Soustava má také nenulové řešeńı ⇐⇒ h(A) < n.
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Věta: Mějme soustavu lineárńıch rovnic Ax = b. Pak:

1. Součet libovolného řešeńı soustavy Ax = b a libovolného řešeńı soustavy Ax = 0 (tzv. soustavy

zhomogenizované) je řešeńım soustavy Ax = b.

2. Rozd́ıl dvou libovolných řešeńı soustavy Ax = b je řešeńım soustavy Ax = 0.

Důkaz:

1. Necht’ c je řešeńım Ax = b, d je řešeńım Ax = 0. Potom A(c + d) = Ac + Ad = b + 0 = b.

2. Necht’ c, d jsou řešeńım Ax = b. Potom e = c − d je řešeńım Ax = 0, protože Ae = A(c − d) =

Ac − Ad = b − b = 0.

Poznámka: Toto funguje u lineárńıch rovnic obecně (např́ıklad u lineárńıch diferenciálńıch rovnic).

25



8 Determinanty

8.1 Permutace

Mějme množinu X = {1, 2, . . . , n}. Bijektivńı (na-prosté) zobrazeńı σ množiny X na sebe se nazývá

permutace množiny X.

Zapisujeme ve formě tabulky (prvńı řádek vzestupně):

σ =

(
1 2 3 . . . n − 1 n

σ(1) σ(2) σ(3) . . . σ(n − 1) σ(n)

) ∣∣∣∣∣
prvńı řádek vzestupně

druhý řádek = přeskládané pořad́ı

∣∣∣∣∣
Na permutace můžeme nahĺıžet jako na přeskládáńı pořad́ı n-tice (1, 2, 3, . . . , n).

Takovýchto přeskládáńı je právě n!

(Na rozd́ıl od kombinatorických zjǐst’ováńı počtu přeskládáńı budeme potřebovat i samotná přeskládáńı).

Množinu všech permutaćı budeme značit Σn.

Dvojice prvk̊u i, j ∈ X = {1, 2, . . . , n} tvoř́ı inverzi v permutaci σ, je-li i < j a σ(i) > σ(j).

Parita permutace σ je č́ıslo sgn (σ) = (−1)počet inverźı.

Tedy:

Sudá permutace . . . sudý počet inverźı,

Lichá permutace . . . lichý počet inverźı.

Př́ıklad: Napǐste všechny permutace trojprvkové množiny, určete jejich paritu.

Řešeńı: Máme množinu X = {1, 2, 3}, permutaćı je 3! = 6.

σ1 =

(
1 2 3

1 2 3

)
, žádná inverze, sgn (σ) = (−1)0 = 1, sudá,

σ2 =

(
1 2 3

1 3 2

)
, jedna inverze

∣∣∣∣∣
2 < 3

3 > 2

∣∣∣∣∣, sgn (σ) = (−1)1 = −1, lichá,

σ3 =

(
1 2 3

2 1 3

)
, jedna inverze

∣∣∣∣∣
1 < 2

2 > 1

∣∣∣∣∣, sgn (σ) = (−1)1 = −1, lichá,

σ4 =

(
1 2 3

3 2 1

)
, tři inverze

∣∣∣∣∣
1 < 2 1 < 3 2 < 3

3 > 2 3 > 1 2 > 1

∣∣∣∣∣, sgn (σ) = (−1)3 = −1, lichá,

σ5 =

(
1 2 3

3 1 2

)
, dvě inverze

∣∣∣∣∣
1 < 2 1 < 3

3 > 1 3 > 2

∣∣∣∣∣, sgn (σ) = (−1)2 = 1, sudá,

σ6 =

(
1 2 3

2 3 1

)
, dvě inverze

∣∣∣∣∣
1 < 3 2 < 3

2 > 1 3 > 1

∣∣∣∣∣, sgn (σ) = (−1)2 = 1, sudá.
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8.2 Determinanty

Definice: Necht’ A = (aij) je čtvercová matice řádu n. Determinantem matice A je č́ıslo det A = |A|
definované vztahem

|A| =
∑

σ∈Σn

sgn (σ)a1,σ(1)a2,σ(2) · · ·an,σ(n)

Sč́ıtáme přes všechny permutace n-prvkové množiny.

Vyb́ıráme prvky z matice tak, že z 1. řádku vybereme σ(1)-ńı prvek, z 2. řádku vybereme σ(2)-hý prvek,

atd., a násob́ıme mezi sebou. Z každého řádku a každého sloupce muśıme vybrat právě jeden prvek. To,

že to děláme přes všechny permutace, znamená, že prvky vyb́ıráme všemy možnými zp̊usoby (a součiny

navzájem sč́ıtáme nebo odeč́ıtáme).

Př́ıklad: Určete z definice determinant obecné matice 3 × 3.

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




Budeme mı́t 6 permutaćı, čili 6 sč́ıtanc̊u.


♣ . .

. ♣ .

. . ♣


−




♣ . .

. . ♣

. ♣ .


−




. ♣ .

♣ . .

. . ♣


−




. . ♣

. ♣ .

♣ . .


+




. . ♣
♣ . .

. ♣ .


+




. ♣ .

. . ♣
♣ . .




|A| = a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31 + a13a21a32 + a12a23a31 .

Takto to nejde poč́ıtat, ukážeme si některé metody výpočtu determinantu matic.

8.3 Metody výpočtu determinant̊u

Determinant matice řádu 2 źıskáme tzv. kř́ı̌zovým pravidlem.∣∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

ց přič́ıtáńı

ւ odeč́ıtáńı

Determinant matice řádu 3 źıskáme tzv. Sárusovým pravidlem.∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23

− a13a22a31 − a23a32a11 − a33a12a21

ց přič́ıtáńı

ւ odeč́ıtáńı

Jedná se vlastně o výpočet z definice, ale přehledně.
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Př́ıklad: Určete determinant matice




1 2 3

4 5 6

7 8 9


.

Řešeńı:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

4 5 6

= 1 · 5 · 9 + 4 · 8 · 3 + 7 · 2 · 6 − 3 · 5 · 7 − 6 · 8 · 1 − 9 · 2 · 4
= 45 + 96 + 84 − 105 − 48 − 72 = 0.

Podobné kř́ıžové metody nefunguj́ı pro matice řádu 4 a v́ıce.

Muśıme použ́ıt jiné postupy.

Věta: Bud’ A matice řádu n. Plat́ı:

1. |A| = |AT |.

2. Je-li v matici A nulový řádek, pak |A| = 0.

3. Jestliže B vznikla z A výměnou (libovolných) dvou řádk̊u, pak |B| = −|A|.

4. Jestliže B vznikla z A vynásobeńım řádku č́ıslem a, pak |B| = a|A|.

5. Determinant |A| se nezměńı, přičteme-li k libovolnému řádku lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u.

Poznámka: (1) ř́ıká, že (2)–(5) plat́ı i pro sloupce.

Věta: Determinant matice A v trojúhelńıkovém tvaru je roven součinu prvk̊u na diagonále, tj.

|A| = a11a22 . . . ann.

(Jediná nenulová permutace je právě diagonála, ostatńı zasahuj́ı jak do horńıho tak do dolńıho (nu-

lového) trojúhelńıku.)

Předchoźı věty poskytuj́ı efektivńı metodu pro výpočet determinantu libovolného řádu.

Pomoćı elementárńıch úprav převedeme matici do schodovitého tvaru a hĺıdáme si ty úpravy, které měńı

hodnotu determinantu (ta se snadno sleduje).

Př́ıklad:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −2 1 −2

−3 −5 2 0

2 1 −2 −4

−1 0 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= |prohod́ıme řádek 1. a 4.| = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 3 1

−3 −5 2 0

2 1 −2 −4

3 −2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2. řádek) −3* (1. řádek)

(3. řádek) +2* (1. řádek)

(4. řádek) +3* (1. řádek)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 3 1

0 −5 −7 −3

0 1 4 −2

0 −2 10 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= |prohod́ıme řádek 2. a 3.| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 3 1

0 1 4 −2

0 −5 −7 −3

0 −2 10 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3. řádek) +5* (2. řádek)

(4. řádek) +2* (2. řádek)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 3 1

0 1 4 −2

0 0 13 −13

0 0 18 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 3 1

0 1 4 −2

0 0 1 −1

0 0 18 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4. řádek) −18* (3. řádek)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 3 1

0 1 4 −2

0 0 1 −1

0 0 0 15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 13 · (−1 · 1 · 1 · 15) = 13 · (−15) = −195.

Definice: Necht’ A = (aij) je matice typu m × n a 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m, 1 ≤ j1 < . . . < jℓ ≤ n jsou

pevně zvolená přirozená č́ısla. Pak matice

M =




ai1j1 ai1j2 . . . ai1jℓ

...

aikj1 aikj2 . . . aikjℓ


 typu k × ℓ

nazýváme submatićı matice A určenou řádky i1, . . . , ik a sloupci j1, . . . , jℓ.

Zbývaj́ıćımi (m−k) řádky a (n−ℓ) sloupci je určena matice M∗ typu (m−k)× (n−ℓ), která se nazývá

doplňková submatice k M v A.

Pro k = ℓ je definován determinant |M |, který nazýváme minor řádu k matice A.

Je-li m = n, pak pro k = ℓ je i M∗ čtvercová matice a |M∗| se nazývá doplněk minoru |M | (nebo

doplňkový minor k submatici M) v A.

Př́ıklad: Pro A =




1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

−1 −2 −3 −4 −5

−6 −7 −8 −9 −10

0 11 12 13 14




napǐste submatici M určenou řádky 2, 3, 5 a sloupci

1, 4, 5. Napǐste doplňkovou submatici M∗ a určete minory |M | a |M∗|.

Řešeńı: Matice M je typu 3 × 3 a je tvaru M =




a21 a24 a25

a31 a34 a35

a51 a54 a55


 =




6 9 10

−1 −4 −5

0 13 14


.

Pak matice M∗ je typu 2 × 2 a je tvaru M =

(
a12 a13

a42 a43

)
=

(
2 3

−7 −8

)
.

Minory jsou |M | = 50, |M∗| = 5.

(Přitom |A| = 0.)

Definice: Č́ıslo (−1)i1+...+ik+j1+...+jℓ|M∗| se nazývá algebraický doplněk k minoru |M |.
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Poznámka: Čtvercové submatice tvořené prvńımi k řádky a sloupci matice A se nazývaj́ı hlavńı sub-

matice a jejich determinanty hlavńımi minory matice A.

Pro m = n a k = ℓ = 1 hovoř́ıme o algebraickém doplňku Aij prvku aij matice A.

Př́ıklad: Pro předchoźı matici určete A34.

Řešeńı: Vynecháme 3. řádek a 4. sloupec.

A34 = (−1)3+4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 5

6 7 8 10

−6 −7 −8 −10

0 11 12 14

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Minory lze využ́ıt pro výpočet determinantu matice libovolného řádu (obzvláště pro matice s hodně

nulama) následovně.

Věta: (Laplace̊uv rozvoj) Pro determinant matice A řádu n a libovolný řádek resp. sloupec plat́ı:

|A| =

n∑

j=1

aijAij Laplace̊uv rozvoj podle i-tého řádku.

|A| =
n∑

i=1

aijAij Laplace̊uv rozvoj podle j-tého sloupce.

Př́ıklad:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 0

1 2 1 0

0 1 2 1

0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= |podle 1. řádku| = 2 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0

1 2 1

0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ 1 · (−1)1+2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0

0 2 1

0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

+0 · (−1)1+3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0

0 1 1

0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ 0 · (−1)1+4 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 1

0 1 2

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2 ·(−1)1+1 ·
(

2 · (−1)1+1 ·
∣∣∣∣∣

2 1

1 2

∣∣∣∣∣+ 1 · (−1)1+2 ·
∣∣∣∣∣

1 1

0 2

∣∣∣∣∣

)
+1 ·(−1)1+2 ·1 ·(−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣
2 1

1 2

∣∣∣∣∣
= 2 · (2 · (4 − 1) − (2 − 0)) − (4 − 1) = 2 · (2 · 3 − 2) − 3 = 2 · 4 − 3 = 8 − 3 = 5.

Plat́ı obecněǰśı tvrzeńı:

Věta: (Laplaceova věta) Necht’ A je čtvercová matice řádu n a necht’ je pevně zvoleno k jej́ıch řádk̊u. Pak

|A| je součet všech

(
n

k

)
součin̊u minor̊u řádu k, vybraných ze zvolených řádk̊u, s jejich algebraickými

doplňky. (Již nepraktické pro výpočet.)

S využit́ım této věty lze ukázat

Věta: (Cauchyova věta) Pro A, B čtvercové matice řádu n plat́ı |AB| = |A| · |B|.

Poznámka: Nic podobného neplat́ı pro součet matic!! (obecně |A + B| 6= |A| + |B|) !!
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Např́ıklad |E| = 1, |E + E| =

∣∣∣∣∣
2 0

0 2

∣∣∣∣∣ = 4.

8.4 Užit́ı determinant̊u k řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Definice: Čtvercová matice A se nazývá regulárńı, jestliže |A| 6= 0.

Je-li |A| = 0, pak se matice A nazývá singulárńı.

Věta: (Cramerovo pravidlo) Necht’ je dána soustava n lineárńıch rovnic o n neznámých, jej́ıž matice

soustavy je regulárńı. Pak soustava má jediné řešeńı (x1, . . . , xn), přičemž

xj =
|Aj|
|A| , j = 1, 2, . . . , n,

kde Aj je matice vzniklá z A nahrazeńım j-tého sloupce sloupcem absolutńıch hodnot (tj. sloupcem

pravých stran).

Př́ıklad: Cramerovým pravidlem řešte soustavu

x1 + x2 + x3 = 6

x1 + x2 − x3 = 0

2x1 + x2 − x3 = 1

Řešeńı:

A =




1 1 1

1 1 −1

2 1 −1


, |A| = −1 + 1 + (−2) − 2 + 1 + 1 = −2,

A1 =




6 1 1

0 1 −1

1 1 −1


, |A1| = −6 + 0 − 1 − 1 + 6 − 0 = −2, x1 =

−2

−2
= 1,

A2 =




1 6 1

1 0 −1

2 1 −1


, |A2| = 0 + 1 − 12 − 0 + 1 + 6 = −4, x2 =

−4

−2
= 2,

A3 =




1 1 6

1 1 0

2 1 1


, |A3| = 1 + 6 + 0 − 12 − 1 − 0 = −6, x3 =

−6

−2
= 3,

Řešeńı je (1, 2, 3).
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9 Inverzńı matice

Motivace:

R, každé nenulové reálné č́ıslo a má svoji inverzi a−1 = 1
a

tak, že a−1 ·a = 1. Matice také umı́me násobit.

Roli jedničky hraje jednotková matice E. Existuje k dané matici A nějaká matice A−1, že A−1A = E ?

Definice: Bud’ A čtvercová matice řádu n. Pak matice A−1 splňuj́ıćı A−1A = E, AA−1 = E se nazývá

inverzńı matice k matici A.

Matice A−1 je zřejmě čtvercová matice řádu n.

Poznámka: Inverzńı matice může a nemuśı existovat. Matice, ke které existuje inverzńı matice, se

nazývá invertibilńı.

Věta: Bud’ A čtvercová matice řádu n. Pak k matici A existuje inverzńı matice právě když A je regulárńı

(tj. právě když |A| 6= 0 což je právě když h(A) = n).

Plat́ı: Bud’te A, B regulárńı čtvercové matice řádu n.

(A−1)
−1

= A, |A−1| = 1
|A|

,

(A−1)
T

=
(
AT
)−1

, (A · B)−1 = B−1 · A−1.

Jak hledat inverzi?

9.1 Algoritmus pro výpočet inverzńı matice

1. Vedle sebe naṕı̌seme matici A a jednotkovou matici E. Źıskáme tak matici (A|E) typu n × 2n.

2. Matici (A|E) upravujeme na schodovitý tvar pomoćı EŘU (elementárńıch řádkových úprav).

3. Pomoćı tzv. zpětné eliminace uprav́ıme levou polovinu na jednotkovou matici (odspodu a zprava).

4. V pravé polovině źıskáme inverzńı matici A−1.

(A|E) ∼ . . . ∼ (E|A−1)

5. Vyskytne-li se v pr̊uběhu výpočtu v levé polovině (na mı́stě p̊uvodńı matice A) nulový řádek, pak

inverzńı matice neexistuje.

Př́ıklad:

Najděte inverzńı matici k matici A =




1 1 1

2 3 −1

1 −1 6


.

Řešeńı:
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1 1 1 1 0 0

2 3 −1 0 1 0

1 −1 6 0 0 1


 ∼




1 1 1 1 0 0

0 1 −3 −2 1 0

0 −2 5 −1 0 1


 ∼




1 1 1 1 0 0

0 1 −3 −2 1 0

0 0 −1 −5 2 1


.

∼




1 1 0 −4 2 1

0 1 0 13 −5 −3

0 0 −1 −5 2 1


 ∼




1 0 0 −17 7 4

0 1 0 13 −5 −3

0 0 −1 −5 2 1


 ∼




1 0 0 −17 7 4

0 1 0 13 −5 −3

0 0 1 5 −2 −1


,

A−1 =




−17 7 4

13 −5 −3

5 −2 −1


.

Konrola:

A · A−1 =




1 1 1

2 3 −1

1 −1 6







−17 7 4

13 −5 −3

5 −2 −1


 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


.

9.2 Jiná metoda výpočtu - pomoćı adjungované matice

Definice: Adjungovanou matićı k matici A (čtvercová řádu n) nazýváme matici

A∗ =




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...

A1n A2n . . . Ann




(matice algebraických doplňk̊u a ještě k tomu transponovaná).

Věta: Necht’ A je regulárńı matice. Pak A−1 =
1

|A| · A
∗.

Př́ıklad: Pomoćı adjungované matice najděte A−1 k matici A =




1 0 1

2 1 0

1 1 1


.

Řešeńı: |A| = 1 + 2 + 0 − 1 − 0 − 0 = 2,

A−1 =
1

|A| · A
∗,

A∗ =




∣∣∣∣∣
1 0

1 1

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣

0 1

1 1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
0 1

1 0

∣∣∣∣∣

−
∣∣∣∣∣

2 0

1 1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
1 1

1 1

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣

1 1

2 0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

2 1

1 1

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣

1 0

1 1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
1 0

2 1

∣∣∣∣∣




=




1 1 −1

−2 0 2

1 −1 1


,
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A−1 =
1

2




1 1 −1

−2 0 2

1 −1 1




9.3 Použit́ı inverzńıch matic k řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Mějme soustavu Ax = b, kde A je čtvercová matice řádu n a x =




x1

...

xn


, b =




b1

...

bn


.

Je-li matice A regulárńı, pak soustava má jediné řešeńı, které lze źıskat pomoćı inverze A−1 následovně.

Rovnici Ax = b vynásob́ıme zleva matićı A−1 a dostaneme

A−1Ax = A−1b (v́ıme, že A−1A = E)

Řešeńı: x = A−1b.

Př́ıklad: Řešte soustavu
x1 + x2 + x3 = 2

2x1 + 3x2 − x3 = −3

x1 − x2 + 6x3 = 14

Řešeńı:

A =




1 1 1

2 3 −1

1 −1 6


, b =




2

−3

14


.

Matice A je z prvńıho př́ıkladu na inverzńı matici, čili v́ıme A−1 =




−17 7 4

13 −5 −3

5 −2 −1


.

Dostáváme řešeńı x = A−1b =




−17 7 4

13 −5 −3

5 −2 −1







2

−3

14


 =




−34 − 21 + 56

26 + 15 − 42

10 + 6 − 14


 =




1

−1

2


.
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10 Maticové rovnice

Rovnice, ve kterých je neznámou matice, nazýváme maticové rovnice.

Můžeme rozlǐsit několik základńıch typ̊u maticových rovnic.

• A + X = B, kde X je neznámá matice a A, B, X jsou matice stejného typu.

• AX = B, resp. XA = B, kde X je neznámá matice a A, X, resp. X, A jsou násobitelné matice.

• AXB = C, kde X je neznámá matice a A, X, B jsou násobitelné matice.

Řešit maticovou rovnici znamená naj́ıt všechny takové matice, po jejichž dosazeńı do rovnice na mı́sto

neznámé dostaneme pravdivý výrok. Při řešeńı rovnic, které nejsou v základńım tvaru postupujeme

tak, že je pomoćı pravidel pro poč́ıtáńı s maticemi uprav́ıme do základńıho tvaru a ty pak řeš́ıme ńıže

popsaným zp̊usobem.

Rovnice typu A + X = B řeš́ıme odečteńım matice A od obou stran rovnice.

U řešeńı rovnic typu AX = B zálež́ı na tom, je-li matice A regulárńı. Pokud A je regulárńı, existuje

inverzńı matice A−1. Vynásob́ıme-li zleva obě strany rovnice touto inverzńı matićı, převedeme t́ım rovnici

do tvaru A−1AX = A−1B, a dostaneme řešeńı:

X = A−1B.

V př́ıpadě, kdy matice A neńı regulárńı, tj. je singulárńı nebo neńı čtvercová, zřejmě inverzńı matici

A−1 nenalezneme a muśıme použ́ıt jiný postup. (Rozepsat součin AX podle definice součinu matic,

a porovnat matice na levé a pravé straně rovnice. T́ım dostaneme soustavu lineárńıch rovnic, jej́ımž

řešeńım jsou prvky neznámé matice.)

Stejně tak zálež́ı na regulárnosti matic A, B i u rovnic typu AXB = C.

Jestliže jsou obě matice regulárńı, najdeme k nim inverzńı matice A−1, B−1. Vynásob́ıme-li pak obě

strany rovnice zleva A−1 a zprava B−1 převedeme t́ım rovnici do tvaru A−1AXBB−1 = A−1CB−1, tedy:

X = A−1CB−1.

Řešit rovnice, kde alespoň jedna z matic A, B neńı regulárńı, v tomto kurzu nebudeme.

Př́ıklad: Řešte maticovou rovnici 3A + 2X = C − 2B, kde:

A =

(
1 2 3

−2 1 3

)
, B =

(
3 1 1

2 6 −3

)
, C =

(
5 10 21

4 15 15

)
.
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Řešeńı:

2X = C − 2B − 3A,

X =
1

2
(C − 2B − 3A),

X =
1

2

[(
5 10 21

4 15 15

)
− 2

(
3 1 1

2 6 −3

)
− 3

(
1 2 3

−2 1 3

)]
=

(
−2 1 5

3 0 6

)
.

Př́ıklad: Nalezněte řešeńı maticové rovnice AX + 2B = BX − 2C, kde:

A =

(
−1 2

1 −5

)
, B =

(
1 2

3 1

)
, C =

(
0 1

−2 8

)
.

Řešeńı: Rovnici uprav́ıme tak, aby na jedné straně rovnice byly výrazy s neznámou matićı X a na

druhé straně výrazy, ve kterých se X nevyskytuje.

AX + 2B = BX − 2C

AX − BX = −2B − 2C

BX − AX = 2B + 2C

Na levé straně rovnice vytkneme zprava matici X, na pravé straně vytkneme č́ıslo 2, tj.

(B − A)X = 2(B + C).

Matice (B−A) =

(
1 2

3 1

)
−
(

−1 2

1 −5

)
=

(
2 0

2 6

)
je regulárńı, a proto k ńı existuje právě jedna

inverzńı matice (B − A)−1.

Obě strany rovnice tedy vynásob́ıme zleva matićı (B − A)−1 a dostáváme

(B − A)−1(B − A)X = (B − A)−1 2(B + C),

X = 2(B − A)−1(B + C).

Vzhledem k tomu, že

(B − A)−1 =
1

12

(
6 0

−2 2

)
, B + C =

(
1 3

1 9

)

źıskáváme řešeńı

X = 2
1

12

(
6 0

−2 2

)(
1 3

1 9

)
=

(
1 3

0 2

)
.
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11 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

Definice: Necht’ A je čtvecová matice řádu n. Č́ıslo λ se nazývá vlastńı č́ıslo (vlastńı hodnota) matice

A, jestliže existuje nenulový (sloupcový) n-rozměrný vektor v tak, že

Av = λv.

(vlevo je maticové násobeńı, vpravo násob́ıme vektor č́ıslem)

Vektor v se nazývá vlastńı vektor matice A s vlastńı hodnotou λ.

Je-li λ vlastńı č́ıslo, označ́ıme Vλ := {v ∈ R
n : Av = λv} množinu všech vlastńıch vektor̊u (společně s

nulovým vektorem).

Definice: Neprázdná podmnožina V aritmetického vektorového prostoru se nazývá podprostorem,

jestliže plat́ı

1. pro u, v ∈ V je i u + v ∈ V ,

2. pro u ∈ V je i ku ∈ V pro libovolné k ∈ R.

Poznámka: Podprostor je vlastně neprázdná podmnožina (vektor̊u z) R
n uzavřená na operaci sč́ıtáńı

a vynásobeńı reálným č́ıslem, tj. uzavřená na lineárńı kombinace.

Př́ıklad: V R
2 uvažujme množinu V := {(t, t) : t ∈ R} (obrázkem je př́ımka y = x procházej́ıćı

počátkem). Jedná se o podprostor, nebot’ množina je neprázdná (obsahuje např. počátek (0, 0)) a pro

všechna t, r, s ∈ R plat́ı

1. (t, t) + (s, s) = (t + s, t + s) ∈ V ,

2. r(t, t) = (rt, rt) ∈ V ,

Věta: Mějme neprázdnou množinu vektor̊u. Pak množina všech lineárńıch kombinaćı těchto vektor̊u

tvoř́ı podprostor aritmetického vektorového prostoru, tzn. ten podprostor je těmi vektory generovaný.

Plat́ı: Pro každé vlastńı č́ıslo λ je Vλ = {v ∈ R
n : Av = λv} vektorovým podprostorem aritmetického

vektorového prostoru R
n. Ten se nazývá vlastńı podprostor s vlastńım č́ıslem λ.

Důkaz:

1. o ∈ Vλ (nebot’ Ao = o = λo) pro libovolné λ,

2. A(u + v) = Au + Av = λu + λv = λ(u + v) pro libovolné u, v ∈ Vλ,

3. A(ku) = k(Au) = kλu = λ(ku) pro libovolné u ∈ Vλ a k ∈ R.
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Pro vlastńı č́ıslo λ plat́ı: Vλ = {v ∈ R
n : (A − λE)v = 0}.

Prostor Vλ je tedy řešeńım homogenńıho systému lineárńıch rovnic o n neznámých s matićı soustavy

A − λE.

Př́ıklad: Ukažte, že λ = −3 je vlastńı č́ıslo matice A =




5 8 16

4 1 8

−4 −4 −11




a najděte př́ıslušný vlastńı podprostor V−3.

Řešeńı: Vyjádř́ıme matici

A − (−3)E = A + 3E =




5 8 16

4 1 8

−4 −4 −11


 + 3




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 =




8 8 16

4 4 8

−4 −4 −8




a vyřeš́ıme homogenńı soustavu s touto matićı (nulový sloupec pravých stran neńı třeba psát).

Zřejmě




8 8 16

4 4 8

−4 −4 −8


 ∼




1 1 2

0 0 0

0 0 0


, a tedy det A = 0,

výsledná soustava je tvaru x1 + x2 + 2x3 = 0, a jej́ım řešeńım je každý vektor tvaru




s

t

−1
2
(s + t)


.

[Porušeno pravidlo pro výběr neznámých jakožto parametr̊u. Nevad́ı to.]

Např́ıklad




2

0

−1


 je vlastńı vektor s vlastńı hodnotou −3 a λ = −3 je tedy vlastńı č́ıslo.

V−3 =









s

t

−1
2
(s + t)


 ; s, t ∈ R





=





s




1

0

−1
2


+ t




0

1

−1
2


 ; s, t ∈ R





.

Definice: Charakteristický polynom čtvercové matice A řádu n je definován jako

det(A − λE)

s neznámou λ.

Věta: Množina všech vlastńıch č́ısel matice A je rovna množině všech kořen̊u charakteristického poly-

nomu matice A.

Poznámka: Polynom n-tého stupně má právě n (obecně komplexńıch) kořen̊u. (reálných kořen̊u může

být obecně méně než n).
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Poznámka: Matice A řádu n má právě n vlastńıch č́ısel (bráno s násobnostmi).

Plat́ı: Determinant matice je součin vlastńıch č́ısel i s násobnostmi.

(Má-li reálná matice komplexńı vlastńı č́ıslo, má i komplexně sdružené vlastńı č́ıslo, a součin je č́ıslo

reálné.)

Definice: Součet prvk̊u na hlavńı diagonále čtvercové matice A je označován jako stopa matice Tr(A).

Plat́ı: Stopa matice je právě součet vlastńıch č́ısel včetně násobnost́ı.

Věta: Všechny kořeny charakteristického polynomu symetrické matice jsou reálné.

11.1 Jak hledat vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

1. Naṕı̌seme charakteristický polynom a najdeme všechny kořeny = vlastńı č́ısla.

2. Pro každé vlastńı č́ıslo λ vytvoř́ıme soustavu (A − λE)x = o a vyřeš́ıme.

Všechna řešeńı jsou právě všechny př́ıslušné vlastńı vektory.

Př́ıklad: Najděte všechna vlastńı č́ısla a všechny př́ıslušné vlastńı vektory matice A =




0 1 1

1 0 1

1 1 0


.

Řešeńı: Naṕı̌seme charakteristický polynom det(A − λE):

A − λE =




0 1 1

1 0 1

1 1 0


−




λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ


 =




−λ 1 1

1 −λ 1

1 1 −λ




det(A − λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1 1

1 −λ 1

1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −λ3 + 1 + 1 + λ + λ + λ = −λ3 + 3λ + 2.

Najdeme kořeny polynomu −λ3 + 3λ + 2, tj. vyřeš́ıme rovnici

−λ3 + 3λ + 2 = 0.

Možné celoč́ıselné kořeny rovnice

−λ3 + 3λ + 2 = 0

jsou dělitele absolutńıho koeficientu 2, tj. {1,−1, 2,−2}.
Uhodneme kořen λ1 = −1.

(Pro zájemce: Polynomiálńı rovnici můžeme vyřešit také pomoćı tzv. Hornerova schématu.
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−1 0 3 2

1 −1 −1 2 4

−1 −1 1 2 0 ⇒ λ1 = −1

V posledńım řádku jsou koeficienty polynomu po vyděleńı kořenovým činitelem (λ + 1) ).

Po vyděleńı p̊uvodńı rovnice činitelem (λ + 1) dostáváme rovnici 2. řádu

−λ2 + λ + 2 = 0

kterou vyřeš́ıme např́ıklad rozkladem na činitele 0 = λ2 − λ − 2 = (λ + 1)(λ − 2)

a dostáváme kořeny λ2 = −1, λ3 = 2.

Vlastńı č́ısla jsou tedy λ1 = λ2 = −1 a λ3 = 2.

Pro nalezená vlastńı č́ısla najdeme vlastńı prostory.

λ = 2:

Dosad́ıme a dostaneme matici soustavy

A − 2E =




−2 1 1

1 −2 1

1 1 −2


 ∼




1 1 −2

0 3 −3

0 3 −3


 ∼




1 1 −2

0 1 −1

0 0 0




Soustava muśı mı́t netriviálńı řešeńı;

máme soustavu
x1 + x2 − 2x3 = 0

x2 − x3 = 0

a řešeńı je tvaru V2 =









t

t

t


 : t ∈ R





.

λ = −1:

A + E =




1 1 1

1 1 1

1 1 1


 ∼




1 1 1

0 0 0

0 0 0




a řešeńı je tvaru V−1 =









−s − t

s

t


 : t, s ∈ R





=





t




−1

0

1


 + s




−1

1

0


 : t, s ∈ R





.

Poznámka:

• V soustavě muśı (po úpravách pomoćı EŘÚ) vyj́ıt vždy alespoň jeden parametr.
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• Počet parametr̊u (=dimenze podprostoru) se nazývá geometrická násobnost vlastńıho č́ısla.

Násobnost č́ısla jakožto kořene charakteristického polynomu se nazývá algebraická násobnost

vlastńıho č́ısla.

Tyto násobnosti se nemuśı rovnat.

Věta: Vlastńı vektory př́ıslušej́ıćı r̊uzným vlastńım hodnotám jsou lineárně nezávislé.

Věta: Uvažujme nyńı reálnou matici A a př́ıpadná jej́ı komplexńı vlastńı č́ısla a vektory.

Je-li λ = a + bi vlastńı č́ıslo matice A s vlastńım vektorem u = u1 + iu2, pak λ = a − bi je vlastńı č́ıslo

matice A s vlastńım vektorem u = u1 − iu2.

Věta: Jestliže matice splňuje A−1 = A
T

(matice A je tzv unitárńı), pak jej́ı vlastńı č́ısla maj́ı absolutńı

hodnotu rovnu 1. (Tj. jej́ı reálná vlastńı č́ısla moho být pouze 1 nebo −1.)
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12 Skalárńı součin

Mějme V vektorový prostor.

Definice: Skalárńım součinem rozumı́me operaci, která každé dvojici vektor̊u u, v ∈ V přǐrazuje reálné

č́ıslo (skalár) (u, v) ∈ R tak, že pro všechna u, v, w ∈ V a č́ıslo r ∈ R plat́ı:

(i) (u, v) = (v, u) (symetrie)

(ii) (u, (v, w)) = (u, v) + (u, w) (bilinearita)

(iii) (ru, v) = r(u, v)

(iv) (u, u) ≥ 0 a (u, u) = 0 právě když u = o (pozitivita)

Potom o V hovoř́ıme jako o vektorovém prostoru se skalárńım součinem, nebo stručněji o unitárńım

prostoru.

Poznámka: Jiné formy zápisu

(u, v) = u · v = uv = 〈u, v〉 = [u, v] = (u|v)

Existuj́ı r̊uzné skalárńı součiny. Za skalárńı součin považujeme každou operaci, která splňuje (i)–(iv) v

definici výše.

Př́ıklad: Eukleidovský skalárńı součin (u, v) =

n∑

i=1

uivi pro u, v ∈ Vn = R
n

Př́ıklad: Určete skalárńı součin (pokud neńı specifikován, mysĺı se Eukleidovský) vektor̊u u = (1, 4) a

v = (2, 5).

Řešeńı: (u, v) = ((1, 4), (2, 5)) = 1 · 2 + 4 · 5 = 2 + 20 = 22.

Př́ıklad: Vážený skalárńı součin (u, v) = 3u1v1 + 5u2v2.

(Ověřte (i)–(iv) v definici skalárńıho součinu.)

Př́ıklad: Skalárńı součin v prostoru spojitých reálných funkćı na uzavřeném intervalu [a, b]

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

12.1 Norma (velikost) vektoru

Ke každému skalárńımu součinu je zavedena norma vektoru.

Definice: Normou (velikost́ı) vektoru u ∈ V rozumı́me č́ıslo

‖u‖ :=
√

(u, u).

(Zobrazeńı ‖ · ‖ : V → R.)
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Jiné značeńı: ‖u‖ = |u|.

Vektor u s velikost́ı ‖u‖ = 1 nazýváme jednotkový vektor.

Př́ıklad: Eukleidovská norma (tzv. 2-norma) na Vn

‖u‖ =

√√√√
n∑

i=1

u2
i

Ne každá norma je definována pomoćı skalárńıho součinu

Př́ıklad: 1-norma

‖u‖ =

n∑

i=1

|ui|.

Př́ıklad: maximová norma

‖u‖ = max{|ui| : i = 1, . . . , n}.

12.2 Rovnoběžńıkové pravidlo

Věta: (Rovnoběžńıkové pravidlo). Necht’ V je unitárńı prostor. Potom plat́ı

‖u + v‖2 + ‖u − v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2)

pro všechny vektory u, v ∈ V .

12.3 Cauchyova-Schwarzova nerovnost

Věta: (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Pro jakýkoliv skalárńı součin plat́ı:

|(u, v)| ≤ ‖u‖ · ‖v‖

pro všechny vektory u, v ∈ Vn.

Rovnost nastává právě když jsou vektory u a v lineárně závislé (rovnoběžné).

Důkaz: Uvažujme vektor u + rv. Plat́ı

‖u + rv‖2 = ‖u‖2 + 2r(u, v) + r2‖v‖2 ≥ 0.

Kvadratický trojčlen

r2v2 − 2r(u, v) + u2

je pro všechna r ∈ R nezáporný, právě když diskriminant př́ıslušné kvadratické rovnice neńı kladný.

Tj. právě když plat́ı

D = 4(u, v)2 − 4‖u‖2‖v‖2 ≤ 0.

Odtud

4(u, v)2 ≤ 4‖u‖2‖v‖2.
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12.4 Trojúhelńıková nerovnost

Věta: (Trojúhelńıková nerovnost, Minkowského věta). Pro normu vektoru př́ıslušnou libovolnému

skalárńımu součinu plat́ı:

‖u + v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖

pro všechny vektory u, v ∈ Vn.

Rovnost nastává právě tehdy, když jsou vektory u a v lineárně závislé (rovnoběžné).

Důkaz: Z Cauchyovy nerovnosti dostáváme

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + 2(u, v) + ‖v‖2 ≤ ‖u‖2 + 2‖u‖‖v‖ + ‖v‖2 = (‖u‖ + ‖v‖)2.

Př́ıklad: Zapǐste skalárńı součin vektor̊u u a v pouze užit́ım normy vektoru.

Řešeńı: Uvědomme si, že plat́ı vztah (u, u) = u2 = ‖u‖2.

Dostáváme

(u, v) =
1

2
(‖u‖2 + ‖u‖2 − ‖u − v‖2),

(u, v) =
1

4
(‖u + v‖2 − ‖u − v‖2).

Posledńı rovnost se jmenuje Formule polarity.

12.5 Odchylka vektor̊u

Z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti plyne, že existuje jediné č́ıslo α ∈ [0, π] takové, že

(u, v) = ‖u‖‖v‖ cosα

Č́ıslo α nazýváme odchylka vektor̊u u a v.

Poznámka: Je zřejmé, že velikost úhlu je, stejně jako délka, závislá na zvoleném skalárńım součinu.

Definice: (Ortogonálńı a ortonormálńı vektory). Vektory u1, u2, . . . , uk ∈ Vn jsou:

(i) ortogonálńı právě když (ui, uj) = 0 pro všechna i, j = 1, 2, ..., k ; i 6= j. Ṕı̌seme ui ⊥ uj.

(ii) ortonormálńı právě když jsou ortogonálńı a jednotkové ‖ui‖ = 1, pro všechna i = 1, 2, . . . , k

Př́ıklad: Určete odchylku vektor̊u u = (3, 4) a v = (4, 3).

Řešeńı:

cos α =
(u, v)

‖u‖ · ‖v‖ =
((3, 4), (4, 3))

‖(3, 4)‖‖(4, 3)‖ =
3 · 4 + 4 · 3√

32 + 42 ·
√

42 + 32
=

24

25
.

Př́ıklad: Určete vnitřńı úhly trojúhelńıka ABC, kde

A = [1,−2, 3]
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B = [4, 5, 2]

C = [−3,−2,−2].

Řešeńı: u = B − A, v = C − A,

cos α =
(u, v)

‖u‖ · ‖v‖ =
((3, 7,−1), (−4, 0,−5))

‖(3, 7,−1)‖ · ‖(−4, 0,−5)‖ =
−12 + 5√
59 ·

√
41

.

Úhel α při vrcholu A je asi 98 stupň̊u.
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